
Examen de Mathématiques (S3PC) n

◦
1

Durée 2 heures. Do cumen ts et calculatrices in terdits

Le 18 Décem bre 2007.

b ar ême indic atif: 6, 4, 5, 5.

Rapp els de cours

Soit

~W :

R2 3 x 7→ ~W (x) = (w1(x), w2(x))

un c hamp de v ecteurs, D ⊂ R2
un domaine b orné et γ le b ord de D orien té par D . On rapp elle

la form ule de Green-Riemann :

Circ( ~W, γ) =
∫ ∫

D

∂w2

∂x1
(x)− ∂w1

∂x2
(x)dx1dx2.

Exercice 1. Soit D ⊂ R2
le domaine dé�ni par :

D = {(x1, x2) ∈ R2| 0 ≤ x1 ≤ 2, 0 ≤ x2 ≤ 2x1 − x2
1}.

1) T racer le domaine D et calculer son aire.

2) Soit γ l'arc orien té dé�ni par :

[0, 2] 3 t 7→ x(t) ∈ R2,

où

x(t) =

{
(2t, 0), p our 0 ≤ t ≤ 1,

(1− cos(πt), sin2(πt)), p our 1 < t ≤ 2.

Mon trer que l 'arc γ est égal au b ord de D orien té par D .

Indic ation : é crir e le b or d de D c omme la r éunion de deux c ourb es simples qu'on identi�er a

aux deux p arties de l'ar c γ .

3) Calculer la circulation le long de γ du c hamp de v ecteurs :

~W (x1, x2) = (x2, 0).

Indic ation : on r app el le que sin3 t = 3
4 sin t− 1

4 sin 3t .

4) Expliquer commen t obtenir sans calcul le résultat précéden t.

Exercice 2. Soit f : R2 → R2
la fonction dé�nie par

f(x, y) =
y

x2 + xy + y2 + 3
.

1) Mon trer que

x2 + xy + y2 ≥ 0, ∀ (x, y) ∈ R2,

et en déduire que la fonction f est bien dé�nie sur R2
tout en tier.

2) Calculer les dériv ées partielles

∂f
∂x et

∂f
∂y . Déterminer les p oin ts critiques de la fonction f .



Exercice 3.

1) Soit f : R2 → R la fonction :

f(x, y) = 3xy − x3 − y3.

Déterminer ses p oin ts critiques et donner leur nature.

2) Soit g : R2 → R la fonction :

g(x, y) = −2(x− y)2 + x4 + y4.

Déterminer les p oin ts critiques de g .

Mon trer que g(t, t) > 0 p our tout t 6= 0 et que g(t,−t) < 0 p our tout t ∈]− 2, 2[. Que p eut

on en déduire p our le p oin t critique (0, 0) de g ?

Exercice 4. Soit S ⊂ R3
la surface paramétrée dé�nie par :

[0, 2π] × [0, 2π] 3 (t, s) 7→ x(t, s) = ((2 + cos t) cos s, (2 + cos t) sin s, sin t).

1) Calculer les v ecteurs

∂x
∂t (t, s) et

∂x
∂s (t, s) et en déduire l'expression de l'élémen t d'aire d2S .

2) Calculer l'aire de la surface S .


