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Durée 2 heures. Do cumen ts et calculatrices in terdits

Le 30 o ctobre 2007.

b ar ême indic atif: 3 ;4 ;6 ;7

Exercice 1. Déterminer p our quelles v aleurs de a ∈ R l'application linéaire Ta : R3 → R3
de

matrice  2a −a 0
−1 1 a
3 2a a2


est bijectiv e.

Exercice 2. Soit T : R4 → R3
l'application linéaire de matrice

 1 2 −1 0
2 1 3 1
2 1 3 1

 .

Déterminer une base de l'image de T et du no y au de T .

Exercice 3. Soit A : R3 → R3
la matrice

 1 1 −4
0 2 −3
1 −1 3

 .

1) Déterminer les v aleurs propres et les v ecteurs propres de A. A est elle diagonalisable ?

2) Soit λ ∈ R un réel et N = A− λ13 . Mon trer que si N2 = 0 alors ImN est inclus dans KerN .

En déduire que si N2 = 0 alors λ est une v aleur propre de A.

Mon trer que si N3 = 0 alors ImN2
est inclus dans KerN . En déduire que si N3 = 0 et N2 6= 0

alors λ est une v aleur propre de A.

En utilisan t ce qui précède, trouv er p our quelles v aleurs de λ on a N3 = 0.

3) On �xe λ égal au réel déterminé en 2). T rouv er une base (v1, v2, v3) de v ecteurs de R3
tels

que

Nv1 = v2, Nv2 = v3.

Quelle est la v aleur de Nv3 ?

Exercice 4. On considère les systèmes di�éren tiels :

(S0)
{

x′
1(t) = 2x1(t) + x2(t)

x′
2(t) = x1(t) + x2(t),

(S)
{

x′
1(t) = 2x1(t) + x2(t) + e2t

x′
2(t) = x1(t) + x2(t).

1) Déterminer la solution générale de (S0).



2) Déterminer une solution particulière (y1(t), y2(t)) de (S).

Indic ation : cher cher c ette solution sous la forme (a1e2t, a2e2t) p our des c onstantes a1 , a2 à

déterminer.

3) Mon trer que si (x1(t), x2(t)) est une solution arbitraire de (S), alors (z1(t), z2(t)) = (x1(t)−
y1(t), x2(t)− y2(t)) où (y1(t), y2(t)) est la solution trouv ée en 1) est une solution de (S0).

En déduire la solution générale de (S).

4) En utilisan t le résultat de 2), déterminer la solution (x1(t), x2(t)) de (S) a v ec les conditions

initiales :

x1(0) = 0, x2(0) = 0.


