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TD4: Méthodologie des tests

Exercice 1.
Soit (X7, ..., Xo5) un échantillon de loi gaussienne d’espérance p inconnue et de
variance v = 100 connue.

1. Construire un test de niveau o = 0.10 de 'hypothése nulle “4 = 07 contre
I’hypothése alternative “u = 1.5”, fondé sur la moyenne empirique, estimateur
du paramétre .

On observe T = 1. Quelle est la décision du test?

Quelle est I'erreur de seconde espéce du test?
2. Répondre a la question précédente si v = 9.
3. Comment modifier le test si I’alternative est "p = —1.577

4. On souhaite tester (Hp) : = 2 contre (Hy) : p < 2. Définir la région de rejet.
Calculer la puissance du test et étudier ses variations en fonction de u, n et o.

Correction. 1. On suit la méthodologie:

e Modele X ~ N (u,v Id,), de variance connue

e Hypotheses données dans 'énoncé: (Hy) : pp =0 contre (Hy) : p=1.5

X, X
2

Vu/n

pour loi la loi gaussienne centrée réduite.

o La statistique naturelle est T =

. Sous Hy, p =0, d’ou T = a

o Regle de décision: T prend de plus grandes valeurs sous Hy. On propose
donc la région de rejet R = {T > ¢t = 1.28} de risque a = 10%, avec
459 le quantile d’une lot gaussienne centrée réduite d’ordre 0.9

o décision: On compare la valeur observée de T, t°° = 0.5 au quantile
Q59 = 1.28, et on ne rejette pas Hy: compte-tenu de la variabilité de
I’échantillon, une valeur observée de X plus proche de (H,) que de Hy ne
permet pas de rejeter (Hp).

Le risque de deuzieme espéce est f = Py, (T < 1.28) = P(Y;m < 2*1'2371'5) =
0.7. En gardant Hy, le risque de se tromper est de 70%.

2. Siv =29 (moins de variabilité) : tobs = 5/3 = 1.66; on rejette Hy. Le risque
de seconde espéce est } = ]P(Xg_/é'5 <5/3%(3/5%x1.28 —1.5)) = 0.11. Le test
est plus puissant.
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3. La région de rejet utilisée dans les questions précédentes {T' > ¢4} est de
nweau o, mais la puissance du test est alors trés faible pour tester la nouvelle
hypothése (Hy), en particulier inférieure au risque de premiére espéce a. On

dit que le test est biaisé. En effet, en notant uy = —1.5, on a:
X—m+m-0_ |, X —
P, ( 5 > oo | =Py, — > 1.284+1.5/2

X —
<P, (T’“ > 1.28)> —a=01

La région de rejet de la forme {T < —1.28}, est plus puissante que la précédente
pour tester la nouvelle hypothese alternative.

4. La stat de test T = (X —2)/v/v/n suit sous (Hy) une loi N'(0,1). L’alternative
est (Hy) : p = p1 < 2 qui détermine le coté de la région de rejet R{T < q*}.
L’alternative étant composite, la puissance w(uy) est une fonction de py €
] — o052

X B *
IPHl (R) = IP/H (\/ﬁ O_’uo < qa)
_ X —m * Ho — M1
= P, (vn <q ++vn -
SR CRRT=C RS

o
ou F* désigne la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite.

o Quandn tend vers l'infini, la puissance tend vers 1, le test est convergent

o Quand jiy = po, o = w(po) et pour tout py < po, F* (qf + /ntH) >
F*(¢}) = a. Le test est sans biais.

o quand py s’écarte de g vers les valeurs inférieure, la puissance augmente
e Plus o est grand, moins le test est puissant.
Exercice 2.

On considére un n-échantillon d’une loi gaussienne d’espérance p inconnue et de
variance o2 également inconnue. On souhaite tester (Hy) : i = 2 contre (Hy) : ju # 2.

1. Construire une statistique pivotale a partir de la moyenne et la variance em-
piriques de I’échantillon. Quelle est sa loi sous (Hy)?

2. Construire une région de rejet de niveau a.
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3. On observe = 2.3 et v = .5 (variance non biaisée). Quel est le résultat du
test de niveau o = 5% si ’échantillon de taille n = 107 Si ’échantillon est de
taille n = 1007

4. Calculer la puissance du test et étudier ses variations en fonction de p et n.
Représenter graphiquement son allure.

Montrer que pour toute valeur p # 2, la puissance est supérieure au niveau.

5. Montrer qu’on peut trouver un test plus puissant pour certaines valeurs de
I’alternative.

Correction. 1. La statistique de Student T, = \/n(X —2) /G o1 6?2 est l’estimateur
non biaisé de la variance suit sous (Hy) une loi de Student T(n — 1). Cette
loi sous (Hy) ne dépend d’aucun paramétre inconnu.

2. On pose le test de (Hy) : = po = 2 contre (Ho) : p # o = 2 a partir
d’un échantillon gaussien a espérance el variance inconnues. La stalistique
de test est la statistique de Student. Le test est bilatére, la région critique est
la réunion de deux régions de méme probabilité, sur les grandes et les petites
valeurs de la statistique de test. La statistique de Student est symétrique ses
quantiles vérifient qo/2 = —qi—aj2 La région de rejet est {|T,| > qti_aj2} ol
qti_as2 est le quantile d’ordre 1 — /2 de T (n — 1).

3. n = 10, la statistique observée tos = (1/10/v(T — 2) = 1.34 < grpo-1(1 —
a/2) = 2.26. On n’est pas dans la region de rejet. L’observation n’est pas
significative pour rejeter (Hy) qu’on conserve avec un risque de seconde espéce
inconnu (puisqu’on ne connait pas précisémment ’alternative)

n =100, la stat observée tops = (1/100/v(Z —2) = 4.24 > ¢r(100-1)(1 —/2) =
1.98. On est dans la region de rejet. L’observation est significative pour rejeter
(Hy) avec un risque de premiére espéce o = 5%. On est dans le cas ou le risque
de la décision est mailrisé.

4. Pour un pu # pug = 2, le risque de seconde espéce est

Blw) = P, (Tl < qt1 a/z)

= ( n | < qtla/2>
= ]P,u( qtl—a/Q)

+ (-2
= —qti_ a/2 < \/_ — b_\(ﬂ ) < qtl—a/Q
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ot la statistique

p \/—X pt(p—=2) V(X —p)/o+n(p—2)/o

4 - Vo2 [o?
N1 +9 ZT(n—l(S:\/ﬁM_Q
Ve D/ 1) 7

suit une loi de Student T(n — 1,0 a n — 1 degrés de liberté et de facteur de
décentrage 0 = \/77“7_2, puisque c’est le rapport d’une gaussienne décentrée
de vartance 1 par la racine carrée du rapport d’une loi du Khi-deur a n — 1
ddl divisée par son nombre de ddl, le numérateur et le dénominateur sont
indépendants. La puissance est fonction de u, o et n qui se combinent dans le
terme ¢

)

m(6) =1 = Fz(qti—as2) + Fz(—qti-a/2)

ou Fy est la fonction de répartition de cette loi de Student décentrée. Si
6] > 0, le décentrage entraine le fait que les deux termes 1 — Fyz(qti_a)2)
et Fz(—qti_aj2) n'ont pas le méme sens de variation, mais pas non plus les
mémes vitesses. D’ot w(|0]) croit quand |0| croit. La puissance est donc en
particulier supérieure au niveau, on dit que le test est non biaisé.

Pour montrer rigoureusement ces propriétés, on étudie Fy. FEn utilisant le
théoreme de l’espérance totale, on peut travailler conditionnellement:

]Pa(Z < Q) =IE [HZ*+6§q Kn—l/(n—l)]

~ (B 1., K] )
- (]P [Z* +0 < q\/m’[(“*lp

ou Z* ~ N(0,1) et K,_1 ~ x*(n—1). On commence donc par travailler
conditionnellement a4 K,

P [Z* +6<qgv/Kn1/(n—1)|K—1/(n—1) = v] = IF*(quv — ¢)

avec IF* la fonction de répartition de N'(0,1). D’ou
w(0jv) =1 —=F*(qv — 0) + IF*(—qv — §) = F*(—qv + 0) + F*(—qv — §)

puisque la gaussienne centrée est symétrique. Sur R™, IF* est de classe C?,
conveze, strictement croissante, donc ses tauz d’accroissement sont croissants.
Posons © := qu < 0. Pour tout A >0

F*(x + A) — F*(x) - F*(z) — F*(x — A)
A A
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Si0 >0, alors

F'(e +0) - F'(x)  F'() —F (2~ 9)
5 5

S10 <0, alors

F*(z—¢6) —F*(x) TF*(z) — F*(x+)9)
>
—0 -
soit, pour tout § > 0, n(6|v) = F*(x +0) + IF*(x — §) > 2IF*(z) = 2a/2 = a,
d’ot en intégrant sur v, m(0) > «, le test est non biaisé.

Pour montrer la croissance en fonction de §. On considére d’abord le cas é > 0,
on utilise la convexité de la fonction de répartition sur IR™. Pour 0 < d; < 09,

F'(a+6) —F(a+8)  Fot+6)—F(a—6) F(r—5)-F(-5)

dy — 0y 204 —01 + 02

soit IF*(x+02) +IF*(x —62) > F*(x+01) +IF*(2— 1), la fonction est croissante
quand 6 > 0 croit. Si 6 < 0 croit, il est tel que A = |0| décroit, et donc la
fonction puissance est décroissante, cf la représentation graphique

5. Une région de rejet unilatérale (4 droite par exemple) de nuiveau « est de
puissance supérieure pour les 0 > 0, mais inférieure pour les § < 0. Aucun de
ces deux tests n’est uniformément le plus puissant.

Exercice 3.

La durée de vie de composants électroniques suit une loi exponentielle d’espérance
p définie par f(x) = p~te=®/# sur RT. On souhaite déterminer si la durée de vie
moyenne des composants d’un lot est inférieure a celle annoncée dans les caractéris-
tiques techniques nominales (dy = 1600 h), avec un faible risque de se tromper si on
choisit cette décision.
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4.
d.

. Proposer une modélisation de ’expérience et poser les hypothéses.

. Déterminer k tel que R = {X < k} soit une région de rejet de niveau a.

On observe T = 1550 sur 10 composants pris au hasard. Que concluez-vous?
Le quantile d’ordre 0.05 d’une loi Gamma I'(1, 10) vaut 5.43.

Calculer la puissance du test.

Proposer une approximation de la région critique pour les grands échantillons.

Correction. 1. On tire n piéces au hasard dans le lot (si l'échantillon est trés

grand, on peut le faire sans remise), puis on observe la durée de vie de ces
pieces. On a donc ['observation d’un n- échantillon wd de loi exponentielle
d’espérance a estimer (puis tester).

Comme on veut maitriser le risque de dire a tort que la durée de vie est trop
faible, On pose donc Uhypothése nulle (Hy) : p = dy contre Ualternative (Hy) :
=1 < dy. Sion choisit (Hy), le risque de se tromper vaut au plus o, choisi
en général petit.

la région de rejet est de la forme {X < ko} ou {3, X;/dy < k,}. Or,
S Xi/dy ~ T(1,n) d’oit k,, = Yna, 0% Yna est le quantile d’ordre o d’une
lot T'(1,n): P>, Xi/do < Yna) = .

> Xi/dy = 10x1550/1600 = 9.68 > 5.42. On n’est pas dans la région de rejet
et on conserve (Hy). Les données ne sont pas significatives pour rejeter le fait
que la durée de vie est moins que celle annoncée. On conserve donc [’hypothése
(Hyp) la durée de vie n’est pas sous-évaluée, et on prend cette décision avec un
rique de seconde espéce non maitriseé.

. La puissance décroit en fonction de j1, et augmente en fonction den a py fixé:

Sh d d
71'(,u1) = ]Pm(Sn < ”Vn,ado) = ]Pm (Z < M_(I)Vn,a> = FF(LH) (M_(i%z,a)

Si n tend vers Uinfini, le TLC indique (la variance d’une loi exponentielle est
égale a son espérance) le comportement asymptotique de la statistique de test
sous (Hy):

S - do £, \(0,1)
0

On en déduit la région de rejet {\/ﬁX;dO < qr}, ou gt est le quantile d’ordre o
. . . 0 . . . .

d’une loi gaussienne centrée réduite. La région de rejet est de niveau approxi-

matiwvement égal a o.

A.N.: v/10(1550/1600 — 1) = —0.09 > —1.64. La décision est la méme sur cet

exemple, mais elle pourrait différer.
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Exercice 4.
A partir d’'un n-échantillon gaussien iid de loi mére d’espérance u et de variance o
inconnues, on souhaite tester o = o contre o > oy.

1. Construire un test de niveau a a partir de S =, (X; — X)?
2. Tracer la courbe de puissance
3. Proposer une région de rejet de niveau a pour tester o = g contre o # oy

Correction. 1. La statistique K = S/o? suit sous (Hy) une loi du Khi-deuz
n—1 degrés de liberté. Si [’échantillon était tiré avec une variance plus grande
que o2, alors K serait en moyenne plus grande que celle attendue sous (Hp).
La région de rejet est donc unilatérale o droite R = {K > q,, ,(1-a)} avec
P(R) =«

2. pour o > 0y,
m(o) = IPU(S/US > anq(lfa)) = IPO(S/Uz > anfl(lfa)a(Z)/Cﬂ)
=1-Fe (qy a-005/0%)
qui est croissante avec o2 (et avec n quand o est fixé).

3. Dans le cas bilatére, on rejetie les petites et les grandes valeurs de la statistique
de test. La région de rejel est 'union de deux régions de rejet, chacune de
niveau ov/2

R ={5/0% < tyn_r(ay2y} U{S/00 > tyn_r(1-a2)}

avec IP(R) = «



