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Semaine 4: Test de Wald et du RV
Eléments de corrigé

Objectifs:

e Construire un test de Wald, un test du rapport de vraisemblance.
e Construire un intervalle de confiance.

e Utiliser la méthode delta & bon escient.

1 Test de Wald

Soit un modéle paramétrique régulier Py avec 6 = (61, 0s,03,0,)T € R*. On dispose d’un
n-échantillon iid. Construire un test de Wald pour chacun des cas suivants:

1. (Hy) : 03 = 0 contre l'alternative (Hy) : 03 # 0.

Correction. L’EMYV régulier a un comportement asymptotiquement normal \/ﬁ(é\—
0) i)/\/'(O,Vl) o Vi = —[IEg(VZlog(f(z1,0))]"! est linverse de linformation de
Fisher d’une observation de [’échantillon.

Soit A =(—1,0,1,0). On teste AQ =0 contre AO # 0.

La statistique de Wald W = ||\/n(AVLA)"Y2A8|2 = ||T,||2 est de loi asymptotique
(et donc approchée o distance finie) x*(1) sous (Hg). On a AV A" = Vi —2Viz+ Vas.

Vi n'est en général pas connue car elle peut dépendre des paramétres. On peut
estimer en utilisant [inverse du Hessien correctement normalisé
lest til t du H t t [

Vi = Vi log(f(X;,0)/n)~!

ou par Vi = Il(é\).

D’ou Uestimation de la variance de \/ﬁA§ esiA‘A/lA’ :A‘/}U — 2‘//\12 + ‘733 qui tend

en probabilité vers AViA'. Dot W = ||[v/n(AVLA")~V/2A0|? suit asymptotiquement
2

une loi du x?(1) par Slutsky. La région de rejet s'en déduit R = {W > qf_g)} de

niveay IP(HO)(R) ~ « tendant asymptotiquement vers c.

2. (Hp) : 63 = 61 contre lalternative (Hy) : 65 > 6;.
Correction. Méme raisonnement mais on prend directement la statistique
T = /n(AV,A)) Y2 A6

qui est de loi asymptotique (et donc approchée a distance finie) N'(0,1) sous (Hp).
On a AV A" = Vi1 — 2Vi3 + Va3 et on estime la variance comme dans la question
précédente

Do T, = /n(AVLA)) Y2 AQ suit asymptotiquement une loi du N'(0,1) par Slutsky.
La région de rejet s’en déduit R = {T,, > ¢ _,} de niveau IP(p,)(R) ~ a tendant
asymptotiquement vers a.
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3. (Hp) : (#3)? = 61 contre alternative (Hy) : (63)% > 6.
Correction. Soit h(0) = (03)%2 — 01. On teste h(0) = 0 contre h(6) > 0. Par la
delta-méthode, sous (Hy),
Vn(h(8) — h(6)) i>/\/(0,Dh(@)Vth(Q)’), avec A= Dh(f) = (-1 0 2603 0).

Méme raisonnement que dans la question 1 avec W = \/E(A\‘ZA\’)—l/Qh(g) ou A =
Dh(0) et AV A" = Vi1 —4Vig+4Vs3 D'ou R = {W > ¢i_,} de niveau asymptotique
«a. Le niveau est approché a distance finie.

4. (Hp) : (03)% = 01 et O3 = O, contre V'alternative (H;) : (03)% # 01 ou 63 # 6s.

Correction. Méme principe avec
[ 63—-0, B (-1 0 205 0
o= (%70 ) wacouo= (70 # 0

Sous (Ho), W = h(0) (AVuA)) " h(B) 55 X%, d'ou R = (W > ¢*?}

«

2 Une alternative a la méthode delta

On considére un échantillon iid d’une loi de Bernoulli de paramétre p.

1. Déterminer la loi asymptotique de I'estimateur du maximum de vraisemblance de la
cote n =p/(1—p)

Correction. L’emv de p est asymptotiquement normal ou par la propriété de ['emuv,
ou par le TCL)

~ L
Vn(p—p) = N(0,p(1—p))
En utilisant la méthode delta avec h(p) = p/(1 — p) et h(p) = 1/(1 — p)?

Vi(h(p) — h(p)) = Va© —v) 5 N(0,p/(1 - p)?)
2. Déterminer un IC de la cote:

(a) en utilisant la loi limite de v

Correction. La variance de la loi limite de i) dépendant du paramétre inconnu,
on peut Uestimer par p/(1 — p)® qui est consistant, et le théoréme de Slutsky
permet d’écrire

Vi—=L -5 N (0,1)
p
(1-p)*
d’ot, avec qf_a/g le quantile d’ordre 1—a/2 d’une loi gaussienne centrée réduite,
Uintervalle de confiance

/ p /
IC (77) [ q1 a/2 p37 77+q1 /2 1_ ]

de niveau asymptotique o = lim,, oo IP
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(b) en utilisant la monotonie de la cote en fonction de p.
Commenter.

Correction. Un IC asymptotique de p est

. pl—-p) p(1—-p)

1C,(p) = [p RPrERY | L L Y] e 2

La fonction h(p) est strictement monotone en p (décroissante) d’ou
S p(1 —p) S p(1—p)
YO = A

Cet intervalle n’est pas symétrique, mais il assure positivité de la borne in-
férieure, ce qui n’est pas le cas de 'intervalle construit avec la méthode delta.

1C(h(p)) =

Il permet de plus de ne pas faire une double approximation (l'une pour la loi
limite de l’emv, Uautre pour la méthode delta).

3 Différence de deux espérances

On observe deux échantillons gaussiens indépendants d’espérance N (11, 0?) de taille ng et
N (2, 0?) de taille ng.

1. Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance 6 = (fi1, iz, 72).

Correction. On résout les équations de vraisemblance el on trouve

=X =Y Xi/ni; fa=Y =) Yj/ng; =) _(Xi=X)’+D_(V;=Y)?)/(n1+n2)
i j i j

La matrice d’info de Fisher de I’échantillon est vaut diag(ni/o?,na/a?, (n1+n2)/(20%)).

La matrice de normalisation V,, de (i1, fi2) est donc diagonale
Vi(0) = diag (0% /n1 0* /n2)
C’est méme ici la malrice de variance ezacte, car X el 'Y sont indépendants.

2. Pour tester (Hg) : p1 = po contre (Hy) : puy # o

(a) Construire le test de Wald

Correction. Soit A= (1 —1 0). La statistique de Wald A(6—0) est (approwi-
mativement) gaussienne de variance AV, A" = (1/n1+1/n2)o?. Comme o2 n'est
pas connu, on peut Uestimer par 6% et A(6 — 0)/\/(1/n1 + 1/n2)52 i>J\/(O, 1),
d’ot R ={|T,| > qf_a/Q}.

Mais on peut ausst définir une stalistique de test qui permet un niveau ex-
act. En effet, dans le modéle gaussien 11y et [o sont indépendants de &2,

et (ny + no)o? ~ 02x%n1+n272). Soit S2 = (n1 + n2)5%/(n1 + ng — 2) et

T, = (fir — f2)/(Sny/1/n1 +1/n2) D’ou R = {|T,| > qt1—a/2,n+ns—2) €St

la région de rejet du test classique de niveau exact .
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(b)

Construire le test du rapport de vraisemblance.

Correction. Soit SCR(H,) = Z?;l(Xi—)_()Q—i:Z;il(_Y}—Y)Q et soit SCR(Hy) =
S (X — )% 4 2 (Y — )% avee fi = (mX +n2Y)/(ny + no).

Il faut calculer la log-vraisemblance mazimale dans le modeéle (Hy) (et on utilise
Uemu calculé a la premiére question), et la log-vraisemblance mazimale dans le

modéle (Hy) (ie. Uemv de p la valeur commune de l'espérance, et celui de la
variance, qui vaut E(QHO)) = SCR(Hp)/n).

Alors, lorsque l’échantillon est généré sous (Hy)

L(x7ﬁ(H1)78721) SCR(HO) L 2
LT =21 = 1 — ) —x°(1
e (L@c, 3| = ot (Gt ) £

D’ou la région de rejet {LTRV > q,2(1)(1 — a}) de niveau approché a.

Comparer ces deux tests, et comparer avec le test usuel

Correction. On peut écrire LTRV = (ny + ng)log <1 +
avec

SCR(Hy)—SCR(H;) )
SCR(H:)

ning &

SCM = SCR(Ho) — SCR(H1) = — — (X —Y)?
1 2

Sous (Hp), quand ny et ny tendent vers l'infini, un développement limité donne

SCM L
LTRV = +op(1) =T34+ op(1) = x*(1
SCR(Hy)/(n1 + na) p(1) p(1) = x(1)

on retrouve le test de Wald asymptotique. Et en considérant directement la

région {2log(1 + SCM/SCR(H1)) > ka} = {17} = sommm o=y > Fa} =

R o1 T,% ~ F(1,n1 +ng — 2), on retrouve le test de Wald exact qui est le test
usuel.




