SUR LES REPRESENTATIONS MODULAIRES EN
CARACTERISTIQUE p DE GLy(K)

par
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Résumé. — Pour p un nombre premier nous présentons quelques progres récents obte-
nus en collaboration avec Florian Herzig et Yongquan Hu ([BHHT23|, [BHH™|) sur les
représentations de GLy(K), pour K extension finie non ramifiée de Q,, portées par le H' en
caractéristique p d’une tour de courbes de Shimura.
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1. Représentations de GL(Q,)

1.1. Cohomologie des courbes modulaires. — Soit ' un sous-groupe de congruence
de SLy(Z), c’est-a-dire contenant un sous-groupe de la forme

. 1+CLN bN 4
I‘N_{< N 1+dN>](a,b,c,d)€Z}

pour un certain entier N > 2. Le quotient du demi-plan de Poincaré H = {z € C | §(z) >
0} par I est une surface de Riemann appelée courbe modulaire. Ces courbes modulaires sont
des objets qui intéressent les géometres et les théoriciens des nombres depuis tres longtemps.
Un point particulierement intéressant est que les courbes modulaires sont définies sur des
corps de nombres : une courbe modulaire est en effet I'ensemble des points complexes
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d’une courbe algébrique donnée par une équation dont les coefficients sont des nombres
algébriques. On peut méme supposer que ces coefficients sont des nombres rationnels en
regroupant ces courbes modulaires en certains paquets finis (convenablement définis) qui
sont en fait 'ensemble des points complexes d’une courbe algébrique a coefficients dans Q.

Précisons-cela en introduisant les adeles.

Les morphismes surjectifs Z/nmZ — Z/nZ pour n, m entiers > 0 définissent un systéme
projectif dont la limite Z %t lgn Z/nZ est le complété profini de Z, qui est aussi isomorphe

au produit [[,7Z, des entiers f-adiques Z, pour tous les nombres premiers ¢. L’anneau
Ay 7 ®z Q s’appelle 'anneau des adeles finis de QQ, et on peut en particulier considérer
le groupe GL3(Af). Pour chaque sous-groupe ouvert compact U C GLy(Ay), il existe une

unique courbe algébrique affine lisse Yy sur Q dont les points complexes sont :
Yi(C) = GLy(Q)\(C\R x (GLy(Af)/U))

ou 'action de GL2(Q) est « diagonale » et se fait sur C\R via GLy(Q) < GL2(RR) et I'action
par homographies de GLy(R) sur C\R. Les Y;(C) sont alors des unions disjointes finies des
courbes modulaires décrites plus haut comme quotients du demi-plan de Poincaré. Leur
cohomologie (singuliére si on les voit comme surfaces de Riemann ou étale si on les voit
comme courbes algébriques) peut se décrire au moyen d’objets arithmétiques. Si leur H°
(c’est-a-dire leur ensemble de composantes connexes) peut étre décrit grace a la théorie
du corps de classe, leur H! peut étre décrit par la théorie des formes modulaires et les
correspondances de Langlands locales.

Précisons cela. Chaque courbe Yy est une courbe algébrique définie sur Q. Son ensemble
de points algébriques Y(Q) est donc muni d’une action du groupe de Galois Gal(Q/Q). La
théorie de la cohomologie étale de Grothendieck permet, pour tout nombre premier ¢, de
montrer que le groupe de cohomologie (singuliere) H*(Yy(C),Zy) = Zy @7z H (Yy(C), Z) de
Yy (C) & coefficients dans Z, dépend fonctoriellement de I'ensemble Yy;(Q). Ce Zg-module
hérite en particulier d'une action continue et Z,-linéaire du groupe Gal(Q/Q). Noter qu’il
est important de travailler avec des coefficients ¢-adiques : le sous-groupe H' (Y (U),Z) n’est
pas stable par I'action de Gal(Q/Q), ce qui est lié¢ au fait que I'action de Gal(Q/Q) sur

Y (Q) ne s’étend pas continiment a Yy (C).

Les diverses courbes Yy (C) pour U parcourant les sous-groupes ouverts compacts de
GLy(Ay) sont reliées comme suit. Soit U,V C GLy(Af) deux sous-groupes ouverts com-
pacts et g € GLa(Af) tel que g7'Vg C U, alors la multiplication a droite par g donne
un morphisme Yy (C) — Yy (C). Ce morphisme induit une application entre groupes de
cohomologie

H'(Yy(C),Z) — H*(Yy(C),Z).

Les morphismes Yy, (C) — Y (C) proviennent en fait de morphismes de courbes algébriques
Yy — Yy définis sur Q, qui induisent encore des applications Gal(Q/Q)-équivariantes :

H'(Yy(C), Zg) — H'(Yy(C), Zy).
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1.2. Représentations en caractéristique 0 de GL2(Q,). — On fixe désormais un
nombre premier p et on note A% af (ITeyp Ze) @2 Q € Ay (les adeles finis de Q hors p), de
sorte que Ay = A? x @Q,. Pour tout sous-groupe ouvert compact U? C GLQ(AIJZ) et tout
nombre premier ¢, on consideére la limite inductive
(1) lim B (Yyeu, (C), Ze)

Up
prise sur les sous-groupes ouverts compacts U, de GL2(Q,,) (de plus en plus petits) et ot les
applications de transition pour U} C U, sont induites en prenant g = 1 (avec les notations
du § . L’avantage de considérer la limite est qu’en plus de l'action précédente de
Gal(Q/Q) (sur chaque espace en ), on a cette fois une action naturelle de GL2(Q,) sur
la limite inductive qui vient du fait que, pour tout g € GLy(Q,) et tout U,, il existe U,
suffisamment petit tel que U, C gU,g™*. De plus cette action commute a celle de Gal(Q/Q)
et elle est localement constante (la terminologie consacrée est « lisse »), ¢’est-a-dire que pour
tout = dans l'action de g € GL2(Q,) sur = est l'identité si g est suffisamment proche
(p-adiquement) de 1.

Le théoréme suivant rassemble des résultats de Deligne, Langlands, Piatetski-Shapiro,
Carayol, et T. Saito. On note Q, une cléture algébrique de Q, = Z,[1//].

Théoréme 1.2.1. — On a wun isomorphisme de représentations Qy-linéaires de
Gal(Q/Q) xGLy(Q,)
(2) lim H' (Y, (C), Q) = (@P(f) g, 7T;za(f)eadm(f)) D

Up f

ot la premiére somme directe est sur les formes modulaires paraboliques f nouvelles de
poids 2, dont la partie premiére a p du niveau est UP et qui sont vecteurs propres pour les
opérateurs de Hecke (et ou (x) est la contribution des formes modulaires non paraboliques,
qui ne nous intéresse pas ici).

Il convient de préciser cet énoncé. D’abord, les représentations ne se décomposent bien
qu’apres extension des scalaires au corps algébriquement clos Q,. Ensuite une forme modu-
laire de niveau UPU,, est aussi de niveau UPU, pour U, C U, or il ne faut la compter qu'une
seule fois dans la somme directe (2), c’est le sens du mot nouvelles de niveau (premier d
p) UP. Venons-en aux quantités p(f), m,(f) et dy»(f) apparaissant dans 1’énoncé. La pre-
micre p(f) : Gal(Q/Q) — GLy(Q,) est la représentation galoisienne (-adique associée a la
forme parabolique propre f, une représentation irréductible de dimension 2 de Gal(Q/Q)
sur Q. La seconde 7,(f) est une représentation lisse irréductible (de dimension infinie) de
GL5(Q,) sur Qy, qui a la propriété qu’elle ne dépend que de la restriction p( f >|Gal(@p 10, de

p(f) au sous-groupe Gal(Q,/Q,) de Gal(Q/Q) (ce qui n’est absolument pas clair a priori
puisque la construction de m,(f) dans (2)) utilise le groupe Gal(Q/Q), pas Gal(Q,/Q,)).
Cette dépendance a pour nom correspondance de Langlands locale pour GL2(Q,), et son
étude (avec celle de ses généralisations a d’autres groupes) est depuis plusieurs décennies
au coeur de l'intersection entre théorie des nombres et théorie des représentations. Enfin
dur(f) € Zs1 est juste une multiplicité qui dépend du niveau (premier a p) U? fixé.
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On peut formuler le Théoreme de maniére un peu différente, mais (presque) équi-
valente, et qui nous conviendra mieux dans les paragraphes suivants :

Corollaire 1.2.2. — Soit f une forme modulaire parabolique de poids 2, de niveau (pre-
mier a p) UP et vecteur propre pour les opérateurs de Hecke. On a un isomorphisme de
représentations de GLa(Q),)

Wp(f)@dw(f) = Homg,g/q) (/)(f)a lim HI(YUPUP((C%@@))-

P

1.3. Représentations en caractéristique ¢ de GLy(Q,). — L’étude des congruences
entre formes modulaires (dont les débuts remontent aux années 70) incite a regarder ce qu’il

advient des résultats précédents lorsque 'on remplace Z, par le corps fini F, 7, /(£). On
a encore une représentation de Gal(Q/Q) x GL3(Q,) donnée par

(3) lim H' (Yyey, (C), Fy)

Up

qui de plus est la réduction modulo ¢ de (1)) car H'(Yuwy, (C), Zg)/(€) = H'(Yuwy, (C),Fy)
puisque Yysy, est une courbe. De méme que, dans les énoncés du §@ on s’est limité
aux formes modulaires paraboliques f, c’est-a-dire telles que p(f) est une représentation
irréductible de Gal(Q/Q), il est naturel de se limiter ici aux formes paraboliques f telles que
p(f) est encore irréductible modulo ¢, c’est-a-dire posséde un réseau stable par Gal(Q/Q)

dont la réduction E( f) sur une cloture algébrique Fy de F, est une représentation irréductible
de Gal(Q/Q) sur F,.

Par analogie avec le Corollaire [1.2.2] on s’intéresse a la représentation lisse F,-linéaire de

GL (Qp) :

(4) 7(f) & Homgy gyg) (P(): lim H' (Yo, (C).Fy) ).

La finitude de la cohomologie d'une surface de Riemann permet de déduire facilement que
7(f) est toujours une représentation admissible de GLy(Q,), i.e. le sous-espace 7(f)"r des
invariants pour tout sous-groupe ouvert compact U, de GLy(Q,) est un Fj-espace vectoriel
de dimension finie. Mais pour aller plus loin dans I’étude de (4), il convient de distinguer
les cas £ # p et £ = p.

Lorsque ¢ # p, la situation est encore, a peu de choses pres, analogue a celle du Co-
rollaire [1.2.2] Plus précisément Vignéras et Emerton—Helm ont montré qu’il existe un iso-
morphisme F,-linéaire 7(f) = 7,(f)®%r) de représentations de GLa(Q,) ot 7,(f) est
une représentation (lisse admissible) de longueur finie de GLy(Q,) sur F, qui ne dépend
que de p(f )|Gal(@p /0,)- 11y a cependant deux différences par rapport au cas de caractéris-
tique O : la représentation 7,(f) est de longueur finie mais n’est pas toujours irréductible
(méme si elle l'est dans la plupart des cas) et la représentation lim 1 'Yueu, (C),Fy) de

Gal(Q/Q) x GLy(Q,) n’est plus forcément semi-simple (comme elle était dans le Théoréme
1.2.1]). Malgré cela, la théorie en caractéristique ¢ # p n’est pas si compliquée : par exemple
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la plupart du temps la représentation m,(f) du Corollaire m possede un unique réseau a
homothétie pres stable par GL2(Q)) et 7,(f) en est juste sa réduction modulo /.

Suposons maintenant £ = p. On se rend alors compte assez vite que toutes les méthodes
du cas ¢ # p (qui consistent, grossierement dit, a réduire modulo ¢ les méthodes de la
caractéristique 0) se cassent la figure. Par exemple prendre les invariants par un sous-
groupe ouvert compact de GLy(Q,) de représentations lisses admissibles sur F,, n’est plus
un foncteur exact, les représentations m,(f) du Théorémepeuvent posséder une infinité
de réseaux p-adiques stables a homothétie pres, ou bien peuvent posséder des réseaux stables
dont la réduction modulo p est une représentation lisse de GL2(Q,,) qui n’est pas admissible,
etc...

Néanmoins, des calculs élémentaires permettent d’obtenir une classification assez simple
des représentations admissibles irréductibles de GLy(Q,) sur F,, qu’il vaut la peine de pré-
ciser car nous en reparlerons dans le paragraphe suivant. Ces représentations se subdivisent
en deux groupes :

— les sous-quotients de séries principales;
— les représentations supersingulicres.

Les premieres peuvent étre vues comme des représentations « provenant d’un sous-groupe

plus petit », ici le sous-groupe des matrices diagonales de GL2(Q,). Plus précisément il s’agit

des sous-quotients de représentations induites (lisses) Indg%éi?p) x ou B(Q,) € GLy(Q,)

est le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures et x est un caractere localement
constant du sous-groupe des matrices diagonales a valeurs dans E: . Les secondes, baptisées
supersinguliéres (une classification analogue existe en caractéristique 0, et la terminologie
pour ces derniéres est supercuspidales), sont par définition les représentations qui ne sont pas
isomorphes a des sous-quotients d’induites comme ci-dessus. Les classes d’isomorphisme de
représentations supersingulieres de GL3(Q,) peuvent étre complétement décrites en terme
de générateurs et relations. Plus précisément, on a la description tres simple suivante :

elles sont toutes de la forme c—Indgizg”))Qx 0/(T) ou o est une représentation irréductible
p)p

de dimension finie de GLy(Z,)Q, sur F,, c—IndgizESP))Qx o est une induite a support com-
P P

pact (modulo le centre Q)), et T' un endomorphisme canonique GLo(Q,)-équivariant de
C_IndGLZ(QP)
GLa(Zp)Qy

En utilisant cette classification, et apres certains cas particuliers obtenus par le premier
auteur ([Bre03|, [BrelQ]), les travaux de Colmez (|Col10]) et d’Emerton ([Eme]) ont
abouti a ’analogue du Théoreme [1.2.2] :

Théoréme 1.3.1. — Soit f une forme modulaire parabolique de poids 2, de niveau (pre-
mier d p) UP, vecteur propre pour les opérateurs de Hecke et telle que p(f) est irréductible
sur F,. On a un isomorphisme GLy(Q,)-équivariant

p(f)Pr ) = Homg,g/q) (p(f), lim Hl(YUpUp(C),Fp))
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ot T,(f) est une représentation lisse admissible de longueur finie de GLy(Q,) sur F, qui
ne dépend que de ﬁ(f)’c;al(@p/@p)-

Contrairement au cas modulo ¢ # p ou presque toutes les représentations 7, (f) sont irré-
ductibles, les représentations 7,(f) sur F, sont réductibles si et seulement si p( f )|Gal(@p /0,)
'est (et sont alors le plus souvent de longueur 2), et sont méme semi-simples si et seulement
si p( f)\Gal(@p /g, Lest. De plus, 7p(f) est supersinguliere (irréductible) si et seulement si
p(f )\Gal(@p /g, €st irréductible. Les méthodes de preuve du Théoréeme E\H n’ont essentiel-
lement plus rien a voir avec celles de la théorie modulo ¢ # p, en particulier elles utilisent
de maniere cruciale la théorie de Hodge p-adique des représentations de dimension 2 de
Gal(Q,/Q,) (I[Col10]). Notons par ailleurs que si l'on s’intéresse a toute la représenta-
tion lim H '(Yueu, (C),Fp)) de Gal(Q/Q) x GL2(Q,), elle est encore moins semi-simple pour
¢ = p que pour ¢ # p! On peut néanmoins en donner une description compleéte, c’est-a-dire
déterminer toutes les extensions qu’elle contient, en utilisant le Théoreme [1.3.1| combiné
avec la théorie des déformations de représentations de Gal(Q/Q) ([Eme]).

2. Représentations de GLy(K)

A ce stade, il est naturel de se demander ce qu’il advient des résultats précédents pour
d’autres groupes que GL3(Q,), disons GL,(K) lorsque K est une extension finie de Q,.
Nous nous contentons ici de GLy(K).

2.1. Représentations en caractéristique 0 ou ¢ # p de GLy(K). — 1l faut d’abord
modifier le cadre géométrique en utilisant d’autres courbes que les courbes modulaires. Ces
courbes s’appellent courbes de Shimura. On peut définir leurs points complexes comme suit.
On fixe F' une extension finie totalement réelle de Q, i.e. F' est un corps de dimension finie
sur Q tel que tout plongement F' — C tombe en fait dans R C C. On fixe ensuite une
algebre de quaternions D sur I telle qu’il existe un seul plongement 7 : F' — R vérifiant
D, “p Qr, R =2 My(R), c’est-a-dire que pour les autres plongements F' — R 'algebre
D ®r R est une algebre a division, isomorphe a ’algebre des quaternions de Hamilton. On
exclut le cas F' = Q et D = GLy traité au § On pose Dy © (D ®qg Ay)* (éléments
inversibles), qui est I’analogue ici de GLy(Af). Pour chaque sous-groupe ouvert compact
U C D?, il existe alors comme au § [I| une unique courbe algébrique lisse Xy sur F' dont

les points complexes (via F <+ R < C) s’identifient & :
Xy(C) = D*\(C\R x (D} /U))

ou laction de D* sur C\R se fait via D* < DX = GLy(R) (notons que I'hypothese « F
totalement réel » est utilisée de maniere cruciale, car un corps de nombres F' quelconque
donnerait des espaces localement symétriques qui ne sont pas des variétés algébriques en
général). Les composantes connexes de la courbe complexe Xy;(C) sont encore isomorphes
a des quotients du demi-plan de Poincaré par des sous-groupes discrets I' C SLy(R) (mais
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qui ne sont plus des sous-groupes de congruence). De plus, comme F' # Q, il se trouve que
cette courbe est méme projective et non plus affine (c’est une des tres rares simplifications
quand on passe de Q a F' # Q!), ce qui revient & dire que les composantes connexes I'\H
de ces courbes complexes sont des surfaces de Riemann compactes.

Comme au §, pour g € D? et pour des sous-groupes ouverts compacts U,V C D?
tels que ¢g~'V¢g C U, le morphisme sur les points complexes Xy (C) — Xy(C) défini par la
multiplication a droite par g provient d’'un morphisme de courbes algébriques Xy — Xy
défini sur F, et tous ces morphismes induisent des applications Gal(F/F)-équivariantes
pour tout nombre premier ¢ :

HY(Xy(C),Zy) — HY(Xv(C),Zy) et H' (Xy(C),F,) — HY(Xy(C),Fy).

On a par ailleurs F' ®q Q, = [, F,, ou les F, sont des extensions finies de @, : ce sont
les divers complétés p-adiques de F' (il y en a plusieurs en général). On fixe désormais v tel
que (D ®p F,)* = GLy(F,) et on note K & F, et Au < (F ®q A%) X ([Tyzo Fu) (les adeles
finis de F" hors v). Pour U" un sous-groupe ouvert compact fixé de (D ®@p A%)* on a comme

en (1)) et des représentations Z-linéaires et Fy-linéaires de Gal(F/F) x GLy(K) :
llI_I}l HI(XUUUU ((C), Zg) et IE)H Hl (XUUUU ((C), Fg)

Uy Uy
Le Théoreme et le Corollaire [1.2.2] restent alors valables en remplacant les formes
modulaires usuelles par les formes modulaires de Hilbert paraboliques nouvelles f de
poids (2,---,2), de niveau (premier a v) U" et vecteurs propres pour les opérateurs
de Hecke, auxquelles on peut associer comme au § des représentations irréductibles
p(f) : Gal(F/F) — GLy(Q,). De méme, pour £ # p et p(f) irréductible sur F, de réduction
p(f), on a comme en (@) une représentation Fy-linéaire de GLy(K)

Hom 7/ (ﬁ(f% lim H'(Xyy, (C), Fe))
Uy

qui est encore isomorphe & dy+(f) copies d'une représentation (lisse admissible) de longueur
finie 7, (f) de GLy(K) sur F, qui ne dépend que de p(f)] Gal(F, /F,) € qui est dans la plupart
des cas irréductible. En fait, les preuves de ces résultats en caractéristique 0 ou £ # p sont
essentiellement les mémes pour K = Q, ou K # Q,.

Malheureusement, et a la surprise constante des spécialistes depuis deux décennies, il en
est tout autre de la théorie en caractéristique ¢ = p.

2.2. Représentations en caractéristique p de GL2(K). — Rappelons que I'on cherche
a comprendre la représentation de GLy(K) sur [,
/o déf _ . =
(5) () < Homg gz (A(f), lim H' (Xpop, (C), Fy))
Uy
pour f forme modulaire de Hilbert parabolique de poids (2,--- ,2), de niveau (premier a

v) U", vecteur propre pour les opérateurs de Hecke et telle que p(f) est irréductible sur F,.
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La raison principale qui empéche d’étendre les preuves du cas K = Q, au cas K # Q,
(comme c’est le cas pour ¢ # p) tient en un mot : supersinguliéres. Des que K # Q,, les
représentations supersingulieres de GLy(K), i.e. les représentations irréductibles admissibles
de GLy(K) sur F, qui ne sont pas sous-quotients de séries principales, semblent impossible
a décrire, encore moins a classifier. Pour ¢ une représentation irréductible de dimension
finie de GLy(Ox)K* sur [, les représentations c—IndgEzEgL yix 0/ (1) existent encore, mais
elles ne sont pas admissibles (ni de longueur finie). De plus Schraen et Wu ([Sch15],
[Wu21]) ont montré que toute représentation supersinguliere de GLy(K) est quotient d'une
représentation c—InngﬂzggI)() wx 0/(T') par un nombre infini de relations deés que K # Q,. Et

il semble a ce jour impossible d’expliciter cette infinité de relations.

Cela ne serait pas si grave si ces supersingulieres restaient « assez rares ». Mais par
un autre coup du sort, d’'une part les représentations supersingulieres de GLy(K) sont
pléthoriques des que K # Q, (au moins si le corps résiduel de K n’est pas F,, cf. [BP12]),
d’autre part on s’attend a ce qu’elles apparaissent dans tous les cas en sous-quotient de la
représentation 7(f) en des que K # Q, (lorsque K = Q,, elles n’y apparaissent que si
p(f) \Gal(@p /g, €st irréductible).

Les progres sur la représentation 7( f) entre 2005 et 2020 ont alors essentiellement consisté
a comprendre certains de ses sous-espaces de dimension finie. Par exemple une information
importante est que I'on connait (& multiplicité pres) toutes les représentations irréductibles
de dimension finie de GLy(Ok) qui arrivent en sous-objet de la représentation () (il n’y
en a qu'un nombre fini, cf. [BDJ10], [GLS15]).

Le résultat suivant, bien que (pour l'instant) partiel, représente la premiére percée sur
la compréhension de la représentation depuis plus de 15 ans :

Théoréme 2.2.1 (|BHH'23|, BHH"|). — Dans la décomposition F ®q Q, = Il Fu
supposons les extensions F,, de Q, toutes non ramifiées et telles que (D ®@p F,)* =
GLy(Fy). Soit f wune forme parabolique de Hilbert de poids (2,---,2), de niveau
premier 4 v UP, wvecteur propre pour les opérateurs de Hecke, telle que p(f) est
irréductible sur Ty et p(f)|qaz k) €st suffisamment générique. Prenons enfin U®
suffisamment gros dans (D ®p A%})* pour que dy.(f) = 1. Alors la représentation

7(f) = Homg, 7/ p) (ﬁ(f), lim H( Xy, ((C),Fp)) de GLy(K) est réductible si et seulement
st p(f)lca®@ i) Vest. En particulier elle est irréductible si p(f)|qam i) est irréductible.

La percée est le résultat d’irréductibilité de T(f) lorsque p(f)|qaz k) est irréductible. La
méme méthode de preuve devrait permettre (travail en cours des mémes auteurs) de montrer
que la représentation 7(f) est toujours de longueur finie (en fait < 1+ dimg,K) pour
P(f)|ca®) k) sutlisamment générique, ce qui est d’ailleurs déja connu lorsque dimg, K = 2
([HW22], BHHT23]). Par contre I'hypothése K = F, non ramifiée est importante et tres
présente dans les arguments. De plus on ignore si 7(f), méme de longueur finie, ne dépend
que de p(f)|gaw/K)- Cette derniere assertion semble la plus difficile, et a ce jour aucun
exemple n’est connu pour K # Q,.
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2.3. Quelques mots sur la preuve. — La preuve du Théoreme 2.2.1| est tres différente
du cas K = Q, (Théoreme puisque d’une part on ne dispose plus d’une classification
des représentations supersingulieres de GLo(K) si K # Q,, d’autre part beaucoup des
arguments de théorie de Hodge p-adique de [Coll0] ne s’étendent pas lorsque K # Q,.
En particulier elle est de nature plus globale. Un des points clés est d’analyser 'action

sur le dual Homg (7(f), F,) du pro-p-sous-groupe I; de GL2(Ok) des matrices unipotentes

1+pOK OK )

modulo p, c¢’est-a-dire de la forme [} = ( pOx 1+pOx

Si 7 est une représentation lisse admissible de I sur F,, alors son dual 7" af Homﬁp (m,Fp)
est naturellement un module (a gauche) sur Ualgébre de groupe complétée (appelée tres
souvent algébre d’lwasawa)

= déf .. =
Fo[1] = imF,[1, /U]
Uy
ou la limite projective est prise sur les sous-groupes ouverts distingués Uy de I;. Notons que
F,[11] est une algebre locale (non commutative). On note m I'idéal maximal de F,[/1], qui
n’est autre que l'idéal d’augmentation Ker(F,[/;] — F,) ou F,[I,/Z] — F, envoie tous
les éléments de I; sur 1.

Idéalement, on aimerait comprendre la structure de module de 7(f)" sur F,[I;]. Mais
cela semble encore hors de portée si K # Q,,. Une question moins difficile, et qui nous suffira,

est de comprendre ce qui se passe pour les gradués. En effet, 'anneau gradué gr,, F,[/1] af

D=0 m"/m" ! agit naturellement sur gr, 7(f)¥ © B0 m"T(f)Y /mHT(f)V.

L’algebre gr,, F,[I;] n’est pas commutative, mais I'étape cruciale dans la preuve du Théo-
réme 2.2.T] est le résultat suivant :

Théoréme 2.3.1 (IBHH™23|, [Wan23]). — Gardons les hypothéses du Théoreme
2.2.1. Laction de gro,F,[L] sur grom(f) se factorise par un quotient commutatif
explicite de gr,, Fp[11] qui est isomorphe a la F,-algébre

(6) Fp[elafla"'767“7fr]/(61f17"'767‘f7‘)
ou r = dimg, K est le degré de K sur Q,.

Il convient ici de faire une analogie avec la théorie des D-modules sur une variété lisse
complexe X. Comme pour I'anneau des opérateurs différentiels sur X, 'anneau F,[/;]
est Auslander régulier. L’anneau des opérateurs différentiels possede une filtration dont
le gradué est 'anneau des fonctions sur 'espace cotangent de X. Dans notre situation, la
filtration est la filtration m-adique et le gradué est isomorphe a ’algebre enveloppante d'une
certaine F,-algébre de Lie. Le théoréme peut alors se réinterpréter, par analogie avec
les D-modules, comme un énoncé sur le « cycle caractéristique » du F,[I;]-module 7(f),
cycle caractéristique que 'on peut voir comme le cycle algébrique associé au support de
gr, 7(f)" dans le spectre de 'anneau (commutatif) (6]).

La preuve du Théoreme [2.3.1| est longue et technique, en particulier elle utilise les géné-
ralisations les plus récentes de la méthode de Taylor-Wiles (qui fut l'ingrédient clé dans la
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preuve du dernier Théoreme de Fermat il y a 30 ans) ainsi que des calculs tres subtils sur
les anneaux de déformations de représentations galoisiennes. De plus, une fois le Théoreme
2.3.1 en main, le travail n’est pas terminé pour autant car, pour en déduire le Théoreme
2.2.1] il faut encore pas mal d’algebre commutative ainsi que d’autres calculs (différents
des précédents). L’article [BHHT™23| démontre le Théoréme lorsque p(f)|ga®/x) est
semi-simple, mais les preuves s’étendent sans vraie difficulté au cas général ([Wan23]).
Notons que I'hypothese dy«(f) = 1 (cf. Théoreme 2.2.1)) n’est en fait pas nécessaire ici.

Le Théoreme a une autre conséquence, plus directe elle, sur la représentation 7(f),
et avec laquelle on termine ce survol.

Pour n > 1 définissons K, & + p"M5(Ok) C I (les K,, s’appellent les sous-groupes
de congruence de GLy(K)). Pour 7 une représentation lisse admissible de [; sur F,, on
peut montrer ([EP20]) qu’il y a un unique entier positif ou nul dim() tel qu’il existe des
nombres réels 0 < a < b vérifiant pour tout n > 1 :

dimg (mkn)

pn dim(7) <b

a <

L’entier dim(r) s’appelle la dimension de Gelfand-Kirillov de 7. On voit sur sa définition
qu’il mesure grosso-modo la fagon dont la dimension de 7% sur F, grandit avec n. Par
exemple on a dim(w) = 0 si et seulement si 7 est un F,, espace vectoriel de dimension finie.

On montre facilement que la représentation 7,(f) du Théoreme a pour dimension
de Gelfand-Kirillov 1. Pendant longtemps, une conjecture « folklore » était que la dimension
de Gelfand-Kirillov de la représentation 7(f) en (5] valait dimg, K.

Rappelons que l'algébre graduée gr,, F,[/1] est isomorphe a I’algébre enveloppante U(g)
d’une certaine F,-algebre de Lie g. Notons .J I'idéal bilatére de U(g) donnant lieu au quotient
mentionné dans le Théoreme . Par des considérations générales d’algeébre (commutative
et non commutative), on peut montrer, en utilisant le Théoréme [2.3.1] que dim(7(f)) est
bornée par la dimension de Krull de 'algebre U(g)/.J.

Le Théoreme [2.3.1 a donc comme conséquence 1'inégalité

dlm(f(f)) < dlm (Fp[ela fl7 vy Cpy fr]/(elfb s 7€rfr)>
= ZdimeK — dimeK = dimeK.

Or des résultats précédents de Gee-Newton ([GIN22|) utilisant d’autres types d’arguments
avaient établi I'inégalité dans l'autre sens dim(7(f)) > dimg, /K. On voit donc qu'une
conséquence du Théoreme [2.3.1] est :

Corollaire 2.3.2. — Avec les hypothéses du Théoréme on a dim(7(f)) = dimg, K.
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