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Résumé. — On construit une famille de représentations localement analytiques
indécomposables de GL3(Q,,) toutes contenant Alg® Steinberg en sous-objet olt Alg est
une représentation algébrique irréductible fixée et Steinberg la représentation spéciale
lisse. Soit p, une représentation p-adique semi-stable de dimension 3 de Gal(Q,/Q,)
dont la représentation de Weil-Deligne associée correspond a Steinberg par la cor-
respondance de Langlands locale classique et dont la filtration de Hodge est non critique.
Lorsque p, provient d'une représentation automorphe 7 de G(Ag) (pour un groupe uni-
taire compact G déployé en p) et UP C G(Ay™) est un niveau hors p fixé tel que 7
est I'unique représentation de son L-paquet global vérifiant 7U" = 0, on montre qu’une
seule des représentations localement analytiques de la famille ci-dessus apparait dans
le sous-espace Hecke-isotypique associé de la cohomologie complétée en niveau UP. On
conjecture que cette représentation de GL3(Q,) ne dépend que de la filtration de Hodge
sur le (¢, N)-module filtré Dgi(p,) et qu'elle la détermine completement.
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Abstract. — We construct a family of indecomposable locally analytic representations
of GL3(Q,), all containing Alg® Steinberg as subobject where Alg is a fixed irreducible
algebraic representation and Steinberg the smooth special representation. Let p, be a
3-diml p-adic semi-stable representation of Gal(Q,/Q,) with associated Weil-Deligne
representation corresponding to Steinberg by the classical local Langlands correspon-
dence and with a noncritical associated Hodge filtration. When p, comes from an
automorphic representation 7 of G(Ag) (for a compact split at p unitary group G q)
and UP C G(A‘g’p ) is a prime-to-p level such that 7 is the only representation in its
global L-packet satisfying 7" # 0, we show that there is a unique locally analytic
representation in the above family which occurs as a subrepresentation of the associ-
ated Hecke-isotypic subspace in the completed cohomology of level UP. We conjecture
that this representation of GL3(Q)) only depends on the Hodge filtration of the (¢, N)-
filtered module Dg;(p,) and that it determines it completely.
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1. Introduction

Soit p un nombre premier et L une extension finie de QQ,. Un des buts principaux
- et historiquement 1'une des premieres motivations - du programme de Langlands p-
adique est de retrouver la théorie de Hodge p-adique en dimension n pour Gal(L/L)
dans la théorie des représentation p-adiques continues ou localement analytiques de
GL,(L) (n > 2), alors qu’elle est essentiellement invisible dans la théorie classique
des représentations lisses de GL,,(L). Si ce but a largement été atteint dans le cas
de GL2(Q,) ([3], [20], [22], [34]), on est encore loin du compte deés que n # 2 ou
L # Q,, malgré plusieurs résultats partiels non triviaux dans cette direction (cf. par
exemple [26], [27]). L'objectif de cet article est de faire un pas (de plus) vers ce but
en reliant conjecturalement modules filtrés a la Fontaine et Ext' localement analy-
tiques, en illustrant cette relation par la construction d’une famille de représentations
localement analytiques indécomposables de GL3(Q,) contenant Alg ® Steinberg en
sous-objet ou Alg est la représentation algébrique de plus haut poids les poids de
Hodge-Tate distincts considérés (décalés de la maniere habituelle) et Steinberg la
représentation spéciale lisse, puis en montrant que certaines de ces représentations
localement analytiques de GL3(Q,) apparaissent dans la cohomologie complétée.

Dans la suite on suppose L = Q, pour simplifier les notations et on fixe un corps des
coefficients E. Soit p, une représentation de de Rham de Gal(Q,/Q,) de dimension
n sur F et de poids de Hodge-Tate distincts k& > --- > k,. D’une part on peut
associer & p, le E-espace vectoriel Dygr(pp) = (Bar ®q, pp) @/ %) de dimension n
qui est naturellement muni d’une action du groupe de Weil-Deligne de Q,, et d'une
filtration décroissante (Fil’);cz dont les sauts sont aux entiers —k; ([37]). D’autre part
on devrait également pouvoir associer a p, une (au moins) représentation localement
analytique admissible de GL,(Q,) sur E que l'on note ici simplement I1**(p,)’, par
exemple en prenant I'une des spécialisations (supposée non nulle) V' (p,) construites
dans [15, § 2.10]. Si le lecteur a des réticences a considérer la représentation I1**(p,)",
il peut la remplacer dans le reste de I'introduction par un sous-espace Hecke-isotypique
de la cohomologie complétée comme au § 6.1 (lorsque p, se globalise). On sait dans
beaucoup de cas (cf. [15, § 5]) que I1*"(p,)? contient la représentation localement
algébrique Alg ®g [1*° ou Alg est la représentation algébrique irréductible de GL,, de
plus haut poids k; — (n—1) > ko —(n—2) > -+ - > k, et II* la représentation lisse de
GL,(Q,) sur E correspondant a la représentation de Weil-Deligne sur Dqgr(p,) ([36])
par la correspondance locale classique de Langlands ([38], [39]) légerement modifiée
comme dans [12, § 4].



4 C. BREUIL

On fixe désormais n entiers k = (k;)1<i<n avec ky > - -+ > k,, une représentation de
Weil-Deligne WD dont la restriction & Weil(Q,/Q,) est semi-simple sans multiplicité,
et on définit Alg®gII*° comme ci-dessus. Afin que la Conjecture 1.1 ci-dessous ne soit
pas trivialement fausse, on suppose de plus qu’il existe au moins une représentation
de de Rham p, de dimension n de Gal(Q,/Q,) sur E de poids de Hodge-Tate k telle
que Dar(p,) = WD. En pratique, il est plus commode dans la suite de voir WD
plutot comme un “(¢, N)-module filtré sans filtration”, ce que I'auteur appelle un
module de Deligne-Fontaine cf. § 2.2, mais on oublie ce point pour l'instant. Si
je{l,...,n—1} et p, est une représentation de de Rham quelconque de poids de
Hodge-Tate k, on définit :

Fil™™ (A% Dar(py)) © Fil 5=+t Dag(p,) AFIL*=+2 Dyp(p,) A- - - AFII™" Dag(p,)

C /\J;E Dgr (pp)

qui est un sous-F-espace vectoriel de dimension 1 de /\%DdR(pp). Si I, IT" sont deux
représentations localement analytiques admissibles ([54]) de GL,(Q,) sur E et si £
est un sous-E-espace vectoriel de dimension < 1 de Ext%;Ln(Qp)(H’ ,II) (extensions
dans la catégorie des représentations localement analytiques admissibles), on note

[€] unique représentation de GL,(Q,) sur E sous-jacente & £ au sens de Yoneda.
Par exemple [0] = I & IT'.

La conjecture suivante est la principale motivation de cet article (on renvoie au
§ 2.3 et surtout a la Conjecture 6.1.1 pour plus de détails et de précision) :

Conjecture 1.1. — A k et WD comme ci-dessus, on peut associer pour tout j €
{1,...,n — 1} une représentation localement analytique admissible de longueur finie
IV (k, WD) de GL,(Q,) sur E ainsi qu’un isomorphisme de E-espace vectoriels :

RI: ApWD —= Extgy, q,) (I (k, WD), Alg ® g 11%)
unique a composition pres a gauche par un automorphisme permis de la représentation
de Weil-Deligne Ny WD (cf. Définition 2.3.1) vérifiant la propriété suivante : pour
toute représentation de de Rham p, de dimension n de Gal(Q,/Q,) sur E de poids

de Hodge-Tate k telle que Dar(p,) = WD, on a une injection GL,(Q,)-équivariante
étendant linjection Alg @p 11%° — T1*%(p,)? :

J

(1) P [R(FiI"™ (AL Dar(pp))] = 1™ (p,)’
Alg@EHOO
ot le terme de gauche dans (1) est la somme amalgamée pour tout j € {1,...,n— 1}

au-dessus de la représentation localement algébrique commune Alg @ 11°°.

Autrement dit, pour tout j la droite Fil™* (AL Dar(pp)) € A Dar(p,) définie par
la filtration de Hodge correspond via R’ & une certaine extension non scindée :

[R (Fil™ (A} Dar(py))] = Alg ®p 11° — IV (k, WD)
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qu1 est présente dans I1°"(p,)?. Sauf pour GLQ(QP) la somme amalgamée (1) n’est
qu'une sous-représentation stricte de I1**(p,)’, elle correspond seulement & ce qui se
passe “juste apres” les vecteurs localement algébriques Alg ®g [1*°. Mais au moins
lorsque WD est indécomposable, ou de maniere équivalente 11 est irréductible et
essentiellement de carré intégrable, il semble raisonnable de conjecturer qu’elle suffit
a completement déterminer la filtration de Hodge sur Dggr(p,), c’est-a-dire p,, (cf. fin
du § 2.3, Conjecture 6.1.1 et le commentaire qui suit la Conjecture 6.1.2).

On donne plusieurs exemples de (candidats pour les) représentations IV (k, WD) et
les isomorphismes R? dans Darticle :

(i) GL2(Q,) au § 3.1, sauf le cas ot WD est irréductible, qui reste ouvert;

(i) GLa(L) semi-stable au § 3.2, ce cas est largement motivé par les résultats de
Ding ([25], [26], [27]);

(iii) GL,(L) cristallin au § 3.3, ce cas montre une compatibilité entre la Conjec-
ture 1.1 et les conjectures de [5] sur le socle localement analytique, récemment
démontrées (dans le cas cristallin sous les conditions de Taylor-Wiles) dans [8];

(iv) GL3(Q,) semi-stable non cristallin au §§ 4, 5 et 6, ce cas occupe la majeure
partie de I'article.

On décrit maintenant plus en détails ce cas semi-stable non cristallin pour GL3(Q,).
Plus précisément, quitte a tordre par un caracteére non ramifié, on suppose II* =
St5°= Steinberg lisse de GL3(Q,) (le cas semi-stable non cristallin le plus intéressant).
La représentation de Weil-Deligne WD, ou alternativement le module de Deligne-
Fontaine correspondant, est alors :

ples) = eg N(ey) = e
FEey, @ Eey ® Eey avec {p(ey) = pley et <N(e) = e
pleo) = p2eo N(eo) = 0

(en fait, lorsque k # (2,1, 0) il faut garder une torsion non ramifiée, que ’on oublie ici
pour alléger les notations). On note v’ oo (Indgza(g”) 1)*°/1 pour ¢ € {1,2} (induites
lisses) ou Py, P, C GL3 sont les deux paraboliques maximaux contenant le Borel B

des matrices triangulaires inférieures. On considere les socles localement analytiques
(cf. §4.1):

G € socary,) (Indggy” 7 @p (-7 @] [©1)"
c, “ SOCGL;(Q,) (IndGLS(Q” #? ®p |- "'e]- D)an
(2) Cs ™ soccyiay (ASE%) 82 0p (|- 2 @10 - )™
O, et SOCQL;(Q,) (IndGL3(QP tk(3>)
o, S (IndGL3(Qp) MR INETI 2)™

ou E( def (k’l —2 kg— 1 kQ) k (3) déf (k3—2, k‘l—l, kQ), tY pour v = (l/l, Vo, 1/3) € Zg est
le caractere algebrlque dlag(tl, to, t3) > 71525 et | - | le caractére norme usuel. Les
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représentations C; sont irréductibles et distinctes. Le théoreme suivant se démontre
par une longue suite de calculs de cohomologie localement analytique assez fastidieux
mais que I'on donne pour beaucoup en détails (cf. §§ 4 et 5). On adopte la notation
pratique X —Y (resp. X --Y ) pour désigner une extension non scindée (resp.
quelconque) de Y par X (donc X en sous-objet).

Théoréme 1.2 (Corollaire 4.5.1(i) & Corollaire 4.6.2)

(1) Il existe une unique représentation localement analytique admissible T1'(k, WD) de
GL3(Q,) sur E de la forme :

/6’2\\\\\ /54\\\\\
Cl\ /03\ /05'

(i) On a dimg Extey g,y (IT'(k, WD), Alg ©p St5°) = 3.

On a un énoncé complétement symétrique pour IT12(k, WD) en échangeant les
paraboliques P; et P,. Il est tres vraisemblable que les deux extensions (uniques) en
pointillé apparaissant en sous-quotient de la représentation dans le (i) du Théoreme
1.2 soient non scindées (et c’est au moins vrai pour la premiere, cf. le (i) de la
Remarque 4.4.3), mais nous n’avons pas besoin de ce résultat. On peut expliquer
heuristiquement la raison de la dimension 3 dans le (ii) du Théoreme 1.2 : elle vient
du fait que l'on peut “raccrocher” la représentation Alg ®p St3° aux trois endroits
suivants de IT'(k, WD) (et seulement & ceux-1a) :

5

/52\\\\ /64\\\\
Alg ®p St5° Alg ®p vE Alg ®p vE

(3) —_— 5
Alg KF Stgo 6’2 _ 54 _
01/ \\\03\/ =G5
Alg ®@p vy Alg ®pg vp,

P
Alg ®p St5°

les deux configurations du bas donnant des sous-espaces de dimension respectivement

2 et 1 de ExtéLs(Qp) (IT*(k, WD), Alg ®p St3°). Noter que les sous-représentations

Alg ®p St3° — C; — Alg ® v, dans la représentation du haut en (3) sont déja
présentes dans [57, § 5.4]. Les configurations (3) suggerent que I'isomorphisme R
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(qui ici doit étre défini & multiplication pres par un scalaire non nul) devrait satisfaire :

C
RY(Ee1&Eeq) = Exthy, g (Alg Qo —Cy = =, Alg®p St°°>

Rl(Eeo) EXtGL (Alg KF Upl — 5 , Alg KF St3 )

(vus comme sous-espaces de ExtéLS(Qp)(Hl(E, WD), Alg ®p St5°)), et de méme par
symétrie pour R*(FeaAeg @ EeiNeg) et R*(EeiAeg), cf. le (i) de la Remarque 6.1.4.
Mais j’ignore pour I'instant comment “calibrer” R! et R? avec plus de précision. En
effet, méme dans le cas analogue pour GL2(Q,), qui présente deux configurations :

Cl Al g Cg

_—
Alg ®p St3°
Cl - Alg 03,
Alg ® 5 St

un signe apparait dans la définition de R!' (cf. (25) ci-dessous) qu'il est difficile de
prévoir a priori. Noter que le cas Fil™(Dgr(p,)) C R'(Ee; & Eey) peut vraiment
arriver, cf. le (ii) de la Remarque 6.1.4, et (3) montre que la Conjecture 1.1 prévoit
alors le constituant Cj en socle de II*"(p,)’, constituant qui est déja effectivement
prévu (de maniere essentiellement indépendante) par [5, Conj. 5.3].

Supposons maintenant (toujours dans ce cas semi-stable non cristallin de dimen-
sion 3) que l'on a p, = plgam, g, O P : Gal(F/F) — GL3(FE) est absolument
irréductible et provient d’une représentation automorphe de G(Ag), G/Q étant un
groupe unitaire compact a I'infini et isomorphe a GL3 sur une extension quadratique
imaginaire F' de Q ou p se décompose totalement (cf. [51]). On suppose de plus
que Fil"™™(Dqar(pp) Q Fey & Eeqg (et 'analogue avec Fil™(A2Dgr(pp))), i-e. la fil-
tration de Hodge est “non critique”. Si UP C G(AG") est un sous-groupe ouvert

compact hors p, on considere I'espace de Banach p-adique habituel S (UP, E) e {f:
G(Q)\G(AF)/UP — E, f continue} avec action unitaire de G(Q,) = GL3(Q,) par
translation ?i droite sur les fonctions. On dispose du sous-espace fermé invariant Hecke
isotypique S(UP, E')[m,] (éventuellement nul) associé a p, ainsi que de ses vecteurs
localement analytiques S(UP, E)a [m,] et localement algébriques S(UP, E)e [m,] (cf.
§ 6.1). Le théoréeme suivant résume le résultat principal de compatibilité local-global
de l'article (e est le caractere cyclotomique p-adique et on renvoie au § 6.2 pour un
énoncé plus détaillé).

Théoréme 1.3 (Théoréme 6.2.1). — Awvec les notations et hypothéses précéden-
tes, supposons de plus qu’une seule représentation automorphe m de G(Ag) contribue
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a S(UP, B)s [m,]. Alors il existe une unique représentation de GL3(Q)) de la forme :

IT' (k, WD)
4 Al Stee —

de socle Alg @ St3° telle que lisomorphisme (7P)V" @p (Alg ®p St3° @ €2 o det) =
S(UP, E)¥8[m,] (cf. (63)) s’étend en une injection GL3(Q,)-équivariante :

) ' (k, WD
5) () @ <Alg op Stee — (£ WD)

pen—— 2o det) < S(UP, E)™[m,).

La preuve est une généralisation/variante de celle de [6, Prop. 5.5.4]. L’hypothese
qu’une seule 7 contribue a S(UP, E)*# [m,]| dans le Théoreme 1.3 peut sembler forte,
mais sans elle je ne sais pas comment montrer que toutes les représentations de la
forme (4) qui s’injectent dans S(UP, E)*[m,] (& twist pres) sont isomorphes, cf. le
(ii) de la Remarque 6.2.2. Noter par ailleurs que I'un des points techniques dans la
preuve est que ’on ignore en général si les représentations tres fortement admissibles
au sens de [33, Def. 0.12] sont stables par extension (a cause de ce point, une premiere
version de ce travail supposait k£ = (2,1,0) dans le Théoreme 1.3). Finalement, on
peut contourner ce probleme, mais pour cela j'ai dii généraliser certains résultats
d’Emerton de [33], cette généralisation technique est reléguée en appendice.

L’intérét potentiel de la représentation (4) vient de la conjecture ci-dessous, qui
est en fait impliquée par la Conjecture 1.1 lorsque n = 3, II** = St5° et en prenant
[ (k, WD) comme dans le Théoreme 1.2 (cf. la discussion qui suit la Conjecture
6.1.2) :

IT'(k, WD)

du Théoréeme
IT2(k, WD)

Conjecture 1.4. — La représentation Alg ®p St3”

1.3 détermine completement et ne dépend que de p,.

Terminons cette introduction avec quelques notations.

Dans tout le texte, L (le corps de base) et E (le corps des coefficients) sont deux

extensions finies de Q, telles que |S| = [L : Q,] ou S « Hom(L, E). Six € Q,, on
note |x|., “ q¢V@ ot ¢ = p/ est le cardinal du corps résiduel de L, e = [L : Q,]/f
et val est normalisé par val(p) = 1 (en particulier |z|, € ¢“ siz € L). Si L = Q,
on note juste |z|. On mnote également W(L/L) le groupe de Weil de L et recy, :
W(L/L)* = L* Iapplication de réciprocité de la théorie du corps de classes local
normalisée de sorte que les Frobenius géométriques s’envoient sur les uniformisantes.
Si a € E*, on note nr(a) : L* — E* l'unique caractere non ramifié qui envoie une
uniformisante quelconque de L sur a (par exemple | - [ = nr(¢™!)). On note ¢ le
caractere cyclotomique p-adique de Gal(Q,/Q,) ou de Q) (via recg,) et on convient
que son poids de Hodge-Tate est 1.



EXT! LOCALEMENT ANALYTIQUE ET COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL 9

Irréductible (resp. de longueur finie) pour une représentation continue m d’un
groupe topologique G veut dire topologiquement irréductible (resp. topologiquement
de longueur finie), i.e. ne possédant pas de sous-espace strict non nul fermé stable
sous l'action de G (resp. ne possédant quun nombre fini de sous-espaces non nuls
fermés stables sous l'action du groupe). Si P est un sous-groupe fermé de G on note
(Ind$ %) les induites non normalisées lisses. Si P et G sont de plus des groupes
p-adiques L-analytiques, on note (Indg %) 2" les induites localement o-analytiques
pour o € S, et juste (Ind% *)** si L = Q, (induites localement analytiques). Pour
n € Zsy, on note St,° la représentation de Steinberg usuelle lisse de GL,,(L) sur E et
det,, le caractére déterminant usuel GL, (L) — L*. On normalise la correspondance
de Langlands locale pour GL, (L) de sorte que la représentation x; @ --- @ x, de
W (L/L) corresponde (pour des x; génériques) & :

GLn (L n n 0
(IndB(L)( )X1|' L Oxel F"® - ®xn)

ou B C GL, est le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures et ou I'on écrit
Xi pour x; orecy, (il s’agit de la normalisation notée 7" @ |det|~%2 de [12, p.163]).

Si I, I sont deux représentations localement Q,-analytiques admissibles au sens
de [54, § 6] d’'un groupe p-adique localement Q,-analytique H sur un E-espace vecto-
riel de type compact, on note Ext}; (Ily, IT;) (resp. Homy (I3, 1)) le E-espace vecto-
riel des extensions (resp. des homomorphismes) dans la catégorie des représentations
localement Q,-analytiques admissibles de H sur E. Si H est localement L-analytique
et IIy, II; sont localement o-analytiques pour ¢ € §, on note EXt}{’o(Hg, IT;) le sous-
E-espace vectoriel de Exty, (I, I1;) des extensions localement o-analytiques. La no-
tation imagée II; — IIy signifie une extension non scindée de Ily par Il i.e. un

élément non nul de Ext}, (Il,I1;) tandis que II; — —II, signifie une extension qui

/H2\\\

— /H4 est
3

peut étre scindée. Ainsi une représentation II de la forme II;

telle que II; — Il et II; —— II3 sont en sous-objets de II, II, et I3 sont en sous-
objets de II/I1y, et II3 — II, II, — — II, sont en quotients de II.

Enfin si A est un anneau (unitaire), on note Mody la catégorie des A-modules a
gauche.

2. Rappels et préliminaires

On donne quelques rappels sur la théorie localement analytique et les modules de
Deligne-Fontaine, puis on énonce le formalisme d’une propriété conjecturale (EXT)
des représentations localement analytiques “correspondant” aux représentations de
de Rham a poids de Hodge-Tate distincts.
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2.1. Préliminaires sur les représentations localement analytiques. — On
donne de tres brefs rappels et préliminaires sur les représentations localement o-
analytiques.

On fixe 0 € §. Si H est un groupe p-adique localement L-analytique, on note
D,(H, F) I'algebre des distributions localement o-analytiques sur H a valeurs dans
E, c’est-a~dire le dual fort du E-espace vectoriel localement convexe C7*(H, E) des
fonctions localement L-analytiques pour le plongement o de L dans les coefficients F.
Si 1y, II; sont deux représentations localement o-analytiques de H sur un FE-espace
vectoriel de type compact, leur dual fort IT;, II}, est un D, (H, E')-module a gauche et
on note Extijo( u,m) (15, 117) pour @ > 0 les groupes (en fait des E-espaces vectoriels)
d’extension dans Modp, g E). Lorsque II; et II; sont admissibles on a par exemple
Homy (I1y,I1,) = Homp, (g,g)(I15,117) par [54, Th. 6.3]. Le lemme crucial suivant
sera souvent utilisé de maniere tacite.

Lemme 2.1.1. — Soit 11, Ily deux représentations localement o-analytiques de H
sur un E-espace vectoriel de type compact. On suppose que 11y et [1y sont admissibles.
Alors on a un isomorphisme de E-espaces vectoriels :

EXt}{,U (Hh HQ) = EthDo‘(H,E) (HIZ, Hll)

Démonstration. — Par [54, Th. 6.3] et par définition de Exty ,(IT1, IT3), on a une in-
jection Extyy , (I, IT5) < Ext}jd( ;) (I, I17), il suffit donc de montrer la surjectivité.
Soit M un D,(H, E)-module extension de II}, par I}, par la discussion qui suit [53,
Lem. 3.6] il suffit de montrer que M est coadmissible. En effet, par [54, § 6] M est
alors muni d'une topologie canonique qui en fait un espace de Fréchet nucléaire muni
d’une action séparément continue de D,(H, E), donc par [53, Cor. 3.3] le dual fort
d’une représentation localement analytique, qui est 1’extension dans Ext}{’U(Hl, I1,)

cherchée. Soit Hy C H un sous-groupe ouvert compact quelconque, pour 1/p <r < 1
on dispose des E-algebres de Banach D, .(Hy, E) (cf. la preuve de [54, Th. 5.1]). On

définit M, € M @p,_(10.2) Dor(Ho, E) et de méme (IT}),,, (I1}),. Comme D,.(Ho, E)
est plat sur D,(Hy, E') ([54, Th. 5.1] et [54, Rem. 3.2]) on a encore des suites exactes
courtes de D, ,(Hyp, E)-modules :

(6) 0 — (I1Y), — M, — (II}), — 0

d’ott on déduit que M, est de type fini sur D, ,(Hy, E) puisque (II}), et (IL}), le sont.

Il reste donc & montrer que I’on a un isomorphisme M = lim M,.. Mais en passant &
pam
=

la limite projective sur les suites exactes (6) on en déduit un diagramme commutatif
de suites exactes :

0 — lm(I), — lmM, — lim(IT),

T T T

0 — 1T} - M = IT, — 0
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ol les deux fleches verticales de gauche et de droite sont des isomorphismes par
hypothese. Une chasse au diagramme donne immédiatement l'isomorphisme de la
fleche verticale du milieu. m

Remarque 2.1.2. — Si Z C H est un sous-groupe p-adique localement L-
analytique fermé contenu dans le centre de H et si Z agit par un caractere
(localement oc-analytique) x sur II; et Ily, on a un isomorphisme analogue
Ext}{,ajx (I1;, I) = Extp, (1,5, (I3, IT7) ot on prend les extensions sur lesquelles Z
(resp. D,(Z, E)) agit par x (resp. par le dual x’ de x).

Soit G un groupe algébrique réductif connexe déployé sur L, T' C G un tore maximal
déployé et B C GG un sous-groupe de Borel contenant 7. On note g, (resp. b,) la E-
algebre de Lie de Gx, F (resp. Bxp,E) et U(g,), U(b,) les algebres enveloppantes.
Pour pip € X(T'Xp o E) = Homg(T'X 1, o E, Gy ) on note L(i,) I'unique objet simple
de la catégorie ngg (cf. [50, § 2.5]) de plus haut poids p,, c’est-a-dire 'unique quotient
irréductible de U(g,) ®u(s,) tto- Pour P sous-groupe parabolique de G contenant B
de sous-groupe de Levi Lp contenant 7', et 7 représentation lisse de Lp(L) sur E de
longueur finie, si de plus L(u,) est dans la sous-catégorie ngg C (’)Zf’g (cf. loc. cit., p,
est la E-algebre de Lie de P x,, E) alors on dispose des représentations localement
o-analytiques fortement admissibles FS(L(j,), ) construites par Orlik et Strauch
dans [50] en voyant F comme extension de L via 0 : L < FE (cf. aussi [4, § 1] pour

un bref résumé).

Dans la suite, G sera (sauf mention contraire) un groupe linéaire GL,,,, T le
sous-groupe des matrices diagonales et B le sous-groupe des matrices triangulaires
inférieures. On note N C B le radical unipotent de B, B le sous-groupe des matrices
triangulaires supérieures et N le radical unipotent de B. Si p, = (Wi )icf1,.n} €
X(T %1, E) =2 Z", on rappelle que dimg L(p,) < 400 si et seulement si 1, <
foo < -+ < pno (le. i, est dominant par rapport a B X, E) et dans ce cas on
peut aussi voir L(u,) comme une représentation algébrique de G' X, E sur E, et
donc en particulier comme une représentation de G(L) C (G X, E)(E). Lorsque
Mo = Mo = **° 2 [ing, ON NOtE f(,ua) la représentation algébrique irréductible de
dimension finie de G X, F sur E de plus haut poids dominant s, par rapport au
Borel opposé B X1, E. On a alors L(wofis) = L(it,) olt wy est 'élément de longueur
maximal du groupe de Weyl de G x, E (wop, devient dominant pour B X, E).
Enfin pour i = (tie)icf1,..ny € X(T X1, E) = Z", on note o(t)*~ le caractere :

t € diag(t,. .. 1a) € T(L) — o (1) L a(tr)™ - (t,)"" € B,

2.2. Rappels sur les modules de Deligne-Fontaine. — On donne quelques
rappels sur les modules de Deligne-Fontaine ([36]).

Fixons L' une extension finie galoisienne de L et soit Ly C L’ la sous-extension
non ramifiée (sur Q,) maximale. On suppose |Hom(L',E)| = [L' : Q,] et on note
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"= [Ly : Qp et ¢ le Frobenius arithmétique sur Lf (qui modulo p est 1'élévation
a la puissance p). Rappelons qu'un module de Deligne-Fontaine est un quadruplet
(D,p,N,Gal(L'/L)) ot D est un Ly ®g, E-module libre de rang fini équipé d'une
application bijective (appelée Frobenius) ¢ : D — D telle que ¢((lj ® €) - d) =
(o) ® e) - o(d), dun endomorphisme Lj ®q, E-linéaire N : D — D (appelé
opérateur de monodromie) tel que Ny = ppN et d’une action de Gal(L'/L) (appelée
donnée de descente) qui commute a ¢, N et telle que g((ly®e)-d) = (g(l;) ®e) - g(d)
(lb € Ly,e € E,de D, g € Gal(L'/L)). Les modules de Deligne-Fontaine forment une
catégorie de maniere évidente en prenant pour morphismes les applications Lj ®q, £-
linéaires qui commutent a ¢, N et a 'action de Gal(L'/L).

Par un résultat de Fontaine (cf. [36] ou [12, Prop. 4.1]), la catégorie des mo-
dules de Deligne-Fontaine est en fait équivalente a la catégorie des représentations
du groupe de Weil-Deligne de L sur un E-espace vectoriel de dimension finie telles
que la restriction au groupe de Weil de L’ est non ramifiée. Rappelons comment
associer une représentation de Weil-Deligne a un module de Deligne-Fontaine D =

(D,p,N,Gal(L'/L)) (cf. [12, § 4]). On fixe un pl/ongement o, Ly — E, qui induit
oy ®1Id : Ly ®g, B — E, et on pose Dy o “'p QLY g, Bo)eld E. Comme N

est Ly ®q, E-linéaire, il induit un endomorphisme E-linéaire nilpotent encore noté

N : Dy o — Dy or. Pour w € W(L/L), on définit r(w) & @) o ot W est
I'image de w dans Gal(L'/L) et a(w) € fZ est I'unique entier tel que I'image de w
dans Gal(F,/F,) est la puissance a(w)-ieme du Frobenius arithmétique absolu. On
voit immédiatement que r(w) est Ly ®q, E-linéaire et donc induit une application
encore notée r(w) : Dps o — D or. Si 'on remplace op par o o @, pour d €
Z, Vapplication ¢? : D — D induit un isomorphisme E-linéaire encore noté ¢ :
Dy o = DL(,)’%O e qui, composé avec un certain automorphisme FE-linéaire de
Dy o1 (voir les preuves de [11, Lem. 2.2.1.2] et [24, Lem. 8.4.3]), commute a N et
r(w) pour tout w € W(L/L) : (r, N, Dy o1) est la représentation de Weil-Deligne
associée a D, qui ne dépend donc pas du plongement o{, a isomorphisme pres.

Pour tenir compte de la filtration de Hodge, il sera plus pratique d’avoir une vari-
ante de la définition de cette représentation de Weil-Deligne faisant intervenir des
plongements de L dans E plutot que de Ly,.

On pose D, € D ®p, L' auquel on étend I'action de Gal(L'/L) par g((I'®e)-d) =
(9(I') ® e) - g(d). La décomposition L ®q, E = [[,csE, [ ® e = (o(l)e), induit
Dy = HJGS Dy, ou chaque Dy, est un L' ®p, E-module libre de rang celui de D
sur Ly ®q, E et laction de Gal(L’'/L) sur Dy induit une action sur chaque Dy .
Par le théoreme de Hilbert 90 on a un isomorphisme L' ®y, , E-linéaire pour tout o :

(7) L' @, DY 2 Dy
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ol DG,al(L//L) = (D o)D) = DG,al(L//L) ®Leg, Bosld £. Pour tout o’ : L' — E,

déf
soit Dy o = Dy ® L'@g, B0/ @ld E, l'injection D < Dy, induit un isomorphisme de

E-espaces vectoriels Dy .|, = D/, qui permet de transporter sur Dy, 'action
0

de Weil-Deligne précédemment définie sur Dy o, -
0
Lemme 2.2.1. — Fizons o € S.
(i) Pour tout o' : L' — E tel que o'|;, = o, Uapplication composée :
po./ . DS/ETL(LI/L) — DL’,O' —» DL/,O"

est un 1somorphisme de E-espaces vectoriels de dimension n. En particulier p, per-

Gal(L /L)

met de transporter sur D, Uaction de Weil-Deligne sur Dy .

(i) Pour tout o’ 0" : L' . E tels que 0", = o'|;, = o et tout w € W(L/L) relevant
def

g = 0" ‘o' € Gal(L'/L), laction de Weil-Deligne induite sur DGal(L//L) par pyr est
isomorphe a laction induite par p, conjuguée par w=*.

Démonstration. — (i) se déduit de (7). Démontrons (ii). Le diagramme commutatif
D L D

gl J ¢ induit un diagramme commutatif :

D A v D

DL’,J’ — DL6,U’|L/
0

g \

DL’,U” <— DL{NO—”‘Lé
qui s’inscrit dans un diagramme commutatif :

Gal(L'/L Ps ~
DL’?J( /D —/> DL/J/ < DL/

070/|L6
w1 \L w1 i \L w1
Gal(L'/L Py ~
DL/ZT; / ) — D[/,O', — DL67UI|L6
1| 94 lg

Gal(L'/L) P ~
DL’,o — DL/JN — DLf)v‘f”|L6'

Or, par définition de I'action r(w™") sur Dy; » , , la composée gow™" & droite est de
0 L0
la forme ¢? pour un d € Z, donc entrelace les actions respectives de Weil-Deligne sur
Dy o1, €t Dpr o0, (lorsque composée avec un certain automorphisme E-linéaire de
07 1Ly 09 1Ly

1 DGal(L’/L) _ DGal(L’/L)(

Do, » cf. ci-dessus). On en déduit que w™ pour 'action
0

induite par p,/) composé avec un automorphisme E—hnealre de la source entrelace les

actions de Weil-Deligne induites par p, et py». O
Dans la suite de I’article on munit touJours Df,al (/L) 46 1action de Weil- Deligne
induite par un quelconque plongement ¢’ : L' < E tel que ¢'|, = o (le choix du

plongement ¢’ n’aura pas d’incidence via le (ii) du Lemme 2.2.1).
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Fixons un module de Deligne-Fontaine D = (D,p, N,Gal(L'/L)) de rang n
sur Ly ®q, E et, pour chaque plongement o : L — E de S, une liste d’entiers
k = (kio)icq1,...ny dans Z telle que k15 > koy > -+ > ky, pour tout . Appelons

filtration degﬁsodge de poids de Hodge-Tate k sur D la donnée de sous-L' ®q, E-
modules (Fili Dy11)iez de Dy vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Fil"*™* Dy, C Fil' Dy, pour tout 4;

(ii) Fil’ Dy est stable par I'action de Gal(L'/L) pour tout

(ii) Fil' Dy o/ Fil'™ Dy, # 0 si et seulement sii € {—ki,,..., —kno};

o Fil' Dy, est l'image de Fil' Dy dans Dy ,. Notons que (i) et (iii) for-
cent Fil' Dy, = Dpy sii < —ky, et Fil' Dy, = 0si i > —k,,. Comme
Fil' Dy =[], s Fil' D1/, chaque Fil' Dy, , est stable par action de Gal(L'/L) dans
Dy, et par le théoreme de Hilbert 90 encore, on a un isomorphisme L'®y, , E-linéaire :

L' @y, (Fil' Dy )¢ E/D =5 Fil Dy,

pour tout i et tout o. En particulier chaque Fil' D 1.0 €t chaque Fil’ D Lo/ Fil'*™! D Lo
est libre (de rang fini) sur L'®p , E et se donner Fil' Dy, , revient juste a se donner un

sous- F-espace vectoriel (Fil’ Dy, ,)G2(F/1) de Df,i(y/ B Pour chaque j € {1,...,n},
le F-espace vectoriel /\% Dg,i(y/ L possede ainsi une droite canonique donnée par :

(8) Fﬂmax( /\jE DS/’?SLI/L)) def (Fﬂ*knfjﬂ,aDLlya)Gal(L’/L)/\E
(Fil Frosize Dy, YGUEIE oo Ay (Fil ™ Dy ) SR,

Enfin, si p, est une représentation potentiellement semi-stable de dimension finie de
Gal(L/L) sur E, et si L’ est une extension galoisienne finie de L telle que p,| Gal(Z/L)
est semi-stable, rappelons ([37, § 5.6]) qu'il lui est associé le module de Deligne-
Fontaine D = ((By ®q, pp) /L) o N Gal(L'/L)), les opérateurs ¢, N provenant
de ces mémes opérateurs sur By, et I'action de Gal(L'/L) étant 'action résiduelle de
Gal(L/L). Notons qualors Dy = (Bar ®q, pp)GUE/E) et donc pour tout 0 € S :

D gi(L//L) = (Bar ®q, /)p)Gal(Z/ f) O Leg, Boold L.

Si p, a des poids de Hodge-Tate distincts k1, > ko > --- > k,, pour chaque
plongement ¢ : L — F, la filtration de Hodge sur By induit une filtration de Hodge
sur D de poids de Hodge-Tate k = (ki )io-

2.3. Propriétés de la “correspondance” localement analytique. — On
énonce une propriété (conjecturale) nouvelle (EXT) que devraient satisfaire les
représentations localement Q,-analytiques de GL, (L) portées par les composantes
Hecke isotypiques de la cohomologie complétée.

On fixe un module de Deligne-Fontaine D = (D, ¢, N,Gal(L'/L)) de rang n sur
Ly ®q, E et on note WD(D) la représentation de Weil-Deligne associée (cf. § 2.2).
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Notons que la représentation de Weil sous-jacente a WD(D) est associée au mo-
dule de Deligne-Fontaine (D, ¢,0,Gal(L’/L)). On suppose dans ce qui suit que les
constituants irréductibles de cette représentation de Weil sous-jacente sont absolument
wrréductibles et distincts deux a deux. En particulier, la représentation de Weil sous-
jacente est absolument semi-simple et WD(D) est F-semi-simple.

Définition 2.3.1. — Soit j € {1,...,n — 1}, on dit qu’un automorphisme de la
représentation de Weil-Deligne /\%WD(Q) est permis sl induit un automorphisme
scalaire sur tous les sous-espaces de la forme WD(D); Ag -+ Ag WD(D),; ot les
WD(D);, 1 <i < j sont des sous-représentations de Weil-Deligne indécomposables
de WD(D) et ot la notation signifie l'image par la surjection canonique :

WD(D) ®g -+ @ WD(D) — A WD(D).
j}gis

Lorsque j = 1, par 'hypothese ci-dessus sur WD(D) tout automorphisme de
WD(D) est automatiquement permis, mais il n’en est pas de méme en général lorsque
j > 1. Tout automorphisme de /\JEWD(Q) induit par un automorphisme de WD(D)
est permis. Si WD(D) est indécomposable, les automorphismes permis de /\JEWD(Q)
pour tout j sont les scalaires non nuls.

On fixe k = (kis)icq1,...ny dans Z tel que k1, > koo > -+ > ky, pour tout o et
ceS

..... :f ki,a - (n - Z) pour i,O’ (On a >\1,U > )\2,0 >

o+ > Auo). On rappelle (cf. § 2.1) que L()\,) désigne la représentation algébrique

irréductible de GL,, X, F de plus haut poids A\, par rapport a B X, F.

On suppose qu'il existe au moins une représentation potentiellement semi-stable p,
de Gal(L/L) de dimension n sur E dont les poids de Hodge-Tate sont k = (k; )i, €t

dont le module de Deligne-Fontaine associé est D (cf. fin du § 2.2). A une telle p, cor-
respond pour tout o € S et tout j € {1,...,n— 1} une droite Filma"(/\%Dgil,(L My c

/\%Df,a},w/ L comme en (8). A p, devrai(en)t également correspondre une - ou

plusieurs - représentation(s) localement Q,-analytique(s) admissible(s) T1%%(p, )" de

GL,(L) sur E de caractere central (e~ 5 det pp) o rec; !, Par exemple, on peut

prendre pour I1%%(p,)’ 'une quelconque (& twist pres) des spécialisations non nulles
V(p,) construites dans [15, § 2.10] (on sait qu’il en existe au moins lorsque n = 2,
N = 0 et ki, — ko < 1 pour tout o, ou bien lorsque L est non ramifiée, p, est
cristalline et ky , — k,» < p — 2 pour tout o, cf. [15, § 5]). Ou bien, si p, se “glo-
balise” en une représentation galoisienne automorphe cohomologique, on peut prendre
pour I1%(p,)? (& twist convenable pres) le sous-espace Hecke-isotypique associé dans
les vecteurs localement Q,-analytiques d'un espace de cohomologie complétée con-

venable, cf. par exemple § 6.1 ci-dessous.
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s . ? s, . . .
Les représentations II*"(p,)" restent encore mystérieuses, mais plusieurs de leurs
propriétés (conjecturales) commencent a émerger. Rappelons-en deux.

(ALG) Une propriété déja attendue de I1*"(p,)? (voir en particulier [12], [31],
[15] ou (56) ci-dessous) est que 'on devrait avoir une injection GL,,(L)-équivariante,
unique a scalaire non nul pres :

9) 1% (k, D) € (@pes LAy)) ©p TT°(D) — T1*(p,)?

ou II*°(D) est la représentation lisse admissible (pas forcément irréductible) de
GL,(L) sur E correspondant & WD(D) par la correspondance de Langlands locale
normalisée comme au § 1 puis modifiée comme dans [12, § 4]. Notons que I128(k, D)
est une représentation localement Q,-algébrique de GL, (L) sur E (qui ne dépend
que de k et D).

2

(SOC) Une autre propriété attendue de II*"(p,)" est qu’elle devrait en général
aussi contenir en sous-objet (i.e. en socle) des représentations localement Q,-
analytiques irréductibles qui ne sont pas localement Q,-algébriques : voir [4, § 6] et
[5, Conj. 5.3]V), voir aussi § 3.3 ci-dessous et le (ii) de la Remarque 6.1.4.

On décrit ici une possible autre propriété de I1*"(p,)’ que 'on explore dans toute la
suite de I’article. On renvoie au § 6.1 pour une conjecture précise dans un cadre global.
On rappelle (cf. § 1) que si I, I sont deux représentations localement Q,-analytiques
admissibles de GL, (L) sur E et si £ est un sous-FE-espace vectoriel de dimension < 1
du E-espace vectoriel ExtéLn( 1y(II", IT), on note [€] I'unique représentation de GL,, (L)
sur F sous-jacente a £ au sens de Yoneda.

(EXT) Pour tout plongement o € S et tout j € {1,...,n — 1}, il devrait exister
une représentation localement o-analytique admissible de longueur finie 117 (k_, D)
de GL, (L) sur E ne dépendant que de k, = (k;,); et de D ainsi qu’un isomorphisme
de E-espace vectoriels :

(10) R AGDET Y 2 Bty 1, (97 (ky, D), T(A) @5 (D))

unique a composition pres a gauche par un automorphisme permis de la représentation
de Weil-Deligne /\%Df,a}lfw/ L) (Définition 2.3.1) tels que, pour toute représentation p,
de dimension n de Gal(L/L) sur E qui est potentiellement semi-stable de poids de
Hodge-Tate k et de module de Deligne-Fontaine D, on ait une injection GL,(L)-
équivariante :

(11) (®res\ioy L)) @5 [RIC(FI™ (AL DS )] e 1120, )?

(WEn fait, ces références supposent un petit peu plus que ce qui est supposé ci-dessus sur la
représentation de Weil sous-jacente, cf. [4, Hyp. 5.2].
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unique a composition pres par un automorphisme de la GL, (L)-représentation de
gauche dans (11) et induisant une injection GL,,(L)-équivariante :

7,0
12) P ((®resrior L) @5 [RA7(Fi (AL DENY))]) < 112,

111 (k, D)

ou le terme de gauche dans (12) est la somme amalgamée pour tout o, j au-dessus
de la représentation localement Q,-algébrique commune I1#¢(k, D) (qui s’injecte de
maniere unique par la propriété (ALG)).

Je m’attends & ce que l'injection (12) ne soit un isomorphisme que dans le cas
GL2(Q,), et on ne peut espérer non plus que la sous-représentation de I1*"(p,)” donnée
par la somme amalgamée en (12) suffise en général a déterminer la représentation
galoisienne p, (cf. par exemple § 3.3). Mais la derniere propriété suivante semble
raisonnable.

(GAL) Supposons qu'il existe pour tout j,o des représentations I (k_, D) et
des isomorphismes R’ vérifiant (10). Supposons de plus la représentation de Weil-
Deligne DS,aL(L// D indécomposable, ou de maniere équivalente 11°°(D) irréductible et
essentiellement de carré intégrable. Alors la représentation localement Q,-analytique

de GL,, (L) donnée par la somme amalgamée en (12) :

7,0
(13) B ((@resi) ZO) @ [RP(Fi™(n,DE))])
1124 k. D)

détermine completement la représentation galoisienne p,,.
Remarque 2.3.2. — (i) Rappelons que la représentation de GL,,(L) :
T Red -1max j Gal(L'/L
(®resioy L)) @5 [RI(FiI™™ (AL DA )]

est par construction une extension non scindée de ( ®res\(o} L(A;)) ®p 1179 (k,, D)
par TI¥5(k, D).

(ii)) Une représentation localement o-analytique admissible de longueur finie
117 (k,, D) pour laquelle il existe un isomorphisme R7° tel que les assertions
(10), (11) et (12) soient satisfaites n’est pas unique en général, voir par exemple la
Remarque 4.6.3 ci-dessous. Cependant il n’est pas impossible qu’il existe une unique
représentation localement o-analytique admissible de longueur finie II79(k,, D)
mazximale pour U'inclusion parmi celles satisfaisant (10), (11) et (12).

3. Quelques cas particuliers

On donne plusieurs exemples ou candidats de représentations II79(k_, D) et
d’isomorphismes R7“.
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3.1. Le cas GLy(Q,). — On commence par faire le point sur le cas GL2(Q,).

On conserve les notations du § 2. On rappelle que B (resp. B) désigne les matrices
triangulaires inférieures (resp. supérieures) de GLg et T' les matrices diagonales. On

fixe deux poids de Hodge-Tate k; > ko, on a donc A = (A1, Ay) = (k1 — 1, k2) et on

pose v = (v1,10) = (=k1 + 1, —ko) (donc vy < 1), 81 -V e (ro+1,1n—1)=

(—ky + 1, —ky). On rappelle que L(\) = L(—v) est la représentation algébrique
irréductible de dimension finie de GL; xg, £ de plus haut poids A par rapport aux
racines de B, que son dual est L(v) et que I1*8(k, D) = L(\) @5 I1°°(D). On note s
I"unique réflexion simple de GLs.

Soit I1**(p,) la représentation localement analytique de GL2(Q,) sur E de caractere
central (e7'det p,) o rec@; associée a p, par la correspondance localement analytique
(]20], [22]). Si p, est une représentation potentiellement semi-stable de Gal(Q,/Q,)
de dimension 2 sur E et de poids de Hodge-Tate k = (ky, k2), et si D est son module
de Deligne-Fontaine (cf. § 2.2), alors on a :

II'(k, D) = II™(p,) /TI*¢(k, D).

Un théoreme de Colmez ([20, Th. VI.6.43]) assure que IT'(k, D) ne dépend que de
k, D et pas de la filtration de Hodge. On explicite dans la suite IT*(k, D) et R! (sauf
dans le cas supercuspidal).

Cas cristallin.
On considere D = (D, ¢,0) pour L = L' = Q, ot ay, a9 € E* avec o # oy et :

D = Eel EBEGO ()0(61) = e
¢(eo) = aoeo.
On suppose d’abord ay # app. On a [1°(D) = (Indg(Lé ) nr(ag)| - |7t @ nr(a;))>® =
(In dB(Q "nr(a)| - |7 @ nr(ag))®™ et on pose :
Iy(v) o (In dg(L(S(Qp)t " @p (nr(ag)| - |7t @ nr(ay)) )an
(14) L) € (Indy@ Pt @p (aran)] - |7t @ nr(ag)))™
&f 2(Qp s1v an
Iy(s1-v) u (In dgﬁ@(@ 1" ®p (nr(ag)| - |7 @ nr(ay)))
déf GLa(Qp) sy an
Lisiv) € (Indg@ 3 ©p (ur()| |~ @ nr(ag)™
On a alors 1T (k, D) = Io(s1 - v) @ I1(s; - v) par [44].

Lemme 3.1.1. — On a :

dimp Ext{yp, g, (To(s1 - v), L) @ (D))
= lelE EXtéLQ(@p) (]1(31 : I/),Z()\) 295 HOO<Q)) =1

Démonstration. — Les dimensions sont > 1 car Iy(v) et I;(v) fournissent de telles
extensions non scindées. Il suffit de montrer qu’elles sont aussi < 1. Par [43, Th. 8.15
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& Th. 8.18] on a dimpg ExtGLz( o {Lo(s1°v), Ii(v)) = dimp ExtGLz( )([1(31 v), I(v)) =
1 d’ou le résultat puisque ExtGL2(Q (Io(s1-v), L(A) @ 1I°(D)) C Extey, @,)(Lo(s1
v),I1(v)) et Ext%;Lz(Qp)(]l(sl V), L(\) @ II*°(D)) C ExtGL2(Q y(Li(s1-v), Io(v). O

De plus R! est une bijection quelconque telle que :
R'(Feo) = Exter,q,) (li(s1-v), L(A) @p T1°(D))
R'(Fer) = Extgr,q,) (lo(s1-v), LX) @p T1°(D)).

On suppose maintenant a; = app = «, on a [I*°(D) = (In dGL2 Qp | [7t® )™
(nr(a) o det) et on pose :

10) % (1328 )
a5 o) 2 (udd s (-0 )"
I(s1-v) = (In dB(éQp)t sv) ™
I(s1-v) « (In dg(LéQp)t R (| [Tre ] )"
On a (cf. [44]) :

' (k, D) = (I(s1-v) ® I(s1 - v)) @p (nr(a) o det)

et dimpg ExtéLQ(Qp)(](sl-u) ®p (nr(a)odet), L\ ®@pI1°(D)) = dimg Extéh((@p)(f(sl-
v)®@p (nr(a)odet), L(A)®gI1%°(D)) = 1 (comme pour le Lemme 3.1.1, on a facilement
dimgp > 1, l'inégalité < 1 pour le premier se démontre comme au Lemme 3.1.1 via
L\ ®@pII*®(D) C I(v) ®g (nr(a) odet) et pour le deuxieme suit de ExtéLQ(Qp)(](sl :
V), I(v)) =0, cf. [43, Th. 8.15 & Th. 8.18], et de I(v) — I(s; - v)). Enfin R* est une
bijection quelconque telle que :

R'(Eeo) = Exter,o,) (I(s1 - v) @p (nr(@) o det), L(\) @ T1¥(D))

R'(Eer) = Exter,q,) (I(s1-v) @ (nr(e) o det), L(\) @p 1°(D)).

Le cas cristabellin est tres similaire au cas cristallin et laissé au lecteur.

Cas semi-stable non cristallin.
On considere D = (D, p, N) pour L = L' =Q, ou a € E* et :

_ pler) = ae N(er) = e
D_Eel@Eeo {90(60) _ ap—leo {N(e(J) = 0.

On a II*°(D) = St° ®g (nr(a) o det).

Lemme 3.1.2. — (i) La représentation 11'(k, D) est l'unique représentation locale-
ment analytique I1*(k, D) de GLy(Q,) sur E de la forme :

(16) I(s1-v) — L) — I(s1 - v) ®p (nr() o det).
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(i) On a dimg Extey, g (' (k, D), L(A) @ 11*°(D)) = 2.
(iii) La restriction induit un isomorphisme :

Exter, g, (IT'(k, D), L(\) ®5 1°(D))
— ExtéLQ(@p) (I(s1-v) — L(\) @g (nr(a)odet), L(\) ®g II°(D)).

Démonstration. — On suppose a = 1 quitte a twister et on note que I’on peut partout
dans I’énoncé remplacer ExtéLQ(@p) par EXté‘I—Q(Qp)ﬂp ou 1 : Q; S B, t st

Commengons par (i). Le fait que II'(k, D) a cette forme est démontré dans
[45] (et certainement aussi dans [20]+[22]), on se contente ici de montrer
I'existence et l'unicité d’une représentation de la forme (16). Par [59, (11)] on
a dimg Extéh((@pm(f()\), I(v)/L()\)) = 2. En utilisant la suite exacte (non scindée

par [59, (8)]) :
(17) 0— I(s1-v) = (I(w)/Z(N) = L) @5 St — 0,
les égahtés dimEEth(GLQ(@p),E),iﬁ’ (Z()\),®E‘St50,, f()\)/> = 1, EXtZD(GLQ(Qp),E),QZJ’ (Z()\)/®E

St3*’, L(\)') = 0 ([57, Prop. 4.7(2)] et [48, Th. 1] ou [23, Th. 1.3], ou plus directement
[57, Cor. 4.8]) et le Lemme 2.1.1, on en déduit dimg ExtéLQ(Qp)(L()\), I(s1-v)) =1. On

note I(sy - v) — L(A) 'unique extension non scindée. Par [43, Th. 8.15 & Th. 8.18]
ona EXt})(GLQ(@p),E)(I(Sl W) I(s1-v)) = EXt%(GLg(@p),E)(I(Sl ) I(s1-v)) =0dou
I'on déduit :
EXt})(GLz(Qp),E) (Z(A)I e I(Sl . I/)/ > I(Sl . I/)/) L) EXt})(GLz(Qp),E) (Z()\)/, I(Sl . V)/)
ce qui démontre (i) par la troisieme égalité dans la Proposition 3.1.6 ci-dessous.
Continuons avec (ii) et (iii). Par (17) on a dimg ExtéLQ(Qp)(I(sl -v),L()\) ®g
HWEQ)) > 1 et comme Extém(@p)(](sl ), L(\) @ I®(D)) C Extéh((@p)(](sl .
v),I(v)) qui a dimension 1 par [43, Th. 8.15 & Th. 8.18], on a dimg ExtéLQ(@p)(I(sl .
V), L\) @ 11%°(D)) = 1. Avec dimg ExtéLQ(Qp)7¢(f(A), I(v)/L(\)) = 2, on en déduit
facilement (on laisse les détails au lecteur) :

(18) dimp Exty, g,y (I(s1-v) — L(A), LX) @5 17(D)) = 2.

Avec les quatrieme et cinquieme égalités de la Proposition 3.1.6 ci-dessous, on obtient
(ii) et (iii) en méme temps. O

Pour expliciter 'unique bijection R! (& scalaire non nul pres) compatible avec la
correspondance localement analytique dans ce cas, on a besoin de quelques lemmes
préliminaires. Soit ExtlT(QpW(t_”, t7") le sous- E-espace vectoriel de ExtlT(Qp) (7, t™")
des extensions sur lesquelles les scalaires Q)¢ C T'(Q,) agissent par ¢ : Q¢ — E*, t
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t=iF2) - On déduit de [43, Th. 8.15 & Th. 8.18] (appliqué & x; = X2) et du Lemme
2.1.1 que l'induction parabolique localement analytique induit un isomorphisme :
(19) Extyg,) ot t7") = Extar,,).0(L(v), [(v))

de E-espaces vectoriels de dimension 2 (noter que la dimension dans [43] est 4 mais
devient 2 avec la condition sur I'action du centre).

”

Lemme 3.1.3. — Par “pullback” et “pushforwar
espaces vectoriels de dimension 2 :

Extér, @m0 ([(0): 1(1) == Extgr g (
= Exter, gy (LY

— Extgryg,.e (L) 1) /LA ))-

on a des isomorphismes de E-

=~

B(Qp)

(In dGL"’ @) 1) 1(v) JT(N))

(A @p (Indg 2§ 1)™, 1(v))
®r Q)

Démonstration. — Le premier isomorphisme découle de ExtELQ(Qp) (I(s1-v),I(v)) =

0 pour tout ¢ (par [43, Th. 8.15 & Th. 8.18] et le Lemme 2.1.1). Le deuxieme

isomorphisme découle de EX’@ELQ(QPW(Z(A) ®p (In dg(Lé ) 1) ,L(\)) = 0 pour i €

{1,2} (qui se déduit aisément par dévissage de [57, Cor 4.8]). Par ailleurs on sait
que la composée des trois morphismes de 1’énoncé est un isomorphisme par (19) et
[59, (11)]. On en déduit que le dernier morphisme est aussi un isomorphisme. O

Par [40, § 3.12] il existe une unique extension non scindée M « L(v)— L(sy-v)

dans la catégorie Of_ . La représentation Fg*(M, 1) de [50] (cf. fin du § 2.1) est alors

alg*
T GL2(Qp 00
une extension de Fg?(L(v),1) = L(\) ® (In dB(é (©r) 1) par F5*(L(s; - v),1) =
I(s;1 - v) sur laquelle le centre agit par 1.
Lemme 3.1.4. — (i) On a un isomorphisme de E-espaces vectoriels de dimension] :

S GL2 p %) ~ S
EX‘CELQ(QPW (L()\) RF (IndB(Q](:;Q ) 1) I (sy - V)) — ExtéLz(Q ) (L()\) I(sy - V))
o, : o GLa(Qp
(7i) L unique extension non scindée de Extéh(@px (L(\) ®p (IndB((é (@) 4 1), I(s1v))
est donnée par Fy?(M,1).

Démonstration. — (i) On a déja montré dimpg ExtéLQ(Q )w(Z()\), I(s1-v)) =1 dans
la preuve du (i) du Lemme 3.1.2. On déduit de [57, Cor. 4.8] un isomorphisme :

a GL2(Qp 0o
(20)  Extlyyq,w (D) @6 (India$7 1), T(\) @5 St5°
—) EXtGLQ(Qp),d) (L()\), L()\) ®E‘ Stgo)
de E-espaces vectoriels de dimension 1 ainsi que :
- GL2(Qp 0o = 00
Extdr, 0, (LN @5 (Ind 2 1), L)) @5 St5°)
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On en déduit par (17) un diagramme commutatif de suites exactes courtes ou 'on

abrege EXt%;LQ(Qp),w en Ext! et (Ind?{é Qr) 1) en 7

0 — Ext!(Z(\),L(\)®ESt5°) — Ext'(L(N\),I(v)/L(\)) — Ext!(L()\),I(s1-v)) — 0
T T T

0 — Ext'(ZON)®@em>®,LN)®ESty) — ExtY(LN@pm>,Iv)/L()\) — Ext'(LN)®@gpr>®,I(s1v)) — 0.

Les deux fleches verticales de gauche sont des isomorphismes de E-espaces vectoriels
de dimensions respectives 1 et 2 (par (20) pour la premiere et par le dernier isomor-
phisme du Lemme 3.1.3 pour la deuxiéme). On en déduit que la fleche verticale de
droite est aussi un isomorphisme de F-espaces vectoriels de dimension 1.
(il) On déduit de [50, Prop. 3.7 & Prop. 4.2] un diagramme commutatif de U(gl,)-
modules ou les suites sont exactes et les fleches verticales sont injectives :

0 — F5(L(),1) — Fg=(M1) — Fg»(L(s-v),1) — 0
T T T
0 — L(v) — M — L(sy-v) — 0.
Si la suite exacte du haut était scindée, en considérant une section de l'injection
F52(L(v),1) — Fg“*(M,1) on en déduirait un morphisme non nul de U(gl,)-
/
modules M — Fg*(L(v),1) ~ L(v) ®p (Indﬁ%&?p) 1) ce qui est impossible

puisque M est non scindé. On déduit alors le (ii) de la dimension 1 dans le (i). O
Lemme 3.1.5. — On a un isomorphisme de E-espaces vectoriels qui est canonique
a multiplication prés par un scalaire dans E* :

(21) Extgr,,) (' (k, D), L(A) ©@p 1%(D)) <= Extyg,) ot ")
Démonstration. — Rappelons qu’on peut remplacer ExtéLz(Qp) par ExtéLQ(Qp)’w a
gauche. Soit I(s;-v) — L(\)®g(In dg(L(é Q“’)1) (resp. I(s1-v) — L()\)) P'unique

extension non scindée par le (i) du Lemme 3.1.4 et supposons a = 1 quitte a twister.
Par le (iii) du Lemme 3.1.2 suivi de Ext(, (g, »(L(A) @5 St5°, L(A) ®E St5°) = 0 pour

i € {1,2} ([57, Cor. 4.8]), on peut remplacer II*(k, D) par I(s; - v) — L()\) puis par
I(sy-v) — L()\) ®p (IndGLz @) 1) Soit Jp(q,) le foncteur de Jacquet-Emerton rel-

ativement & B(Q,) comme dans [32], [33] mais olt I'action de T'(Q,) provient d'une
action de Hecke qui n’est pas tordue par un caractere module (i.e. est comme en [5,
(18)]). Par le (ii) du Lemme 3.1.4 et [5, Th. 4.3 & Rem. 4.4(i)] on a :

. —v T GL2(Qp o0 _
(22)  dimg Homyp(q,) (t 7J§(Qp)(](81 -v) — L(\) ®p (IndB(Qi) ) 1) )) =1

(noter que la représentation a droite est bien tres fortement admissible car contenue
dans l'induite parabolique d'une représentation algébrique de B(Q,) de dimension
2 sur E). Soit maintenant £ une représentation de GL3(Q,) correspondant a une
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: T GL2(Q o T 00
extension dans ExtéLQ(@p)vw(I(sl v) — L(\) ®p (IndB(éi)”) 1), L(\) ®g St3°) dont
Vimage dans Extg, @)L (s1° v), L(\) ®£Sty°) est non nulle. Alors la représentation
& correspond également & une extension non nulle dans Exty, (Qp)’w(f()\) ®Fp

(In dg(Lé Ur) 1), I(v)/L(\)) et par le Lemme 3.1.3 est une sous-représentation du

quotient [(v)/L(\) — I(v) d’une extension non scindée I(rv) — I(r). On déduit

de [33, Lem. 0.3] que I'on a une injection T'(Q,)-équivariante :
(23) v —t = Jgg, (I(v) —I(v)) € JBg,) (V) — Jpg, (V)

ou ¢t —¢v est lextension non scindée qui donne I(v)—I(v) par (19).

Comme Homr(q,)(t™, J5(g,)(L(A))) = Homr,)(t™, J5q, (I(s1-v))) = 0 par [5,

Th. 4.3 & Rem. 4.4(i)] et le (ii) du Lemme 3.1.4, on en déduit que (23) reste injective

dans Jgq,, (I (v)/L(A) — I()) et tombe dans Jgq,\(€) C J5q, I (v)/LA) — (V).
)

Comme JP(Q,,)<L( ) ®p St3°) = t7, on voit que limage de Jgq, (£) dans

50, ({(s1 - V) — L(\) ®g (In dGL2 Q”) 1)*°)) contient nécessairement l'unique car-

actere t7¥ de (22). L’ 1somorphlsme de I'énoncé est alors construit comme suit.
Fixons un plongement (canonique a scalaire non nul pres par (22)) :

(24) 7 < Jpg, (I(s1-v) — L(V) @p (Indg 55 1)),

pour toute extension & comme ci-dessus I'image inverse de t” en (24) dans Jgq,)(€)
est une extension non scindée ¢—¥ — =¥ dans Ext%p(Qp)’w(t_”, t~") par ce qui précede.

On vérifie facilement (avec tout ce qui précede) que Uapplication & —— ¢V — v
ainsi définie est F-linéaire et s’étend en un morphisme FE-linéaire surjectif :

T G p oo T 0 —V 33—V

Comme ces deux E-espaces vectoriels sont de dimension 2 (cf. le (ii) du Lemme 3.1.2
et (19)), ¢’est un isomorphisme. O

L’espace ExtlT(Qp)vw(t_”,t_”) s’'identifie canoniquement au E-espace vectoriel des
morphismes continus 7'(Q,) — E qui sont nuls en restriction aux scalaires (F étant ici

muni de sa structure additive) dont une base est Logy, : ¢t — log,(t1/t2) (avec log,(p) &

0) et Val : t — val(t,/ty). On définit enfin R! : D — ExtéLz(Qp)(Hl(E, D), L()\) ®g
II°(D)) via I'inverse de l'isomorphisme du Lemme 3.1.5 :

(25) R'(ey) = Log, R'(ey) = —Val

ou le signe — provient de la compatibilité local-global ou de la théorie p-adique con-
tinue (cf. [3, Th. 1.1.2] et [19]).
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Terminons ce paragraphe avec la proposition ci-dessous qui sera utilisée dans les
calculs pour GL3(Q,) aux §§ 4.2, 4.3 etc. Elle n’est stirement pas nouvelle, mais faute
de I'avoir trouvée dans la littérature, on en redonne une preuve complete.

Proposition 3.1.6. — On a :

Homp(cra(g,),5) (L (=), I( v)) = 0

ExtD(GLQ(Q (E ) I( v)) = 0

dimp Extpar,@,), E) ( (=)', I(sq - v)) =1

ExtD(GL2 (@), F) (L(-v) ®p Stg‘”', (81 v)) = 0

Exthara,).5) (L(—V) Q8 St;o Asi-v)) =0

dimg ExtD(GL2 (Q,).E) ([ sp-v) ) ®F SthI) = 1.
Démonstration. — Rappelons que I'on a une suite exacte dans Modp(ar,(g,),E) :

(26) 0= I(siv) = 1) = L(~v) @p (ndgZ P |- @] )™ 0.

On commence par la premiere égalité. Par [43, Th. 8.14, Th. 8.15 & Th. 8.18], on a :

EXt}:)(GLQ(@p),E) (Iwy,I(v)) = o.

Comme [(v) - f(—z)’ Rp (Indg(Léi?p) 1) — L(—v), on déduit de (27)
Hompar,(g,).e) (L(=v)', I(¥)') = 0.

Montrons les deux assertions suivantes. De (26) on déduit une suite exacte de
FE-espaces vectoriels :

27 Hompcr,(g,),E) (I(V)/aI(V)/) =0

/

0 — Homp(ara(e,.m (E(—v), L(=v) ©p (Ind5 257 |- 7 @ |-)™)

— Extpryg,.m) (L(-v) (51 1)) — Extpar,g,).m (L) 1(v)).
Comme le terme tout a gauche a dimension 1, il suffit de montrer la nullité du terme
tout & droite. Comme (noter que Homgr,(q,) ((IndGL2(Q”) @ | ]),St5°) = 0)

Homp(cr,(g,.m) (V) /L(=v)),1(v)) =0

cela découle de la deuxieme égalité en (27).

Montrons les quatrieme et cinquieéme assertions. Nous utilisons ici sans com-
mentaire la dualité de Schneider-Teitelbaum, cf. [54, § 8] et [55, Cor. 4.4]. Soit
DP(Modp(cry(q,),k)) la catégorie dérivée bornee des D(GL3(Q,), E')-modules a gauche
et ngm(ModD GL2(Q,),E)) C Db (Modp(ar,(@,),B)) la sous-catégorie triangulée des com-
plexes dont la cohomologie est formée de D(GLy(Q,), £)-modules coadmissibles (cf.

(55, § 2]). Par [54, Rem. 4.4] (basé sur [54, Th. 8.12]) et [55, Cor. 4.2], et en
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argumentant comme pour [57, (4.6)], on voit que le dual de [L(—v) ® St3*’] (com-
plexe de D%, (Modp(cia(g,),r) concentré en degré 0) est [L(—v) ®p Sto*'][—4] =
[L(wor) ®g St5°'][—4] (idem concentré en degré 4 = dim GLy(Q,), rappelons que St3°
est sa propre contragrédiente). Par [55, Prop. 6.5], le dual de [I(s - v)] est :

[(IndS2%) 17 g (171 @ 1)) ™ ][5 = [ (Ind 2@ o)™ [

ol wyV « (v2,11). Par Pargument de la preuve de [57, Cor. 4.3], on a alors pour tout
i > 1 puisque dim B(Q,) — dim GLy(Q,) =3 —-4=—1:

EXtp(GLy(0y).z) (L(—7) @5 S5, I(s1 - v)')

= Bxtany 0,0 (g, )™ Dwor) @5 S57).
Comme le terme de droite est nul pour ¢ = 1, on en déduit la quatrieme assertion.
Pour i = 2, on applique (45) ci-dessous avec M = L(wov) ®p St3® et N = (t“ov).
Par [57, (4.41)] et [57, Th. 4.10] on a :

HON(Qp), M) = (") @p ([T &)
HY(N(Q), M) = (=) @p (|- [Tt ]).

Comme ces caracteéres sont différents de (¢*°)’, on obtient la nullité pour i = 2.

(28)

Enfin, la sixieme et derniere assertion découle encore de (45) avec les formules ana-
logues & (28) pour L(—v)' ®g St5°" qui donnent Homp(r(q,),z)(H* (N(Q,), L(—v) ®F
St37), () @e (|- [T @] - [)) = E. O

Cas potentiellement cristallin supercuspidal.

Malgré de spectaculaires progres dans la compréhension des vecteurs localement ana-
Iytiques I1*"(p,) (cf. [30], [21], [29]), ce cas reste encore ouvert. Je rappelle explicite-
ment ci-dessous I’énoncé a démontrer.

On considére un module de Deligne-Fontaine D = (D, ¢,0,Gal(L'/Q,)) tel que
WD(D) est absolument irréductible et on choisit une représentation p, de Gal(Q,/Q,)
potentiellement cristalline de dimension 2 sur £ de poids de Hodge-Tate k et de mod-
ule de Deligne-Fontaine D (on suppose qu’il en existe). En particulier II*°(D) est une
représentation supercuspidale. Dans ce cas, la représentation localement analytique
' (k, D) = I1*(p,) /TI>°(D) est irréductible et admissible ([21]). Rappelons qu’elle
ne dépend que de k, D ([20]).

Congecture 3.1.7. — Il existe un isomorphisme unique a scalaire non nul prés :
Gal(L'/Qp ~ 00
RY: DB 2 Bxtly o, (T (k, D), TI%(D))

tel que, pour toute représentation p, de Gal(@p/Qp) potentiellement cristalline de
dimension 2 sur E de poids de Hodge-Tate k et de module de Deligne-Fontaine D,
on ait un isomorphisme continu GLy(Q),)-équivariant :

[[Rl ((Fll_k2 DL,>Gal(LI/Qp))]] o~ Han(pp»
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3.2. Le cas GLy(L) semi-stable. — On fait le point sur ce qui est connu dans le
cas GLg(L) semi-stable.

On fixe des poids de Hodge-Tate (ki,,k2,)ses avec ki, > ko, pour tout o et
on note ky = (ki4,k20), Ao = (k10 — 1,kay), Vo = —A,. On fixe un module de
Deligne-Fontaine D = (D, ¢, N) avec L = L' et D de rang 2 sur Ly ®q, E, et on
suppose que WD(D) vérifie la condition du § 2.3. On fixe enfin un plongement o € S
et on rappelle que Dy, = (D ®r, L) ®1, £ est muni d'une action du groupe de
Weil-Deligne (cf. § 2.2).

Cas cristallin.
On a ag # a; € E* tels que :

[Lo:Qp] =
@) (61 g) = 1€,
D o = Ee o D E€ o : 7 7
L, 1, 0, {(,D[LO'QP] (60’ ) = Qp€y-
On suppose d’abord a; # agg. On a Hoo(Q) _ (Indg%z)(m nr(ao)‘ . |El ® nr(al))oo o~

B(L

(IndGLz)(L) nr(a1)| ’ |Zl ® nr(QO))OO et on définit [O(Vo)all(ya)7]0(51 ' Va)all(sl : VU)
comme en (14) en remplacant ¢ par o(t), v par v,, | - |

~!par |- |;! et an par o-an.

Un examen de la preuve du Lemme 3.1.1 montre qu’elle s’étend au cadre lo-
calement o-analytique, i.e. on a dimpExtey, ) ,(lo(s1 - Vo), L(As) @p I®(D)) =
dimpg ExtéM(L)’a(Il(sl Vs), L(\y) @ II®(D)) = 1. Avec les résultats de compati-
bilité local-global de [25], on peut en déduire que I'on a :

M4 (k,,D) = Io(s1- Vo) @ Li(s1- o)
R (Feg,) = EXt’éLQ(L),U (11(31 “Vy)
RY(Ee,) = EX’GEM(L)’G (Io(sl “Vy)

, L) ®p HOO(Q))
,L(\y) @ II™(D)).

Lorsque a; = agq = a, la situation est encore strictement analogue au cas a; = agp
de L = Q, (et les preuves s'étendent). On définit I(v,),1(vy), I(s1 - v),1(s1 - Vy)
comme en (15) (en transférant au cadre localement o-analytique comme ci-dessus) et
on a :

N4 (k,,D) = I(s1-v,)®I(s;-vy)
RY(Eeye) = BExtgp,my.e (I(s1-v0), LX) @5 (D))
Rl’U(EeLU) = Ext%;LQ(L) ( L

Nea

Cas semi-stable non cristallin.
On a a € E* tel que :

[Lo:Qp) _ _
DL,o‘ = E@LU D EeO,o‘ {90 ’ (6170> A€l {N(el,a) €0,0

(p[LOZQp}(eO,cJ = aq_le(),o N(QO,U) = 0
Un examen de la preuve du Lemme 3.1.2 et de ce qu’elle utilise de [59] ou de
la Proposition 3.1.6 montre qu’elle s’étend au cadre localement c-analytique sauf

(éventuellement) la derniére phrase (qui utilise L = Q, via [54, § 8] et [55, Cor. 4.4]).
De méme les Lemmes 3.1.3 et 3.1.4 s’étendent au cadre localement c-analytique,
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ainsi que le Lemme 3.1.5 & condition de remplacer dans 'énoncé 117 (k, , D) par

M (k,, D)~ % I(s; - v,) — L()\,) ®p (nr(a) odet) (unique extension non scindée).
On a donc :

ExtéLQ(L)’U (Hl"’(ﬁa,Q)’,f(/\g) QF HOO(Q)) = ELog,, © EVal

ot Log,, : t € T(L) w o(logy(t1/t2)) et Val : t € T(L) ~ val(t,/ty). En tenant
compte des résultats de compatibilité local-global de Ding ([26], [27]), on obtient :

1 (k,,D) = I(s1-vs) — L(\y) — I(s1 - v,) @k (nr(a)odet)
Rl(er,) = Log, € EXté}LQ(L),U (Hl’a(k D)~ L
Rl (6070—) — _Val 6 EthGLQ(L),O’ ( z

et I'on peut rajouter :

Congecture 3.2.1. — La restriction induit un isomorphisme :

o (1177 (k,, D), L(As) @5 11(D))
— Extap,n) o (T(k,, D)7, L(Ao) @5 T1%(D)).

]'_—')XtéL2 (L)

)

3.3. Le cas GL,(L) cristallin générique. — On explicite un candidat naturel
pour I179(k_, D) et R7° dans le cas GL, (L) cristallin suffisamment générique.

oeS
note A\, comme au § 2.3, j, « —X, et pour j € {1,...,n—1}:

déf
Si o = (Hioy-- s ljm1,00 jt1,0 + 1, o — L flit2,0y - - Hno)

ou les s; sont les réflexions simples de GL,, x1, E. On utilise les notations de la fin
du § 2.1.

On fixe ag,...,a,_1 € EX et un module de Deligne-Fontaine D = (D, ¢,0) avec
L = L’ tel que, pour tout o € S :

DL,U - EeO,U DD Een—l,a @[LOZQP](ei,U) = Q€ o 0<i:<n-—1

Pour tout w € S,,, on définit les caracteres lisses de T'(L) a valeurs dans E :

déf n n
nr, = nr(a,-10)] - 77" @ nr(@-1m)] - 7 ® - @ nr(-1n-1y)
et on suppose de plus que les «; sont deux a deux distincts et que les induites lisses
(Indg(Lg)(L) nr,)> sont toutes irréductibles pour w € §,, et donc isomorphes (ces
hypotheses correspondent dans ce cas a [4, Hyp. 5.1 & Hyp. 5.2]). Cette unique
représentation lisse est bien sur II°°(D). On fixe o0 € S.
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Il résulte de [4, Cor. 2.5] et des hypotheses que, pour w € S, et j € {1,...,n— 1},
le socle de (Indg%g)(m o(t)=% "+ nr, )7 est irréductible, on le note :

o -an

C(sj,w) « SOCGL, (L) (Indg%g)(]“) o(t)~* " nr, )

Ce socle peut étre décrit par la théorie d’Orlik-Strauch [50]. En utilisant [50,

Prop. 4.9] et des résultats standard sur la structure des modules de Verma (cf. [40,

Th. 6.2]), on voit facilement que l'induite (Indg%g)@) o(t)~* nr, )7 contient en sous-

objet une extension non scindée de la forme f()\a) ®p I®(D) — C? (s, w) pour tout
j€{1,....,n—1} (en effet, si I'extension était scindée, on aurait L(\,)@gII®(D) ®
C?(sj,w) en socle de (Indgl(f)(ma(t)_““ nr, )™ C (Indg%g(m o (t)=he nr,,) % =

)
induite localement Qp-analytique, ce qui contredit [4, Cor. 2.5]). On a donc

dimpg ExtéLn(L)’o(C"’(sj,w),f(/\a) ®@p [I°(D)) > 1 et il ne cotte pas cher de conjec-
turer :

Conjecture 3.3.1. — Pourw e S, et je{l,....n—1}, ona :
dimp ExtéLn(L)’g (C’”(sj, w), L(\y) ®p HOO(Q)) =1.

Les C7(sj,w) ne sont pas tous distincts, on a par la méme preuve que pour [4,
Lem. 6.2] :

C%(sj,w) = C%(sy,w) <= j =7
et {Q{w—l(j), Ce ,Ckwfl(n_l)} = {Oéw/fl(j)7 P 7Oéw’7l(nfl)}‘

SiP C{ap,...,a,_1} acardinal n — j, on note C’(s;, P) la représentation C?(s;, w)
pour un quelconque w € S, tel que P = {a,-13),...,Qp-1(n—1)}. Les résultats
partiels de compatibilité local-global dans le cas cristallin ([9], [25], [7], [8]) suggerent
que l'on devrait avoir pour j € {1,...,n — 1} :

HjaU(EUJQ) = @Pg{ao ----- Enfl} CG(S”_j77)>
RM(E%’U/\. . -/\61']-,0) _ Ethc}Ln(L),U (CO’(Sn_j7 {ag, .-, Oéz‘j}),z(/\o) RF HOO(Q))

(noter qu’a automorphisme permis pres de /\J;EDL,C, (Definition 2.3.1), il n’y a qu'un
tel R7?). Par exemple, le lecteur motivé pourra “s’amuser” & vérifier la proposi-
tion suivante, dont on omet la preuve (voir le (ii) de la Remarque 6.1.4 pour des

considérations analogues).

Proposition 3.3.2. — Pour toute représentation cristalline p, de Gal(L/L) de di-
mension n sur E de poids de Hodge-Tate k et module de Deligne-Fontaine D, on a :

C?($n—j, P) = [R¥ (Fil™(ALDy1 )]

si et seulement si (Rres\ (o} L(Ar)) @ C?(sp—j, P) est dans la liste de [4, (6.4)], i.c.
est conjecturé apparaitre dans le socle de 1I*"(p,)? (avec les notations du § 2.3).
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Sous des hypotheses additionnelles a la Taylor-Wiles, il est en particulier démontré
dans [8] que les C7(s,_;,P) ci-dessus sont bien tous en socle de la cohomologie
complétée.

Le reste de cet article est consacré au cas GL3(Q,) semi-stable non cristallin.

4. Le cas GL3(Q,) semi-stable avec N? # (

Dans le cas o L = L' = Q, et D = (D, ¢, N) avec dimg D = 3 et N? # 0, on
construit explicitement un candidat pour les représentations localement analytiques
' (k, D) et 1*(k, D). On suppose L = Q, partout dans ce paragraphe, et on enleve
o en indice ou en exposant.

4.1. Quelques notations. — On introduit plusieurs notations.
On note P, o <I . 8> et Py L 2) les deux sous-groupes paraboliques maxi-

maux standard de GL3,q,, L1 e (g [I) 8> et Lo o (§ 0 2) leur sous-groupe de Levi
respectif contenant T’ s1 et sy les réflexions simples respectives des groupes de Weyl
de Ly et Ly. On pose :

oo déf GL3(Qp) 1\ oo déf GL3(Qp) 1\

vp = (IndPl(‘?dp)p D7/1 et vy = (IndPQ(‘?’Qp)” 1)7/1
qui sont des représentations irréductibles lisses de GL3(Q,) sur E. Pour p =
(g1, pos pi3) € Z2 et w € Ss, on définit :

déf _ _ _
wep = (Mw—lu) Fw (1) =1, ppre) FwTH(2) = 2, ez +w(3) - 3)
(il s’agit de la “dot action” usuelle par rapport au Borel inférieur B).

On fixe des poids de Hodge-Tate k1 > ko > k3 et le module de Deligne-Fontaine

D = (D,p,N) suivant pour L =L =Q, ot v € E* :

ples) = ey N(ey) = ¢
(29) D = Fey, ® Fe; ® Fey oler) = aple N(e)) = e

oleg) = ap ey N(eg) = 0.
On a :

II°°(D) = St3° ®p (nr(a) o det).

Lorsque D est associé & une représentation semi-stable de Gal(Q,/Q,) de dimension
3 sur E de poids de Hodge-Tate (k;)icq1,2,3), on a val(a) = 1 — (ki + ko + ks).

On rappelle que A = (A, Mg, A3) = (k1 — 2,k — 1,k3) et on pose pu ©\ =
(1, poy p3) = (k1 + 2, —ko + 1, —k3) (donc py < pe < pg3), de sorte que L(u) est
la représentation algébrique duale de L(wo\) = L(A) = L(—pu) (cf. § 2.1). Pour
toute représentation lisse de longueur finie 7°° de L(Q,), L2(Q,) ou T'(Q,) sur £,
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on dispose donc des représentations localement analytiques de GL3(Q,) sur E de
longueur finie (cf. § 2.1 pour les notations) :

Fpls (L(p),7), j € {1,2} fg’QL?’ (L(s1-p),m) fgL:)’ (L(sg - p), m>)

fgL:” (L(slsg L), 7T°°) ]-"Ig;lL:” (L(5231 L), 7T°°) ]-"SL3 (L(513231 ), 7T°°)
en remarquant que :
L(p) €O, Lisi - p) €O, Lisy - p) €O, Lisisy - 1) €Oy, Lisasy - ) €O,

(dans OF),) ot gly (resp. pi, resp. ps) est la E-algebre de Lie de GL3 xq, E (resp.

Py xq, I, resp. P, xq, E). Par exemple pour j € {1,2} :
FER (L), 7) = Lw)) @ (Indj % 7)™ = T(—p) @5 (Ind 5 7)™
et :

= (SR e g )

= (IndfE e op )™

fgLf” (L(515231 ), T

2
2

On définit les représentations lisses irréductibles (distinctes) suivantes de Ly(Q,) =
Q) x GL2(Qy) sur E, ou B, désigne ici le Borel inférieur de GLy (pour ne pas le
confondre avec B C GL3) :

w55 () ©p (St @ (ur(a) o dety))
o déf » 0
w5 = nr(e)] [ @p (Indge % nr(a)| - | @ nr(a))
T3 = nr(a)| - |72 @p (St ®@g (nr(a)| - | o dety)).
On pose alors :
Co € L-p@pl™(D) = (kD) G Fi(Lisi-p)ms3)
o+ éf
(30) Cy df L(—p) ®p vy @p (nr(a) o det) Cs d:, Fare (L(sy - p), m5%)
c, ¥ L(—p) ®@p vy, @p (nr(a) o det) c; .FFC;;L?’ (L(sy-p),m5%),
ainsi que :
(31) Cy (g _7:1(331L3 (L(s281 - p),nr(a) o dets)
c, ¢ fglL‘"’ (L(s281 - p),nr(a)| - [7* o dets ®p nr(a)] - 7).

Les symétriques des constituants Cj, C; s’obtiennent en échangeant vy’ et vg, et
en remplagant s; par sy, P> par Py et les w57 par :

9 = (St5° ®p (nr(a) o dety)) ®p nr(w)
s déf GL2(Qp _1\oo
Ty = (Inde(Q% 'nr(e) ® nr(a)] - | ™ ®@p nr(a)] - |

Ty = (St;o ®p (nr(a)|-|to detg)) @ nr(a)| - [
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Lemme 4.1.1. — Les représentations localement analytiques C; pour i € {0,...,5}

et 5]- pour j € {2,4} sont fortement admissibles (|53, § 3]), irréductibles et deuz a
deuzr non isomorphes.

Démonstration. — L’admissibilité forte découle de [50, Prop. 4.8(ii)], I'irréductibilité
de [50, Th. 5.8] et la derniere assertion de [4, Cor. 2.7]. O

Donnons plus explicitement le cas (ki, ko, k3) = (2,1,0) et a = 1. Ona pu =\ =
(0,0,0), que I'on note 0, et il suit de [50, Th. 5.8] et [4, Cor. 2.5] que l'on a par
exemple :

C1 = S0CGLy(Q,) (IndGL3 Wi ep (1ol el: )™

Cy = socrym,) (Indg a0 g (|- @] |@1)"
) (Indj, GL3 @,, () @e(t) @1)™
(In GLst —51-0 E(|'|—2®1®’.|2))an

= SOCG@Ls( (Qp)

Cg = SOCGL3 (Qyp)

4.2. Calculs de Ext' I. — On donne plusieurs résultats techniques mais impor-
tants sur certains groupes d’extensions entre les C.

On conserve les notations du § 4.1 et on utilise aussi les notations du § 5 ci-dessous
auquel on renvoie le lecteur. On ne détaille les preuves que pour les C; explicités en
(30), les preuves pour leur symétrique étant analogues. Rappelons que C! désigne le

dual fort de C;.

Proposition 4.2.1. — (i) Pour1 <i <4 on adimg ExtlD(GL3 (C’ Cl) =1
(zz) On a lelE ExtD(GL (@), (C{, C’) = dimg ExtD(GL3(QP (C’Q, Ch) =1 et

Démonstration. — Quitte & tordre toutes les représentations par nr(a~!) o det, on
peut supposer o = 1.

(i) La preuve de dimg Ethp(GL3(@p), 1) (C1, C3) = 1se trouve déja détaillée dans celle de
(57, (4.45)]. Donnons la preuve de dimg Ext})(GLg(Qp)vE)(Cé, (%) = 1. Par le Lemme
5.3.1 et [50, Prop. 4.9(a)] on a une suite exacte courte dans Modpar,(q,).r) : 0 —
Dy — Dy — Cy — 0 ot Dy © FS*(My(sy - 1), 75%) et Dy = FGL(My(s15, -
1), %), On a Hompgrs(,),r) (D4, Cy) = 0 (utiliser (44) ou (4, Cor. 2.7]). Montrons
que EthD(GLg(Qp),E)(DprD = 0. Les formules du § 5.3 impliquent (cf. § 5.2 pour

Z<_5182 l)2)
EthD(Lz(Qp),E) (Z( 5152 1)y D 7T22/ HO(N (Qp)704,1)) =0
Homp(,(q,).z) (L(—s152 - 1)y ©p 755, H' (N2(Qy), Cy)) = 0
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(en effet le centre de Lo(Q,) agit a chaque fois par des caracteres différents a droite
et a gauche, cf. aussi [57, Prop. 4.7(1)]). On applique alors la suite exacte (45)
avec N = L(—s15y - i)y ®p 755 et M = C} (cf. (46) et le (ii) de la Remarque
5.1.3). On a donc ExtD(GLS(Q 5 (Cs,Cy) = E:x;tD(GL3 (D3, Cy). Montrons que
dimpg EXtD(GL?,(@p), (D}, CY) = 1. Les formules (51) 1mphquent

EthD(LQ(Qp)7E) (f(—sl 1)y ®p 7722 aHO(N2(Qp) C/)) =0
Homp(r,(@,),m) (L(=s1 - 1)y @p 155 H' (N2(Qy),C)) = E
EXt?D(Lz(Qp)ﬁE) (Z(_Sl W)y ®p oy " H(N2o(Qy), 04)) =0

ou les premiere et troisieme égalités viennent du fait que le centre de Lo(Q,)
agit par des caracteres différents a droite et a gauche et ou la deuxieme vient de
Homy,,q,)(Jn, (v3), m5%) = E. La suite exacte (45) avec N = L(—s1 - p)y @p 759 et
M = (' donne alors le résultat voulu.

Montrons maintenant dimg Extpqar,q,).m(Cs, C3) = 1. Par le Lemme 5.3.1 et
[50, Prop. 4.9(a)] on a une suite exacte courte dans ModD (@Ls(@),B) © 0 — Oy —

Dy — Dy — 0 ot Dy & T(\) @p (Ind§a®% n35)> et Dy & FEW (My(1n), m55).

P2(Qp)
On en déduit une suite exacte de E-espaces vectoriels :

Homp(ars(g,),5) (Cz, D3) — Homp(ary@,),m) (C3, D1) = Extpcrym,),e) (Cs: C3)
= Extpcra (g6 (Ca D2)-
Le deuxieme terme & gauche a dimension 1 par [57, Prop. 4.7(2)] car :

Homgr,,(q,) ((I dGL3 Q” 5 2)00,111051’) =F

(utiliser  (Indf %) agg)> = (Indii?@?“and%?@?“i el ) esl)® -
(Indgigg”) 1) = 1—wp ). Il suffit donc de montrer Hompary(o,),z)(Cs, Dy) =

EthD(GLg(Qp),E)(Cé7 D)) = 0. Par le premier isomorphisme en (53), le Lemme 5.3.1 et
[50, Prop. 4.9] on a deux suites exactes courtes dans Modp(ar,(q,),5) :

0= (Fare(Ms(p), |- |72 @ [deta]) /Co)" — Furs (Ma(p), | - |72 @ |deta|)” — C5 — 0

0= Fpr®(Lsy - p), | - |72 @ |deta]) = (Fp (Ma(p), | - |7 @ |deta]) /C)’
— L(\) — 0.
De la deuxieme on déduit avec [4, Cor. 2.7] et Homgr,(qg,) ((IndGL3 () m5%)%,1) =0

Homp(cry(g,).m) (Fa® (Ma(w), | |72 @ |deto]) /Ch)', Dy) =0

et de la premiere qu’il suffit donc de montrer :

Hom p(cs(,).2 (f%?’ (Ms(p),| - |2 @ |dets]), Db) = 0

(32) _
EXtD(GLs(Qp) E) (»7: (Mz( )il ’® |det2|)', Dé) = 0.
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Mais les formules du § 5.2 impliquent :
Hompr,(@,).5) (L(—p)s @p (| - |72 @ |dets|), H'(N2(Q,), D3)) = 0
Extp 10,08 (L(—1)s 5 (|- |72 @ |deta])', H(N2(Qy), D)) = 0
Homp(r,(,)E) (Z(—,u)é Rp (|- |72 @ |dets|), H (No(Q,), D’2)) = 0

(par exemple parce que le centre de Lo(Q,) agit & chaque fois par des caracteres
différents a droite et a gauche). L’isomorphisme (44) et la suite exacte (45) appliqués
avec N = L(—p), ®@p (|- |72 @ |dety|) et M = D) impliquent alors (32).

Enfin, la preuve de dimp Ext; D(GLs(0,),5)(C1, C5) = 1 est analogue : on utilise le

IndGLS QP)

dernier isomorphisme en (53) au lieu de (Ind, @) Tog)™

—» 1—Up et on se
ramene a montrer avec le deuxieme isomorphisme en (53) et les formules du § 5.2 :

HomD(Ll(Qp) E) (Z( :U)ll Yo (‘det2|_1 ® ‘ ’ ‘2>/7 HO<N1(@p)a Dg)) = 0
EXtD(Ll( Q),E) (L(—p)) @p (|dety| Tt @ | - P), HY(N1(Qy), D5)) = 0

Homp(r,(g,).5) (L(=p) @5 (|dete| " @ |- 7)), HY(N1(Q,), D5)) = 0

o D5 & .FIS’QL3(M2(M), m53). La derniere égalité vient encore du fait que le centre de

L,(Q,) agit par des caracteres différents a droite et a gauche, mais les deux premieres
sont un peu plus subtiles et découlent (apres un twist) des deux premieres égalités de
la Proposition 3.1.6. B

(ii) On a EthD(GLg(Qp),E)(Cé? C%) = E par (45) et les formules du § 5.3 qui donnent :

Extp(L,(g,).z) (L(—s281 - 1)y @p 1, H'(N1(Q,), C3)) = 0
Homp(r,(g,),5) (L(—s251 - 1)y @ 1, H(N(Q,),C3)) = E
EXt%(Ll(Qp),E) (Z(—3231 )y @ 1, HO(N1<@p>7 C:/’))) = 0.

On a Ext}j(GL3(Qp) B (C1, C}) = E en dévissant €} en 0 — D), — D}y — €} — 0

exactement comme on a dévissé C} au début du (i) et en montrant avec les formules
du § 5.2 (plus précisément leur symétrique avec No(Qy) et Py au lieu de N1(Q,) et P

pour pouvoir les appliquer & Cy) et (44), (45) que I'on a Hompcry(,),z) (DY, Ch) =
EXtD(GLg(Qp) E)(D/77 C/) =0et EXtD(GL;g( Qp),E (Dé, O/) = ( car EthD(Lg(Qp),E) (L(—Sl‘
why @p (1@ St5°), HY(N2(Q,), C4)) = E). Les deux autres égalités se montrent de
maniere analogue. [
Proposition 4.2.2. — (i) Pour 1 <i<j<betj>i+1lona:

Extp Ly, (Ci Cf) =
(i) On a EXtD(GLg (C{acﬂ) EXtD(GLg (C’{,C”) EXtD(GLg (C’é,C’)

Démonstration. — On peut encore supposer o = 1.
(i) T faut donc montrer Ext})(GLS(Qp)’E)(C{,CJ’-) = 0 pour j € {3,4,5},
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Extparsg,).z)(Cs Cf) = 0 pour j € {4,5} et Extpar,o,).m(Ch Ci) = 0. No-
tons que EXt}D(GLg(Qp),E)(CQ,CD = 0 découle de [57, Prop. 4.7(2)] avec [48, Th. 1]
ou [23, Th. 1.3] (les extensions ont automatiquement ici un caractére central puisque
CY et () sont simples non isomorphes), et que Ext})(GLS(@p%E)(C’{,C’Q) = 0 est un
des cas de [57, (4.45)] (en fait c’est son symétrique qui est énoncé). Montrons
EthD(GLg(Qp), 5 (C3,C5) = 0. En utilisant le premier isomorphisme en (53), on voit
qu’il suffit de montrer :

EthD(GLg(Qp),E) (L(—p) ®p (Indp,( L3 Q |- [ @ |dety|)> Ci) =0
(puisque Hom p(gr,y(g,),r)(L(—H), CL) = 0) et en utilisant :

Homp(ary(q,).m) (Fry* (L(s1 - p), | - |7 @ |deta])', C5) = 0

([4, Cor. 2.7]) qu’il suffit de montrer Ext})(GLs(Qp%E)(D’Q,Cg) = 0ot D, ¥

Fols(Ma(p),| - |72 ®p |dets|) (cf. Lemme 5.3.1 et [50, Prop. 4.9(a)]). Les for-
mules du (i) du Corollaire 5.3.2 impliquent :

EXt})(LQ(@p),E) (L(—p)y ®@p (|- |72 @ |deta])', H'(N2(Q,), C)) = 0
Hom p(r,(g,).z) (L(—1)y @p (| - |72 @ [deto])', H' (N2(Q,), C)) = 0

car le centre de L2(Q,) agit a chaque fois par des caracteres différents a droite et
a gauche. La suite exacte (45) appliquée avec N = L(—pu), @ (| - |72 @ |dety])’ et
M = C! implique alors Ext}j(GLg(QpL E)(Dé, C%) = 0. Tous les autres cas se démontrent
de maniere analogue en plus simple : a chaque fois, en utilisant le (i) du Corollaire
5.3.2 et la suite exacte (45), on montre E:x;tD(GL3 5D, C}) = 0 ot D; est défini
comme C; mais en rempla(;ant L(sy - p) par M2(51 . ,u), ce qui suffit & impliquer
EXtD(GL3 (C' C')

(ii) Montrons Ext D(GLs(@,),5)(C2, C5) = 0 qui est le cas le plus délicat. Le (i) du Corol-
laire 5.3.2 et la suite spectrale (43) permettent de montrer (avec [57, Prop. 4.7(1)]) :

ExthGrs(a,), ) (Fp#(Ms(p), 1@ St5°),CE) = 0
Extharyo,).z) (Fr ' (Ma(sy - p), 1®@St5°),C5) = 0
car le centre de Lo(Q,) n’agit pas par le méme caractere dans L(—pu); ®p (1 ® St3°)
(resp. L(—s1 - it)2 ®p (1 ® St5°)) et dans H'(Ny(Q,), Ct) pour i € {0,1,2}. Comme
HomD(GL3 (Qp),E (]—"P2 (Ms(s1s2 - 1), 1 @ St5°)',CL) = 0 (|4, Cor 2.7]), on en déduit
Exth(ars(@,).2) (ij (L(sy-p), 1 ®Sty), CL) = 0 puis :

=2 GL D [e'e) oo’
(33) Exthara(o,.z) (L(—1) ®p (Indg % 1@ 8t5°)™, Cf) =

(cf. Lemme 5.3.1 et [50, Prop. 4.9]). De méme, le (ii) du Corollaire 5.3.2 et la suite
exacte (45) permettent de montrer :

EXtDrs(g,).5) (FEM (M (p), 75%)', CL) =
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(le seul point non trivial est EthD(Ll(Qp)E)(L( n)y @p Sy, HY(N1(Qp), C%)) = 0 qui
se ramene apres un twist a la quatrieme assertion de la Proposition 3.1.6). On en
déduit :

+ GL3(Q,
(34) EXt}D(GLa(@p),E) (L(—l‘)/ ®E(Indpl(?@(@ 13) C,)

puisque Hom par,(0,),5) (FEL3(L(32~M) 773)', C5) = 0 ([4, Cor. 2.7]). Par le cinquieme
isomorphisme en (53) on déduit de (34) :

(35) Extparse,).m) (L(—1) @5 St5', CF) =

puisque Hompcr,(,),5) (L(—p) ®p v%’,Ct) = 0. Enfin, le troisitme isomorphisme
n (53) donne une suite exacte :

EXt}?(GLs(Qp),E) (L(—p) @5 St5,C5) — EXt%(GLg(Qp) ) (L(—p) ®@p vp, ,Cl)
- GL3(Qy) %
= Exthgra(g,).p) (L(—1) @5 (Indp 57 1@ St3 ) ,cg)
d’ott on déduit EXt2D(GL3(Qp),E)(L( p) @p vy’ CL) = EXtD(GLg(Q )(C3,C5) = 0 par
(35) et (33). Tous les autres cas se démontrent de maniere analogue (en plus simple)

en examinant les termes de la suite spectrale (43) avec le (i) du Corollaire 5.3.2 (et
les autres formules du § 5.3) et les suites exactes issues du Lemme 5.3.1 et de [50,

Prop. 4.9]. O
Proposition 4.2.3. — (i) On a Extpqp,q,).2)(C, C}) = 0 pour C € {Cy,Cy, Cs}
et1€0,1,2.

(i) On a ExtD(GL (C’é, C") =0 pour C € {Cy,Cy, C5} et i €0,1,2.
Démonstration. — Cela se démontre par des arguments analogues (en plus simples)

a ceux de la Proposition 4.2.2. On se contente de donner les indications sur le cas le
plus délicat qui est Ext%(GLg(Qp), 1)(C3, C}). Le premier isomorphisme en (53) donne
une suite exacte (pour a = 1) :

EXt})(GLg(Qp),E) (E(—M)/aél) — EthD(GL (Qp),E) (L(—p) ©p v3; 704)
— Extharyg,),m (Fr (L), | - 172 @ [dety])', CF).
Avec la suite exacte :
EXt})(GLg(Qp),E) (F]%LS(L(Sl SOBE |_2 ® |dety])’, 6:1)
— Exthary(0,),.5) (FE2(L(p), | |72 ® |deta]), Ct)
— EXt2D(GL3(Qp ),E) (*F]%L3(M2( NE |_2 ® |dety])’, (1/1)7

on voit qu’il suffit alors de démontrer ExtD(GL3(@ (FGL (Ma(p),1),C) =0 et :

EXt%)(GLg( Q).E) (—7: S(Ma(p), |- |72 @ |dety])', Cz’;)
= Extpar, o). (Fo " (Ma(s1 - p),| - |72 @ |deta])’, Cf) =0,
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ce qui découle des formules du § 5.2 en regardant ’action du centre de Ly(Q,) sur la
suite spectrale (43). O

4.3. Calculs de Ext! II. — Ce paragraphe est consacré & la preuve de 'existence
d’une représentation unique de la forme Cy, — C5 — C}.

Noter d’abord que l'existence d’une telle représentation ne suit pas formellement
des résultats du § 4.2 car on a Ext%(GLS(Qp)’E)(Cé, C}) # 0 (comme il suit de I'argument
de [57, Prop. 4.7(2)] avec [48, Cor. 2]).

On désigne par x : Q) — E* le caractere central commun des C; et on rappelle

que By C GL; est le Borel inférieur. On note I & (I dL1 Qp%m(@ e et I <
L1(Qp) —5q- — an

(Ind gyt ®e (|- [ @] - [@ D)™

Proposition 4 3.1. — Notons C;— C} l'unique extension non scindée dans

Modp(ars(q,),) donnée par la Proposition 4.2.1 pour i = 3. On a :

EXtD(GLg(Qp),E) (O:/a — (5, Cf;) — EXtD(GLg(Qp),E) (Cslsy Oz’i)'
Démonstration. — On peut supposer a = 1 et comme ’application est injective (car
Ext}D(GLS(@p) 1) (C3,C}) = 0 par la Proposition 4.2.2), il suffit par la Proposition 4.2.1
de montrer dimp Ext} D(GLy(@,),B) (O3 — C5,C}) = 1. Onrappelle que, par la troisieme
assertion de la Proposition 3.1.6, il y a une unique extension non scindée L(—pu); — T-
On pose :

déf GL (Q ~\an
A = (Ind SP)L —ph —1T)
déf GL3 (Qp)
¢ = (Indp g, 2 ™
B

C (mdB @y T —1)"/T(=n)

T GL3(Qp %) GL3(Qp) 7 an ~v
(rappelons que L(—)®g(Indp, ¢ ) 1) (Indpl(ap) VT (—p)p)™ = .FglL3(M1 (), 1)).
On a donc des suites exactes dans Modpar;(,),E) :

0— C" — A — Fp#(My(p),1) — 0

0— C" — B — (F¥(My (1), 1)/Z(—p)) — 0.
On a C5 — fgL“(Mg(sl - ), m5%) < C et on note D C B l'image inverse de C3 via
B — (', on a donc une suite exacte dans Modp(ar,(q,),E) :
(36) 0 — Cy — D' — (Fp*(My(p), 1) /L(—p)) — 0.
Soit L un sous-groupe ouvert compact de Li(Q,). Par 'argument de la preuve

de [55, Lem. 6.3] et par la preuve de [55, Prop. 6.5], le D(Ly(Q,), E)-module I’
admet comme D(L; o, £)-module une résolution par des D(L, o, E')-modules libres
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de type fini. Par le Lemme 5.1.4, il admet aussi une résolution par des D(P; o, E)-

modules libres de type fini o P est un sous-groupe ouvert compact de P;(Q,)
comme dans loc. cit. De méme, le D(L,(Q,), E)-module J7— L(—p)" admet une
résolution par des D(P, o, E')-modules libres de type fini car ¢’est une extension entre
deux D(L(Q,), E)-modules qui admettent des résolutions par des D(P, o, E')-modules

libres de type fini (pour L(—p)} utiliser [43, Th. 4.4] et 'argument de [57, Lem. 3.5]).
On peut donc appliquer (43), (44) et (45) avec (en particulier) N = 77— L(—p)]
ou N =1

Etape 1 : Homp(ary(,),z) (B, C;) = 0 et ExtD(GL3(Q )E)(fGL (L(sy-p),1),C%) =

Démontrons la premiere assertion. On a d’abord Ext D(GL3(QP),E)(L(—/L)’ ,Ch) =
Cela découle de l'injection :

EXt})(GLg(@p),E) (L(—=p), C3) — EthD(GLg( ),E) (‘F]%L3(M2( ),1),C4)
(car HomD(GLS(Qp)E ((f](;;L3(M2(;L) 1)/L(—p)),C%) = 0 en utilisant [4, Cor. 2.7])

et de EXtD(GLg(Qp (.7:132 (Msy(p),1),C5) = 0, qui lui-méme suit via (45) de
EXtD(LQ(Q )E)(L( M)za HO(N2(@p) 5)) = OmD(L2(Qp)7E)(L(_/J’)2’ HI(N2(Qp>7C§)) =
0 (cf. le (i) du Corollaire 5.3.2, pour le dernier on utilise

Homgr,(q,) ((Indgl“(z(@@)”) 1)>,1) = 0). Il suffit donc d’avoir Homp(gr,(q,),r)(4’, C3) =

0 (rappelons que I'on a 0 — B’ — A" — L(—u) — 0). Par (44) cest égal
a Homp(r,q,).5)( I’ — L(—p), , HY(N1(Qp),C%)) qui (via le (ii) du Corollaire

5.3.2) est nul car J?— L(—p), est non scindée. La deuxieme assertion suit de

ExtD(GL3 (Q).E (]—“gL3(M1(32 -p),1),C5) = 0 (car Hompar,(g,), E)(]: #(Mi(sgsy -
w), 1), C%) = ) qui découle encore facilement de (45) avec le (ii) du Corollalre 5.3.2.

Etape 2 : dimp Ext}j(GLS(Qp)’E)(A’, ) = 2.
Par (45) il suffit de montrer :

Hompr,(@,).5) ( I — aH1<N1(Qp)aCAIL)) = 0.
Le deuxieme est clair (cf. (52)). Pour le premier, on a que seul le terme
EXtD(Ll oy (' — L(—p),; ,L(—p); ®5 (St5” ® 1)) peut étre non nul. Comme :

Hompr,(g,).5) ( I — L(—p); » L(—p); @5 (St5° @ 1)) =0,

toute extension a un caractere central, et en twistant on se ramene a montrer
dimpg ExtlD(GLQ(Qp)’E)(W’, L(—v) @p St3¥') = 2 ot v < (ul, p2) et

déf — GL2(Qp) ;—sy-v _ an
= L(—v)— (dg % = ep (|- @]-])
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(unique extension non scindée). On peut remplacer Ext}j(GLQ(QpLE) par
EXt})(Gb(@p),E),w/ oun v : QF — E, t t=Unte2) - Te résultat découle alors
par un dévissage de la derniere egalite de la Proposmon 3.1.6 et de
St*') = 0 ([57, Prop. 4.7(2)] et [48, Th. 1] ou [23 Th. 1. 3])

Etape 3 : dimg Ext}D(GLS(Q (B, C) = 1.

Comme Hompar,(g,),p)(B,Cy) = 0 (on laisse cette vérification au lecteur), il
revient au méme de montrer dimg Ext})(GLB(@p)’E)vx,(B',C’fl) = 1. Comme on a
Ext%(GLs(Qp)jELX,(L(—,u)’, %) = 0 par [57, Prop. 4.7(2)] et [48, Th. 1], on déduit une
suite exacte courte :

0 — Exthqry(g,),m (L(=1)s CL) — Extharyg,).mw (45 Ch)
— EXtD(GL;;(Qp),E),X’ (B/, CZL) — O

d’on le résultat par létape 2 et dimpg Ext}D(Gm(Qp)’E)’X,(Z(—,u)’,C’jl) = 1 ([57,
Prop. 4.7(2)] et [48, Th. 1] encore).

Etape 4 : Ext})(GLB(Qp),E)(*’, C}) = 0 pour * constituant de B autre que Cs.

Il suit de [40, §§ 5.1, 5.2] et de [50, Prop. 4.9] que les constituants de B autres que Cj
sont : (O, ffle?’(L(sQ - ), 1), ]:I%L3(L(5132 . ,u),7r§f’2), .F](;’lL3(L(5281 - ), Ste° ® 1),
F(L(ses1 - p),1) et Fg(L(sesist - p),| - 7P ® | -] ® 1).  On sait que
EthD(GLg(Qp),E)(Cé7CA/1) = 0. Pour x € {fgL3(M1(52 ), 1),.F1C3;2L3(L(5132 .
M),?TS?Q))FELg(L(Sgsl - ), St° @ 1),?1(3}1L3(L(5231 - ), 1)}, on vérifie avec les for-
mules du § 5.2 et (51), (52) que les premier et troisieme termes (un Ext' et un Hom)
dans (45) avec N = " et M = ('} sont tous nuls, donc Ext})(GLS(Qp)E)(*’,C’Q) =
pour ces *. On en déduit aussi Ext}g(GLB( )E)(]:GL?’(L(SQ - 1), 1), CY) = 0 par le
Lemme 5.3.1 car HomD(GLS(Qp)7E)(]-1§1L3(L(5231 w),1),Cy) =0. Enfin, on a :

Fp*(Lisisasi-p) |- ' @] |@1)

GL3(Qp) L2(Qp) —518981- _ an\ an
=~ (Ind %) (ndgi) o i (el 9 1)™)

et on voit que les premier et troisieme termes de (45) appliqué avec M = C} et
L 518281 - an/ A
N = (Indj Q”mb((@p)t st @ (|-t @ ]| ®1))*™ (cf. argument au début de

cette preuve) sont nuls car le caractere central de Lo(Q,) n’y agit pas pareil a gauche
et & droite. Ceci montre la nullité du Ext' restant.

Etape 5 : fin de la preuve.
Il suit du premier résultat de I’étape 1 que Homp(ary(,),z) (D', C3) = 0 (car B — D'),
donc que la suite exacte (36) est non scindée, puis du deuxieme que D’ est isomor-

phe au produit fibré de C%— C) (unique extension non scindée par la Proposi-
tion 4.2.1) et (D/C3)" = (]-"]g;lL3(M1(u), 1)/L(—p)) au-dessus de Ch (rappelons que
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0— .7-"1(3}1L3( (s9-p), 1) — (.FEL?’(Ml( ),1)/L(—p)) — C% — 0 par le Lemme 5.3.1).
Il suit alors facilement de I'étape 4 et de Hompar,(q,),e (.7-—1(3;1 (L(sg - p),1),CY) =
HOH’ID(GL3 (Qp),E ((B/D) 04) =0 que :

Ext (gL (,).5)( €3 — O - C) = Extpary(g,).e) (D' C1) = Extiar,y(g,).)(B' Ch)-
Le résultat ﬁnal suit donc de 1’étape 3. O
Remarque 4.3.2. — La Proposition 4.3.1 implique aussi :

Extp(ary(a,).m) (Co Co — C5) — Extpgryq,).m (€5 C3)

puisque dimg Ext}j(GL?)(Qp)’E)(Cé, Cl)=1et EXtD(GLg(Qp ) (C3,C1) = 0.

4.4. Calculs de Ext' ITI. — Ce paragraphe est consacré a la preuve de U'existence
d de la f —— O ——Ci=-
e représentations uniques de la forme Cl __ o, = ~C5 et 03 Z_ c, = Cs

(avec les conventions du § 1).

Co~
— \03

On commence par C Z_ o, =G On conserve les notations du § 4.3 et on

ne donne les preuves que pour a = 1. Par la Proposition 4.2.1, rappelons que l'on a

des représentation uniques de la forme C; — (,, C; — Cy et Cy — C5.
Lemme 4.4.1. — On a Extpar, g5 (Cy — C1,C4) =0

Démonstration. — Comme au début de la preuve de la Proposition 4.3.1, on peut ap-
pliquer (45) avec N = I'. On vérifie alors que Ext; D(GL3 (@), E)((IndGL3 Q" N C4) =
0 en utilisant (45), le (ii) du Corollaire 5.3.2 et Ext; DL @), 5) s I =0 (qul se déduit

de [43, Th. 8.15 & Th. 8.18]), la nullité des autres termes dans la suite spectrale étant
claire. En utilisant la structure des modules de Verma pour gl; et la théorie de [50],

on vérifie que 'on a une injection F PL3(M2($1 wn),l) — (Indgf(?ég") I)*® s’inscrivant
dans un diagramme commutatif de suites exactes (qui définit les quotients W et X) :

0—— F @ (L(sy - ), 1) — (I 1) T—> |

0—= Fp @ (My(sy - ), 1) — (Ind 5% )™ —= X —0

(37)

oun X ~ W/fGL3 Q’”)( L(s182 - p),1). On vérifie facilement avec (43) et le (i) du
Corollaire 5.3.2 que ExtD(GL3 @), E)(]-"S2 3(Ma(sy - ), 1),C%) = 0 (le seul terme un
peu subtil est Ext; D(GLa(Q (f(u)’ I(s1 - v)') avec les notations de la Proposition
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3.1.6, qui est nul par un argument analogue a la fin de la preuve de loc. cit. via
la dualité de [55]). Un dévissage sur la suite exacte du bas en (37) donne alors

EXt1D(GL3(Q,,),E)<X,7 C3) = 0. Par ailleurs, on a Hompqr,(q,),B) (X',C4) = 0 en util-
isant Ext}D(GLS(Qp)E) (]—"gzL3(M2(sl -10),1Y,C%) = 0 (qui découle du symétrique du (ii)
du Corollaire 5.3.2 et de la deuxieme égalité de la Proposition 3.1.6). Comme Cj
apparait en sous-quotient de X, on obtient (avec la structure des modules de Verma
pour gl;) que C7 — @2 apparait en sous-objet de X. Comme C5 n’apparait pas dans
X, on en déduit le résultat voulu. O

Proposition 4.4.2. — On a :

C
T~ ~
EXtB(GL?,(@p)vE) <C’ _— C Cl) — EXt1D(GL3(Qp)vE) (057 C:’a)

Démonstration. — Rappelons que, par le (i) du Lemme 3.1.2, on a une unique
représentation de Li(Q,) sur E de la forme [ — L(—p); — T-

Etape 1 : (Indﬁf@%’) I — L(—p), )an contient C; — Cy en sous-quotient.
Comme au début de la preuve de la Proposition 4.3.1, on peut appliquer (45) avec

N =1T', et on déduit de (45), de la discussion qui le suit (avec le (ii) de la Remarque
5.1.3) et de [57, (4.41)], [57, Th. 4.10] que le “pullback” de :

(S 1 — Ty )™ = (a5 1) — (ndS T ) )™

le long de fgL?’(L(u),l) — (Indg&@p L(—p)1)*™ donne l'unique extension non

scindée de FICD;IL3(L(,LL),1) par (Indgiﬁdg” '1 )**. Par ailleurs on vérifie facilement
que l'on a une injection FI%LB(L(Sl ), 1 ® (Indgifé%’) 1)) — (IndIleL(‘?’(ég”) I

dont on note Y le conoyau Comme dans lEtape 4 de la preuve de la Propo-
sition 4.3.1, on a ExtD(GL3( o). (Y F(L(p),1)) = 0 car le Ext' est nul
avec le dual de chaque Constltuant de Y (utiliser [57, (4.41)] et [57, Th. 4.10]).

Autrement dit (Indgiﬁégp) I— L(—p)1)™ a en sous-objet 'unique extension non
. 1s GL2(Qp) 1y00

scindée de Ext})(GLs(Qp) E)(]:GLS(L(sl cp),l ® (IndB2(2(ép))1) )’,]—"SlL3(L(,LL),1)’)

(dualisée).  Mais comme EX‘CD(GL3 (@), E (fp2 (L(sy - u),l)’,fng(L(u),l)’) =

ExtD( GLs(Q,),E )(]:GL (L(sy - p),1 @ St3°), (—,u)) = 0 (ce que 'on vérifie avec [57,

(4.41), (4. 3) (4.44)]), on en déduit facilement 1’énoncé.

Etape 2: (IndGL3 ) L(—p) —f)an contient Cy — C3 en sous-quotient.
On vérifie d’abord en utilisant (45) et le (ii)) du Corollaire 5.3.2 que

dimpg EXt}:)(GL3(@p) ((IndgL(?Q(%”) L(—p)1)™,C4) = 1. Comme dans 'Etape 1, il suit
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de la discussion suivant (45) que le “pullback” de :

(I dGngp Z(_M)l)an (I dGL;(g@gp) ])

le long de linjection C3 — (IndGLgQ;p T )™ est non scindé, donc est l'unique

. <1z GL3(Qp) 7 an’ < s
extension non scindée deL E@X;CD(GLa’(@p),E)((IndPl(gg) L(—p)1)*™,C%)  (dualisée).
On a Extb(GLg(@p)E ((IndP2 ?(’@p)” L(—p)2)*™,C%) = 0 (par le (i) du Corollaire
5.3.2) d’out on déduit facilement ExtD(GLS( )E)( (—p),C4) = 0. De méme on
a EXt})(GLg(Qp),E)(‘FIg;LS(L(SQ - p),1),C%) = 0 car Extpr,o )E)(‘F S(Mi(sz -
w),1),C%) =0 ((ii) du Corollaire 5.3.2). On en déduit ’énoncé.

Etape 3 : ExtD(GL3 (Qp),E (C C4) = 0 pour tout constituant irréductible C' de
(I dg}%ﬁ%’)]— L(— )1) distinct de Cf, 5’2, Cs.
Par la preuve de ’étape 2, il suffit de considérer les constituants C' de (Indg@%’ )T )an

distincts de FI%L3(L(31 ), 1), Cy et C,. Cela utilise encore le Corollaire 5.3.2, on
laisse les détails au lecteur.

Etape 4 : fin de la preuve.

Soit Z le “pullback” de C5 — (Ind%ﬁfég’] 'T )*™ dans (Indgigg” ' — L(—p)y — 7)™,
il suit facilement des trois étapes précédentes et de leur preuve, et du fait que
C, — 52 est en sous-objet dans X (cf. la preuve du Lemme 4.4.1), que le quotient

Z/]—"SQL3 (Ms(sy - ), 1) (cf. loc. cit. pour FgL3(M2(sl - 1), 1)) contient en sous-objet
une représentation de la forme :

Gy
o= T
_ _— 2

L(—p)

(rappelons que L(—pu)—Cy = flc;’ng’(L(p), 1)). Comme la fleche de I'énoncé est

(38) Cy

injective par le Lemme 4.4.1 et comme le but est de dimension 1, on voit que I'unique

extension non scindée de Ext}j(GLB(Qp) ) ( C'? ——=C1,C%) est le (dual du) quotient de

(38) par la sous-représentation L(—pu). O
Remarque 4.4.3. — (i) La Proposition 4.4.2 implique aussi :
Extparyg,).m) (Cy — C1, C3—C3)  —— Extparyo,).m (C, — Ci, C5)
v ExtD(GL3(Qp (C’{, )

en utilisant le Lemme 4.4.1 et Ext})(GLS(Qp), E)(C’é, C%) = 0 (qui résulte facilement de

(52) et (45)).
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Cy -
.. . 5 . , . _— 2
(ii) On peut en fait montrer que, dans I'unique représentation C =y — = Cy

donnée par la Proposition 4.4.2, le sous-quotient 5’2 — (3 est aussi non scindé (donc

est I'unique extension du (ii) de la Proposition 4.2.1). Mais la preuve, due a Y. Ding,
est un peu longue et nous n’aurons finalement pas besoin de ce résultat.

Par une preuve et des calculs strictement analogues en remplacant [ par
L1(Qp) st — an T T —

(35, ) % @ ((deta] ™ @ | )", T par L)y s (dets] @] )

et I par (IndL1 (Qr) 1 @p (|- [?®1®]|-[?)*™, on obtient la proposition

A @p le (Qp
suilvante.

Proposition 4.4.4. — On a :

4~ ~
Extpavy(o,).2) ( & O') — Extparyg,).p) (Ch C5)-

En particulier, il existe une unique représentation de GL3(Q,) de la forme

Cy— _
e

Z_ c =G, Noter qu’il est tres probable que 'extension 54 — — (5 soit

ici aussi non scindée (cf. le (ii) de la Remarque 4.4.3).

4.5. Les représentations I(k, D), j € {1,2}. — On construit un candidat
explicite pour les représentations localement analytiques IT'(k, D) et I1%(k, D) de

GL3(Q,) sur E.

On conserve toutes les notations des §§ 1, 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4, on rappelle en
particulier que les constituants C; a Cs et Cy, Cy sont définis en (30) et (31).

Corollaire 4.5.1. — Il existe une unique représentation localement analytique

I1%(k, D) de GL3(Q,) sur E de la forme :

Cy - Cy -
2 ~ 2T~y AT~
I1°(k, D) ~ 01\02/03\04/05.

Démonstration. — On construit I1%(k, D) par étapes successives en “raccrochant” des
constituants a chaque étape.
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Etape 1. On a une suite exacte via la Proposition 4.4.4 :

- Cy -
Extér,o,) (Cy = = Cs, Ca) — Extéy, g, (Cs i o = C5,0)
4

— EXtGLg (03 — Yy, 02) — EXtGLg (04 -C%, 02) .

Comme les premier et dernier termes sont nuls par la Proposition 4.2.2 et la Propo-
sition 4.2.3 et le troisieme a dimension 1 par la Proposition 4.3.1 et la Proposition

4.2.1, on en déduit une unique représentation de la forme Cy — Cj i / ~Cs.
Cy

On en déduit aussi par une preuve analogue une unique représentation de la forme
Cy—Cs—(C4-

Etape 2. On a une suite exacte via la toute fin de I’Etape 1:

Extip, o, (Cir C1 — Cy) — Bxtéy,q,) (Co — Cs— &y, C1 — )
— EthGLg(Qp) (Cz e Cg, 01 —_— 52) — EXtGL (04, Cl e 02)

Comme les premier et dernier termes sont nuls (Proposition 4.2.2 et la Proposition
4.2.3) et le troisieme a dimension 1 par le (i) de la Remarque 4.4.3, on en déduit une

C -
unique représentation de la forme C’1 g 27~ Cg 04
2

Etape 3. On a une suite exacte via la fin de I’Etape 1:

EthGLS(Qp) (C4 - C'5 ’ Cl - 52)
— EthGLS(Qp) (02 — 03 — \/\ 057 Cl - 52)

— EXt%}Lg(Qp) (02 — Cg — 64, Cl e 52)
- EXtéLg(Qp) (Cy—C5,C1—Cy)-
Comme les premier et dernier termes sont nuls (Proposition 4.2.2 et la Proposition
4.2.3) et le troisieme a dimension 1 par 'Etape 2, on en déduit le résultat. O
On définit également la représentation IT!(k, D) de manicre totalement symétrique
en remplacant partout s; par sa, P» par Py etc. (cf. le § 4.1).

Remarque 4.5.2. — Si L # Q, et ¢ € S, les représentations I1'7(k_, D) et
1% (k,, D) devraient avoir exactement la méme forme que dans le Corollaire 4.5.1
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mais avec partout des constituants localement o-analytiques. On suppose L = Q,
dans tout le § 4 car un certain nombre de résultats techniques de la théorie localement
analytique ne sont pour l'instant connus que pour L = Q,, comme par exemple ceux
de [55, § 6], ou le Lemme 5.1.1 et le Lemme 5.1.4 ci-dessous, ou encore [43, Th. 6.6].

4.6. Extensions avec la Steinberg localement algébrique. — On montre que
les représentations IV(D, k) du § 4.5 satisfont dimpg Extey,q,)(IV(k, D), L(X) ®g
St5°) = 3.

On conserve toutes les notations et conventions précédentes et on rappelle que y
est le caractere central des C;.

Proposition 4.6.1. — On a :

) = 0 s1 C € {03705762764}

si C € {01702704}

) =0 si C S {02703704705702704}~

EXtD(GL3<@ )E) X (
EXtD(GLg (Q,),E), (

N
Il
—

Démonstration. — Quitte a tordre toutes les représentations par nr(a~!) o
det, on peut supposer a = 1, et donc Cy = L(— ) ®pg Sty. On a alors
1mmed1atement dimpg EXtD(GLg(Qp) m)x (Co, C3) = dimp EX’CD(GLB(QP (G, C)) =1
et ExtD(GL,;(Q 1)y (Co, C3) = ExtD(GLa(Qp .0 (Co, C1) = 0 par [57, Prop 4.7(2)] et

[48, Th. 1] ou [23, Th. 1.3]. De plus ExtD(GLg(Qp)E (CF, CE) = 0 est démontré en

(35). Les preuves des cas restants étant tres snnllalres aux preuves des Propositions
4.2.1,4.2.2 et 4.3.1, on se permet de ne plus donner tous les détails.

Montrons dimg EXtID(GLR,(@p),E),X/(Cé, C7) = 1. On a par le (i) du Corollaire 5.3.2 :
EXt})(L2(Qp),E),X/ (Z(—Sl ) ®E 7T23 7HO< (Q ) C/>) — 0
Homp(r,(,).5) (L(=s1 - )y @5 755 H'(N2(Q,), CF)) = 0
d’ou par (45) avec le (i) de la Remarque 5.1.3 :
Exthars(0,).m0 (Fo (Ma(sy - ), 75%)", C1) =0
Avec le Lemme 5.3.1 et [50 Prop. 4.9(a)] on en déduit ExtlD(GLs(Qp)jE%X,(Cg, C1)=0
(car Homp(ary(,),E) (.7-" *(Ma(s1s2 - p), m5%)", C1) = 0), puis également :
- GL3(Qp
(39)  Exthicry(o,.m (L(—H) @5 (Indiyaid 755)™,C1)
oo \/
— Extparyen.mn (Fr* (Ma(p), 735)  C1)
(car Homp(ary(,),z)(C5, C1) = 0). Le méme type d’arguments montre :

EXtD(GLg(Q (]:GLS( My (), |dets| "t @ |- [?),C1) =0
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qui implique (car Homp(ara(e,),p)(Fp, * (L(sz2 - ). [deta| ™ @ |- [2),C) = 0) -
_ ciac,
Exth(ay (0,2 (L(—1) ©p (Indp g3 [deto| ™ @ |- 1), CF) =0

puis Extb(eh(@p), B (C1;,C1) = 0 par le deux1eme isomorphisme en (53). Avec le
dernier isomorphisme en (53), Hompar,(g,),5)(Cy, C1) = 0 et (39) on en déduit :

0o \/
Exthra@p) (Co 1) = Extpry@n.ma (Fr* (Ma(p),m55)', C1).
Il reste a vérifier que le terme de droite a dlmensmn 1, ce qui résulte encore du (i) de
la Remarque 5.1.3 et de Homp(z,(q,),z)(L(—p)s®@em5%", H (N2(Q,), C1)) = E (donné
par (Indp,, 2% [ -] @ | - [)* — St3° @ |dety).

Montrons ExtD(GL3(@p (G, C3) = ExtQD(GLs(Qp E)X(C(’),C’) = 0. Par le

dernier 1somorph1ime en (53) il lel:fﬁt de montrer Ext] D(GLs(@),E)x (C1, C3) = 0 et

ExtD(GLS(@p)7E)7X,(L(—u) (IndPQ(f@Q;") m5%)>", C4) = 0 pour i € {1,2}. Le premier
, GL3(Qp oo oo’

cas découle de Ext}j(GLg(Qp)’E) (L(—p) @p (Ind ?QE | ) Ste? ® 1), C%) =0 (cf. qua-

trieme isomorphisme en (53)) qui découle de Ext; D(GL3(Qy),E), (]-"SIL3(M1( ), St3° ®

1)/, C%) = 0 qui lui-méme découle de (45) (avec le (i) de la Remarque 5.1.3) et du
(ii) du Corollaire 5.3.2 (le seul cas un peu subtil étant Extil(Qp)yX,(f(—u)’l ®F
(St ® 1), H'(N1(Q,),C4)) = 0 qui, apres twist, se rameéne a la quatrieme
assertion de la Proposition 3.1.6). Les deux derniers cas découlent (avec le
Lemme 5.3.1) de ExtE(GLB(Qp)yE%X,(.FSQL?’(Mg(u),Wg%)’,Cé) =0, i € {1,2} et
EthD(GLg(Qp),E),X’ (.F%L3(M2(51 ), m53)',C3) = 0. On applique encore dans chaque
cas (45) et le (i) du Corollaire 5.3.2 (via la Remarque 5.1.3) et on constate que
tous les termes intéressants de la suite spectrale sont nuls soit pour des raisons de
caractere central de Lo(Q)), soit par [57, Prop. 4.7] et :

GL2(Q oo 00
HomGLQ(Qp ((I dBQQ(épp ’ ‘ 1®‘ D >St2>
_ 1 GL2(Qp) | -1 0 qioo) _
= Extgy,q,) ((Indp,i,r |17 @ [-])7,8t5) =0
(extensions dans la catégorie des représentations lisses de GLy(Q,) sur E, le Ext!
de droite étant égal par dualité a Extém(@p)(St;", (Indgi&(@%’) 1)) qui vaut
Extipo(Qp)ﬂ 7@ +],1) = 0 par adjonction pour le foncteur usuel (exact) de Jacquet,
ou Ty = matrices diagonales de By).
Montrons ExtD(GL3(@p «(Cp, C5) = 0. Puisque EXtD(GLg(QP w(Cy,C5) =
0 (cf. Prop081t10n 4.2.2), il suffit de montrer ExtD(GLB(Qp) B)x’ (L(—u)’ RF

(IndGL3 gp ) 2%)>",C4) = 0 par le cinquitme isomorphisme en (53). Par le Lemme
5.3.1, 11 sufﬁt de montrer :

EXtD(GLd(Qp)E (Fpre (M (1), m55%)', CF) =

0
(40) L
Extpary@),mn (Fo (Mi(sa - p),m5%), Cf) = 0.
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Les deux se vérifient a partir de (43) (cf. (i) de la Remarque 5.1.3) et du
(ii) du Corollaire 5.3.2. Le seul cas un peu subtil est ExtLl(@ yy (L(=p); ©p

71, HY(N1(Qp), C%)) = 0 qui, apres twist, se raméne & la cinquiéme assertion de la
Proposmon 3.1.6.

On montre ExtD(GLg(Qp (C’O,C ) = EXtD(GL3(@ ) E) o (C4,CL) = 0 de maniére
analogue. On utilise d’ abord le dernier isomorphisme en (53) puis des egahtes ana-
logues a (40) pour en déduire ExtiD(GL3(QP),E)7X, (L(—p) ® (IndGL3 (@) 7 ) CY) =
0, i € {1,2}, puis le deuxiéme isomorphisme en (53) pour en dedulre de méme
Extp (g, (L(—1) © (IndGL?’(QP dety] ™t @ | - [2)>,Ch) = 0. Un dévissage
élémentaire donne alors le resultat

) -

Enfin, on montre ExtD(GLS(Qp «(Co, C)) = Exth(crs(@,),5).x (Co, C1) = 0 encore
de maniere analogue en utilisant le cinquieme isomorphisme en (53), en montrant
I'analogue de (40) avec Cy au lieu de Cs et en utilisant Hompqr,(q,),2) (F](;;ILB(Ml(SQSy

©), m7%), C}). On laisse les derniers détails au lecteur. O

Corollaire 4.6.2. — On a pour j € {1,2} :

dimp Extgy,q,) (IV(k, D), L(}) @5 1%(D)) = 3.

Démonstration. — Par symétrie il suffit de montrer le cas j = 2. Par le Corollaire
4.5.1 on doit montrer :

. Ca~ _ Cs~
dlmE EXtéLg(Qp) ( Cl < Cf /\ 03 < C _— 05 3 CO) = 3.
2

Cela découle de la Proposition 4.6.1 et du Lemme 2.1.1 par un dévissage stan-
dard en notant que tous les ExtlD(GLS(Qp)E) qui interviennent s’identifient aux

EXtD(ary (@,),2)0 -

Remarque 4.6.3. — Notons I1?(k,D)~ C II?(k,D) le noyau de II*(k,D) —»
~ . 1 _ — 62 ~~
C, - - C5, autrement dit II'(k, D)™ est de la forme 03—y la
Cy
méme preuve que celle du Corollaire 4.6.2 donne que la restriction & I13(k, D)~ induit
un isomorphisme :

Extgr, o, (T4, D), LX) @5 1°(D)) — Extgy, g, (TAk, D)™, L(A) @ 1°(D)).

On a un résultat analogue en définissant de maniere symétrique I'(k, D)~ C
I(k, D).
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5. Calculs cohomologiques

Cette partie contient tous les résultats et calculs de cohomologie localement ana-
lytique utilisés au § 4 pour la construction et les propriétés des représentations lo-
calement analytiques IT7(k, D). On suppose toujours L = Q,,.

5.1. Préliminaires. — On rappelle les résultats utiles de [43] et [57] sur la coho-
mologie des D(H, E)-modules pour H groupe localement analytique.

Si H est un groupe p-adique localement Q,-analytique et M un objet de Modpg, ),
on note pour 7 > 0 :
i déf i
ou 1 est le D(H, E)-module dual de la représentation triviale de H sur E. Soit
H' C H un sous-groupe p-adique localement analytique fermé invariant. Par [55,

Prop. A.3] on a (cf. loc. cit. pour la notation ®p,)

-~

(41) D(H,E)= D(H/H',E)®p,D(H',E).
Rappelons d’abord le lemme suivant (utilisé de maniere tacite dans [57]).

Lemme 5.1.1 ([58]). — Tout D(H, E)-module injectif M dans la catégorie
Modpm,g) est acyclique pour le foncteur Hompm g)(1,%), i.e. est tel que
H{(H',M) = Exti[)(H,7E)(1,M) =0 pouri > 1.

Remarque 5.1.2. — L’analogue du Lemme 5.1.1 avec L # Q, dans le cadre locale-
ment o-analytique pour o € S est peut-étre vrai mais n’est pas connu. C’est I'une
des raisons pour lesquelles aux §§ 4 et 5 nous nous limitons a L = Q,,.

Soit M dans Modpy gy, par le Lemme 5.1.1 on peut calculer H(H’, M) en ap-
pliquant Homp g gy(1, *) & des résolutions de M par des D(H, E)-modules injectifs.
On en déduit que H'(H', M) est naturellement un objet de Modp(/n,k) en utilisant
que D(H,E) @pr,py £ = D(H/H', E) (qui suit de (41) par le méme argument que
(55, p. 324]). De plus, toute suite exacte courte 0 — M’ — M — M"” — 0 dans
Mod p(m, gy donne une suite exacte longue de D(H/H’, E')-modules :

(42) oo H(H' M) - H'(H',M) - H'(H',M") = H™ (H', M) — - -

On se place désormais dans la situation suivante : H = P(Q,) et H' = Np(Q,)
ou Np est le radical unipotent d’un sous-groupe parabolique P d’un groupe réductif
connexe déployé G sur Q,, donc H/H' est isomorphe a Lp(Q,) ot Lp est un sous-
groupe de Levi de P. Soit N un D(Lp(Q,), E)-module qui, en tant que D(P(Q,), E)-
module (par inflation), vérifie la condition (FIN) de [55, § 6] (pour un choix d’un
sous-groupe ouvert compact Py de P(Q,)). Par exemple, par la discussion au début
de [57, § 4.4] on peut prendre N = 7’/ ou 7’ est le dual algébrique d’une représentation
7 de Lp(Q,) sur E de la forme m = 7% @5 7°° ot 78 est la restriction a Lp(Q,) C

(Lp xq, E)(E) d'une représentation algébrique de dimension finie de Lp xq, I/ sur E
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et ol m° est une représentation lisse de Lp(Q,) sur E de longueur finie. Par ce qui
précede, avec 'argument donnant [57, (4.29)] (basé sur la preuve de [55, Lem. 6.3])
et avec [57, (4.34)], on en déduit une suite spectrale de Grothendieck pour tout M
dans Modpa(q,),r) et tout N dans Modp(r.(g,),r) Vérifiant la condition (FIN) de [55,

§ 6] :
(13) Exthy, g, (N H' (Ne(@). M)
= Extpio,).m (P(G(Q), E) @p(p(g,).5) N, M)

d’ou en particulier un isomorphisme :

(44)  Homp(rp(q,).e) (N, H'(Np(Q,), M)) =
Homp(a@,),5) (D(G(Qy), E) @pp(,),5) N, M)

ainsi qu’'une suite exacte de E-espaces vectoriels :

(45) 0— EthD(Lp(Qp),E) (N, HO(NP(QP),M))
— Extpgg,.p) (D(G(Q), E) @p(p@,),5) N, M)
— Homp(r,(g,),m) (N, H' (Np(Qp), M))

— Exth1 0,8 (N, H(Np(Q,), M)).

La fleche injective de gauche en (45) est facile a décrire : partant d’une suite ex-
acte courte 0 — HY(Np(Q,), M) = * — N — 0 de D(Lp(Q,), E)-modules, par [55,
Lem. 6.3(1)] on a encore une suite exacte courte de D(G(Q,), E)-modules en ten-
sorisant par D(G(Q,), E) au-dessus de D(P(Q,), E'), puis on prend le “pushforward”
le long du morphisme canonique de D(G(Q,), E)-modules D(G(Q,), E) ®p(p(q,).E)
HO(Np(Q,), M) > M.

Remarque 5.1.3. — (i) Soit Z le centre de G, on a un analogue du Lemme
5.1.1, de la suite exacte longue (42), de la suite spectrale (43) et de la suite exacte
(45) en remplagant partout G, P, Lp par G/Z, P/Z, Lp/Z. Si x : Z(Q,) — E
est un caractere localement analytique, alors par argument de [57, p.81] on en
déduit un analogue de (42), (43) et (45) en remplacant les catégories Modpa(q,), E)
Modp(p(q,),r) €t Modpr,(q,),r) par les sous-catégories pleines Modpg(q,).E),x
ModD( (QP):E)7X/ et ModD(LP(Qp), ) des objets ol la sous-algebre D(Z (@p) E) aglt
via le caractere X' : D(Z(Q,), E) — E dual de x (en particulier, si D(Z(Q,), E) agit
par x’ sur M alors D(Z(Q,), E) agit aussi par x’ sur H'(Np(Q,), M)).

(ii) Soit IT une représentation localement analytique de Lp(Q,) sur un E-espace
vectoriel localement convexe de type compact tel que le dual fort II', vu comme
D(P(Q,), E)-module, vérifie la condition (FIN) de [55, § 6] (pour un choix d’un
sous-groupe ouvert compact Py de P(Q,)). Alors en utilisant que le D(G(Q,), E)-
module D(G(Q,), E) ®p(p@,),r) II' est de présentation finie, donc coadmissible

par [54, Cor. 3. 4( )], on en déduit que le dual fort de (IndP(Q IT)* s’identifie a
D(G(Qy), E) ®pp@,),p) I’ (ie. le produit tensoriel usuel suffit).
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Le lemme suivant est pratique.

Lemme 5.1.4. — Choisissons un sous-groupe ouvert compact de P(Q,) de la forme
Py = LpoNpgy ot Lpy (resp. Npg) est un sous-groupe ouvert compact de Lp(Q)
(resp. Np(Q,)). Soit N un D(Lp(Q,), E)-module qui, en tant que D(Lpg, E)-module,
admet une résolution par des D(Lpy, E')-modules libres de type fini. Alors N, en tant
que D(Py, E)-module (par inflation), admet une résolution par des D(Py, E)-modules
libres de type fina.

Démonstration. — L’argument est similaire a celui au début de [57, § 4.4]. En
tensorisant par D(Fy, E) (au-dessus de D(Npg, E')) une résolution du D(Npy, E)-
module trivial 1 par des D(Npp, E)-modules libres de type fini (cf. la preuve de
[43, Th. 6.5]), 'argument de la preuve de [55, Lem. 6.3] montre que 'on obtient une
résolution du D(P,, E)-module D(Lpy, E) par des D(Fy, E)-modules libres de type
fini. Partant maintenant d’une résolution N. = (N;),;>1 de N par des D(Lpy, E)-
modules libres de type fini N;, on peut fabriquer un double complexe (N; ;)i j>1 ou
-+ —= N;j = N;_;; — -+ est une résolution de N; par des D(Fp, E)-modules libres
de type fini. Le complexe total donne une résolution comme recherchée. O

Notons que le Lemme 5.1.4 utilise L = Q, via I'argument de [55, Lem. 6.3].

Soit V un FE-espace vectoriel localement convexe séparé complet muni d’une ac-
tion séparément continue de D(Np(Q,), E), Kohlhaase définit dans [43, Def. 2.5] les
groupes de cohomologie localement analytiques H: (Np(Q,), V). Ce sont naturelle-
ment des F-espaces vectoriels localement convexes ([43, Rem. 2.10]) et on a des iso-
morphismes canoniques de E-espaces vectoriels H: (Np(Q,),V) = H'(Np(Q,),V)
([43, Th. 4.8] et [43, Th. 6.5]). Soit II une représentation localement analytique de
P(Q,) sur un E-espace vectoriel de type compact et II' son dual continu (un espace
de Fréchet nucléaire avec action séparément continue de D(P(Q,), E), cf. [53, § 3]).
Alors l'espace localement convexe H. (Np(Q,),Il') est muni de plus d’'une action
séparément continue de D(Lp(Q,), E) (cf. [43, § 5] et la preuve du Lemme 5.1.5
ci-dessous), en particulier ¢’est un objet de Modp(r,(@,),E)- On a le lemme suivant,
tacitement utilisé dans [57], qui permet de disposer des résultats de [43].

Lemme 5.1.5. — Les isomorphismes canoniques pour ¢ > 0 :
H,,(Np(Qy), IT') — H'(Np(Q,),1T')

sont compatibles a l'action de D(Lp(Q,), E).

Démonstration. — On indique brievement l'argument. On forme le complexe
F,(P(Qp), IT') comme en [43, (24)] mais en enlevant la topologie, par exemple on a
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pour ¢ > 0 :

Fi,(P(Q,), ') € Homp (D(P(Q,), E), Homp(®5D(P(Q,), E),1T'))
=~ Homg (®@%" D(P(Q,), E),IT').

Par des résultats standard le complexe F; (P(Q,),II') est une résolution de

I" par des D(P(Q,), E)-modules a gauche injectifs. Par le Lemme 5.1.1 les

D(Lp(Q,), E)-modules H'(Np(Q,),II') sont donc calculés par le complexe

Homp(ny(q,),) (1, i (P(Qp),IT')).  Le morphisme canonique @H'D(P(Q,),E) —

®ZE+L1 D(P(Qp), E) induit des morphismes canoniques dans Modpp(g,)r), oOU
F(P(Q,),II') est le complexe topologique de [43, § 2] :

Az+1 erl

F'(P(Qy),1') = Hom§™ (&, D(P(Q,), E), I') — Homp (&, D(P(Q,), E),1T')
— Homg (@5 D(P(Q,), E),I) = F;,(P(Q,),1T').

En appliquant Hom{y, q,) k) (1, %) & gauche et Homp(n,(g,)r)(1,*) & droite et
en notant que Hom‘g’atvp(@p)ﬂ)(l, *) — Homp(n,(q,),r) (1, *), on en déduit par [43,
Prop. 2.16] et [43, Prop. 5.6(iii)] 'isomorphisme H: (Np(Q,),I') = H'(Np(Q,),IT")
de [43, Th. 4.8] dont on voit qu’il commute & D(Lp(Q,), E). Noter que la structure
de D(Lp(Q,), E)-module sur H (Np(Q,),II') peut aussi s’obtenir comme en [43,
(69)] via le complexe HOHID(NP(@ .5y (B.(P(Qp),1),1T') de [43, Def. 2.5], le fait que
l'action de D(Lp(Q,), E) soit la méme que via Hom%)(n]'{,P(Q .5 (1, F (P(Qy), 1))
découlant de [43, (27)] (merci a Jan Kohlhaase pour cette précision). O

5.2. Formulaire I. — On retranscrit ici avec les notations du présent article le
formulaire cohomologique de [57, § 4.5.5].

On se place dans le cadre du § 4 dont on utilise les notations et on fixe yu =
(g1, pros pi3) € Z3. Si iy < pip on note :

z(_,u)l ((Symﬂhﬂtz E2) Q5 det;m) Q5 t;#s
M () Ulgls) QU (p1) L(p)

respectivement la représentation algébrique irréductible de dimension finie de L; x g, &
de plus haut poids (—py, —pia, —pt3) par rapport a (BN Ly) Xq, I et le module de

Verma généralisé associé au dual L(p); de L(—p)1. Si pa < s on note de méme en
remplacant L, par Ly :

L(—p)2 t" ®@p ((Sym "™ E?) ®p det; ")
My(p) = Ulgly) @up) L(1)2-

On voit les représentations algébriques L(—pu)y, L(i); et L(—u)a, L(i), comme
représentations respectivement de L;(Q,) et L2(Q,). Si 7> est une représentation

déf

def
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lisse de longueur finie de L;(Q,) ou L2(Q,) sur E (le contexte indiquant clairement
de quel Levi il s’agit), rappelons que 'on a :

: 00 GL3(Qp) 7 00 a1 .
(46) Fﬁ“ (Ml(ﬂ)7 m ) = (Indpl(‘?ég ) L(—p) ®@p ™ ) sipin < o
Far (Ma(p) 7<) = (I3 L= @5 7)™ st i < o

Soit NV « <(1)[1)§> (resp. Na = (i

*

suit de [57, Cor. 4.33] et de (46) (et d
HY(Ny(Qp), Fp (M (), 7)") et H'(Nao(Qp), Fp* (M;(n), 7)") pour j € {1,2}

muni de sa topologie localement convexe est un espace de Fréchet nucléaire, dont le
dual fort est une représentation localement analytique respectivement de L;(Q,) et
Ly(Q,) sur un E-espace vectoriel de type compact notée :

H;(N(Qy), Fp* (Mj(1), 7)) et Hy(Na(Qp), Fp (M), 7)) pour j € {1,2}.

De plus tous ces groupes sont nuls si ¢ > 2. Notons que ’hypothese “p localement
algébrique irréductible” utilisée a plusieurs reprise dans [57, §§ 3, 4] peut partout étre
remplacée par 'hypothese p = p*& @5 p> avec p*#& algébrique de dimension finie et
p> lisse de longueur finie.

%)) le radical unipotent de P; (resp. P). I

= oo

Lemme 5.1.5) que chaque groupe :

Si II>° est une représentation lisse de GL3(Q,) sur E, on note Jy,(II*°) pour j €
{1, 2} le foncteur de Jacquet usuel relativement a N;(Q,), i.e. les coinvariants de 1>
sous N;(Q,) (une représentation lisse de L;(Q,) sur £). Si 7> est une représentation
lisse de Ly(Q,) sur E, on note de méme Jynr,(7>°) la T(Q,)-représentation lisse
donnée par les coinvariants de 7> sous le groupe unipotent N(Q,)NL2(Q,). Siw € S;
et 7% est une représentation lisse de T'(Q,) sur E, on note 7°* la représentation
conjuguée 7o (t) ot 7 (wtw™1).

On fixe maintenant p = (1, o, 3) = (—k1 + 2, —ks + 1, —k3) avec ky > ko > ks
et 7 une représentation lisse de longueur finie de Ly(Q,) sur E avec un caractere
central (la T'(Q,)-représentation lisse Jynr,(7>) est alors aussi de longueur finie).
On rappelle que 'on a des suites exactes courtes respectivement Lo(Q))- et L;(Q,)-
équivariantes (cf. [57, Ex. 4.11] lorsque 7> est une représentation de L;(Q,)) :

0 — (Indz2,, [t 't ®pJynr, (1)) = Jy, (Ind3 7°)© — 7% — 0

4 & 00
(47) 0 — [ty '3 3| @p7m>s1%2 — Ty, (Ind G 7)™ — (Ind gl ., I, (7)) — 0

oll m*°1%2 est la représentation de Ly (Q,) obtenue a partir de la représentation 7 en
“échangeant” les facteurs GL1(Q,) et GL2(Q,). On suppose de plus 7 telle que les
deux suites exactes (47) sont scindées, i.e. on a des isomorphismes de représentations
lisses respectivement de Ly(Q,) et L1(Q,) :

I, (Ind G 70)>
I, (Ind? 7T°°)OO

7 @ (Ind2,, |7 ] @5 Jnar, (7))
|t1_1t2_1t§| Rp 75152 @ (Indélle JNQLQ(’R'OO)) .

111

(48)
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Les formules ci-dessous, tirées de [57, Th. 4.10] avec [57, (4.41)] et [50, Prop. 4.9(b)],
et du formulaire de [57, § 4.5.5], explicitent certaines des L;(Q,)-représentations
localement analytiques Hi<Nj(Qp),f1§;L3(M2(*), 7)) pour j € {1,2} et i € {0,1,2}.
Noter que le formulaire de loc. cit. ne traite que le cas de ]-"S'lLS(Ml(*),WOO), mais

le cas de F. GL3<M2(*),7TOO) se démontre de maniere symétrique. On écrit Ind%L3 et
GL3(Q Q) . , .
IndBJmL au lieu de Ind; ‘?’Qp)”) et Ind Qp)ﬂL @) (7 € {1,2}) pour alléger les notations.

Hy (NQ(Qp>7 }_SQLS (L(W,
Hy (No(Qp), Fr® (L(p),
Hy (No(Qp), Fry® (L(p),

f( /L)Q ®E JN2 ( Ind%L3 7'('00)Oo
Z( S1+ )2 Qg Jn, ( IndG2L3 7r°°)oo
L(=s183 - 1) ©p Jw, (Indj* 7)™

™))
™))

)

HO (NQ(Qp>7 fgLR) (MQ(:“)v OO))

7)) = (L(—p)2 ® L(—s1 - p)2) @p 7>
Hi (N2(Qp), Fars (Ms(n), 7))

(Z(—Sl )2 & L(—s152 - N)2) Rp 7™ @
(Indéﬁm2 Rt | @5 Inar, (7))
L(—8153 - j1)2 Qp m° @&

(Indfz,, £ [t | @5 I, (7

an

Hy (Na(Qy), For® (Ma(p), 7))
oo)sl ) an

HO (NQ(QP),.FI%LB (MQ(Sl : M),TI'OO))
H,y (Nz(Qp)afgL3 (M2(31 : H)>7Too))

Hy (N2 (Qy), Fpr® (Ma(s - ),

™))

Ho(Na(Q,), Fpi# (Ma(s182 - p1), 7))
H, (N2(Qp)7 fgzL3 (M2(81S2 - ), 7T°°))
Hy (N2 (Qy), Fpr® (Ma(s182 - ), 7))

h

(L(—=s1 - p)2 ® L(—s189 - p1)2) ®p
L(—5189 - 1)y @p ™° &
(Indgz,,, t [t o] ®p Jnan, (7)*)™

(IndLmL sl @p JNng(WOO)Sl)an

(—s182 - )2 ®p T
ndj, t M | @p Innp, (7

Lo
ndBng

oC,)gl)am

szs1-u|t1—1t2| Q% JNmL2 (WOO)Sl)an

I
(I
(I

HO(Nl(Qp>7‘F]§2L3( (),
H, (N1(Qp)7f1%L3 (L(/U,
Hy (N1(Qp), Fr® (L),

L(—p)1 ®p Ja, (Indgre 7)™~
L(—s9 - p)1 ®p JNl(IndgLsﬁ )Oo
L(=s2s1- ph @ Iy, (Indg )

™))
™))

)
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Ho(N1(Qyp), Fis,* (Ma(p), 7)) = (Indjgh,, t7 ®@p Jnn, (7)™
Hy(N1(Q,), Fi (Ma(p), 7

*)) = L(—s281 - w1 @p (Indjh, Innr, (7)™ @
(Indélle 1" Rp JNmL2(7r°°))an
H N I‘GLg M 00 _ E o X t_lt_lt2 00,5152
2 (N1(Qp), Fp, # (Ma(p), 7)) (—s281 - ph ®p 11ty t3] @p 7 ®
L(—s251 - 1)1 Qp (Indélml INAL, (WOO))OO

an

Ho(N1(Qy), Fi,? (Ma(s1 - ), 7)) = (Indjhy, ¢ @ Ina, (7)™ @

(Indélle R INAL, (WOO)) o

(Nl(QP) (M2(S1 ), T )) = (Indém N QR JNmLz(WOO))an@
(Indélle 12" Qe JINAL, (W”))aﬂ
Hy(N1(Qy), Fp,* (Ma(s1 - 1), 7)) = L(=s2 - )1 @ [ty 'ty 5] @p 7207

Hy (Nl(Qp)u f;%LS (M2(5182 : M)a Woo)) = (Indélml 2t Qp JNng(WOO))an
Hy(N1(Qy), Fp® (Ma(s152 - ), 7)) = (Indighp, ¢ @p Jnp, (7))
Hy(N1(Qp), Fpy* (Ma(s182 - 1), 7)) = L(—p) ®p |t 8, '15] @p 7012

Corollaire 5.2.1. — Pouri € {0,1,2} et j € {1,2}, les D(L;(Q,), E)-modules :

i( 5(Qy), fgf( (1), 7)), H'(N;(@), f;i?’(Ma(u) ™)),
HY(Nj(Qp), Fp, *(Ma(sy - ), 7)), H'(Nj(Qp), Fp,* (Ma(s52 - 1), 7))

sont coadmissibles.

Démonstration. — Cela découle du formulaire explicite ci-dessus, de [50, Lem. 2.4(ii)]
et du fait que les représentations localement algébriques qui apparaissent sont de
longueur finie, donc fortement admissibles (cf. la preuve de [50, Lem. 2.4(ii)] ou le
début de [57, § 4.4]). O

5.3. Formulaire II. — On donne le calcul des H(N;(Qp), F (La(s1 - p), 7))
pour i € {0,1,2}, j € {1,2} et p, 7 comme au § 5.2, ainsi que quelques autres
lemmes et formules utiles.

On garde les notations du § 5.2. On commence par le lemme classique suivant
(cf. par exemple [40, § 9.5]). On rappelle que u = (—k; + 2, —ky + 1, —k3) avec
ki > ko > ks.
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Lemme 5.3.1. — On a My(s281- 1) = L(sgsy1-p), Ma(s1s9-p) = L(syse- 1) (i.e. les
U(gly)-modules M (sas1- 1) et Ma(s182- 1) sont simples) et des suites exactes courtes
de U(gly)-modules :
0 — L(sa81-p) = My(sa-p) — L(sy-p) — 0
0 — L(s1sy - p) = Ma(sy-p) — L(
0— L(sy-p) — Mi(pn) = L(p) — 0
0— L(sy-pu) = My(p) — L(p) — 0.

On déduit en particulier du Lemme 5.3.1, de [50, Prop. 4.9(a)] et de (42) deux
suites exactes longues dans Modpz,;(q,),z) pour j € {1,2} (ou l'on écrit N; pour

N; (@) :

(49) OﬁHO(Nj,FgQLS(Mg(slsz-,u),ﬂ'oo)/)ﬁHO(Nj,ngLS(Mg(sl-p),ﬂoo)’)HHO(Nj,]-'%LS(L(sl-p),ﬂo")’)

S H (N, Fp ™ (Ma(s155:),m%°) )= H (Nj, F o 3 (Mo (s1-4),m%°) )= H (Nj F o 3 (L(s1-0),7))

S H2 (N, F ) (Ma(s182:42),m%) )= H2 (N, F o 3 (M (51-2),m°°) ) = H2 (N Fpy 3 (L(s1+42),w°)' ) 0.

(50) 0= HO(N, Fp 3 (L(s1:1),m) )= HO (N, F o ® (Mo (1), m>°) ) HO (N, F 3 (L(1),m))

GL GL, GL,
—>H1(Nj7]:P2 3(L(Sl':u')aﬂ—oo)/)%Hl(vafpz S(MQ(:U‘)uﬂ—oo)/)%Hl(vafpz S(L(:U‘)’ﬂ—oo)/)

GL GL GL
S H2(N; F ol (L(s1-p).w) )= H2(Ny For® (Ma(1) ) )= H(N; F o (L() 7)) 0.

Corollaire 5.3.2. — (i) On a des isomorphismes de D(Ly(Q,), E)-modules coad-
missibles :

HO (No(Qy), Fi* (L(s1 - 1), 7)) = L5 )y @ 7
H (No(Qy), Fp,* (L(s1 - 1), 7)) = L(=s182 - )y @ 7'
SL(—p)y@p (Indj, [t | @5 Jnor, (7)) ™
& (I, 12t | @p Ine, (7))
H?(Na(Qy), Fo&# (L(sy - 1), 7)) = (Indk,, 7555201t | @ Jya, (1)) ™
(i) On a des isomorphismes de D(L1(Q,), E))-modules coadmissibles :

HO(Ny(Q), Fi* (L(s1 - ), w)') = (Indhy, ¢ @p Jynr, (7)™

HY (N1(Qy), Fr* (L(s1 - ), 7)) = L(=p); @ (|t 15113 @p 7212
@L(—s251 - )y ®p (Indfh ., Inor, (7)™
& (Indfhp, " @p Jynz, (7)™

H2(Ny(Qy), Fp* (L(s1 - 1), 7)) = L(=s2 - p)y @5 (|t 65 5] @p 7>12).
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Démonstration. — On note que les fleches de D(L;(Q,), E)-modules dans (49) et
(50) pour i € {0,1,2} et j € {1,2} :

H'(Nj(Qp), Fr, = (Ma(s185 - 1), 7)) —  H'(N;(Qp), Fp*(Ma(s1 - 1), 7))
H' (Nj(Q,), Fpr (Ma(pn), 7)) —  H'(N;(Qp), Fr* (L(p), 7))

sont automatiquement continues pour la topologie canonique par le Corollaire 5.2.1
et ([54, p.155]). On obtient alors les formules de I’énoncé a partir de (49) et (50), du
formulaire du § 5.2, de [50, § 6] et de la structure (classique) des séries principales
localement analytiques de GL2(Q,). Contentons-nous de donner la preuve de (i), celle
de (ii) étant analogue. On utilise sans commentaire les formules du § 5.2.

La suite exacte (50) implique H°(N2(Q,), .FEQLS (L(s1-1), ™)) C (L(—p)y® L(—s;-

1)y @p " et (49) implique alors que la seule possibilité est :
HO (No(Qp), Fiiy* (L(s1 - ), 7)) 2 L(—s1 - p)y ©p 7'
et que l'application :
H' (No(Qy), Fp* (Ma(s155 - ), 7)) — H' (No(Qp), Fi,* (Ma(s1 - r), 7))

est injective dans Modp(r,(q,),E)-

La suite exacte (49) implique (Indf2, ¢t~ 4|t | @p Jnnr, (ﬂoo)sl)an/—»
H?*(N»(Q,), fng”(L(sl - ), ™)) et par ailleurs (50) (avec (48)) implique une
suite exacte dans Modp(r,(q,).B) :

L(—s1- 1)y ®p (JN2 ( IndgzLS WOO)OO>/ — H® (N2(@p>7 }—1(332L3 (L(Sl TH), WOO)/)
— (IndéQmLQ to M | @8 InaL, (Woo)sl)an, — 0

d’ou un isomorphisme :
H2(No(Qp), FS¥ (L(sy - ), 7)) 2 (Indk, ¢ )t | @ T, (7)) ™

et par (49) (avec l'injection plus haut) une suite exacte dans Modp(z,(q,),5) :

0= H'(No(Qp), Fp, * (Ms(s152 - 1), 7)) = H' (No(Qp), Fp,* (Ma(s1 - ), 7))
— H'(No(Qp), Fp# (L(s1 - ), @)) — H?(Na(Qy), F® (Ma(s182 - p), 7)) — 0.
On en déduit la formule de 1’énoncé pour HI(NQ(QP),F]%L3(L(51 - ), ™)) en
remarquant que l'on a forcément une somme directe car les représentations de
Ly(Q,) : L(—=s152 - pt)2 ®p ©°, L(—p)2 ®p (Ind?mz 1t M| @5 Inap, (7°)%1)

et (Indg"m? t=s250 0t | @p Innr, (1°°))2 n'ont pas le méme caractére central
(regarder I'action du premier facteur Q) dans Ly(Q,) = Q) x GL2(Qy)). ]

Le lemme ci-dessous permettra d’appliquer le Corollaire 5.3.2.

Lemme 5.3.8. — Soit 7 € {n35, 75%, 753} (cf. § 4.1), alors 7> vérifie (48).
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Démonstration. — On peut supposer « =1 et on a :

InnL,(m57) = 1®]- 7' |

Innra(755) = |-[7'el-l@l & |-[7'e|- [Tl
Innna(m33) = |- [Pole]-
On en déduit facilement que I'action du premier facteur Qy de Ly(Q,) = Q) x

GL3(Q,) n’est pas la méme dans les termes de gauche et de droite de la premiere
suite exacte en (47), et de méme avec le facteur Q) de L;(Q,) pour la deuxieme.
Cela implique le résultat. O

Les suites exactes (47) ont un analogue pour 7 représentation lisse de L;(Q,) sur
E (cf. [57, Ex. 4.11]) et le Lemme 5.3.3 a un analogue avec 7% € {7{%, 77%, 775} (cf.
§ 4.1) que l'on laisse au lecteur.

Pour i € {1,2}, on a également des isomorphismes de D(L2(Q,), £)-modules coad-
missibles qui se déduisent directement de [57, (4.41)], [57, Th. 4.10] et [57, (4.44)] :

HO(N2(@p) L(—p) @pvy') = L(—p)h@p Jn,(vF)
(51) HY (No(Qp), L(—p) @ vE') = L(—s1-p)y @p Jn, (v
H?(Ny(Qp), L(— ®EUP) = L(—s152- )y Qp Jn, (V)

)
p)
et des isomorphismes de D(L;(Q,), E)-modules coadmissibles :
H°(N1(Qp), L(— u)'® 5 = L(-w)i ®p Iy (vF)
(52) HY (N1(Qp), L(—p) @pvE) = L(=s2-p)i @p Jn, (V)
H2(N1{(Qy), L(—p) @pvE) = L(=s2s1-p)) ®p Jn, (vF)
ou :
I, (vF) = |- [P @pldets] & 1055t Iy (vg) = (Indgh, |- [T @] [®@1)7

In, (U3) = |deto| ' @5 * @& St@pl, Jn(0F) = (Indg, 1@ |t )

Terminons avec la description (dont la preuve est laissée au lecteur) de quelques
induites paraboliques lisses de GL3(Q,). On a des isomorphismes GL3(Q,)-
équivariants :

(Indi S| |2 @ [deta)™ = v ——1
(Indp g% [deto] L@ |- 1) = vR 1
(IndﬁL@@p 1®St°°)°° > uE St
(53) GL3 Qp 00 Ay 0o o)
(Indp % (St @ \deto 1 ) ®g | - |2)°° >~ St —— U
(In dSiL(?Q@H 2@ (Sty° ®p |dety]))* = St — vy .
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6. Vers la compatibilité local-global

On précise la propriété EXT du § 2.3 dans un cadre global, puis pour
I*(D) = St ®g (nr(a) o det) et I7(k, D) comme au § 4.5 on montre que les
espaces de formes automorphes p-adiques contiennent des représentations de la forme

' (k,D
(o) — 1, & D)
II*(k, D)
6.1. Retour sur la propriété conjecturale EXT. — On revient sur la propriété

conjecturale EXT du § 2.3 dans un cadre global.

Le cadre est essentiellement le méme que celui de [5, § 5] auquel on renvoie le
lecteur pour plus de détails et de références. On fixe des plongements iy : Q < C,
lp - Q— QTP, une extension totalement réelle F'* de @Q, une extension quadratique
totalement imaginaire F de F'* et un groupe unitaire G/F™ attaché a l'extension
quadratique F/FT comme dans [1, § 6.2.2] tel que G Xp+ F = GL, (n > 2) et
G(F*T®gR) est un groupe compact. Si w est une place finie de F' au-dessus d’une place
de F'* totalement décomposée dans F, on note tq,, : G(F,) = G(F,) = GL,(F,).
On suppose qu’il n’y a qu'une seule place vy de F* divisant p et que vy est de plus
totalement décomposée dans F', et on choisit une place wy de F' au-dessus de vy.
On pourrait probablement se dispenser de la premiere hypothese mais au prix de
complications techniques pénibles et qui ne sont pas si fondamentales a ce stade.

Pour un sous-groupe ouvert compact U” & v de G(A%Y") de la forme UP =
th}o U, ou U, est un sous-groupe ouvert compact de G(F,") et pour FE une extension

finie de Q, dans @p, on considere I’espace de Banach p-adique :

a déf

(54) S(UP, E) = {f: G(F")\G(A%:)/U? — E, f continue}.

L’action de G(F,") par translation a droite sur les fonctions f fait de S(UP, E) une
représentation de Banach continue unitaire admissible au sens de [56, § 3] de boule

unité les f & valeurs dans Og. On note S(U?, E)&-& C S(UP, E)&- les sous-
espaces des vecteurs respectivement localement Q,-algébriques et analytiques pour
l’actionAde G(F;}) (on note S(U?, E)*& C S(UP, E)™ lorsque FF = Q,). En parti-
culier S(UP, E)% %" est une représentation localement Q,-analytique tres fortement

admissible au sens de [33, Def. 0.12] et S(U?, E)% % se décrit completement (cf. [5,
§ 5] et les références citées dans loc. cit.) :

(55) SUr. B0 Q, 2P () @g (1, @5 W)

ou la somme directe est sur les représentations automorphes 7 = 7o @c s de G(Ap+)
sur C et ot W, est la représentation Q,-algébrique de G(F;) sur Q, associée a la
représentation algébrique 7, de G(FT ®g R) sur C via 1 et ¢, (cf. [5, § 5] et noter
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que m; est défini sur Q par le méme argument que [1, § 6.2.3]). Dans (55), on a
utilisé les résultats de [41], [47], [46] (et d’autres) qui impliquent que chaque 7 a
multiplicité 1.

On note X(UP) l'ensemble fini des places finies v de F™ décomposées dans F' dis-
tinctes de vy telles que U, n’est pas un sous-groupe ouvert compact maximal de
G(F;"), D(UP) I'ensemble des places finies de F'* décomposées dans F distinctes de
vy et qui ne sont pas dans X(UP) et T(UP) «
mutative engendrée par toutes les variables formelles T @ pour j € {1,...,n} et w
une place de F' au-dessus d'une place de D(UP). L’algebre T(U?) agit sur §(Up, E),
§(Up, E)Q-an ot §(Up, E)%-8le en faisant opérer T par la double classe :

1 (1 0 _
a7 28]

ol w, est une uniformisante quelconque de F, et g, € G(F)) est tel que
taw(9y ' Ungy) = GLn(Op, ). Cette action commute avec celle de G(E}).

E [TU(Jj)] 'algebre polynomiale com-

Si p : Gal(F/F) — GL,(E) est une représentation continue absolument
irréductible non ramifiée en les places de F' au-dessus des places de D(UP),
on associe a p lidéal maximal m, de T(UP) de corps résiduel E engendré
par les éléments ((—1)'Norm(w)?0-D/2T79 — o), pour j € {1,...,n} et w
place de F' au-dessus d’une place de D(U?) (Norm(w) est le cardinal du corps
résiduel de F, et X" + al X" 1 4 - 4+ a0V X + 6l € E[X] le polynéme ca-
ractéristique de p(Frob,) ou Frob,, est un Frobenius géométrique en w). Pour
* € {§(Up,E)Qp‘alg,g(Up,E)Qp‘a“,§(UP,E)} on désigne par xp, le localisé pour
m, et par x[m,] le sous-espace propre. On a x[m,] — (%m,)[M,] C *m, et
S(U?, B)&e[m,] 5 S(UP, E)ar ™"

On fixe maintenant un module de Deligne-Fontaine D pour L = F,,, de rang n
comme au § 2.2 (il fait donc intervenir une extension galoisienne finie F, de F, et
on prend F suffisamment grand) et des poids de Hodge-Tate k = (k,),- FuysE AVeC
k, = (kio > koy > --- > ky,). On suppose comme au § 2.3 que les constituants
irréductibles de la représentation de W (F,, /F,,) sous-jacente 4 WD(D) sont distincts
deux a deux. On suppose qu’il existe UP et p tels que :

(i) p est absolument irréductible non ramifiée aux places de F' au-dessus de D(U?);
(i) S(UP, E)%-ale [m,] # 0 (donc pwo(ﬁfp](;al(fwo /By €St POtentiellement semi-stable);
(iii) puw, a pour poids de Hodge-Tate k et module de Deligne-Fontaine D.

(Donc (ii) implique en particulier que p est automorphe.) On rappelle que I'on a défini
au § 2.3 la représentation localement Q,-algébrique 11?8 (k, D) = (®,L(\,))® (D)
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de GL,(F,,) sur E. En voyant S (UP, E)¥ -8 comme représentation de GL, (F,,) via
LGy, 1l Tésulte alors des normalisations, de (55) et de [14] que l'on a pour tout UP,
p vérifiant (i), (ii) et (iii) :

(56) S’\(Up7 E)Qp-alg[mp] ~ (Halg(E’ D) & 1 det)EBd(Up’p)

ou d(UP,p) > 1 est un entier ne dépendant que de UP et p (noter que plusieurs
représentations automorphes m peuvent apparaitre dans S (U?, B)% 28[m,] car les
L-paquets locaux aux places de F* non décomposées ne sont en général pas des
singletons).

La conjecture suivante précise la propriété conjecturale (EXT) du § 2.3 dont on
utilise sans commentaire les notations et définitions.

Congecture 6.1.1. — Pour tout j € {1,...,n — 1} et tout plongement o : F,, —
E, il existe une représentation localement o-analytique admissible de longueur finie
179(k,, D) de GL,(F,,) sur E ne dépendant que de k, et de D ainsi qu’un isomor-
phisme de E-espace vectoriels :

R0 - A%Dg?I(ZwO/FwO) AN EXtéLn(Fwo),g (Hj’a(ﬁmg);z()\a) Q5 Hoo(Q))

wq?

unique a composition pres a gauche par un automorphisme permis de la représentation
, , - Gal(Fl, /F,
de Weil-Deligne /\%DFZO(J o/ Feo)yer que, pour tout U? = [, U, et tout

p o Gal(F/F) — GL,(E) vérifiant (i), (ii), (iii) ci-dessus, on a une injection
GL,,(F,,)-équivariante (en voyant S(UP, E)% 2 comme représentation de GL,,(Fy,)
VG LGy )

3o ) Sd(UP,p)
(57) ( D ((©-20 TOWD) @ [RIZ(FI™ (7], D T ))]) a”lodet>

I1~&(k,D
— S’\(bj, E) 2p - [mp]

ou d(UP,p) € Zsy est comme en (56). De plus, si WD(D) est indécomposable,
alors la représentation localement Q,-analytique de GL,(Fy,,) @ gauche détermine
compléetement la représentation galoisienne p,, .

On peut expliciter la Conjecture 6.1.1 dans tous les cas particuliers abordés au § 3,
mais faire le point sur les divers résultats partiels en direction de cette conjecture

serait trop fastidieux. Par exemple, on peut dire qu’elle est “essentiellement” connue
dans le cas GL2(Q,) ([34], [16], [17]).

Dans le reste de I'article, on se concentre sur le cas particulier oun = 3, F* = Q et
D est comme au § 4.1 : on a des candidats explicites pour IT* (k, D) et I1*(k, D) (Corol-
laire 4.5.1) et on sait que dimg ExtéLS(Qp)(Hj(k, D), 1*8(k, D)) = 3 = dimg A}D
pour j € {1,2} (Corollaire 4.6.2). La Conjecture 6.1.1 devient alors :
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Congecture 6.1.2. — Supposons n = 3, F™ = Q et D comme en (29). Pour
J € {1,2} il existe un isomorphisme de E-espace vectoriels :

R7 : NpD = Bxtéy, g, (IV(k, D), 1% (k, D))

unique a scalaire non nul pres tel que, pour tout UP = HWO U, et tout p : Gal(F/F) —
GL3(E) vérifiant (i), (ii), (i) ci-dessus, on a une injection GL3(Q),)-équivariante (en
voyant S(UP, E)* comme représentation de GL3(Q)) via tGu,) -

Urp)

@d(
(58) (([[Rl(FﬂmaX D)] ®pgais (1 p) [R? (Fil ™™ /\%ED)]]) ® s2odet) — S(U?, E)*[m,)
ot d(U?, p) € Z>y est comme en (56).

Remarque 6.1.3. — Lorsque n = 3, rappelons que tous les résultats de théorie
automorphe classique (multiplicité 1, changement de base & GL3(F'), représentations
galoisiennes associées, etc.) sont démontrés dans [51].

Dans le cas de la Conjecture 6.1.2, on vérifie facilement que la somme amalgamée :

:1max :ymax - Ir E7Q
[[Rl(Fll D)]] @Halg(k72) [[RQ(FII /\%D)]] = Halg(k7 Q) —_— HQEk D;

détermine les deux représentations [RY(Fil™™ D)] et [R*(Fil™™  A%D)]. Pour
j € {1,2} connaitre [RJ(Fil™* A% D)] est alors équivalent & connaitre la droite
RI(Fil™™ AL D) dans Extp, g, (1P (k, D), TI8(k, D)) car les endomorphismes de
[V(k, D) et TI™8(k, D) sont scalaires. Comme R’ est ici défini & scalaire pres,
c’est encore équivalent & connaitre les droites Fil™ D et Fil™® D A Fil™ D dans
respectivement D et A%LD (cf. (8)), ce qui est équivalent & connaitre les sous-espaces
Fil™ D c Fil™™ D de D. Finalement, on voit donc que Pénoncé 6.1.2 implique
que la GL3(Q,)-représentation [R'(Fil™™D)] @paiey, p) [R*(FI™*AED)] détermine
complétement la Gal(Q,/Q,)-représentation p,,.

Remarque 6.1.4. — (i) Proposer un candidat précis (a scalaire non nul pres) pour
'isomorphisme R’ dans la Conjecture 6.1.2 est par contre plus délicat car un tel
isomorphisme dépend probablement de normalisations que je ne connais pas pour
I'instant (pour GL2(Q,), cf. par exemple le signe — en (25)). On peut quand méme
conjecturer que R' : D 5 ExtéL3(Qp)(H1(k, D), 11%8(k, D)) doit vérifier (avec les
notations du § 4.1) :

sy | REaSE) = Bxthion (0 — ¢, — ' = ¢y (5, D)

RY(Eey) = Extar,,) (C1— G5, 11*¥(k, D))
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via les injections canoniques :

Ext Cy — Cs , T1"¢(k, D)) — Ext. Cy— 3~ oy sk, D
XGLg(@p)( 4 55 (k, D)) — XUGLs(Q 2 3\0/ 55 (k, D)
4

— Extéy o, (' (k, D), 15(k, D))

(noter que les deux sous-espaces de gauche ont bien respectivement dimension 1 et
2 par la méme preuve que pour le Corollaire 4.6.2) et de maniere symétrique pour
R?:ALD = ExtéLS(Qp)(Hz(E, D), T1*8(k, D)) :

1 O a
R*(Eea Neg @® FEey Ney) = Extar,,) <C2 — 4 i o ~c 1 &k, D)>
4

R2(E61 VAN 60) = EXtéLg(Qp) (04 I C5 > Halg(&) Q)) .

(60)

(ii) Pour R’ vérifiant (59) et (60), la Conjecture 6.1.2 implique I'existence de cons-
tituants compagnons qui sont aussi prédits par [5, Conj. 5.3]. Toute filtration faible-
ment admissible de poids de Hodge-Tate (ki, k2, k3) sur un D comme en (29) est de
I'une des trois formes suivantes ou (£, L', L") € E® et (a,b) € E x E* :

) Fil™™D = Fil™D + E(e; + Ley) @) Fil™™D = Fil ™™D + E(ey + aey)
Fil ™™D = E(eq + L'e; + L"e) Fil ™™D = E(e; + bey)

) Fil™D = Fil™™ D + Ee,
Fil™™ D = E(e; + bey + aeg)

(avec Fil™® = D), la forme (2) n’arrivant que si ky + ks > 2ks 4 3 et la forme (3) que
si k1+ks < 2ka—1 ((2) et (3) ne peuvent par exemple arriver en poids de Hodge-Tate
(2,1,0)). Dans le cas (1), on dit que la filtration de Hodge est non critique. Dans
les cas (2) et (3), un petit calcul explicite (cf. [4, (6.4)] ou le drapeau identité en
[4, (6.3)] est ici Eey C Eey ® Eey C Eey @ Eey @ Eey) montre que [5, Conj. 5.3]
prévoit en socle de S (UP, E)™[m,] (en plus de I1*8(k, D) ® 20 det) le constituant
Fpls(L(sy - p), m5%) ® 20 det dans le cas (2), Fp®(L(s; - p), m5%) ® 20 det dans le
cas (3) (avec les notations du § 4.1), c’est-a-dire C; ® %0 det pour j = 1 dans le cas
(2), Cy ® 2o det pour j = 2 dans le cas (3). Or, dans le cas (2) on a par (59) :

Oy Oy~
o ~Cy

Cy C,
o —

et de méme pour [R?(Fil™* A% D)] dans le cas (3) par (60) (et un calcul de filtration),
ce qui fait bien apparaitre (conjecturalement) ce constituant compagnon en socle.

(iii) Lorsque le socle de la somme amalgamée en (57) est irréductible (donc isomorphe
a [1%8(k, D)), par exemple dans le cas de la Conjecture 6.1.2 lorsque la filtration
de Hodge est non critique au sens de (ii) (cf. (59) et (60)), on vérifie facilement

[RY(Fil™ D)] = = Cs
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que linjection (57) est équivalente & ce que la restriction a II1*2(k, D) induise un
isomorphisme (ot I'on omet le twist par €"~! o det) :

J:o ’
(61) HomGLn(Fw0)< £ (( ®rz0 L(A;)) @5 [RP7(Fil™ (A% Dﬁzﬁwo/mo)))ﬂ),
1k, D)

~

S, By w) 5 Homa,, (ruy) (T (k, D), (U7, B)™[m,)).

6.2. Le théoréme principal local-global pour GL;(Q,). — On énonce le
théoreme de compatibilité local-global de cet article et on en commence la preuve.

On conserve les notations du § 6.1. Le théoreme principal est une version faible de
la Conjecture 6.1.2 sous la forme (61).

Théoréme 6.2.1. — Supposons n = 3, Ft = Q et D comme en (29). Soit
U =1ly,Uretp: Gal(F/F) — GL3(E) tels que :

(i) p est absolument irréductible non ramifiée aux places de F au-dessus de D(UP);
(ii) S(UP, E)™&[m,] # 0;

(711) pw, a pour poids de Hodge-Tate k et module de Deligne-Fontaine D;

(iv) la filtration sur D associée 4 py, est non critique (cf. (ii) de la Remarque 6.1.4);
(v) une seule représentation automorphe m de G(Ag) contribue a S(U», E)™&[m,)].

Alors il existe une unique représentation de GL3(Q,) de la forme
1

I (k, D —
ek, D) —_ H2E; B; de socle TI8(k, D) = L(\) @ St3° @ (nr(a) odet) telle que :

I3

D .
D) ® 2 o det, S(U?, E)an[mpD

(62)  Homaryq, (T%(k D) —

— Homg,(qg,) (I*%(k, D) ® £ o det, S, E)*m,]).

Remarque 6.2.2. — (i) L’hypothese (iv) dans I'énoncé du Théoreme 6.2.1 signifie
qu’il n’y a pas de constituant compagnon, et c’est pour ¢a que la somme amalgamée
en (62) est de socle irréductible (cf. les (ii) et (iii) de la Remarque 6.1.4, cette hy-
potheése est par exemple automatiquement satisfaite si £ = (2,1,0)). Il est bien
possible que 1'on puisse se dispenser de cette hypothese, au prix d’efforts techniques
supplémentaires auxquels I'auteur a renoncé.

(ii) L’hypothese (v) dans I’énoncé du Théoreme 6.2.1 est équivalente au fait que le
L-paquet global correspondant a p contient une unique représentation automorphe
(tempérée) m de G(Ag) ayant des invariants sous UP. Cela arrive si et seulement si
les L-paquets locaux aux places £ non décomposées dans F' contiennent une unique
représentation 7, de G(Qy) telle que Wg’f # 0. C’est le cas par exemple lorsque Uy
est maximal hyperspécial pour ¢ inerte dans F' et le L-paquet local en ¢ ramifié dans
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F est la représentation de Steinberg de G(Qy) a torsion pres (cf. [51, § 12.2]). En
I'absence de cette condition (v), il devrait quand méme étre possible, en raffinant

la preuve qui suit, de montrer que S(U?, E)*[m,| contient des représentations de
__'(k,D)
T IP(k, D)
représentation o dans (63) ci-dessous n’est plus irréductible, et j'ignore alors comment

montrer que ces représentations sont toutes isomorphes.
(iii) Rappelons que l'isomorphisme (62) est équivalent a une injection GL3(Q,)-

(k. D @d(UPp)  ~
=) o oad) ™ S m. o e

la forme TI1%8(k, D) . Mais a cause des contributions des diverses 7, la

équivariante (Halg (k, D)

de la Remarque 6.1.4.

Le reste de l'article est consacré a la preuve du Théoreme 6.2.1. On fixe UP =
1T op Ur et p comme dans I'énoncé du Theéoreme 6.2.1 et on utilise sans commentaire les

. dét déf éf
notations du § 4. On pose Ay ur) = Heez(Up) Qe Uswr) = HEEE(U,,) Up et Hyur =

E[Uswn\G(Aswr))/Uswr] (algebre de Hecke munie du produit de convolution).
L’algebre Hyyy»y agit naturellement sur S(Ur,E), S(U?, E)™, S(UP, E)", et (55),
(56) et la condition (v) dans I’énoncé du Théoreme 6.2.1 impliquent que I'on a un
isomorphisme Hy,yry X GL3(Q,)-équivariant :

(63) S(UP, B)Y8m,] = 0 ®p (I1*¢(k, D) ® £2 o det)

oll o est une représentation absolument irréductible de dimension finie de Hyyy»y sur
E. On rappelle que U?P est dit suffisamment petit s’il existe ¢ tel que U, n’a pas
d’élément non trivial d’ordre fini.

Etape 1 : Il suffit de montrer le Théoreme 6.2.1 pour UP suffisamment petit.

Preuve : Soit ¢/ # p un premier totalement décomposé dans F' tel que Uy est ma-
ximal, U; C Up un sous-groupe ouvert distingué suffisamment petit pour qu’il n’ait
pas d’élément non trivial d’ordre fini et U"” = Up [gpe Ue- On a un isomorphisme

~ ~

G(Q,)-équivariant S(U?, E)™ = (S(U'P, B)=)U"/U" =~ (S(U', E)™)V¢/Us compati-
ble a laction de T(U'"). Comme U’ est suffisamment petit, on a un isomorphisme
(62) avec U au lieu de UP qui est de plus clairement compatible & I’action de UP
(noter que I’hypothese (v) dans le Théoreme 6.2.1 est bien encore satisfaite avec U’
puisque 'on n’a modifié UP qu’en une place ou le groupe G est GL,, donc ou le
L-paquet local est un singleton). En prenant les invariants sous U?, on en déduit un
isomorphisme :

(£, D)
I1%(k, D)

= Homgr,(g,) (Halg(k, D) ® € o det, §(Up, E)an[mg'p]).

(64)  Homer, (o, (T(k, D) —— @< o det, S(U7, B)*[m!"))

p

IS IS

k,
k,
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ou l'on a noté mg/p I'idéal maximal de T(U'?) associé & p. 1l suffit de montrer que 'on

peut remplacer m{"”" par m,. Comme T(U?) = TP, ..., T, T .. T on
w,w" sont les deux places de F' au-dessus de /', il suffit de montrer que 7Y agit sur
(64) par (—1)jNorm(w)*j(j*1)/2a£ﬁ) pour j € {1,...,n} et de méme avec w’. Comme
'isomorphisme (64) commute a l’action de T(U?), il suffit de le montrer sur le terme

de droite. Comme :

Homgr,(q,) (T(k, D) @ % o det, S(U”, E)*¢[mU"))

5 Homary(g,) (T*¢(k, D) @ & o det, S(U?, E)*[mY"])

il suffit de montrer que S(U?, E)*&[m,] = S(U?, E)*8[mU"™]. Cela découle de (55)
pour U’ et de la compatibilité local-global en ¢’ ([13]).

Etape 2 : Il suffit de montrer que, pour j € {1, 2}, il existe une unique représentation
[1*¢(k, D) — I (k, D) de socle I1*¢(k, D) telle que :

(65) Homgy,(g,) (I1¢(k, D) — T (k, D) @2 o det, S(U?, E)*[m,])
— Homg,(g,) (I*%(k, D) ® £° o det, S, E)*m,]).

Preuve : On laisse au lecteur 'exercice de vérifier que si les deux représentations
[1*(k, D) — I (k, D) pour j € {1,2} ont pour socle [I*¢(k, D), alors leur somme
amalgamée a encore pour socle I1#8(k, D), et que 1’énoncé ci-dessus implique 'unicité

de la représentation du Théoreme 6.2.1. Montrons l’existence. On a un diagramme
commutatif de suite exactes (o 'on omet le twist par e2odet et ot 'on note Hom pour

Homg,(g,), ¢ pour II*¢(k, D), I pour Il (k, D) et §[p} pour §(Up, E)*[m,]) :

Hl R Halg J— Hl R R
0 Hom(nalg: 2,5[,4) ~ Hom © S| — Hom(1me, §[p))
I Halg - H2
i } |

0 — Hom(Halg,g[p]) — Hom(Halg®Halg,§[p]) — Hom(Halg,S\[p]) — 0

ott les deux fleches verticales de gauche sont la restriction a 118 (de chaque facteur
direct pour celle du milieu) et ol la suite exacte du bas provient de 0 — I1*&8 —
[1*s @ 1128 — 128 — 0, v = v B —v, v; B vy — V1 + v9. Comme les deux fleches
verticales de droite sont des isomorphismes, une chasse au diagramme triviale montre
qu’il en est de méme pour celle tout a gauche.

On se limite dans la suite a montrer (65) pour j = 2 (et U? suffisamment petit),
la preuve pour j = 1 étant symétrique. On rappelle que Cy = [1*8(k, D) = L(\) ®p
St3° @ (nr(a) o det) et que les constituants C; sont définis au § 4.1.
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Etape 3 : On montre 'unicité d’une représentation vérifiant (65) (pour j = 2).

I1 découle de (56) et des deux derniers isomorphismes en (53) :

(66) HomGL3(Qp) (00 —C® %o det, §(Up7 E)alg [mp]) =0
Homgr,g,) (Co — Cy ® €2 o det, S(U?, E)™&[m,]) = 0

et des résultats du § 4 par des dévissages standard :

dimp Exty, (g, (Ciy Co — -+ Z gi—l) = 1 si i€ {35}
i1
67 -
(67) dimp Extg, g, (Ciy Co— - —Cia) = 1 si i€ {2,4}
dimp Extg, g, (Ciy Co— - —Cit) = 2 si i€ {2,4}.
Supposons qu’il existe deux représentations II et I’ de la forme Cy— -+ — Cj sat-

isfaisant (65). Notons IT; C II, I} C II" (resp. Ily,I15) les deux sous-représentations
respectives de la forme Cy— Cy (resp. Cy— C; — Cs). Utilisant (65), considérons
des injections IT ® e2odet — S(UP, E)™[m,] et II' ® e2odet < S(UP, E)™[m,] qui
ont méme restriction a Cy ® e2odet. On en déduit un morphisme canonique pour
ie{1,2}:
i (I e, 1Y) © e2odet — S(UP, B)™[m,].

Comme II; @¢, II} = HL ®c, II; = C; & II; (par la Proposition 4.2.1) et
Homgr,(g,)(C1 ® €* o det, S(U?, E)*[m,]) = 0 (sinon cela contredit la Proposi-
tion 6.3.4 ci-dessous, cf. la fin de la preuve de I’Etape 2 au § 6.4), on en déduit que
1y se factorise en un morphisme :

Uy ¢ (Il ©,ey, 1T5) @ 2 0 det — S(UP, E)™[m,].

Supposons I, 2 115, alors la représentation I, Dy 1, IT,, est indécomposable de socle
Cy et 1, est injectif. De plus, le cas i = 2 en (67) implique que I'on a une injection
Co — Cy — Il ©p, 2y 15 (car on a amalgamé les deux “directions” du Ext!'). Mais
cela contredit la premiere nullité en (66), et donc on a Il = II}. En utilisant (67), on
rajoute de méme un par un les autres constituants pour obtenir finalement IT ~ IT'.

Etape 4 : 1l suffit de montrer qu’il existe une représentation Cy — --- — C5 telle
que :
(68) Homgr,g,) (Co — -+ — C5 @& o det, S, E)*™[m,]) # 0.

Preuve : Par [4, Cor. 3.4] et la Proposition 6.3.4 (en tenant compte de [5, Rem. 6.7]),
on déduit facilement que la fleche (65) de restriction & Cy ® €% o det est injective.

Comme (65) est par ailleurs Hyry-équivariante (Hyy») agissant sur S(Ur, E)™ [m,)]
des deux cotés), par (63) et I'irréductibilité de o on voit qu’il suffit de montrer (68).

Pour montrer (68), on va avoir besoin de quelques résultats techniques, que l'on
présente dans le paragraphe qui suit (et dans I'appendice).
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6.3. Deux propositions. — Ce paragraphe est consacré a la preuve de deux propo-
sitions (sans surprise) relatives a S(U?, E)* (Proposition 6.3.3 et Proposition 6.3.4).

On conserve toutes les notations de larticle et on voit S (UP, E)%- comme
représentation de GL3(Q)) via gy, -

Si H est un groupe p-adique analytique compact (sur Z,), on note C**(H, E) le
FE-espace vectoriel de type compact des fonctions localement analytiques sur H avec
action a gauche de H par translation a droite sur les fonctions.

Lemme 6.3.1. — Soit UP = H&p Uy un sous-groupe ouvert compact suffisam-

ment petit de G(A), alors on a un isomorphisme G(Z,)-équivariant §(Up, E)™
C*™(G(Zy), E)®" pour un entier r > 1.

Démonstration. — Cela découle de la preuve de [18, Lem. 3.3.1]. O

On rappelle que N C GL, est le groupe algébrique des matrices unipotentes
supérieures et on note N(Z,) le sous-groupe de N(Q,) des matrices unipotentes
supérieures a valeurs dans Z,. Soit II une représentation localement analytique de

GL,(Q,) sur E. On rappelle aussi que IV est naturellement muni d’'une action
de Hecke par le monoide T'(Q,)" « {t € T(Q,),tN(Z,)t* C N(Z,)} donnée par
(v e IN®E) t € T(Q,)Y) :

(69) o < S (mt).

nEN (Zp) /tN(Zp)t—1

Ezemple 6.53.2. — Si n = 3 on a des injections T(Q,)"-équivariantes 1 —
(S6°)V ), |7 gl @ 7'l [T = (oF)VE et 19]-[Tg)| @ |78 | =

(U%Z)N(ZP). Plus précisément le terme de gauche coincide avec le sous-espace de droite
sur lequel l'action de T(Q,)" s’étend a T(Q,), car ce sous-espace n’est autre que le

foncteur de Jacquet Jg g ) usuel (convenablement tordu) par [32, Prop. 4.3.4].

On note b (resp. 7, resp. t) la E-algebre de Lie de B Xq, E (resp. N xq, I, resp.
T xq, E). Le sous-E-espace vectoriel II[n = 0] des éléments de II annulés par n est
stable par 'action de B(Q,), donc par celle de b, et par I'action (lisse) de N(Q,).
Le sous-E-espace vectoriel TIV(®Z») C I1[n = 0] est stable par B(Z,), donc par t, et la
projection canonique I[ft = 0] — IIN@) = TI[7 = 0]¥®) commute aux actions de
t. Sin:U(t) = E est un caractere, on note N[t = 5] (resp. II[a = 0][t = 7))
le sous-espace de ITNZ») (vesp. TI[& = 0]) ot U(b) agit par  via U(b) — U(t). On
a IV [t = 5] = I[a = 0]t = V@) qui est stable par T(Q,)* dans ITV®) pour
'action de Hecke (69) de T'(Q,)" (pour tout cela, voir le début de la preuve de [7,
Th. 5.5 ).
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La proposition qui suit est due a Emerton.

Proposition 6.3.3. — Soit UP = Hffp Uy un sous-groupe ouvert compact suf-

fisamment petit de G(AT), 0 — §(U1”,E)3Ln — I — II; — 0 une suite ezxacte de
représentations localement analytiques admissibles de GL,,(Q,) sur E, x : T(Q,) — E
un caractére localement analytique et n : U(t) — E le caractére dérivé. Alors on a
une suite exacte courte T(Q,)T-équivariante :

N(Zp) [t —

0 — (S(UP, By N@) [t = ] — IV@E)[t = ] — 11 n — 0.

[t=
De plus, les sous-espaces propres généralisés (S(UP, E))N @[ = Ny, TV@) [t =

My Hf[(Z”)[ = 1|, pour le caractére x de T(Q,)" sont des E-espaces vectoriels de
dimension finie et on a une suite exacte courte :

0 — (S(UP, BNt = n] — V@)t = ), — @[ = 4], — 0.

En particulier si Hompq, )+(X7 N ) # 0 alors Homypq,)+ (X, IINZe)) £ 0.

Démonstration. — La derniere partie de I'énoncé découle de la premiere suite ex-
acte, cf. [10, Prop. 4.1]. On montre ici la surjectivité de la fleche IIN@) [t = 5] —
Hjlv(Zp)[t = 7). Comme prendre les invariants sous le groupe compact N(Z,) est un
foncteur exact sur la catégorie des représentations lisses de N(Q,) sur E, il suffit
de montrer la surjectivité de Il[n = 0][t = n] — ILi[n = 0][t = 5]. En notant par
V ® (—n) l'action de b tordue par —n sur un b-module V (i.e. b-v = bv — n(b)v o
b - v est l'action tordue), il suffit de montrer que H'(b, S(UID,E')?Jm ® (—n)) = 0 ou
H'(b, %) désigne les groupes de cohomologie d’algebre de Lie usuels (voir par exemple

(55, § 3]).
L’isomorphisme C**(B(Z,),E) ® x~! = Ci‘(E(Zp),E), f= (b= x1(b)f(b)) est

B(Z,)-équivariant et on a un isomorphisme B(Z,)-équivariant par [43, Rem. 5.4] :
(70) C*(G(Z,), B) = C*(B(Zy), E)®p+C"(G(Z,)/B(Zy), E)

ol I'action de B(Z,) est triviale sur le facteur de droite et ot @, est le séparé
complété du produit tensoriel avec topologie projective. Avec le Lemme 6.3.1, on en
déduit un isomorphisme B(Z,)-équivariant :

(71) S(UP, )™ @ x~! = C™(G(Z,), B)*,

Comme le b-module sous-jacent a S(UP, E)™ @ x L est S(UP, E)™ @ (—n), par (71)
il suffit de montrer H'(b,C*(G(Z,), E)) = 0. Par la preuve de [55, Prop. 3.1] le
complexe :

i1

. — Homp ( /\E C*(B(Z,), B) ) — Homy ( \B.C*(B(Z,), E)) — -+



68 C. BREUIL

calculant la cohomologie H(b,C**(B(Z,), E)) est exact avec morphismes de transition
stricts (cf. la fin de la preuve de [55, Prop. 3.1]). Par (70) et 'argument de la preuve
de [57, Cor. 4.14] (utilisant [57, Lem. 4.13]) on déduit que le complexe :

i+1

- — Homp ( \B,C*(G(Z,), B) ) — Homy, ( \b,C™(G(Z,), E) ) — -+
B B
est encore exact. En particulier H'(b,C*"(G(Z,), E)) = 0 pour i > 1. O

On passe maintenant a la seconde proposition. On fixe U? et p comme dans ’énoncé
du Théoreme 6.2.1 ('hypothese (v) dans le Théoreme 6.2.1 n’est en fait pas nécessaire
ici).

Proposition 6.3.4. — Pour x:T(Q,)— E caractére localement analytique, on a :
Homyg,)+ (x(e2odet), S(UP, E)*m,|N®)) 0

si et seulement si x = t*nr(a) o det.

Démonstration. — Par [2, Prop. 1.3.2], le (¢,I')-module Diiz(py,) a une unique
triangulation dont les gradués successifs ont pour caractere de T(Q,) associé
t7(e? ® e ® 1)(¢)(nr(a) o det)(t) (rappelons que p = —\). Le méme argument que
dans la preuve de [5, Prop. 8.1(i)] donne alors qu'un x tel que Homqpg,)+(x(g? o
det),g(Up,E)a“[mp]N(Zp)) # 0 est de la forme t — ¢ "“"*(nr(«) o det)(t) pour une
permutation w de S3. Comme la filtration de Hodge sur D associée a p,, est non
critique par hypothese (cf. le (ii) de la Remarque 6.1.4), le méme argument que dans
la preuve de [5, Prop. 9.2] donne ensuite que la permutation w doit étre triviale car,

avec les notations de loc. cit., on a w3%(wy,) = 1. O
6.4. Fin de la preuve du théoréme principal. — On montre (68), ce qui ter-

mine la preuve du Théoreme 6.2.1.

On conserve toutes les notations des §§ 6.1 a 6.3 et on suppose U? suffisamment
petit. On suppose aussi @« = 1 pour alléger les notations (I’argument pour o # 1
étant strictement le méme). La stratégie de la preuve qui suit est analogue a celle de
6, Prop. 5.5.4].

Etape 1.
On fixe une injection GL3(Q,)-équivariante jy : Cp ® e? o det — S(UP, F)*[m,] et on
considere la somme amalgamée avec I'unique représentation Cy — C :

S = SWr By P Co— Cr @e?odet

jo,Co®ce2odet
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ou T(UP) agit sur S en agissant sur le terme de droite via T(U?) - T(U?)/m, = E.
On a donc des suites exactes T(UP) x GL3(Q,)-équivariante :

(72) 0— S(UP,E)™ — 8§ — C; ® c2 o det —» 0

0 — S(UP, E)*™m,] — S[m,] — C; ® e? o det — 0.

En utilisant :

. ~ . P Qp P 00
}—SLJ(L(Sl p), 1) = -Ff%Ld (L(Sl yOL Inde(@ ) - fgj“ (L(Sl 1), 1 ®@p Sty ) =
et en appliquant 'adjonction [5, Th. 4.3] avec P = B(Q,), W = sy - pu, mp = 1

et II = C) (rappelons que C; est tres fortement admissible, étant contenu dans
une série principale localement analytique cf.  [33, Prop. 2.1.2]), on obtient

HomT(@p)+(t_51'“,CfV(Z’”)) # 0. Par la Proposition 6.3.3 on a une suite exacte
courte T(U?) x T'(Q,)-équivariante de E-espaces vectoriels de dimension finie :

3 an\ N(Z
0 — (57, By N = n)ssm(eery — ST [t=1]1n( 2000ty —> E — 0

olt on note  : U(t) — E le caractere dérivé de ¢t~*1#(¢? o det). On en déduit

(SNZP)[ = n]t 51 ‘U'(EQOdet))mp 75 0 et donc (SN(ZP)[t = n]t—sl‘“(s%det))[mp] =
S[mp]N(Zp)[f 77]15 51°H(g20det) 7é 0 d’ou :
(73) Homyg,)+ (£7°7#(c? o det), S[m,| V%) # 0.

Comme j’ignore si la représentation admissible S[m,] est tres fortement admissible
([33, Def. 0.12], elle le serait si les représentations tres fortement admissibles étaient
stables par extension), on ne peut appliquer directement & (73) I’adjonction de [5,
Th. 4.3]. On s’en tire en revenant aux étapes intermédiaires de la preuve de cette
adjonction et en utilisant le Théoreme 7.1.1 de 'appendice.

On munit l'espace C2°(N(Q,)) des fonctions localement constantes & support com-
pact f : N(Q,) — E d'une action a gauche de B(Q,) comme suit : N(Q,) agit
par translation a droite et T(Q,) agit par (¢tf)(m) = f(¢~'nt). On munit le module
de Verma U(gl;) ®p G (—s1 - ) de 'unique action & gauche algébrique de B(Q,)
qui integre Paction & gauche de U(b) C U(gl;) (cf. l'argument de la preuve de
[50, Lem. 3.2]). Alors il suit de (successivement) [5, (25)], [5, (26)], [5, (24)] et du
deuxiéme isomorphisme de la preuve de [5, Th. 4.3] (qui n’est pas numéroté) que 'on
a un isomorphisme :

(74)  Homgg,)+ (t*"(e” o det), S[mp]mz"))
= Homy, 5g,) ((U(8l) @ug (=51 - 1) ®5 C(N(Q,)), S[m,] @ e 7% o det)

ou la notation a droite signifie les morphismes E-linéaires qui commutent a la fois a gl
et B(Q,) (cela n'utilise, via [32, Th. 3.5.6] et sa preuve, que le fait que S[m,] est une
représentation localement analytique de GL3(Q,) sur un espace de type compact).
Montrons que tout morphisme non nul (gl;, B(Q,))-équivariant :

(U(aly) @y (=51 1) ©p CE(N(Q,)) — Sm,] @ e o det
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se factorise par le quotient L(—s1 - 1) ®@p C*(N(Qy)) de (U(ghy) @y (=51 - 1) @
CX(N(Q,)) ou, pour w € S, L( w - p) est 'unique objet simple de la categorle Oalg
de plus haut poids —w - it (cf. § 4.1 pour w - i et rappelons que B C GLs est le Borel

supérieur). Par [40, §§ 5.1, 5.2|, il suffit de montrer :
(75) Hom ., 5(q,)) (L(—w - 1) @5 C(N(Qp)), S[m,] @ e o det) = 0

pour w > s, w # s;. Soit v+ un vecteur de plus haut poids de L(—w - 1) et 5@z, €
CX(N(Q,)) la fonction caractéristique de N(Z,), la (gl;, B(Q,))-représentation
L(—w - p) @ CP(N(Q,)) est engendrée par la sous-B(Q,)-représentation localement
algébrique Evt ® C®(N(Q,)), elle méme engendrée par vt ® 1%z, De plus on
a une injection 7'(Q,)"-équivariante E(v" @ 1xy,)) — (Ev" ® C2(N(Q,)))N @)
ou T(Q,)" agit a gauche par le caractere t — t~*“# et a droite par 'action de
Hecke (69) (cf. [32, (3.5.4)]). Un morphisme (gl;, B(Q,))-équivariant non nul
L(—w - p) ®p C®(N(Q,)) — S[m,] ® e7% o det donne donc une injection T(Q,)*-
équivariante t~**(£? o det) — S[m,]V@) dont 'image si w # s; tombe forcément
dans g(Up,E)a“[mp]N(ZP) par (72) et HomT(Qpﬁ(t’w'“,CfV(ZP)) =0siw # s (pour
cette derniere égalité appliquer 1'adjonction [5, Th. 4.3] comme au début). Cela
contredit la Proposition 6.3.4, et on a donc (75).

Par (73), (74) et (75), on obtient donc un morphisme (gl;, B(Q,))-équivariant non
nul L(—s; - 1) ®p CP(N(Q,)) — S[m,] ® e72 o det. Avec les notations de [33, § 2]
(cf. p. ex. [33, § 2.7]) et par la preuve de [5, Prop. 4.2] et de [33, Cor. 4.3.3] avec
X =V =F5"(L(s;-p),1), on al'égalité :

L(=s1- 1) @5 CZ(N(Qy)) = F5'* (L(s1 - 1), 1) (N(Qy)),
d’ott finalement un morphisme (gl;, B(Q,))-équivariant :
(76) Wy s FP(L(sy - ), 1)P(N(Qy)) — S[m,] @ &2 o det

2

dont la composée avec la surjection S[m,] ® €7 o det — C est nécessairement le

morphisme composé :

(77) Fi 2 (L(s1 - ), P(N(Qp)) = Fig(Llsi - ), 1) - C)

(par la Proposition 6.3.4). Soit Cy — ]-“SL3(L(51 1), 1) le “pullback” de Cy — C} le
long de F5™ (L(sy - p1),1) = Cy et Co— FS™(L(sy - ), 1)*(N(Q,)) le “pullback”
de Co— FS¥(L(sy - p),1) le long de Fg™(L(sy - ), 1)'P(N(Q,)) — F5(L(s
i), 1). Par la définition de S on a un morphisme composé Cy — }"ELS (L(sy - p),1) —

Co— C; = S[m,] ® e o det qui est jp en restriction & Cy et qui par restriction
donne un morphisme :

(78) a1 Co— F'*(L(s1 - p), 1)P(N(Q,)) — Slmy] @& o det
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dont la composée avec S[m,] ® e7? o det — C} est :

Co — F§¥(L(s1 - 1), P (N(Qp)) — F5=*(L(s1 - 1), 1)P(N(Q,))

ol s est la surjection canonique. On voit donc que l'on a un morphisme non nul
(gl5, B(Qp))-équivariant continu en restriction a Cj :

(79) s~ 105 Co— FG(L(s1 - p), DP(N(Q)) — S(UP, B)™[m,] @ 2o det.

¢,

Par le Théoréme 7.1.1 appliqué avec II = Cy et X = F5™(L(sy - p),1) (qui
est bien local et polynomialement engendré en degré borné dans la série prin-
cipale (Ind?{&?p) t=sr#)@ par la preuve de [5, Prop. 4.2]), le morphisme (79)
s’étend de maniere unique en un morphisme GL3(Q),)-équivariant continu non nul
Co— Fg™(L(sy - p),1) — §(UP,E)an[mp] ® e7? o det. Il reste & voir que ce
morphisme est nul en restriction a F]%LS(L(sl ), 1) = ker(Fg (L(sy - p), 1) — C4),
mais si tel n’est pas le cas on a un morphisme non nul .7-}(:’21“3(L(31 ), 1) @e?odet —
S(U?, E)*[m,] qui implique :
Homyg,)+ (7 (1@ |- |71 @ |- |)e? o det, S(UP, E)™[m,|N ) £ 0

par l'adjonction [5, Th. 4.3], ce qui contredit laAPropositlon 6.3.4. Cela montre
l'existence d'une injection Cp — C) ® €2 o det — S(UP, E)*[m,].

Etape 2.
Fixcl))ns une injection GL3(Q,)-équivariante j; : Co — C; ®@e?odet — S(Ur, E)™ [m,]
ainsi qu'une représentation Cy— C7 — Cy arbitraires et considérons comme dans
I’Etape 1 la somme amalgamée :
(30) S E 5w B P Co—C—C®eodet.

j1, Co — C1®c20det
On a encore des suites exactes T(U?) x GL3(Q,)-équivariante :

0—>§(UP,E)”—>S—>OQ®520det—>0

81 ~
(81) 0 — S(UP, E)*™m,] — S[m,] — Cy ® e? o det — 0.

et, par la Proposition 6.3.3 et 'Exemple 6.3.2 (complété par [32, Prop. 4.3.6]), une
suite exacte courte T(UP) x T'(Q,) "-équivariante de E-espaces vectoriels de dimension
finie :

0 — (S(UP, B)™)
pour x € {t7#(|-[7'@|-|@1), t7(|-|7'®@|-[T'®[-|*)} (et n le caractere dérivé
de t7#(c? o det)). On en déduit (SV)[t = 1], (20dery)m, # 0 et donc (SN@)[t =
n]x(a%det))[mp] = S[mp]N(Zp)[t = n]x(a%det) # 0, d’ou :

(82) Homyg,)+ (x(¢*odet), S[m,JN@)) 20, t#x € {|-|7'@| -1, |-|"'®|-| @] [*}.

N(Zp)[t 77] x(e2odet) — SN Zp)[t n]X(SZOdet) — FE —0
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Soit I'espace C°(N(Q,), x) des fonctions localement constantes & support compact
f:N(Q,) — E avec la méme action a gauche de B(Q,) que dans 'Etape 1 sauf que

T(Q,) agit maintenant par (¢f)(n) = x(t) f(¢t~'nt). Par le méme argument que dans
I’Etape 1 on obtient pour x comme en (82) un isomorphisme :
(83) Homq(g,)+ (x( o det), S[m,| V&)

= Homy, 5(q,) (U(8l) @y —1) @6 CF(N(Qy), X), S[m,] @ e72 o det).

La méme preuve que dans l’Etape 1 utilisant la Proposition 6.3.4 montre que tout
morphisme non nul (gly, B(Q,))-équivariant :

(U(gh) @y —1) @8 CE(N(Qp), x) — Slm,] © ™2 o det

se factorise par le quotient L(—u) ®p CP(N(Q,),x) de (U(gly) Rue M)
CX(N(Q,),x). Par (82) et (83) on obtient donc un morphisme (gl;, B(Q
équivariant non nul L(—pu) ®g C2(N(Q,), x) — S[m,] ® 72 o det. Mais on a :

L(—p) ® CZ(N(Q,). x) = (L(—p) @r (Ind5 3% x)*) (N(Q,))

et on en déduit avec [33, Th. 4.1.5] un morphisme non nul GL3(Q,)-équivariant :

KE
p))-

(84) L(—p) ®p (Ind 3(Qp X)® — S[m,] @ e o det

2

qui, composé avec la surjection S [mp] ® e? odet — Cy, est nécessairement (Propo-

sition 6.3.4) la surjection canonique L(—p) ®p (Indg(Lé(Q”) X)® — Cy (noter que

(Indg(Lé(Q”) X)™ est la méme représentation pour les deux X en (82)). Comme au-

cun des constituants L(—u) et Cy de L(—p) ® (IndB(Q X)OO n’apparaissent en

sous-objet de S[m,] ® £72 o det (utiliser (81) et (63)), le morphisme (84) se factorise
en un morphisme :

(85) Cy— Cy — S[m,] ® e72 o det.
Par définition de S, I'injection j; ® 72

(86) CO — Cl — 02 — S[mp] &® 872 o det.

o det s’étend en une injection :

Comme (85) et (86) restent tous les deux non nuls aprés composition avec S[m,| ®
e 2 odet — Oy, on en déduit avec (81) un morphisme GL3(Q,)-équivariant non nul
(ou la représentation de gauche est le produit fibré au-dessus de Cy) :

Co— Cy - R
87 Cy @& odet — S(U?, E)™[m
- P
Co
qui est j; en restriction & Cp — C; ® &2 o det. Montrons que (87) se factorise par

un quotient de la forme Cy— C; — C5 (mais pas nécessairement le méme que la
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représentation arbitrairement fixée au début). Par (87), [4, Cor. 3.4], la Proposi-
tion 6.3.4 et (63), la restriction a Cy & Cp induit une injection non nulle Hyyynr)-
équivariante :

Co—C1 _ _
(88) HOHlGL3(Qp) - CQ & 52 o det, S(Up, E)an [mp]

Co
— Homgr,(g,) (Co ® € o det, S?, E)*’m[mp])692 Zodo.

Si (88) est un isomorphisme, alors en particulier il existe f non nul dans le membre
de gauche dont 'image a droite est dans 0 @ o (i.e. qui est nul sur la copie de Cy

1
du haut), donc qui se factorise en un morphisme non nul : Cy ®¢e?odet —
Co

-~

S(UP, E)*[m,], qui lui méme se factorise en un morphisme injectif Cop — Cy @ ? o
det — §(UP,E)a“[mp] puisque Homgr,q,)(C1 ® €2 o det,g(Up,E)an[mp]) = 0 (car

Homy(g,)+ (t751#(? o det), S(ue, E)[m, |V Z)) = ( par la Proposition 6.3.4). Cela
contredit (63) puisque Cy— Cy est localement algébrique. Donc (88) est une injec-
tion stricte, et le membre de gauche est isomorphe a o. Par le Lemme de Schur il
existe (o, 8) € E? avec o # 0 (par le raisonnement précédent) tel que (88) s’identifie
ao—o@o, v av-+ [fv. En particulier tout f non nul dans le membre de gauche

envoie Bz @ (—a)z € Co @ Cy sur 0 dans S(UP, )™ [m,], donc induit encore un mor-
phisme non nul Cyp — C; — Cy ® €2 o det — S(UP, E)*[m,]. On a donc montré

Pexistence d’une injection Cy — C; — Cy ® €2 o det — S(U?, E)™[m,].

Etape 3.
On continue en rajoutant constituant par constituant. On fixe une représentation de

C )
la forme Cy — Cy Z_  ottla sous-représentation I1 o Cy — C; — C5 S’injecte dans
2
S(Ur, E)™ [m,] ®e 2odet par I'Etape 2 (noter qu’a IT fixé une telle représentation est
unique par (67)). Par un argument similaire & celui de ’'Etape 1 avec t7%2°""# au lieu
de t~*** on montre qu’elle s'injecte encore dans S(U?, E)*[m,] ® =2 o det. Puis on
rajoute Cj et ainsi de suite jusqu’a obtenir (68). Noter que l’argument pour rajouter

Cjy est similaire a celui de I’Etape 2 pour rajouter Cj.

Remarque 6.4.1. — La méthode de Ding utilisant la triangulation globale ([42]) a
récemment permis de déterminer exactement la sous-représentation Cy— C7 — Cy
dans (68), cf. [28].
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7. Appendice

On démontre une variante d'un résultat de [33, § 4] (dans un cadre plus restreint
que celui de loc. cit.). On utilise ici la plupart du temps les notations de [33].

7.1. Préliminaires. — On fixe un groupe algébrique réductif connexe déployé G
sur L, un tore maximal déployé M et un couple de sous-groupes de Borel opposés
B, B contenant M. On note N, N les radicaux unipotents de (respectivement) B
et B. On fixe un “bon” sous-groupe ouvert compact analytique Ny de N(L) au sens
de [32, § 4.1] ou de [35, § 5.2], un plongement o : L <— E et on note g, l'algebre de
Lie de G X1, E comme au § 2.1. On fixe aussi un caractere localement o-analytique
X : M(L) — E* et un sous-espace G(L)-invariant fermé X — (Ind%iig X)7 ™ qui est
local au sens de [33, Def. 2.4.1] et polynomialement engendré en degré borné au sens de
33, Def. 2.7.15]. On note M (L)* % {z € M(L), 2Noz=* C No}, B(L)* = M(L)* N,
le sous-monoide de B(L) engendré par Ny et M (L)" et on définit les sous-(g,, B(L)™)-
représentations X'P(Ny) € X (Ny) de (IndCB’YEB X)? ™ comme dans (respectivement)
(33, Def. 2.7.5] et [33, Def. 2.4.2(i)]. Rappelons qu'une représentation localement o-
analytique admissible de G(L) sur E est dite tres fortement admissible si elle admet

une injection continue E-linéaire G(L)-équivariante dans une représentation continue
admissible de G(L) sur un E-espace de Banach p-adique (cf. [33, Def. 0.12]).

L’objectif de cet appendice est de modifier les arguments de [33, §§ 3, 4] pour
démontrer le résultat suivant.

Théoréme 7.1.1. — Soit 11 une représentation localement o-analytique admissible
de G(L) sur E, I — X wune extension localement o-analytique et TT— X'P(Np)

son “pullback” le long de X™(Ny) — X. Soit V une représentation localement o-
analytique tres fortement admissible de G(L) sur E. Alors tout morphisme E-linéaire
(g, B(L)™")-équivariant continu en restriction a 11 :

o— XP(Ny) —V
s’étend de maniére unique en un morphisme continu E-linéaire G(L)-équivariant :

nm—x —V

On commence par des préliminaires.

On fixe zp € M(L)" de la forme zy = a(p) ot a : Gy, — T est tel que (o, ) > 0
pour toute racine S du Borel B. On définit une suite décroissante de “bons” sous-
groupes ouverts compacts analytiques {H;};>o de G(L) comme dans [32, § 4.1] ou
(33, § 2.2], en particulier vérifiant les propriétés suivantes : Ny = Hy N N (L), pour
tout ¢ > 0 H; est normal dans Hy, pour tout ¢ > 0 le produit induit un isomorphisme
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N, M;N; = H;, et on a pour tout 7 > 0 les inclusions :
Nit1 C 2oN;izg ' C N; Nit1 C2'Nizg C N,

ot N; € H,AN(L) (pouri > 1) et N; € H,NN(L), M; € H;n M(L) (pour i > 0).
On en déduit en particulier que N; est normal dans Ny, que H; 1 C 20H;2, Let que
N; € 25 Noz,* (attention que l'on ne peut prendre N; = 2{Noz, " contrairement a ce
qui est écrit dans [33, § 2.2] car ziNyzy* n’est en général pas normal dans Ny, mais
les inclusions précédentes suffisent pour tout ce qui est dans [33]). On fixe i, > 0 tel
que le caractere x est M;-analytique pour ¢ > 1.

Remarque 7.1.2. — Pour alléger, on se permet dans tout ’appendice d’identifier

les groupes rigides analytiques avec leur groupe des L-points (au sens strict, il faudrait
noter H; = H;(L), N; = N;(L) etc. et distinguer H; de H; comme dans [33] et [35]).

On note € € 11— X Dextension du Théoreme 7.1.1 et EP C & les deux “pull-
back” IT— XP(Ny) € II— X(No) (des sous-(g,, B(L)")-représentations). On a
des isomorphismes topologiques £ = hi{l Ei,-an, I = liLn My, an, X = llr_r} XH,-an
(pour la topologie de la limite inductive a droite) ol *p, . (pour * € {II, £, X'}) est
le sous-espace de Banach (p-adique) des vecteurs H;-analytiques (pour le plongement
o) et ou l'injection continue *m, an & *m,,,-an est compacte (cf. [35, Def. 3.3.13],
(35, Prop. 6.1.2] et la preuve de [35, Prop. 6.1.3]). Noter que par [35, Lem. 3.5.1]
*p7, _an €St stable par l'action de Hj et que 'action de 2 induit une injection continue
¥, an 0 %o pactan < *Han (DAr [35, Lem. 3.5.1] et Hipy C 20Hi2 ).

Pour tout 7 > 0 la surjection £ — X induit un morphisme continu Hy-équivariant
d’espaces de Banach &y, an — Xp,-an et on note &y, | an XX,y -an XH,-an l'espace
de Banach produit fibré, i.e. le noyau de £, -an © Xp,-an —> Xp,,,-an- On a des
inclusions &g, _an € Ex,yy-an ¥ XH, 1 -an X, -an € EH,,, -an €t un isomorphisme d’espaces
de type compacts £ = lif_{l(gHHl—an X Xpr, yan X H; an)-

(2

Lemme 7.1.3. — Pour tout 1 > 0, on a une suite exacte courte Hy-équivariante
d’espaces de Banach sur E :

0— HHi+1 -an 7 gHi+1 -an XXH XHi—an — XHi—an — 0.

i+1-an

Démonstration. — 1l est clair que les applications sont Hy-équivariantes et continues.
Par le théoreme de I'image ouverte ([52, Prop. 8.6]), il suffit de montrer 'exactitude
comme F-espaces vectoriels. La suite est exacte a gauche et par [35, Prop. 3.3.23] on

Y

ally, an =N Ex,,, an (intersection dans &), donc elle est aussi exacte au milieu.

Définissons HY comme dans [35, § 5.2] & partir de H; (via la Remarque 7.1.2), on a
H;.y C H? C H; et donc des inclusions pour * € {€, X} :

(89) *Hz -an g *H?—an g *H'H—l -an
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Ol *po o, est défini dans [35, Def. 3.4.1]. Par [33, Cor. A.13] I'application Exo
Xpo_an st surjective, on en déduit avec (89) que I'image de &, an dans X Hisy -an
contient X HO et donc Xp, an. Cela entraine la surjectivité de droite. O

-an’

On munit le E-espace vectoriel C7*"(Ny, E') des fonctions localement o-analytiques
sur Ny de l'action de B(L)™ = M(L)" Ny donnée par :

(90) (zn0f)(nf) E x(2) f (= npznq)

N _ déf . : . Lo
ot f(z7'njzng) = 0 si 27 njzng ¢ Ny. On a un isomorphisme Ny-équivariant de
FE-espaces vectoriels :

(91) Cg_an(NmE) = lin (EBHOGNO/Ni Ca_rig(NiTLal,E))
%J lﬂl (@noENo/NL- nOCU_rig(NZ’, E))

oit CoM8(Nyngt, E) = ngC™8(N;, E) C C°"(Ny, E) est le sous-espace de Banach
des fonctions o-analytiques sur N;ng' (pour la norme sup rigide analytique). Cela
permet de munir C?"(Ny, E') d’une topologie d’espace localement convexe de type

compact. En voyant les fonctions f € C7"(Ny, E) comme fonctions de (Ind%g X)7

a support dans B(L)Ny = B(L)Hy, on a une injection B(L)*-équivariante :

o -an G(L) o-an
(92) C7*(Ny, E) — (IndB(L) X)
qui est d'image fermée et stable par Hy ([33, Lem. 2.3.3] et [33, Lem. 2.3.5(ii)]).
Lemme 7.1.4. — Pour i > 1, on a un isomorphisme d’espaces de Banach :
D) 7, B) 0700, B) ) ()
noGNo/Ni
Uintersection a droite étant dans (Ind B(L ; X)7 .
Démonstration. — Pour ¢ > i, le caractére X est M;-analytique et (92) induit une

injection continue C7™5(N;, E) — (Ind%" L) L
Comme ngH;ny' = H;, on a par [35, Lem. 3.5.1] et (91) une injection continue :

(93) P nocE (N, E) — €7 (No, E) 0 (IndS

noENo/N'

X)% oy Par la preuve de [33, Prop. 2.3.10].

o -an

B(L) )HZ -an’

L’inclusion (Ind B(L) X)(}{a‘;n C (Indggg X)% % et [35, Prop. 3.3.23] entrainent :

CU_aH(NOa E) (IIIdB(L )i]agn C c? an<N0> E)Ni-an = @ nOCJ_an(Nia E)Ni-an

noENo/Ni

d’ont on déduit que (93) est une bijection par [35, Cor. 3.3.26]. On conclut par le
théoreme de I'image ouverte. O]
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Le Lemme 7.1.4 montre en particulier que la topologie de type compact donnée

G(L) )o-an’ et que EBngENo/NinOCU_ﬁg<Nia E)

par (91) est aussi induite par celle de (Ind ) X

)U—an

est stable par Hy dans (Indg( X
(IndB(L )UH;E?{;H)'

Comme N; C 2iNoz;* € Ny, on a aussi pour tout i > 0 une injection continue
Ny-équivariante entre Banach p-adiques :

@ noC° & (2 Nozy b, ) — @ noC’ "&(N;, E)

noENo/zéNozgi no€No/N;

pour i > i, (car Hy préserve C7*"(Ny, E) et

ainsi qu'un isomorphisme topologique Ny-équivariant analogue a (91) en rem-
placant N; par ziNpzy'. De plus pour i, > 0 laction (90) de 2! induit des
isomorphismes d’espaces de Banach C7™(ziNyzy", BE) — 2)C7™8(2iNyzy ', E) =
Cog(2 Nozg ™/ E). On déﬁnit pour i > 0 les espaces de Banach suivants (les

intersections étant dans (IndB ) X))
(94) j:’l d:éf XN @ noca—rig(Ni’ E)
no€No/N;

T, = Xn EB noC? "8 (2{ Nozy ', E)
nOENo/zéNozgi
= XN P noxHCTE(N, E).
nOGNO/zéNozo_i

G(L

Ils sont stables par Ny dans (Ind X)? . De plus pour i > i, on a T; = X(Np) N

(IndEEL) )H ., bar le Lemme 7.1.4 et Ti est en fait stable par Hy. On a des injections
continues Ny-équivariantes T; — ﬁ-, des inclusions compactes i - ﬁ_i_l, T, C Ty et
des isomorphismes d’espaces de type compact :

(95) lim 7; — lim 7; — X (Np).

On définit pour ¢ > i, les espaces de Banach p-adiques :

déf déf

f gHZ_H anXXH a1 - anT = ker(gH_H an@T — XH+1 an) C gHZ_H anXXH i1 - anXH -an

. déf . . . ~
et de méme F; = Ep,, | -an X XH, 1 -an T;. 1ls sont munis d'une action continue de Ny (F;

étant de plus stable par Ho) et on a des injections continues F; — j-:i, des inclusions
continues compactes .E C Fir1, Fi € Fipq et, par le Lemme 7.1.3 (et le théoreme

de I'image ouverte), des suites exactes courtes d’espaces de Banach 0 — Iy, an —
Fi—= T, —=0et 0= gy, an = F; = T; = 0 (tout étant Ny-équivariant).
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Lemme 7.1.5. — On a des isomorphismes d’espaces de type compacts 111;11}"1- -

1@»7?1 5 & ot & est muni de la topologie induite par celle de &.

(]

Démonstration. — La topologie induite sur & est celle de la limite inductive :

]'in (50 m (8Hi+1 -an XXHi+1 —an XH,L —an)) g linﬁ

ou lisomorphisme résulte de [35, Prop. 3.3.23] et du Lemme 7.1.4 (avec (94)). Par
(95) on a une bijection continue li_n}}"i = li_rr}]-"i qui est un isomorphisme d’espaces

de type compact (par exemple par [35, Th. 1.1.17]). O

7.2. Preuve du Théoréme 7.1.1. — On démontre le Théoreme 7.1.1. On con-
serve les notations du § 7.1.

On montre d’abord que tout morphisme E-linéaire continu (g,, B(L)")-équivariant
fo : & — V s’étend de manieére unique en un morphisme FE-linéaire continu G(L)-
équivariant f : £ — V. L’unicité vient du fait que X (NVy) engendre X sous G(L),
et donc & engendre £ sous G(L). On montre 'existence. Quitte a remplacer &, et £
par leur quotient par ker(fy|r), on peut supposer fo|r injectif. Soit s : & — X, s¢ «
sle, 1 Eo = X (No) et fo: E/T1 = X(Ny) — V/ fo(I1), Papplication continue fy x so
induit par [35, Th. 1.1.17] un isomorphisme topologique (g,, B(L)")-équivariant :

Par [33, (4.2.4)] et [33, Th. 4.1.5], f, s’étend de maniere unique en une application
continue G(L)-équivariante f : X — V/ fo(II). Soit &’ Yy Xy o) F X+ C'est une
extension de IT par X dont le “pullback” le long de X (Ny) — X s’identifie a &, par
(96). De plus le morphisme & — V' (projection sur la composante V') prolonge fo. 1l
suffit donc de montrer que 1’'on a un isomorphisme G(L)-équivariant £ = £ induisant
I'identité sur le sous-espace commun &y. Les sommes amalgamées & & &y C € b &’
sont encore des espaces de type compact ([53, Prop. 1.2]) et on a une suite exacte
courte topologique (g,, B(L)")-équivariante d’espaces de type compact :

0 — X(Ny) — &Edné — & — 0
(€0,65) +— €0+ €

(utiliser [35, Th. 1.1.17] et le fait que le noyau s’identifie & X (Ny) par I'application
continue (g9, —&g) + Zg). Par [33, (4.2.4)] et [33, Th. 4.1.5], l'injection X (Ny) —
E ®n & C & @ & s’étend de manieére unique en une injection continue G(L)-
équivariante X — £ @ £ dont la composée avec la surjection canonique £ G £ —»
X & X est le plongement X — X & X,z +— (x, —x) (par unicité et car il en est de
méme avec X (Np)). Il est alors formel d’en d’éduire que les applications composées :

5‘—>€@H5/—»(5€Bn5/)/X et Sl%g@ngl—»(g@ng/)/)(
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sont des isomorphismes topologiques G(L)-équivariants (la catégorie des représen-
tations localement analytiques admissibles de G(L) sur E étant abélienne, il n’y a
plus besoin de se préoccuper des topologies). En particulier on a un isomorphisme
&' = £ comme recherché. Il suffit donc de montrer :

Proposition 7.2.1. — Soit 11 une représentation localement o-analytique admis-
sible de G(L) sur E, &€ = I1— X une extension localement o-analytique et &

(resp. EP) son “pullback” le long de X™(Ny) — X (resp. X(Ny) — X). Soit
V' une représentation localement o-analytique tres f0rtement admissible de G(L) sur

E. Alors tout morphisme (g,, B(L)")-équivariant fi : EX — V continu en restric-
tion a Il s’étend de maniére unique en un morphisme (g,, B(L)*) -équivariant continu

foig()—)V.

Par hypothese, on a une injection continue G(L)-équivariante V < W ou W est
un G(L)-Banach admissible sur E. Par 'argument de la preuve de [33, Cor. 4.3.3],
il suffit de montrer la Proposition 7.2.1 en remplacant V' par les vecteurs localement
o-analytiques W72" de W.

Pour i > zx soit Y « 5 N ]? .. Alors }7 est un sous-E-espace vectoriel de ]? ; stable

par g, (car E est stable par Ho) et on a une suite exacte courte 9o- équivariante
0— g, -an — Y; = X®(No) N T; — 0. De plus Y; est dense dans F; (utiliser que

I'image dans T} de 'adhérence de Y; dans F; est fermée dans T} et contient X (No)N7T}
qui est dense, cf. preuve de [33, Cor. 4.2.18]) et, comme dans loc. cit., peut étre

engendré sous g, par un sous-espace de Banach fermé de ;. Comme 'action de g,
sur F; est localement intégrable au sens de [33, Def. 1.2.16] (par [33, Prop. 1.2.18]
car provenant d'une action localement analytique de Hy), on peut comme a la fin de

la preuve de [33, Cor. 4.2.18] appliquer [33, Prop. 1.2.23] avec W; = FietY = Slp et
en déduire qu’il suffit de montrer la Proposition 7.2.1 en remplacant W72" par W.

Par [33, Lem. 3.1. 13] on a des isomorphismes Ny-équivariants d’espaces de Banach
DrnoeNo/i Nozg inpziTo — T; qui induisent des isomorphismes Ny-équivariants :

(97) D nozy “Tp, — T, i >y
noeNo/zO XNOZZX_'

Pour 7 > 7, on note o; la surjectlon F; — T; et on fixe un ensemble de représentants

N; C Ny de No/zh *Nozox ™ tel que zN;z5' C Niyq. Par [52, Prop. 10.5] on fixe
une section continue 7, : T;, < JF; de la surjection o; et on définit pour ¢ > i, :

(98) 7 T N @ nOZZ 1x ix — F
noEN

.
nozy Nt mozy T (t).
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Soit z = ngzy ¥ (ng € N;), en utilisant H; C zH; 27!, [35, Lem. 3.5.1] et (97), on
voit que l'action de z sur Il et £€ induit un diagramme commutatif ot toutes les fleches
verticales sont injectives et continues :

0 — HH1X+1-3H — Fi, l> ., — 0
(99) z Iz 4z

0 — Hmyon — Fi — T —> 0.

Lemme 7.2.2. — L’application 1; est une section continue de la surjection o;.

Démonstration. — C’est une section de o; par (99). Sa continuité résulte de
I'isomorphisme d’espaces de Banach ngz, *T; = T;,, de la continuité de 7; puis de
la continuité de nozé_l" : Fi, = Fi O

Pour i > i, on note 0; : F; = g, an, f = [ — 7i(0s(f)). C'est une surjection
continue par le Lemme 7.2.2 et on a une bijection continue (donc un isomorphisme
topologique) §;®o; : F; — Hp,,, an®T;, ou alternativement Iy, | n®7(T;) — F;.

Lemme 7.2.3. — Pour i > i, laction de zy sur Il et £ induit des diagrammes
commutatifs ou toutes les applications sont continues :
i i
7—‘1' L> ‘E ‘E — HHi+1-an
20 4 120 20 4 120
Tit+1 di

T’iJrl —+> -E+1' -E—i—l —+1> HHi+2 _an-

Démonstration. — 1l suffit de montrer la premieére commutation. On a par (98) :

Tit1 (zo(nozé_ixt)) = Tij1 ((zonozo_l)zéﬂ_ixt) — (zonozo_l)zéﬂ_ixnx (t)

= zo(nozéfi"nx () = 207i(nozy *t)
ot la deuxieme égalité résulte de (98) appliqué en i + 1 (avec zgnozy ' € Nij1) et la
derniere de (98) appliqué en i. O

Par contre en général §;(nv) # nd;(v) sin € Ny, v € F;.

Lemme 7.2.4. — Soit V une représentation continue de G(L) sur un E-espace vec-
toriel localement convere V = limV; (avec topologie limite inductive) pour une suite

7
d’espaces de Banach {Vj, |- ||v; }i>0 et d’applications de transition injectives continues
Vi <= Viy1. On suppose que l'action de zg € G(L) sur V induit des injections conti-
nues zg : V; = Viyq, 1 > 0. Alors on peut multiplier les normes || - ||v; par des réels
> 0 pour qu’elles vérifient ||v; < lvillv; et |z0villviy, < |Jvillv, Vi>0, Vv €V,

Vit

Démonstration. — Comme les injections V; — V;, 1 sont continues, on a des réels C; >
. : déf _
0 tels que [|vgl|v,, < Cillvilly, pour i > 0 et v; € Vi. Soit || |t: = (TTo<;<; Ci) I - lvis
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alors [[vily,,, < |lvilly; pour @ > 0 et v; € V;. On pose || - ||y © | - [, et on va

modifier successivement || - ||y, pour 7 > 0 croissant de sorte que les autres conditions
soient vérifiées. Comme zq : Vo — Vi est continu, il existe Dy > 0 tel que ||zovo ||y, <
: déf
" " e
Dy ||vol|7;, pour vg € Vo. Si Dy < 1, on pose || - ||, = || -

[ © oIl - [}, et on remplace || - ||}, par D[l - ||f, pour tout i > 2. On a alors

lzovollts < llvollfys lvollyy < lluolly, pour v € Vo, et flurllis., < luill, pour i > 1 et

V.- Si Dy > 1, on pose

v; € V; (si Dy > 1, alors Dy' < 1 donc ||vpl|f, < [lvolli, < [Jvoll§ et les autres inégalités
sont inchangées). On recommence au cran d’apres. Par continuité de zp : V; — V5, on
a Dy > 0 tel que ||zou1 ]y, < Dijvi]|y, pour v; € Vi (pour la “nouvelle” norme || - ||, ).

: déf : déf

Si D,l <1, orilpose,H A = H.’VZ, sinon on pose H// = lzl - H’VN2 et on re,fnplace
I [y, par Dy[| - [y, pour tout i > 3. On a [|zovi[ly, < [lvrl¥;, [[oall¥, < [loally; pour
vy € Vi, et ||lvilly,,, < llvilly, pour @ > 2, v; € V;. Puis on continue en modifiant | - [|3,
etc. On obtient a la fin des || - ||, vérifiant les conditions demandées pour ¢ > 0. [

Pour tout ¢ > 0, on note || - ||z, la norme induite par la norme (cf. (94)) :
MaX(H . "Cg_rig(zéNoz(;inal7E), ng € No/ZéNozai)
ou | - ”C"‘“g(ngozgingl,E) est la norme sup rigide analytique sur C7 (2} Noz; ‘'ng *, F)

(cf. [33, § 3.1]). Pour ng € Ny et v € T; on a ||ngv|n, = ||v||z, [vllz,, < ||v|lz (par
133, Lem. 3.2.1]) et ||20v||7,,, = |x(20)|||v||7, (par la preuve de [33, Lem. 3.2.2]). Pour
tout ¢ > 0, on choisit des normes Ho-invariantes || - ||, _,, sur les espaces de Banach
g, an (Ho est compact). Par le Lemme 7.2.4, on peut les supposer de plus telles que
[0l o < M0l €t 200 [0 w < 0], - POUT 42> 0 €t v € Tl an. Pour

i > 1, on munit F; = g, an © 7(7;) de la norme :

def
|l + yllz = Max(||2]n,,

k3

1q-an) ||O-l(y)||Tz) (I’,y) € HH,-_H -an X TZ(E)

Pour d > 0 et ¢+ > 0, on définit les sous-espaces de Banach S{i C T, et Sf’d C T
comme dans [33, § 4.2] de sorte que I'on a un scindage S¢@ S;-% 5 T (en fait S¢ est
de dimension finie sur £). Pour tout d,i > 0, le sous-espace S¢ est stable par Ny et
I'inclusion T; C T;,; comme 'action de zy : T; — ;11 respectent les Sz-d. Pour i > i,
on définit ]—"id (ﬁf Fi X1, Sg C F;. C’est un sous-espace fermé de F; stable par Ny et
ona F!CFL, z: Fl— F& .. De plus on a U Ff = &P C Uiz Fi = &o.

)

ol 1 . L . .

Soit f,® : & — W un morphisme (g,, B(L)")-équivariant continu en restriction
a II. Par restriction on a pour i > 4, des morphismes encore notés f¢ : F¢ — W
qui commutent aux actions de Ny et de z5. On fixe une norme Ny-invariante sur

W (définissant sa topologie) et on note v — s(v) © | £ (v)|lw la semi-norme No-
invariante induite sur U;>; F¢.

Lemme 7.2.5. — Il emiste A,C > 0 tels que, pour tout 1 > i, tout n € Ny et tout
ven(Ty), on a s(i(nv)) < AC™||oy(v)

T; -
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Démonstration. — 11 suffit de traiter le cas v = nozéfixnx (t) € 7i(T;) pour ng € N;.
Comme Ny est un groupe compact agissant continument sur .7-"Z-X,
a une norme invariante sous Ny et il existe B > 0 tel que pour n € Ny et v € Fi,

| = Max(|d, (nv) |, o) < Blvllz,
Supposons d’abord v € 7; (T; ) € F; , alors on a :
(100) 10, (n0) ||, < Bl|oi, (nv)

L’application fg : Hp, y-an © F& — W étant continue, il existe B’ > 0 tel que
s(w) < B'l|lwlluy, ., .. pour w € Ily On a donc avec (100) :
X

ix+1" -an’ ”O-lx(nv)

= Bl (v)

ix+17an T

ix+1-an-
(101) 5(0i, (nv)) < B'0;, (n0) |y, o < BB||0i, (0) |7,
Supposons v = = nozy T, 7 (1) € Ti(T;) (nog € Nj). On a nng = njze ang’zo( ) pour

ny € Ni, ng € Ny donc :
nv = ngzé zan/TiX (t) = nozé X, L(noT (1)) +n628 Zxﬂx(ngt)

d’ott &;(nv) = njz ' Xéix(ngnx(t)). Soit D > 0 tel que |2ow|w < D||lw|w pour
w € W (D existe car zy agit continument sur W). On a avec (101) :

s(0:(nv)) = s(z0 i (g (1)) < D7 (8 (ngm, (1)) < D'"xBB'|ngt
= BB'(D|x(z5 ")) |Inozy

d’ont le résultat en posant A < BB et ¢ ¥ Dlx(z1)|. O

Lemme 7.2.6. — Il existe A',C" > 0 tel que, pour tout i > iy et tout v € 7(T;) on
a s(0i41(v)) < AC"¥|oi(v)

Démonstration. — L’application f§ o 6; 41 : 7 (T},
continue, il existe F* > 0 tel que s(8;, 11(w)) < Flloj, (w)
11 suffit de traiter le cas v =ngzy, *7;, (t) € 7:(T;) (no € J\/) On a:

i—1

Vo= Ngg X(5ix+1(7'ix(t))+Tix+1(t))

= 92y *8ia1(7i, (1) + Sivr (n0zg i1 (1)) + i (nozy 1)

) — g, yan —> W étant

d'ot 6;41(v) = nozy 611 (7, (£) 4051 (nozy ,ZX
) 5(5Z+1(n0(z8 zXTZXH(t)))) (en notant que 2, ZXTZ'X_H(t) € Ti41(Ti41) par le Lemme

7.2.3) et avec D comme dans la preuve de loc. cit. on a :

Tiv+1(1)). Parle Lemme 7.2.5 appliqué

s(0i41(v)) < Max(s (”025 B zx+1(7z‘x(t))) s(6i41(no(zp 7y +1(1)))))
< Max( L ACH lx||z’ )
< MaX(F(D|X(ZJ )|)1 X||zg" |z, (AC)CT |25 *t17,)
< A'C"T|oi(v)]lz
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en posant A’ < Max(F, AC) et C' = Max(D|x (2], C). O

Lemme 7.2.7. — Il existe A”,C" > 0 tel que, pour tout i > i, et tout v € 7;(S?)
on a s(v) < A'C" ™oy (v)||T:

Démonstration. — La preuve est la méme que celle de [33, Lem. 3.2.3]. ]

Théoréme 7.2.8. — Si d est suffisamment grand, alors la semi-norme s sur
UiziX«Fid s’étend de maniere unique en une seminorme continue sur U;>; J; = &.

Démonstration. — L’argument est celui de la preuve de [33, Prop. 3.2.6] mutatis
mutandis. On donne en détails le point délicat (nécessitant les lemmes qui précedent),
laissant le lecteur vérifier que le reste de la preuve s’étend sans probleme. Pour tout
i > iy, on note m; (resp. 7;) la projection F; — F (resp. JF; — S en rappelant
que F; = Upy,,, an ® 7i(T;) = Upi ) an @ TZ(Szd) Z(Sz'L d) = ]:ch Z(SiL d)- Soit @ > iy
et f € F;, il s’agit de montrer que la suite réelle s(m;(f)) converge quand i' — 400
(on définit alors s(f) comme cette limite). Comme 7y (f) = f (' > i) si f € F2, il

suffit de traiter le cas f € 75(T}) (et méme f € 7,(S;°%)) et il suffit de montrer que
s(mip1(f) — mr(f)) = 0 quand i/ — 400 (s est ultramétrique). On a dans Fy 41 :

(102) o (f) =7 (f) = 7 (f) = mirpa (f)
= un(mr(f)) +7—i’+1(0i’+1(7rij’_(f) _7T¢++1(f)))
= z—‘,—l(ﬂ-/( ))+Tz"+1<0i’+1(7ri’+1(f)_Wi’(f)))-
(

Soit A ¥ Max(A', A"C") et C' = X Max(C', C") avec (A',C") (resp. (A”,C")) comme

dans le Lemme 7.2.6 (resp. 7.2.7), on a :

s(ra() = o)) < Max(s(r (b (f >)),s(n (T (F) —mo ()
( loisr (mirsa(F) = 7 (D) Iy )

act=mMax(llow (m ()l v a (m () = i (D), )

act=Max(llow (m ()l s (b (), )
ACT e Max(L, €) oy (f) |1

ACT ™ (eC)" ~"Max(1, €)
olt € = |p|¥*! et ol les (in)égalités résultent dans l'ordre de : (102) + inégalité
triangulaire, Lemme 7.2.6 (en¢') + Lemme 7.2.7 (eni'+1), (102), inégalité triangulaire

< |||z, fin de la preuve de [33, Lem. 4.2.14],
suffisamment grand, alors eC' < 1 et on a bien limy o $(mii1(f) — 7 (f)) =0. O

< ACY"~*Max( ||oy (77 (

INIAIA

La fin de argument (pour la preuve de la Proposition 7.2.1 avec W au lieu de
V') est totalement similaire a la fin de [33, § 3.2]. Comme dans la preuve de [33,
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Prop. 3.2.6], on a que f,’ép (en fait U;>; F') est dense dans & pour la topologie définie
par la semi-norme s (étendue par le Théoreme 7.2.8). Par [52, Lem. 7.3], le morphisme

> glP — W s'%étend alors de maniére unique en un morphisme continu fy : & — W
pour la topologie définie par s, fy étant de plus (g,, B(L)")-équivariant par unicité
(et (8o, B(L)")-équivariance de f*). Comme s est continue, I'identité & 14 & est
continue avec a gauche la topologie de type compact de & et a droite celle définie par
s. On en déduit que fy est bien continu pour la topologie de type compact de &.
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