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Résumé. — On construit une famille de représentations localement analytiques
indécomposables de GL3(Qp) toutes contenant Alg⊗Steinberg en sous-objet où Alg est
une représentation algébrique irréductible fixée et Steinberg la représentation spéciale
lisse. Soit ρp une représentation p-adique semi-stable de dimension 3 de Gal(Qp/Qp)
dont la représentation de Weil-Deligne associée correspond à Steinberg par la cor-
respondance de Langlands locale classique et dont la filtration de Hodge est non critique.
Lorsque ρp provient d’une représentation automorphe π de G(AQ) (pour un groupe uni-
taire compact G/Q déployé en p) et Up ⊂ G(A∞,p

Q ) est un niveau hors p fixé tel que π

est l’unique représentation de son L-paquet global vérifiant πUp 6= 0, on montre qu’une
seule des représentations localement analytiques de la famille ci-dessus apparâıt dans
le sous-espace Hecke-isotypique associé de la cohomologie complétée en niveau Up. On
conjecture que cette représentation de GL3(Qp) ne dépend que de la filtration de Hodge
sur le (ϕ,N)-module filtré Dst(ρp) et qu’elle la détermine complètement.
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Schraen pour ses promptes réponses à mes questions concernant son article [57], qui est utilisé de
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Abstract. — We construct a family of indecomposable locally analytic representations
of GL3(Qp), all containing Alg⊗Steinberg as subobject where Alg is a fixed irreducible
algebraic representation and Steinberg the smooth special representation. Let ρp be a

3-diml p-adic semi-stable representation of Gal(Qp/Qp) with associated Weil-Deligne
representation corresponding to Steinberg by the classical local Langlands correspon-
dence and with a noncritical associated Hodge filtration. When ρp comes from an
automorphic representation π of G(AQ) (for a compact split at p unitary group G/Q)
and Up ⊂ G(A∞,p

Q ) is a prime-to-p level such that π is the only representation in its

global L-packet satisfying πUp 6= 0, we show that there is a unique locally analytic
representation in the above family which occurs as a subrepresentation of the associ-
ated Hecke-isotypic subspace in the completed cohomology of level Up. We conjecture
that this representation of GL3(Qp) only depends on the Hodge filtration of the (ϕ,N)-
filtered module Dst(ρp) and that it determines it completely.
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1. Introduction

Soit p un nombre premier et L une extension finie de Qp. Un des buts principaux
- et historiquement l’une des premières motivations - du programme de Langlands p-
adique est de retrouver la théorie de Hodge p-adique en dimension n pour Gal(L/L)
dans la théorie des représentation p-adiques continues ou localement analytiques de
GLn(L) (n ≥ 2), alors qu’elle est essentiellement invisible dans la théorie classique
des représentations lisses de GLn(L). Si ce but a largement été atteint dans le cas
de GL2(Qp) ([3], [20], [22], [34]), on est encore loin du compte dès que n 6= 2 ou
L 6= Qp, malgré plusieurs résultats partiels non triviaux dans cette direction (cf. par
exemple [26], [27]). L’objectif de cet article est de faire un pas (de plus) vers ce but
en reliant conjecturalement modules filtrés à la Fontaine et Ext1 localement analy-
tiques, en illustrant cette relation par la construction d’une famille de représentations
localement analytiques indécomposables de GL3(Qp) contenant Alg ⊗ Steinberg en
sous-objet où Alg est la représentation algébrique de plus haut poids les poids de
Hodge-Tate distincts considérés (décalés de la manière habituelle) et Steinberg la
représentation spéciale lisse, puis en montrant que certaines de ces représentations
localement analytiques de GL3(Qp) apparaissent dans la cohomologie complétée.

Dans la suite on suppose L = Qp pour simplifier les notations et on fixe un corps des

coefficients E. Soit ρp une représentation de de Rham de Gal(Qp/Qp) de dimension
n sur E et de poids de Hodge-Tate distincts k1 > · · · > kn. D’une part on peut
associer à ρp le E-espace vectoriel DdR(ρp) = (BdR ⊗Qp ρp)Gal(Qp/Qp) de dimension n
qui est naturellement muni d’une action du groupe de Weil-Deligne de Qp et d’une
filtration décroissante (Fili)i∈Z dont les sauts sont aux entiers −ki ([37]). D’autre part
on devrait également pouvoir associer à ρp une (au moins) représentation localement
analytique admissible de GLn(Qp) sur E que l’on note ici simplement Πan(ρp)

?, par
exemple en prenant l’une des spécialisations (supposée non nulle) V (ρp) construites
dans [15, § 2.10]. Si le lecteur a des réticences à considérer la représentation Πan(ρp)

?,
il peut la remplacer dans le reste de l’introduction par un sous-espace Hecke-isotypique
de la cohomologie complétée comme au § 6.1 (lorsque ρp se globalise). On sait dans
beaucoup de cas (cf. [15, § 5]) que Πan(ρp)

? contient la représentation localement
algébrique Alg⊗E Π∞ où Alg est la représentation algébrique irréductible de GLn de
plus haut poids k1− (n−1) ≥ k2− (n−2) ≥ · · · ≥ kn et Π∞ la représentation lisse de
GLn(Qp) sur E correspondant à la représentation de Weil-Deligne sur DdR(ρp) ([36])
par la correspondance locale classique de Langlands ([38], [39]) légèrement modifiée
comme dans [12, § 4].
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On fixe désormais n entiers k = (ki)1≤i≤n avec k1 > · · · > kn, une représentation de
Weil-Deligne WD dont la restriction à Weil(Qp/Qp) est semi-simple sans multiplicité,
et on définit Alg⊗EΠ∞ comme ci-dessus. Afin que la Conjecture 1.1 ci-dessous ne soit
pas trivialement fausse, on suppose de plus qu’il existe au moins une représentation
de de Rham ρp de dimension n de Gal(Qp/Qp) sur E de poids de Hodge-Tate k telle
que DdR(ρp) ∼= WD. En pratique, il est plus commode dans la suite de voir WD
plutôt comme un “(ϕ,N)-module filtré sans filtration”, ce que l’auteur appelle un
module de Deligne-Fontaine cf. § 2.2, mais on oublie ce point pour l’instant. Si
j ∈ {1, . . . , n − 1} et ρp est une représentation de de Rham quelconque de poids de
Hodge-Tate k, on définit :

Filmax
(
∧jEDdR(ρp)

) déf
= Fil−kn−j+1 DdR(ρp)∧Fil−kn−j+2 DdR(ρp)∧· · ·∧Fil−kn DdR(ρp)

⊆ ∧jEDdR(ρp)

qui est un sous-E-espace vectoriel de dimension 1 de ∧jEDdR(ρp). Si Π,Π′ sont deux
représentations localement analytiques admissibles ([54]) de GLn(Qp) sur E et si E
est un sous-E-espace vectoriel de dimension ≤ 1 de Ext1

GLn(Qp)(Π
′,Π) (extensions

dans la catégorie des représentations localement analytiques admissibles), on note
[[E ]] l’unique représentation de GLn(Qp) sur E sous-jacente à E au sens de Yoneda.
Par exemple [[0]] = Π⊕ Π′.

La conjecture suivante est la principale motivation de cet article (on renvoie au
§ 2.3 et surtout à la Conjecture 6.1.1 pour plus de détails et de précision) :

Conjecture 1.1. — À k et WD comme ci-dessus, on peut associer pour tout j ∈
{1, . . . , n − 1} une représentation localement analytique admissible de longueur finie
Πj(k,WD) de GLn(Qp) sur E ainsi qu’un isomorphisme de E-espace vectoriels :

Rj : ∧jEWD
∼−→ Ext1

GLn(Qp)

(
Πj(k,WD),Alg ⊗E Π∞

)
unique à composition près à gauche par un automorphisme permis de la représentation
de Weil-Deligne ∧jEWD (cf. Définition 2.3.1) vérifiant la propriété suivante : pour
toute représentation de de Rham ρp de dimension n de Gal(Qp/Qp) sur E de poids
de Hodge-Tate k telle que DdR(ρp) ∼= WD, on a une injection GLn(Qp)-équivariante
étendant l’injection Alg ⊗E Π∞ ↪→ Πan(ρp)

? :

(1)

j⊕
Alg⊗EΠ∞

[[Rj
(

Filmax(∧jEDdR(ρp)
)
]] ↪→ Πan(ρp)

?

où le terme de gauche dans (1) est la somme amalgamée pour tout j ∈ {1, . . . , n− 1}
au-dessus de la représentation localement algébrique commune Alg ⊗E Π∞.

Autrement dit, pour tout j la droite Filmax(∧jEDdR(ρp)) ⊆ ∧jDdR(ρp) définie par
la filtration de Hodge correspond via Rj à une certaine extension non scindée :

[[Rj
(

Filmax(∧jEDdR(ρp)
)
]] = Alg ⊗E Π∞ Πj(k,WD)
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qui est présente dans Πan(ρp)
?. Sauf pour GL2(Qp), la somme amalgamée (1) n’est

qu’une sous-représentation stricte de Πan(ρp)
?, elle correspond seulement à ce qui se

passe “juste après” les vecteurs localement algébriques Alg ⊗E Π∞. Mais au moins
lorsque WD est indécomposable, ou de manière équivalente Π∞ est irréductible et
essentiellement de carré intégrable, il semble raisonnable de conjecturer qu’elle suffit
à complètement déterminer la filtration de Hodge sur DdR(ρp), c’est-à-dire ρp (cf. fin
du § 2.3, Conjecture 6.1.1 et le commentaire qui suit la Conjecture 6.1.2).

On donne plusieurs exemples de (candidats pour les) représentations Πj(k,WD) et
les isomorphismes Rj dans l’article :

(i) GL2(Qp) au § 3.1, sauf le cas où WD est irréductible, qui reste ouvert;
(ii) GL2(L) semi-stable au § 3.2, ce cas est largement motivé par les résultats de

Ding ([25], [26], [27]);
(iii) GLn(L) cristallin au § 3.3, ce cas montre une compatibilité entre la Conjec-

ture 1.1 et les conjectures de [5] sur le socle localement analytique, récemment
démontrées (dans le cas cristallin sous les conditions de Taylor-Wiles) dans [8];

(iv) GL3(Qp) semi-stable non cristallin au §§ 4, 5 et 6, ce cas occupe la majeure
partie de l’article.

On décrit maintenant plus en détails ce cas semi-stable non cristallin pour GL3(Qp).
Plus précisément, quitte à tordre par un caractère non ramifié, on suppose Π∞ =
St∞3 = Steinberg lisse de GL3(Qp) (le cas semi-stable non cristallin le plus intéressant).
La représentation de Weil-Deligne WD, ou alternativement le module de Deligne-
Fontaine correspondant, est alors :

Ee2 ⊕ Ee1 ⊕ Ee0 avec

ϕ(e2) = e2

ϕ(e1) = p−1e1

ϕ(e0) = p−2e0

et

N(e2) = e1

N(e1) = e0

N(e0) = 0

(en fait, lorsque k 6= (2, 1, 0) il faut garder une torsion non ramifiée, que l’on oublie ici

pour alléger les notations). On note v∞Pi
déf
= (Ind

GL3(Qp)

Pi(Qp) 1)∞/1 pour i ∈ {1, 2} (induites

lisses) où P1, P2 ⊂ GL3 sont les deux paraboliques maximaux contenant le Borel B
des matrices triangulaires inférieures. On considère les socles localement analytiques
(cf. § 4.1) :

(2)

C1
déf
= socGL3(Qp)

(
Ind

GL3(Qp)

B(Qp) tk
(2) ⊗E (| · |−1 ⊗ | · | ⊗ 1)

)an

C3
déf
= socGL3(Qp)

(
Ind

GL3(Qp)

B(Qp) tk
(2) ⊗E (1⊗ | · |−1 ⊗ | · |)

)an

C5
déf
= socGL3(Qp)

(
Ind

GL3(Qp)

B(Qp) tk
(2) ⊗E (| · |−2 ⊗ 1⊗ | · |2)

)an

C̃2
déf
= socGL3(Qp)

(
Ind

GL3(Qp)

B(Qp) tk
(3))an

C̃4
déf
= socGL3(Qp)

(
Ind

GL3(Qp)

B(Qp) tk
(3) ⊗E (| · |−1 ⊗ | · |−1 ⊗ | · |2)

)an

où k(2) déf
= (k1−2, k3−1, k2), k(3) déf

= (k3−2, k1−1, k2), tν pour ν = (ν1, ν2, ν3) ∈ Z3 est
le caractère algébrique diag(t1, t2, t3) 7→ tν11 t

ν2
2 t

ν3
3 et | · | le caractère norme usuel. Les
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représentations Ci sont irréductibles et distinctes. Le théorème suivant se démontre
par une longue suite de calculs de cohomologie localement analytique assez fastidieux
mais que l’on donne pour beaucoup en détails (cf. §§ 4 et 5). On adopte la notation
pratique X Y (resp. X Y ) pour désigner une extension non scindée (resp.
quelconque) de Y par X (donc X en sous-objet).

Théorème 1.2 (Corollaire 4.5.1(i) & Corollaire 4.6.2)

(i) Il existe une unique représentation localement analytique admissible Π1(k,WD) de
GL3(Qp) sur E de la forme :

C1

Alg ⊗E v∞P2

C̃2

C3

Alg ⊗E v∞P1

C̃4

C5 .

(ii) On a dimE Ext1
GL3(Qp)

(
Π1(k,WD),Alg ⊗E St∞3

)
= 3.

On a un énoncé complètement symétrique pour Π2(k,WD) en échangeant les
paraboliques P1 et P2. Il est très vraisemblable que les deux extensions (uniques) en
pointillé apparaissant en sous-quotient de la représentation dans le (i) du Théorème
1.2 soient non scindées (et c’est au moins vrai pour la première, cf. le (ii) de la
Remarque 4.4.3), mais nous n’avons pas besoin de ce résultat. On peut expliquer
heuristiquement la raison de la dimension 3 dans le (ii) du Théorème 1.2 : elle vient
du fait que l’on peut “raccrocher” la représentation Alg ⊗E St∞3 aux trois endroits
suivants de Π1(k,WD) (et seulement à ceux-là) :

(3)

Alg ⊗E St∞3

C1

Alg ⊗E v∞P2

C̃2

C3

Alg ⊗E v∞P1

C̃4

C5

Alg ⊗E St∞3

C1

Alg ⊗E v∞P2

C̃2

C3

Alg ⊗E v∞P1

C̃4

C5

Alg ⊗E St∞3

C1

Alg ⊗E v∞P2

C̃2

C3

Alg ⊗E v∞P1

C̃4

C5

les deux configurations du bas donnant des sous-espaces de dimension respectivement
2 et 1 de Ext1

GL3(Qp)(Π
1(k,WD),Alg ⊗E St∞3 ). Noter que les sous-représentations

Alg ⊗E St∞3 C1 Alg ⊗E v∞P2
dans la représentation du haut en (3) sont déjà

présentes dans [57, § 5.4]. Les configurations (3) suggèrent que l’isomorphisme R1
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(qui ici doit être défini à multiplication près par un scalaire non nul) devrait satisfaire :

R1(Ee1⊕Ee0) = Ext1
GL3(Qp)

(
Alg ⊗E v∞P2

C3
Alg ⊗E v∞P1

C̃4
C5 ,Alg ⊗E St∞3

)
R1(Ee0) = Ext1

GL3(Qp)

(
Alg ⊗E v∞P1

C5 ,Alg ⊗E St∞3
)

(vus comme sous-espaces de Ext1
GL3(Qp)(Π

1(k,WD),Alg ⊗E St∞3 )), et de même par

symétrie pour R2(Ee2∧e0 ⊕Ee1∧e0) et R2(Ee1∧e0), cf. le (i) de la Remarque 6.1.4.
Mais j’ignore pour l’instant comment “calibrer” R1 et R2 avec plus de précision. En
effet, même dans le cas analogue pour GL2(Qp), qui présente deux configurations :

Alg ⊗E St∞2

C1 Alg C3

Alg ⊗E St∞2

C1 Alg C3,

un signe apparâıt dans la définition de R1 (cf. (25) ci-dessous) qu’il est difficile de
prévoir a priori. Noter que le cas Filmax(DdR(ρp)) ⊆ R1(Ee1 ⊕ Ee0) peut vraiment
arriver, cf. le (ii) de la Remarque 6.1.4, et (3) montre que la Conjecture 1.1 prévoit
alors le constituant C1 en socle de Πan(ρp)

?, constituant qui est déjà effectivement
prévu (de manière essentiellement indépendante) par [5, Conj. 5.3].

Supposons maintenant (toujours dans ce cas semi-stable non cristallin de dimen-
sion 3) que l’on a ρp ∼= ρ|Gal(Qp/Qp) où ρ : Gal(F/F ) → GL3(E) est absolument

irréductible et provient d’une représentation automorphe de G(AQ), G/Q étant un
groupe unitaire compact à l’infini et isomorphe à GL3 sur une extension quadratique
imaginaire F de Q où p se décompose totalement (cf. [51]). On suppose de plus
que Filmax(DdR(ρp)) * Ee1 ⊕ Ee0 (et l’analogue avec Filmax(∧2DdR(ρp))), i.e. la fil-
tration de Hodge est “non critique”. Si Up ⊂ G(A∞,pQ ) est un sous-groupe ouvert

compact hors p, on considère l’espace de Banach p-adique habituel Ŝ(Up, E)
déf
= {f :

G(Q)\G(A∞Q)/Up −→ E, f continue} avec action unitaire de G(Qp) ∼= GL3(Qp) par
translation à droite sur les fonctions. On dispose du sous-espace fermé invariant Hecke

isotypique Ŝ(Up, E)[mρ] (éventuellement nul) associé à ρ, ainsi que de ses vecteurs

localement analytiques Ŝ(Up, E)an[mρ] et localement algébriques Ŝ(Up, E)alg[mρ] (cf.
§ 6.1). Le théorème suivant résume le résultat principal de compatibilité local-global
de l’article (ε est le caractère cyclotomique p-adique et on renvoie au § 6.2 pour un
énoncé plus détaillé).

Théorème 1.3 (Théorème 6.2.1). — Avec les notations et hypothèses précéden-
tes, supposons de plus qu’une seule représentation automorphe π de G(AQ) contribue
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à Ŝ(Up, E)alg[mρ]. Alors il existe une unique représentation de GL3(Qp) de la forme :

(4) Alg ⊗E St∞3
Π1(k,WD)

Π2(k,WD)

de socle Alg ⊗E St∞3 telle que l’isomorphisme (πp)U
p ⊗E (Alg ⊗E St∞3 ⊗ ε2 ◦ det) ∼=

Ŝ(Up, E)alg[mρ] (cf. (63)) s’étend en une injection GL3(Qp)-équivariante :

(5) (πp)U
p ⊗E

(
Alg ⊗E St∞3

Π1(k,WD)

Π2(k,WD)
⊗ ε2 ◦ det

)
↪→ Ŝ(Up, E)an[mρ].

La preuve est une généralisation/variante de celle de [6, Prop. 5.5.4]. L’hypothèse

qu’une seule π contribue à Ŝ(Up, E)alg[mρ] dans le Théorème 1.3 peut sembler forte,
mais sans elle je ne sais pas comment montrer que toutes les représentations de la

forme (4) qui s’injectent dans Ŝ(Up, E)an[mρ] (à twist près) sont isomorphes, cf. le
(ii) de la Remarque 6.2.2. Noter par ailleurs que l’un des points techniques dans la
preuve est que l’on ignore en général si les représentations très fortement admissibles
au sens de [33, Def. 0.12] sont stables par extension (à cause de ce point, une première
version de ce travail supposait k = (2, 1, 0) dans le Théorème 1.3). Finalement, on
peut contourner ce problème, mais pour cela j’ai dû généraliser certains résultats
d’Emerton de [33], cette généralisation technique est reléguée en appendice.

L’intérêt potentiel de la représentation (4) vient de la conjecture ci-dessous, qui
est en fait impliquée par la Conjecture 1.1 lorsque n = 3, Π∞ = St∞3 et en prenant
Πj(k,WD) comme dans le Théorème 1.2 (cf. la discussion qui suit la Conjecture
6.1.2) :

Conjecture 1.4. — La représentation Alg ⊗E St∞3
Π1(k,WD)

Π2(k,WD)
du Théorème

1.3 détermine complètement et ne dépend que de ρp.

Terminons cette introduction avec quelques notations.

Dans tout le texte, L (le corps de base) et E (le corps des coefficients) sont deux

extensions finies de Qp telles que |S| = [L : Qp] où S déf
= Hom(L,E). Si x ∈ Qp, on

note |x|L
déf
= q−e val(x) où q = pf est le cardinal du corps résiduel de L, e = [L : Qp]/f

et val est normalisé par val(p) = 1 (en particulier |x|L ∈ qZ si x ∈ L). Si L = Qp

on note juste |x|. On note également W (L/L) le groupe de Weil de L et recL :

W (L/L)ab ∼−→ L× l’application de réciprocité de la théorie du corps de classes local
normalisée de sorte que les Frobenius géométriques s’envoient sur les uniformisantes.
Si α ∈ E×, on note nr(α) : L× → E× l’unique caractère non ramifié qui envoie une
uniformisante quelconque de L sur α (par exemple | · |L = nr(q−1)). On note ε le
caractère cyclotomique p-adique de Gal(Qp/Qp) ou de Q×p (via recQp) et on convient
que son poids de Hodge-Tate est 1.
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Irréductible (resp. de longueur finie) pour une représentation continue π d’un
groupe topologique G veut dire topologiquement irréductible (resp. topologiquement
de longueur finie), i.e. ne possédant pas de sous-espace strict non nul fermé stable
sous l’action de G (resp. ne possédant qu’un nombre fini de sous-espaces non nuls
fermés stables sous l’action du groupe). Si P est un sous-groupe fermé de G on note
(IndGP ∗)∞ les induites non normalisées lisses. Si P et G sont de plus des groupes
p-adiques L-analytiques, on note (IndGP ∗)σ -an les induites localement σ-analytiques
pour σ ∈ S, et juste (IndGP ∗)an si L = Qp (induites localement analytiques). Pour
n ∈ Z≥2, on note St∞n la représentation de Steinberg usuelle lisse de GLn(L) sur E et
detn le caractère déterminant usuel GLn(L) → L×. On normalise la correspondance
de Langlands locale pour GLn(L) de sorte que la représentation χ1 ⊕ · · · ⊕ χn de
W (L/L) corresponde (pour des χi génériques) à :(

Ind
GLn(L)
B(L) χ1| · |1−nL ⊗ χ2| · |2−nL ⊗ · · · ⊗ χn

)∞
où B ⊂ GLn est le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures et où l’on écrit
χi pour χi ◦ recL (il s’agit de la normalisation notée πunit ⊗ |det|−d/2 de [12, p.163]).

Si Π1, Π2 sont deux représentations localement Qp-analytiques admissibles au sens
de [54, § 6] d’un groupe p-adique localement Qp-analytique H sur un E-espace vecto-
riel de type compact, on note Ext1

H(Π2,Π1) (resp. HomH(Π2,Π1)) le E-espace vecto-
riel des extensions (resp. des homomorphismes) dans la catégorie des représentations
localement Qp-analytiques admissibles de H sur E. Si H est localement L-analytique
et Π1, Π2 sont localement σ-analytiques pour σ ∈ S, on note Ext1

H,σ(Π2,Π1) le sous-

E-espace vectoriel de Ext1
H(Π2,Π1) des extensions localement σ-analytiques. La no-

tation imagée Π1 Π2 signifie une extension non scindée de Π2 par Π1, i.e. un

élément non nul de Ext1
H(Π2,Π1) tandis que Π1 Π2 signifie une extension qui

peut être scindée. Ainsi une représentation Π de la forme Π1

Π2

Π3

Π4 est

telle que Π1 Π2 et Π1 Π3 sont en sous-objets de Π, Π2 et Π3 sont en sous-

objets de Π/Π1, et Π3 Π4 , Π2 Π4 sont en quotients de Π.

Enfin si A est un anneau (unitaire), on note ModA la catégorie des A-modules à
gauche.

2. Rappels et préliminaires

On donne quelques rappels sur la théorie localement analytique et les modules de
Deligne-Fontaine, puis on énonce le formalisme d’une propriété conjecturale (EXT)
des représentations localement analytiques “correspondant” aux représentations de
de Rham à poids de Hodge-Tate distincts.
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2.1. Préliminaires sur les représentations localement analytiques. — On
donne de très brefs rappels et préliminaires sur les représentations localement σ-
analytiques.

On fixe σ ∈ S. Si H est un groupe p-adique localement L-analytique, on note
Dσ(H,E) l’algèbre des distributions localement σ-analytiques sur H à valeurs dans
E, c’est-à-dire le dual fort du E-espace vectoriel localement convexe Cσ -an(H,E) des
fonctions localement L-analytiques pour le plongement σ de L dans les coefficients E.
Si Π1, Π2 sont deux représentations localement σ-analytiques de H sur un E-espace
vectoriel de type compact, leur dual fort Π′1, Π′2 est un Dσ(H,E)-module à gauche et
on note ExtiDσ(H,E)(Π

′
2,Π

′
1) pour i ≥ 0 les groupes (en fait des E-espaces vectoriels)

d’extension dans ModDσ(H,E). Lorsque Π1 et Π2 sont admissibles on a par exemple
HomH(Π1,Π2) ∼= HomDσ(H,E)(Π

′
2,Π

′
1) par [54, Th. 6.3]. Le lemme crucial suivant

sera souvent utilisé de manière tacite.

Lemme 2.1.1. — Soit Π1, Π2 deux représentations localement σ-analytiques de H
sur un E-espace vectoriel de type compact. On suppose que Π1 et Π2 sont admissibles.
Alors on a un isomorphisme de E-espaces vectoriels :

Ext1
H,σ

(
Π1,Π2

) ∼= Ext1
Dσ(H,E)

(
Π′2,Π

′
1

)
.

Démonstration. — Par [54, Th. 6.3] et par définition de Ext1
H,σ(Π1,Π2), on a une in-

jection Ext1
H,σ(Π1,Π2) ↪→ Ext1

Dσ(H,E)(Π
′
2,Π

′
1), il suffit donc de montrer la surjectivité.

Soit M un Dσ(H,E)-module extension de Π′2 par Π′1, par la discussion qui suit [53,
Lem. 3.6] il suffit de montrer que M est coadmissible. En effet, par [54, § 6] M est
alors muni d’une topologie canonique qui en fait un espace de Fréchet nucléaire muni
d’une action séparément continue de Dσ(H,E), donc par [53, Cor. 3.3] le dual fort
d’une représentation localement analytique, qui est l’extension dans Ext1

H,σ(Π1,Π2)
cherchée. Soit H0 ⊆ H un sous-groupe ouvert compact quelconque, pour 1/p < r < 1
on dispose des E-algèbres de Banach Dσ,r(H0, E) (cf. la preuve de [54, Th. 5.1]). On

définit Mr
déf
= M ⊗Dσ(H0,E)Dσ,r(H0, E) et de même (Π′1)r, (Π′2)r. Comme Dσ,r(H0, E)

est plat sur Dσ(H0, E) ([54, Th. 5.1] et [54, Rem. 3.2]) on a encore des suites exactes
courtes de Dσ,r(H0, E)-modules :

(6) 0 −→ (Π′1)r −→Mr −→ (Π′2)r −→ 0

d’où on déduit que Mr est de type fini sur Dσ,r(H0, E) puisque (Π′1)r et (Π′2)r le sont.

Il reste donc à montrer que l’on a un isomorphisme M
∼→ lim

←−
r

Mr. Mais en passant à

la limite projective sur les suites exactes (6) on en déduit un diagramme commutatif
de suites exactes :

0 → lim
←−
r

(Π′1)r → lim
←−
r

Mr → lim
←−
r

(Π′2)r

↑ ↑ ↑
0 → Π′1 → M → Π′2 → 0
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où les deux flèches verticales de gauche et de droite sont des isomorphismes par
hypothèse. Une chasse au diagramme donne immédiatement l’isomorphisme de la
flèche verticale du milieu.

Remarque 2.1.2. — Si Z ⊆ H est un sous-groupe p-adique localement L-
analytique fermé contenu dans le centre de H et si Z agit par un caractère
(localement σ-analytique) χ sur Π1 et Π2, on a un isomorphisme analogue
Ext1

H,σ,χ(Π1,Π2) ∼= Ext1
Dσ(H,E),χ′(Π

′
2,Π

′
1) où l’on prend les extensions sur lesquelles Z

(resp. Dσ(Z,E)) agit par χ (resp. par le dual χ′ de χ).

SoitG un groupe algébrique réductif connexe déployé sur L, T ⊆ G un tore maximal
déployé et B ⊆ G un sous-groupe de Borel contenant T . On note gσ (resp. bσ) la E-
algèbre de Lie de G×L,σE (resp. B×L,σE) et U(gσ), U(bσ) les algèbres enveloppantes.
Pour µσ ∈ X(T×L,σE) = Homgr(T×L,σE,Gm/E) on note L(µσ) l’unique objet simple

de la catégorieObσ
alg (cf. [50, § 2.5]) de plus haut poids µσ, c’est-à-dire l’unique quotient

irréductible de U(gσ) ⊗U(bσ) µσ. Pour P sous-groupe parabolique de G contenant B
de sous-groupe de Levi LP contenant T , et π∞ représentation lisse de LP (L) sur E de
longueur finie, si de plus L(µσ) est dans la sous-catégorie Opσ

alg ⊆ O
bσ
alg (cf. loc. cit., pσ

est la E-algèbre de Lie de P ×L,σ E) alors on dispose des représentations localement
σ-analytiques fortement admissibles FGP (L(µσ), π∞) construites par Orlik et Strauch
dans [50] en voyant E comme extension de L via σ : L ↪→ E (cf. aussi [4, § 1] pour
un bref résumé).

Dans la suite, G sera (sauf mention contraire) un groupe linéaire GLn/L, T le
sous-groupe des matrices diagonales et B le sous-groupe des matrices triangulaires
inférieures. On note N ⊂ B le radical unipotent de B, B le sous-groupe des matrices
triangulaires supérieures et N le radical unipotent de B. Si µσ = (µi,σ)i∈{1,...,n} ∈
X(T ×L,σ E) ∼= Zn, on rappelle que dimE L(µσ) < +∞ si et seulement si µ1,σ ≤
µ2,σ ≤ · · · ≤ µn,σ (i.e. µσ est dominant par rapport à B ×L,σ E) et dans ce cas on
peut aussi voir L(µσ) comme une représentation algébrique de G ×L,σ E sur E, et
donc en particulier comme une représentation de G(L) ⊆ (G ×L,σ E)(E). Lorsque
µ1,σ ≥ µ2,σ ≥ · · · ≥ µn,σ, on note L(µσ) la représentation algébrique irréductible de
dimension finie de G ×L,σ E sur E de plus haut poids dominant µσ par rapport au
Borel opposé B×L,σ E. On a alors L(w0µσ) = L(µσ) où w0 est l’élément de longueur
maximal du groupe de Weyl de G ×L,σ E (w0µσ devient dominant pour B ×L,σ E).
Enfin pour µσ = (µi,σ)i∈{1,...,n} ∈ X(T ×L,σ E) ∼= Zn, on note σ(t)µσ le caractère :

t
déf
= diag(t1, . . . , tn) ∈ T (L) 7−→ σ(t)µσ

déf
= σ(t1)µ1,σ · · ·σ(tn)µn,σ ∈ E×.

2.2. Rappels sur les modules de Deligne-Fontaine. — On donne quelques
rappels sur les modules de Deligne-Fontaine ([36]).

Fixons L′ une extension finie galoisienne de L et soit L′0 ⊆ L′ la sous-extension
non ramifiée (sur Qp) maximale. On suppose |Hom(L′, E)| = [L′ : Qp] et on note
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f ′ = [L′0 : Qp] et ϕ′0 le Frobenius arithmétique sur L′0 (qui modulo p est l’élévation
à la puissance p). Rappelons qu’un module de Deligne-Fontaine est un quadruplet
(D,ϕ,N,Gal(L′/L)) où D est un L′0 ⊗Qp E-module libre de rang fini équipé d’une
application bijective (appelée Frobenius) ϕ : D → D telle que ϕ((l′0 ⊗ e) · d) =
(ϕ′0(l′0) ⊗ e) · ϕ(d), d’un endomorphisme L′0 ⊗Qp E-linéaire N : D → D (appelé
opérateur de monodromie) tel que Nϕ = pϕN et d’une action de Gal(L′/L) (appelée
donnée de descente) qui commute à ϕ, N et telle que g((l′0⊗ e) · d) = (g(l′0)⊗ e) · g(d)
(l′0 ∈ L′0, e ∈ E, d ∈ D, g ∈ Gal(L′/L)). Les modules de Deligne-Fontaine forment une
catégorie de manière évidente en prenant pour morphismes les applications L′0⊗QpE-
linéaires qui commutent à ϕ, N et à l’action de Gal(L′/L).

Par un résultat de Fontaine (cf. [36] ou [12, Prop. 4.1]), la catégorie des mo-
dules de Deligne-Fontaine est en fait équivalente à la catégorie des représentations
du groupe de Weil-Deligne de L sur un E-espace vectoriel de dimension finie telles
que la restriction au groupe de Weil de L′ est non ramifiée. Rappelons comment
associer une représentation de Weil-Deligne à un module de Deligne-Fontaine D =
(D,ϕ,N,Gal(L′/L)) (cf. [12, § 4]). On fixe un plongement σ′0 : L′0 ↪→ E, qui induit

σ′0 ⊗ Id : L′0 ⊗Qp E � E, et on pose DL′0,σ
′
0

déf
= D ⊗L′0⊗QpE,σ

′
0⊗Id E. Comme N

est L′0 ⊗Qp E-linéaire, il induit un endomorphisme E-linéaire nilpotent encore noté

N : DL′0,σ
′
0
→ DL′0,σ

′
0
. Pour w ∈ W (L/L), on définit r(w)

déf
= ϕ−α(w) ◦ w où w est

l’image de w dans Gal(L′/L) et α(w) ∈ fZ est l’unique entier tel que l’image de w
dans Gal(Fp/Fp) est la puissance α(w)-ième du Frobenius arithmétique absolu. On
voit immédiatement que r(w) est L′0 ⊗Qp E-linéaire et donc induit une application

encore notée r(w) : DL′0,σ
′
0
→ DL′0,σ

′
0
. Si l’on remplace σ′0 par σ′0 ◦ ϕ′0

−d pour d ∈
Z, l’application ϕd : D → D induit un isomorphisme E-linéaire encore noté ϕd :
DL′0,σ

′
0

∼→ DL′0,σ
′
0◦ϕ′0

−d qui, composé avec un certain automorphisme E-linéaire de

DL′0,σ
′
0

(voir les preuves de [11, Lem. 2.2.1.2] et [24, Lem. 8.4.3]), commute à N et

r(w) pour tout w ∈ W (L/L) : (r,N,DL′0,σ
′
0
) est la représentation de Weil-Deligne

associée à D, qui ne dépend donc pas du plongement σ′0 à isomorphisme près.

Pour tenir compte de la filtration de Hodge, il sera plus pratique d’avoir une vari-
ante de la définition de cette représentation de Weil-Deligne faisant intervenir des
plongements de L dans E plutôt que de L′0.

On pose DL′
déf
= D⊗L′0 L

′ auquel on étend l’action de Gal(L′/L) par g((l′⊗ e) ·d) =

(g(l′) ⊗ e) · g(d). La décomposition L ⊗Qp E
∼→
∏

σ∈S E, l ⊗ e 7→ (σ(l)e)σ induit
DL′
∼=
∏

σ∈S DL′,σ où chaque DL′,σ est un L′ ⊗L,σ E-module libre de rang celui de D
sur L′0 ⊗Qp E et l’action de Gal(L′/L) sur DL′ induit une action sur chaque DL′,σ.
Par le théorème de Hilbert 90 on a un isomorphisme L′ ⊗L,σ E-linéaire pour tout σ :

(7) L′ ⊗L DGal(L′/L)
L′,σ

∼−→ DL′,σ.
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où D
Gal(L′/L)
L′,σ = (DL′,σ)Gal(L′/L) = D

Gal(L′/L)
L′ ⊗L⊗QpE,σ⊗Id E. Pour tout σ′ : L′ ↪→ E,

soit DL′,σ′
déf
= DL′ ⊗L′⊗QpE,σ

′⊗Id E, l’injection D ↪→ DL′ induit un isomorphisme de

E-espaces vectoriels DL′0,σ
′|L′0

∼→ DL′,σ′ qui permet de transporter sur DL′,σ′ l’action

de Weil-Deligne précédemment définie sur DL′0,σ
′|L′0

.

Lemme 2.2.1. — Fixons σ ∈ S.
(i) Pour tout σ′ : L′ ↪→ E tel que σ′|L = σ, l’application composée :

pσ′ : D
Gal(L′/L)
L′,σ ↪→ DL′,σ � DL′,σ′

est un isomorphisme de E-espaces vectoriels de dimension n. En particulier pσ′ per-

met de transporter sur D
Gal(L′/L)
L′,σ l’action de Weil-Deligne sur DL′,σ′.

(ii) Pour tout σ′, σ′′ : L′ ↪→ E tels que σ′′|L = σ′|L = σ et tout w ∈ W (L/L) relevant

g
déf
= σ′′−1σ′ ∈ Gal(L′/L), l’action de Weil-Deligne induite sur D

Gal(L′/L)
L′,σ par pσ′′ est

isomorphe à l’action induite par pσ′ conjuguée par w−1.

Démonstration. — (i) se déduit de (7). Démontrons (ii). Le diagramme commutatif
DL′ ←↩ D
g ↓ ↓ g
DL′ ←↩ D

induit un diagramme commutatif :

DL′,σ′
∼←− DL′0,σ

′|L′0
g ↓ ↓ g

DL′,σ′′
∼←− DL′0,σ

′′|L′0

qui s’inscrit dans un diagramme commutatif :

D
Gal(L′/L)
L′,σ

pσ′−→ DL′,σ′
∼←− DL′0,σ

′|L′0
w−1 ↓ w−1 ↓ ↓ w−1

D
Gal(L′/L)
L′,σ

pσ′−→ DL′,σ′
∼←− DL′0,σ

′|L′0
Id ↓ g ↓ ↓ g

D
Gal(L′/L)
L′,σ

pσ′′−→ DL′,σ′′
∼←− DL′0,σ

′′|L′0
.

Or, par définition de l’action r(w−1) sur DL′0,σ
′|L′0

, la composée g ◦w−1 à droite est de

la forme ϕd pour un d ∈ Z, donc entrelace les actions respectives de Weil-Deligne sur
DL′0,σ

′|L′0
et DL′0,σ

′′|L′0
(lorsque composée avec un certain automorphisme E-linéaire de

DL′0,σ
′|L′0

, cf. ci-dessus). On en déduit que w−1 : D
Gal(L′/L)
L′,σ → D

Gal(L′/L)
L′,σ (pour l’action

induite par pσ′) composé avec un automorphisme E-linéaire de la source entrelace les
actions de Weil-Deligne induites par pσ′ et pσ′′ .

Dans la suite de l’article on munit toujours D
Gal(L′/L)
L′,σ de l’action de Weil-Deligne

induite par un quelconque plongement σ′ : L′ ↪→ E tel que σ′|L = σ (le choix du
plongement σ′ n’aura pas d’incidence via le (ii) du Lemme 2.2.1).
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Fixons un module de Deligne-Fontaine D = (D,ϕ,N,Gal(L′/L)) de rang n
sur L′0 ⊗Qp E et, pour chaque plongement σ : L ↪→ E de S, une liste d’entiers
k = (ki,σ)i∈{1,...,n}

σ∈S
dans Z telle que k1,σ > k2,σ > · · · > kn,σ pour tout σ. Appelons

filtration de Hodge de poids de Hodge-Tate k sur D la donnée de sous-L′ ⊗Qp E-

modules (FiliDL′)i∈Z de DL′ vérifiant les propriétés suivantes :
(i) Fili+1DL′ ⊆ FiliDL′ pour tout i;
(ii) FiliDL′ est stable par l’action de Gal(L′/L) pour tout i;
(ii) FiliDL′,σ/Fili+1DL′,σ 6= 0 si et seulement si i ∈ {−k1,σ, . . . ,−kn,σ};
où FiliDL′,σ est l’image de FiliDL′ dans DL′,σ. Notons que (i) et (iii) for-
cent FiliDL′,σ = DL′,σ si i ≤ −k1,σ et FiliDL′,σ = 0 si i > −kn,σ. Comme
FiliDL′ =

∏
σ∈S FiliDL′,σ, chaque FiliDL′,σ est stable par l’action de Gal(L′/L) dans

DL′,σ et par le théorème de Hilbert 90 encore, on a un isomorphisme L′⊗L,σE-linéaire :

L′ ⊗L (FiliDL′,σ)Gal(L′/L) ∼−→ FiliDL′,σ

pour tout i et tout σ. En particulier chaque FiliDL′,σ et chaque FiliDL′,σ/Fili+1 DL′,σ

est libre (de rang fini) sur L′⊗L,σE et se donner FiliDL′,σ revient juste à se donner un

sous-E-espace vectoriel (FiliDL′,σ)Gal(L′/L) de D
Gal(L′/L)
L′,σ . Pour chaque j ∈ {1, . . . , n},

le E-espace vectoriel
∧j
E D

Gal(L′/L)
L′,σ possède ainsi une droite canonique donnée par :

(8) Filmax
(
∧jE D

Gal(L′/L)
L′,σ

) déf
= (Fil−kn−j+1,σDL′,σ)Gal(L′/L)∧E

(Fil−kn−j+2,σDL′,σ)Gal(L′/L) ∧E · · · ∧E (Fil−kn,σDL′,σ)Gal(L′/L).

Enfin, si ρp est une représentation potentiellement semi-stable de dimension finie de
Gal(L/L) sur E, et si L′ est une extension galoisienne finie de L telle que ρp|Gal(L/L′)

est semi-stable, rappelons ([37, § 5.6]) qu’il lui est associé le module de Deligne-

Fontaine D = ((Bst ⊗Qp ρp)Gal(L/L′), ϕ,N,Gal(L′/L)), les opérateurs ϕ,N provenant
de ces mêmes opérateurs sur Bst et l’action de Gal(L′/L) étant l’action résiduelle de

Gal(L/L). Notons qu’alors DL′ = (BdR ⊗Qp ρp)Gal(L/L′) et donc pour tout σ ∈ S :

D
Gal(L′/L)
L′,σ = (BdR ⊗Qp ρp)Gal(L/L) ⊗L⊗QpE,σ⊗Id E.

Si ρp a des poids de Hodge-Tate distincts k1,σ > k2,σ > · · · > kn,σ pour chaque
plongement σ : L ↪→ E, la filtration de Hodge sur Bst induit une filtration de Hodge
sur D de poids de Hodge-Tate k = (ki,σ)i,σ.

2.3. Propriétés de la “correspondance” localement analytique. — On
énonce une propriété (conjecturale) nouvelle (EXT) que devraient satisfaire les
représentations localement Qp-analytiques de GLn(L) portées par les composantes
Hecke isotypiques de la cohomologie complétée.

On fixe un module de Deligne-Fontaine D = (D,ϕ,N,Gal(L′/L)) de rang n sur
L′0 ⊗Qp E et on note WD(D) la représentation de Weil-Deligne associée (cf. § 2.2).
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Notons que la représentation de Weil sous-jacente à WD(D) est associée au mo-
dule de Deligne-Fontaine (D,ϕ, 0,Gal(L′/L)). On suppose dans ce qui suit que les
constituants irréductibles de cette représentation de Weil sous-jacente sont absolument
irréductibles et distincts deux à deux. En particulier, la représentation de Weil sous-
jacente est absolument semi-simple et WD(D) est F -semi-simple.

Définition 2.3.1. — Soit j ∈ {1, . . . , n − 1}, on dit qu’un automorphisme de la
représentation de Weil-Deligne ∧jEWD(D) est permis s’il induit un automorphisme
scalaire sur tous les sous-espaces de la forme WD(D)1 ∧E · · · ∧E WD(D)j où les
WD(D)i, 1 ≤ i ≤ j sont des sous-représentations de Weil-Deligne indécomposables
de WD(D) et où la notation signifie l’image par la surjection canonique :

WD(D)⊗E · · · ⊗E WD(D)︸ ︷︷ ︸
j fois

� ∧jEWD(D).

Lorsque j = 1, par l’hypothèse ci-dessus sur WD(D) tout automorphisme de
WD(D) est automatiquement permis, mais il n’en est pas de même en général lorsque
j > 1. Tout automorphisme de ∧jEWD(D) induit par un automorphisme de WD(D)

est permis. Si WD(D) est indécomposable, les automorphismes permis de ∧jEWD(D)
pour tout j sont les scalaires non nuls.

On fixe k = (ki,σ)i∈{1,...,n}
σ∈S

dans Z tel que k1,σ > k2,σ > · · · > kn,σ pour tout σ et

on pose λσ = (λi,σ)i∈{1,...,n} avec λi,σ
déf
= ki,σ − (n − i) pour i, σ (on a λ1,σ ≥ λ2,σ ≥

· · · ≥ λn,σ). On rappelle (cf. § 2.1) que L(λσ) désigne la représentation algébrique
irréductible de GLn ×L,σ E de plus haut poids λσ par rapport à B ×L,σ E.

On suppose qu’il existe au moins une représentation potentiellement semi-stable ρp
de Gal(L/L) de dimension n sur E dont les poids de Hodge-Tate sont k = (ki,σ)i,σ et

dont le module de Deligne-Fontaine associé est D (cf. fin du § 2.2). À une telle ρp cor-

respond pour tout σ ∈ S et tout j ∈ {1, . . . , n− 1} une droite Filmax(∧jED
Gal(L′/L)
L′,σ ) ⊆

∧jED
Gal(L′/L)
L′,σ comme en (8). À ρp devrai(en)t également correspondre une - ou

plusieurs - représentation(s) localement Qp-analytique(s) admissible(s) Πan(ρp)
? de

GLn(L) sur E de caractère central (ε−
n(n−1)

2 det ρp) ◦ recL
−1. Par exemple, on peut

prendre pour Πan(ρp)
? l’une quelconque (à twist près) des spécialisations non nulles

V (ρp) construites dans [15, § 2.10] (on sait qu’il en existe au moins lorsque n = 2,
N = 0 et k1,σ − k2,σ ≤ 1 pour tout σ, ou bien lorsque L est non ramifiée, ρp est
cristalline et k1,σ − kn,σ ≤ p − 2 pour tout σ, cf. [15, § 5]). Ou bien, si ρp se “glo-
balise” en une représentation galoisienne automorphe cohomologique, on peut prendre
pour Πan(ρp)

? (à twist convenable près) le sous-espace Hecke-isotypique associé dans
les vecteurs localement Qp-analytiques d’un espace de cohomologie complétée con-
venable, cf. par exemple § 6.1 ci-dessous.
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Les représentations Πan(ρp)
? restent encore mystérieuses, mais plusieurs de leurs

propriétés (conjecturales) commencent à émerger. Rappelons-en deux.

(ALG) Une propriété déjà attendue de Πan(ρp)
? (voir en particulier [12], [31],

[15] ou (56) ci-dessous) est que l’on devrait avoir une injection GLn(L)-équivariante,
unique à scalaire non nul près :

(9) Πalg(k,D)
déf
=
(
⊗σ∈S L(λσ)

)
⊗E Π∞(D) ↪→ Πan(ρp)

?

où Π∞(D) est la représentation lisse admissible (pas forcément irréductible) de
GLn(L) sur E correspondant à WD(D) par la correspondance de Langlands locale
normalisée comme au § 1 puis modifiée comme dans [12, § 4]. Notons que Πalg(k,D)
est une représentation localement Qp-algébrique de GLn(L) sur E (qui ne dépend
que de k et D).

(SOC) Une autre propriété attendue de Πan(ρp)
? est qu’elle devrait en général

aussi contenir en sous-objet (i.e. en socle) des représentations localement Qp-
analytiques irréductibles qui ne sont pas localement Qp-algébriques : voir [4, § 6] et
[5, Conj. 5.3](1), voir aussi § 3.3 ci-dessous et le (ii) de la Remarque 6.1.4.

On décrit ici une possible autre propriété de Πan(ρp)
? que l’on explore dans toute la

suite de l’article. On renvoie au § 6.1 pour une conjecture précise dans un cadre global.
On rappelle (cf. § 1) que si Π,Π′ sont deux représentations localement Qp-analytiques
admissibles de GLn(L) sur E et si E est un sous-E-espace vectoriel de dimension ≤ 1
du E-espace vectoriel Ext1

GLn(L)(Π
′,Π), on note [[E ]] l’unique représentation de GLn(L)

sur E sous-jacente à E au sens de Yoneda.

(EXT) Pour tout plongement σ ∈ S et tout j ∈ {1, . . . , n − 1}, il devrait exister
une représentation localement σ-analytique admissible de longueur finie Πj,σ(kσ, D)
de GLn(L) sur E ne dépendant que de kσ = (ki,σ)i et de D ainsi qu’un isomorphisme
de E-espace vectoriels :

(10) Rj,σ : ∧jED
Gal(L′/L)
L′,σ

∼−→ Ext1
GLn(L),σ

(
Πj,σ(kσ, D), L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
unique à composition près à gauche par un automorphisme permis de la représentation

de Weil-Deligne ∧jED
Gal(L′/L)
L′,σ (Définition 2.3.1) tels que, pour toute représentation ρp

de dimension n de Gal(L/L) sur E qui est potentiellement semi-stable de poids de
Hodge-Tate k et de module de Deligne-Fontaine D, on ait une injection GLn(L)-
équivariante :

(11)
(
⊗τ∈S\{σ} L(λτ )

)
⊗E [[Rj,σ

(
Filmax(∧jED

Gal(L′/L)
L′,σ )

)
]] ↪→ Πan(ρp)

?

(1)En fait, ces références supposent un petit peu plus que ce qui est supposé ci-dessus sur la
représentation de Weil sous-jacente, cf. [4, Hyp. 5.2].
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unique à composition près par un automorphisme de la GLn(L)-représentation de
gauche dans (11) et induisant une injection GLn(L)-équivariante :

(12)

j,σ⊕
Πalg(k,D)

((
⊗τ∈S\{σ} L(λτ )

)
⊗E [[Rj,σ

(
Filmax(∧jED

Gal(L′/L)
L′,σ )

)
]]
)
↪→ Πan(ρp)

?

où le terme de gauche dans (12) est la somme amalgamée pour tout σ, j au-dessus
de la représentation localement Qp-algébrique commune Πalg(k,D) (qui s’injecte de
manière unique par la propriété (ALG)).

Je m’attends à ce que l’injection (12) ne soit un isomorphisme que dans le cas
GL2(Qp), et on ne peut espérer non plus que la sous-représentation de Πan(ρp)

? donnée
par la somme amalgamée en (12) suffise en général à déterminer la représentation
galoisienne ρp (cf. par exemple § 3.3). Mais la dernière propriété suivante semble
raisonnable.

(GAL) Supposons qu’il existe pour tout j, σ des représentations Πj,σ(kσ, D) et
des isomorphismes Rj,σ vérifiant (10). Supposons de plus la représentation de Weil-

Deligne D
Gal(L′/L)
L′,σ indécomposable, ou de manière équivalente Π∞(D) irréductible et

essentiellement de carré intégrable. Alors la représentation localement Qp-analytique
de GLn(L) donnée par la somme amalgamée en (12) :

(13)

j,σ⊕
Πalg(k,D)

((
⊗τ∈S\{σ} L(λτ )

)
⊗E [[Rj,σ

(
Filmax(∧jED

Gal(L′/L)
L′,σ )

)
]]
)

détermine complètement la représentation galoisienne ρp.

Remarque 2.3.2. — (i) Rappelons que la représentation de GLn(L) :(
⊗τ∈S\{σ} L(λτ )

)
⊗E [[Rj,σ

(
Filmax(∧jED

Gal(L′/L)
L′,σ )

)
]]

est par construction une extension non scindée de
(
⊗τ∈S\{σ} L(λτ )

)
⊗E Πj,σ(kσ, D)

par Πalg(k,D).
(ii) Une représentation localement σ-analytique admissible de longueur finie
Πj,σ(kσ, D) pour laquelle il existe un isomorphisme Rj,σ tel que les assertions
(10), (11) et (12) soient satisfaites n’est pas unique en général, voir par exemple la
Remarque 4.6.3 ci-dessous. Cependant il n’est pas impossible qu’il existe une unique
représentation localement σ-analytique admissible de longueur finie Πj,σ(kσ, D)
maximale pour l’inclusion parmi celles satisfaisant (10), (11) et (12).

3. Quelques cas particuliers

On donne plusieurs exemples ou candidats de représentations Πj,σ(kσ, D) et
d’isomorphismes Rj,σ.
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3.1. Le cas GL2(Qp). — On commence par faire le point sur le cas GL2(Qp).

On conserve les notations du § 2. On rappelle que B (resp. B) désigne les matrices
triangulaires inférieures (resp. supérieures) de GL2 et T les matrices diagonales. On
fixe deux poids de Hodge-Tate k1 > k2, on a donc λ = (λ1, λ2) = (k1 − 1, k2) et on

pose ν
déf
= −λ = (ν1, ν2) = (−k1 + 1,−k2) (donc ν1 ≤ ν2), s1 · ν

déf
= (ν2 + 1, ν1 − 1) =

(−k2 + 1,−k1). On rappelle que L(λ) = L(−ν) est la représentation algébrique
irréductible de dimension finie de GL2 ×Qp E de plus haut poids λ par rapport aux

racines de B, que son dual est L(ν) et que Πalg(k,D) = L(λ)⊗E Π∞(D). On note s1

l’unique réflexion simple de GL2.

Soit Πan(ρp) la représentation localement analytique de GL2(Qp) sur E de caractère
central (ε−1det ρp) ◦ rec−1

Qp associée à ρp par la correspondance localement analytique

([20], [22]). Si ρp est une représentation potentiellement semi-stable de Gal(Qp/Qp)
de dimension 2 sur E et de poids de Hodge-Tate k = (k1, k2), et si D est son module
de Deligne-Fontaine (cf. § 2.2), alors on a :

Π1(k,D) = Πan(ρp)/Π
alg(k,D).

Un théorème de Colmez ([20, Th. VI.6.43]) assure que Π1(k,D) ne dépend que de
k,D et pas de la filtration de Hodge. On explicite dans la suite Π1(k,D) et R1 (sauf
dans le cas supercuspidal).

Cas cristallin.
On considère D = (D,ϕ, 0) pour L = L′ = Qp où α1, α0 ∈ E× avec α1 6= α0 et :

D = Ee1 ⊕ Ee0

{
ϕ(e1) = α1e1

ϕ(e0) = α0e0.

On suppose d’abord α1 6= α0p. On a Π∞(D) = (Ind
GL2(Qp)

B(Qp) nr(α0)| · |−1 ⊗ nr(α1))∞ ∼=
(Ind

GL2(Qp)

B(Qp) nr(α1)| · |−1 ⊗ nr(α0))∞ et on pose :

(14)

I0(ν)
déf
=

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) t−ν ⊗E (nr(α0)| · |−1 ⊗ nr(α1))
)an

I1(ν)
déf
=

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) t−ν ⊗E (nr(α1)| · |−1 ⊗ nr(α0))
)an

I0(s1 · ν)
déf
=

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) t−s1·ν ⊗E (nr(α0)| · |−1 ⊗ nr(α1))
)an

I1(s1 · ν)
déf
=

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) t−s1·ν ⊗E (nr(α1)| · |−1 ⊗ nr(α0))
)an
.

On a alors Π1(k,D) = I0(s1 · ν)⊕ I1(s1 · ν) par [44].

Lemme 3.1.1. — On a :

dimE Ext1
GL2(Qp)

(
I0(s1 · ν), L(λ)⊗E Π∞(D)

)
= dimE Ext1

GL2(Qp)

(
I1(s1 · ν), L(λ)⊗E Π∞(D)

)
= 1.

Démonstration. — Les dimensions sont ≥ 1 car I0(ν) et I1(ν) fournissent de telles
extensions non scindées. Il suffit de montrer qu’elles sont aussi ≤ 1. Par [43, Th. 8.15
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& Th. 8.18] on a dimE Ext1
GL2(Qp)(I0(s1·ν), I1(ν)) = dimE Ext1

GL2(Qp)(I1(s1·ν), I0(ν)) =

1 d’où le résultat puisque Ext1
GL2(Qp)(I0(s1 · ν), L(λ)⊗E Π∞(D)) ⊆ Ext1

GL2(Qp)(I0(s1 ·
ν), I1(ν)) et Ext1

GL2(Qp)(I1(s1 · ν), L(λ)⊗E Π∞(D)) ⊆ Ext1
GL2(Qp)(I1(s1 · ν), I0(ν)).

De plus R1 est une bijection quelconque telle que :

R1(Ee0) = Ext1
GL2(Qp)

(
I1(s1 · ν), L(λ)⊗E Π∞(D)

)
R1(Ee1) = Ext1

GL2(Qp)

(
I0(s1 · ν), L(λ)⊗E Π∞(D)

)
.

On suppose maintenant α1 = α0p = α, on a Π∞(D) = (Ind
GL2(Qp)

B(Qp) | · |−1⊗ | · |)∞⊗E
(nr(α) ◦ det) et on pose :

(15)

I(ν)
déf
=

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) t−ν
)an

Ĩ(ν)
déf
=

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) t−ν ⊗E (| · |−1 ⊗ | · |)
)an

I(s1 · ν)
déf
=

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) t−s1·ν
)an

Ĩ(s1 · ν)
déf
=

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) t−s1·ν ⊗E (| · |−1 ⊗ | · |)
)an
.

On a (cf. [44]) :

Π1(k,D) =
(
I(s1 · ν)⊕ Ĩ(s1 · ν)

)
⊗E (nr(α) ◦ det)

et dimE Ext1
GL2(Qp)(I(s1 ·ν)⊗E (nr(α)◦det), L(λ)⊗EΠ∞(D)) = dimE Ext1

GL2(Qp)(Ĩ(s1 ·
ν)⊗E (nr(α)◦det), L(λ)⊗EΠ∞(D)) = 1 (comme pour le Lemme 3.1.1, on a facilement
dimE ≥ 1, l’inégalité ≤ 1 pour le premier se démontre comme au Lemme 3.1.1 via

L(λ)⊗E Π∞(D) ⊂ Ĩ(ν)⊗E (nr(α) ◦ det) et pour le deuxième suit de Ext1
GL2(Qp)(Ĩ(s1 ·

ν), Ĩ(ν)) = 0, cf. [43, Th. 8.15 & Th. 8.18], et de Ĩ(ν) � Ĩ(s1 · ν)). Enfin R1 est une
bijection quelconque telle que :

R1(Ee0) = Ext1
GL2(Qp)

(
Ĩ(s1 · ν)⊗E (nr(α) ◦ det), L(λ)⊗E Π∞(D)

)
R1(Ee1) = Ext1

GL2(Qp)

(
I(s1 · ν)⊗E (nr(α) ◦ det), L(λ)⊗E Π∞(D)

)
.

Le cas cristabellin est très similaire au cas cristallin et laissé au lecteur.

Cas semi-stable non cristallin.
On considère D = (D,ϕ,N) pour L = L′ = Qp où α ∈ E× et :

D = Ee1 ⊕ Ee0

{
ϕ(e1) = αe1

ϕ(e0) = αp−1e0

{
N(e1) = e0

N(e0) = 0.

On a Π∞(D) = St∞2 ⊗E (nr(α) ◦ det).

Lemme 3.1.2. — (i) La représentation Π1(k,D) est l’unique représentation locale-
ment analytique Π1(k,D) de GL2(Qp) sur E de la forme :

(16) I(s1 · ν) L(λ) Ĩ(s1 · ν) ⊗E (nr(α) ◦ det).
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(ii) On a dimE Ext1
GL2(Qp)(Π

1(k,D), L(λ)⊗E Π∞(D)) = 2.

(iii) La restriction induit un isomorphisme :

Ext1
GL2(Qp)

(
Π1(k,D), L(λ)⊗E Π∞(D)

)
∼−→ Ext1

GL2(Qp)

(
I(s1 · ν) L(λ) ⊗E (nr(α) ◦ det), L(λ)⊗E Π∞(D)

)
.

Démonstration. — On suppose α = 1 quitte à twister et on note que l’on peut partout
dans l’énoncé remplacer Ext1

GL2(Qp) par Ext1
GL2(Qp),ψ où ψ : Q×p → E, t 7→ t−(ν1+ν2).

Commençons par (i). Le fait que Π1(k,D) a cette forme est démontré dans
[45] (et certainement aussi dans [20]+[22]), on se contente ici de montrer
l’existence et l’unicité d’une représentation de la forme (16). Par [59, (11)] on
a dimE Ext1

GL2(Qp),ψ(L(λ), I(ν)/L(λ)) = 2. En utilisant la suite exacte (non scindée

par [59, (8)]) :

(17) 0→ I(s1 · ν)′ →
(
I(ν)/L(λ)

)′ → L(λ)′ ⊗E St∞2
′ → 0,

les égalités dimEExt1
D(GL2(Qp),E),ψ′(L(λ)′⊗ESt∞2

′, L(λ)′)=1, Ext2
D(GL2(Qp),E),ψ′(L(λ)′⊗E

St∞2
′, L(λ)′) = 0 ([57, Prop. 4.7(2)] et [48, Th. 1] ou [23, Th. 1.3], ou plus directement

[57, Cor. 4.8]) et le Lemme 2.1.1, on en déduit dimE Ext1
GL2(Qp)(L(λ), I(s1·ν)) = 1. On

note I(s1 · ν) L(λ) l’unique extension non scindée. Par [43, Th. 8.15 & Th. 8.18]

on a Ext1
D(GL2(Qp),E)(I(s1 ·ν)′, Ĩ(s1 ·ν)′) = Ext2

D(GL2(Qp),E)(I(s1 ·ν)′, Ĩ(s1 ·ν)′) = 0 d’où
l’on déduit :

Ext1
D(GL2(Qp),E)

(
L(λ)′ I(s1 · ν)′ , Ĩ(s1 · ν)′

) ∼−→ Ext1
D(GL2(Qp),E)

(
L(λ)′, Ĩ(s1 · ν)′

)
ce qui démontre (i) par la troisième égalité dans la Proposition 3.1.6 ci-dessous.

Continuons avec (ii) et (iii). Par (17) on a dimE Ext1
GL2(Qp)(I(s1 · ν), L(λ) ⊗E

Π∞(D)) ≥ 1 et comme Ext1
GL2(Qp)(I(s1 · ν), L(λ) ⊗E Π∞(D)) ⊆ Ext1

GL2(Qp)(I(s1 ·
ν), Ĩ(ν)) qui a dimension 1 par [43, Th. 8.15 & Th. 8.18], on a dimE Ext1

GL2(Qp)(I(s1 ·
ν), L(λ)⊗E Π∞(D)) = 1. Avec dimE Ext1

GL2(Qp),ψ(L(λ), I(ν)/L(λ)) = 2, on en déduit

facilement (on laisse les détails au lecteur) :

(18) dimE Ext1
GL2(Qp)

(
I(s1 · ν) L(λ) , L(λ)⊗E Π∞(D)

)
= 2.

Avec les quatrième et cinquième égalités de la Proposition 3.1.6 ci-dessous, on obtient
(ii) et (iii) en même temps.

Pour expliciter l’unique bijection R1 (à scalaire non nul près) compatible avec la
correspondance localement analytique dans ce cas, on a besoin de quelques lemmes
préliminaires. Soit Ext1

T (Qp),ψ(t−ν , t−ν) le sous-E-espace vectoriel de Ext1
T (Qp)(t

−ν , t−ν)

des extensions sur lesquelles les scalaires Q×p ⊂ T (Qp) agissent par ψ : Q×p → E×, t 7→
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t−(ν1+ν2). On déduit de [43, Th. 8.15 & Th. 8.18] (appliqué à χ1 = χ2) et du Lemme
2.1.1 que l’induction parabolique localement analytique induit un isomorphisme :

(19) Ext1
T (Qp),ψ(t−ν , t−ν)

∼−→ Ext1
GL2(Qp),ψ(I(ν), I(ν))

de E-espaces vectoriels de dimension 2 (noter que la dimension dans [43] est 4 mais
devient 2 avec la condition sur l’action du centre).

Lemme 3.1.3. — Par “pullback” et “pushforward” on a des isomorphismes de E-
espaces vectoriels de dimension 2 :

Ext1
GL2(Qp),ψ

(
I(ν), I(ν)

) ∼−→ Ext1
GL2(Qp),ψ

(
L(λ)⊗E

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1
)∞
, I(ν)

)
∼−→ Ext1

GL2(Qp),ψ

(
L(λ)⊗E

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1
)∞
, I(ν)/L(λ)

)
∼−→ Ext1

GL2(Qp),ψ

(
L(λ), I(ν)/L(λ)

)
.

Démonstration. — Le premier isomorphisme découle de ExtiGL2(Qp)

(
I(s1 · ν), I(ν)) =

0 pour tout i (par [43, Th. 8.15 & Th. 8.18] et le Lemme 2.1.1). Le deuxième

isomorphisme découle de ExtiGL2(Qp),ψ(L(λ) ⊗E
(

Ind
GL2(Qp)

B(Qp) 1
)∞
, L(λ)) = 0 pour i ∈

{1, 2} (qui se déduit aisément par dévissage de [57, Cor. 4.8]). Par ailleurs on sait
que la composée des trois morphismes de l’énoncé est un isomorphisme par (19) et
[59, (11)]. On en déduit que le dernier morphisme est aussi un isomorphisme.

Par [40, § 3.12] il existe une unique extension non scindée M
déf
= L(ν) L(s1 · ν)

dans la catégorie Ob
alg. La représentation FGL2

B (M, 1) de [50] (cf. fin du § 2.1) est alors

une extension de FGL2
B (L(ν), 1) = L(λ) ⊗E (Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1)∞ par FGL2
B (L(s1 · ν), 1) =

I(s1 · ν) sur laquelle le centre agit par ψ.

Lemme 3.1.4. — (i) On a un isomorphisme de E-espaces vectoriels de dimension 1 :

Ext1
GL2(Qp),ψ

(
L(λ)⊗E

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1
)∞
, I(s1 · ν)

) ∼−→ Ext1
GL2(Qp),ψ

(
L(λ), I(s1 · ν)

)
.

(ii) L’unique extension non scindée de Ext1
GL2(Qp),ψ

(
L(λ)⊗E (Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1)∞, I(s1·ν)
)

est donnée par FGL2
B (M, 1).

Démonstration. — (i) On a déjà montré dimE Ext1
GL2(Qp),ψ(L(λ), I(s1 · ν)) = 1 dans

la preuve du (i) du Lemme 3.1.2. On déduit de [57, Cor. 4.8] un isomorphisme :

(20) Ext1
GL2(Qp),ψ

(
L(λ)⊗E

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1
)∞
, L(λ)⊗E St∞2

)
∼−→ Ext1

GL2(Qp),ψ

(
L(λ), L(λ)⊗E St∞2

)
de E-espaces vectoriels de dimension 1 ainsi que :

Ext2
GL2(Qp),ψ

(
L(λ)⊗E

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1
)∞
, L(λ)⊗E St∞2

)
= Ext2

GL2(Qp),ψ

(
L(λ), L(λ)⊗E St∞2

)
= 0.
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On en déduit par (17) un diagramme commutatif de suites exactes courtes où l’on

abrège Ext1
GL2(Qp),ψ en Ext1 et (Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1)∞ en π∞ :

0 −→ Ext1(L(λ),L(λ)⊗ESt∞2 ) −→ Ext1(L(λ),I(ν)/L(λ)) −→ Ext1(L(λ),I(s1·ν)) −→ 0

↑ ↑ ↑
0 −→ Ext1(L(λ)⊗Eπ∞,L(λ)⊗ESt∞2 ) −→ Ext1(L(λ)⊗Eπ∞,I(ν)/L(λ)) −→ Ext1(L(λ)⊗Eπ∞,I(s1·ν)) −→ 0 .

Les deux flèches verticales de gauche sont des isomorphismes de E-espaces vectoriels
de dimensions respectives 1 et 2 (par (20) pour la première et par le dernier isomor-
phisme du Lemme 3.1.3 pour la deuxième). On en déduit que la flèche verticale de
droite est aussi un isomorphisme de E-espaces vectoriels de dimension 1.
(ii) On déduit de [50, Prop. 3.7 & Prop. 4.2] un diagramme commutatif de U(gl2)-
modules où les suites sont exactes et les flèches verticales sont injectives :

0 −→ FGL2
B (L(ν), 1)′ −→ FGL2

B (M, 1)′ −→ FGL2
B (L(s1 · ν), 1)′ −→ 0

↑ ↑ ↑
0 −→ L(ν) −→ M −→ L(s1 · ν) −→ 0 .

Si la suite exacte du haut était scindée, en considérant une section de l’injection
FGL2
B (L(ν), 1)′ ↪→ FGL2

B (M, 1)′ on en déduirait un morphisme non nul de U(gl2)-

modules M −→ FGL2
B (L(ν), 1)′ ' L(ν) ⊗E (Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1)∞
′

ce qui est impossible

puisque M est non scindé. On déduit alors le (ii) de la dimension 1 dans le (i).

Lemme 3.1.5. — On a un isomorphisme de E-espaces vectoriels qui est canonique
à multiplication près par un scalaire dans E× :

(21) Ext1
GL2(Qp)

(
Π1(k,D), L(λ)⊗E Π∞(D)

) ∼−→ Ext1
T (Qp),ψ(t−ν , t−ν).

Démonstration. — Rappelons qu’on peut remplacer Ext1
GL2(Qp) par Ext1

GL2(Qp),ψ à

gauche. Soit I(s1 ·ν) L(λ)⊗E (Ind
GL2(Qp)

B(Qp) 1)∞ (resp. I(s1 ·ν) L(λ) ) l’unique

extension non scindée par le (i) du Lemme 3.1.4 et supposons α = 1 quitte à twister.
Par le (iii) du Lemme 3.1.2 suivi de ExtiGL2(Qp),ψ(L(λ)⊗E St∞2 , L(λ)⊗E St∞2 ) = 0 pour

i ∈ {1, 2} ([57, Cor. 4.8]), on peut remplacer Π1(k,D) par I(s1 · ν) L(λ) puis par

I(s1 · ν) L(λ)⊗E (Ind
GL2(Qp)

B(Qp) 1)∞ . Soit JB(Qp) le foncteur de Jacquet-Emerton rel-

ativement à B(Qp) comme dans [32], [33] mais où l’action de T (Qp) provient d’une
action de Hecke qui n’est pas tordue par un caractère module (i.e. est comme en [5,
(18)]). Par le (ii) du Lemme 3.1.4 et [5, Th. 4.3 & Rem. 4.4(i)] on a :

(22) dimE HomT (Qp)

(
t−ν , JB(Qp)

(
I(s1 · ν) L(λ)⊗E

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1
)∞ ))

= 1

(noter que la représentation à droite est bien très fortement admissible car contenue
dans l’induite parabolique d’une représentation algébrique de B(Qp) de dimension
2 sur E). Soit maintenant E une représentation de GL2(Qp) correspondant à une
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extension dans Ext1
GL2(Qp),ψ(I(s1 · ν) L(λ)⊗E (Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1)∞ , L(λ) ⊗E St∞2 ) dont

l’image dans Ext1
GL2(Qp),ψ(I(s1 ·ν), L(λ)⊗E St∞2 ) est non nulle. Alors la représentation

E correspond également à une extension non nulle dans Ext1
GL2(Qp),ψ(L(λ) ⊗E

(Ind
GL2(Qp)

B(Qp) 1)∞, I(ν)/L(λ)) et par le Lemme 3.1.3 est une sous-représentation du

quotient I(ν)/L(λ) I(ν) d’une extension non scindée I(ν) I(ν) . On déduit

de [33, Lem. 0.3] que l’on a une injection T (Qp)-équivariante :

(23) t−ν t−ν ↪→ JB(Qp)

(
I(ν) I(ν)

)
⊆ JB(Qp)(I(ν)) JB(Qp)(I(ν))

où t−ν t−ν est l’extension non scindée qui donne I(ν) I(ν) par (19).

Comme HomT (Qp)(t
−ν , JB(Qp)(L(λ))) = HomT (Qp)(t

−ν , JB(Qp)(I(s1 ·ν))) = 0 par [5,

Th. 4.3 & Rem. 4.4(i)] et le (ii) du Lemme 3.1.4, on en déduit que (23) reste injective

dans JB(Qp)(I(ν)/L(λ) I(ν)) et tombe dans JB(Qp)(E) ⊆ JB(Qp)(I(ν)/L(λ) I(ν)).

Comme JB(Qp)(L(λ) ⊗E St∞2 ) = t−ν , on voit que l’image de JB(Qp)(E) dans

JB(Qp)(I(s1 · ν) L(λ)⊗E (Ind
GL2(Qp)

B(Qp) 1)∞ )) contient nécessairement l’unique car-

actère t−ν de (22). L’isomorphisme de l’énoncé est alors construit comme suit.
Fixons un plongement (canonique à scalaire non nul près par (22)) :

(24) t−ν ↪→ JB(Qp)

(
I(s1 · ν) L(λ)⊗E

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1
)∞ )

,

pour toute extension E comme ci-dessus l’image inverse de tν en (24) dans JB(Qp)(E)

est une extension non scindée t−ν t−ν dans Ext1
T (Qp),ψ(t−ν , t−ν) par ce qui précède.

On vérifie facilement (avec tout ce qui précède) que l’application E 7−→ t−ν t−ν

ainsi définie est E-linéaire et s’étend en un morphisme E-linéaire surjectif :

Ext1
GL2(Qp),ψ

(
I(s1 · ν) L(λ)⊗E

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) 1
)∞
, L(λ)⊗ESt∞2

)
� Ext1

T (Qp),ψ(t−ν, t−ν).

Comme ces deux E-espaces vectoriels sont de dimension 2 (cf. le (ii) du Lemme 3.1.2
et (19)), c’est un isomorphisme.

L’espace Ext1
T (Qp),ψ(t−ν , t−ν) s’identifie canoniquement au E-espace vectoriel des

morphismes continus T (Qp)→ E qui sont nuls en restriction aux scalaires (E étant ici

muni de sa structure additive) dont une base est Log0 : t 7→ log0(t1/t2) (avec log0(p)
déf
=

0) et Val : t 7→ val(t1/t2). On définit enfin R1 : D −→ Ext1
GL2(Qp)(Π

1(k,D), L(λ)⊗E
Π∞(D)) via l’inverse de l’isomorphisme du Lemme 3.1.5 :

(25) R1(e1) = Log0 R1(e0) = −Val

où le signe − provient de la compatibilité local-global ou de la théorie p-adique con-
tinue (cf. [3, Th. 1.1.2] et [19]).
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Terminons ce paragraphe avec la proposition ci-dessous qui sera utilisée dans les
calculs pour GL3(Qp) aux §§ 4.2, 4.3 etc. Elle n’est sûrement pas nouvelle, mais faute
de l’avoir trouvée dans la littérature, on en redonne une preuve complète.

Proposition 3.1.6. — On a :

HomD(GL2(Qp),E)

(
L(−ν)′, Ĩ(ν)′

)
= 0

Ext1
D(GL2(Qp),E)

(
L(−ν)′, Ĩ(ν)′

)
= 0

dimE Ext1
D(GL2(Qp),E)

(
L(−ν)′, Ĩ(s1 · ν)′

)
= 1

Ext1
D(GL2(Qp),E)

(
L(−ν)′ ⊗E St∞2

′, Ĩ(s1 · ν)′
)

= 0

Ext2
D(GL2(Qp),E)

(
L(−ν)′ ⊗E St∞2

′, Ĩ(s1 · ν)′
)

= 0

dimE Ext1
D(GL2(Qp),E)

(
Ĩ(s1 · ν)′, L(−ν)′ ⊗E St∞2

′) = 1.

Démonstration. — Rappelons que l’on a une suite exacte dans ModD(GL2(Qp),E) :

(26) 0→ Ĩ(s1 · ν)′ → Ĩ(ν)′ → L(−ν)′ ⊗E
(

Ind
GL2(Qp)

B(Qp) | · |
−1 ⊗ | · |

)∞′ → 0.

On commence par la première égalité. Par [43, Th. 8.14, Th. 8.15 & Th. 8.18], on a :

(27)
HomD(GL2(Qp),E)

(
I(ν)′, Ĩ(ν)′

)
= 0

Ext1
D(GL2(Qp),E)

(
I(ν)′, Ĩ(ν)′

)
= 0.

Comme I(ν)′ � L(−ν)′ ⊗E (Ind
GL2(Qp)

B(Qp) 1)∞
′

� L(−ν)′, on déduit de (27)

HomD(GL2(Qp),E)(L(−ν)′, Ĩ(ν)′) = 0.

Montrons les deux assertions suivantes. De (26) on déduit une suite exacte de
E-espaces vectoriels :

0→ HomD(GL2(Qp),E)

(
L(−ν)′, L(−ν)′ ⊗E

(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) | · |
−1 ⊗ | · |

)∞′)
−→ Ext1

D(GL2(Qp),E)

(
L(−ν)′, Ĩ(s1 · ν)′

)
−→ Ext1

D(GL2(Qp),E)

(
L(−ν)′, Ĩ(ν)′

)
.

Comme le terme tout à gauche a dimension 1, il suffit de montrer la nullité du terme

tout à droite. Comme (noter que HomGL2(Qp)((Ind
GL2(Qp)

B(Qp) | · |−1 ⊗ | · |)∞, St∞2 ) = 0) :

HomD(GL2(Qp),E)

(
(I(ν)/L(−ν))′, Ĩ(ν)′

)
= 0

cela découle de la deuxième égalité en (27).

Montrons les quatrième et cinquième assertions. Nous utilisons ici sans com-
mentaire la dualité de Schneider-Teitelbaum, cf. [54, § 8] et [55, Cor. 4.4]. Soit
Db(ModD(GL2(Qp),E)) la catégorie dérivée bornée des D(GL2(Qp), E)-modules à gauche
etDb

adm(ModD(GL2(Qp),E)) ⊂ Db(ModD(GL2(Qp),E)) la sous-catégorie triangulée des com-
plexes dont la cohomologie est formée de D(GL2(Qp), E)-modules coadmissibles (cf.
[55, § 2]). Par [54, Rem. 4.4] (basé sur [54, Th. 8.12]) et [55, Cor. 4.2], et en
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argumentant comme pour [57, (4.6)], on voit que le dual de [L(−ν)′ ⊗E St∞2
′] (com-

plexe de Db
adm(ModD(GL2(Qp),E)) concentré en degré 0) est [L(−ν) ⊗E St∞2

′][−4] =

[L(w0ν)′⊗E St∞2
′][−4] (idem concentré en degré 4 = dim GL2(Qp), rappelons que St∞2

est sa propre contragrédiente). Par [55, Prop. 6.5], le dual de [Ĩ(s1 · ν)′] est :[(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) ts1·ν ⊗E (t−1
1 ⊗ t2)

)an′]
[−3] =

[(
Ind

GL2(Qp)

B(Qp) tw0ν
)an′]

[−3]

où w0ν
déf
= (ν2, ν1). Par l’argument de la preuve de [57, Cor. 4.3], on a alors pour tout

i ≥ 1 puisque dimB(Qp)− dim GL2(Qp) = 3− 4 = −1 :

ExtiD(GL2(Qp),E)

(
L(−ν)′ ⊗E St∞2

′, Ĩ(s1 · ν)′
)

∼= Exti−1
D(GL2(Qp),E)

(
(Ind

GL2(Qp)

B(Qp) tw0ν)an′ , L(w0ν)′ ⊗E St∞2
′).

Comme le terme de droite est nul pour i = 1, on en déduit la quatrième assertion.
Pour i = 2, on applique (45) ci-dessous avec M = L(w0ν)′ ⊗E St∞2

′ et N = (tw0ν)′.
Par [57, (4.41)] et [57, Th. 4.10] on a :

(28)
H0(N(Qp),M) = (tw0ν)′ ⊗E (| · |−1 ⊗ | · |)′
H1(N(Qp),M) = (t−s1·(−w0ν))′ ⊗E (| · |−1 ⊗ | · |)′.

Comme ces caractères sont différents de (tw0ν)′, on obtient la nullité pour i = 2.

Enfin, la sixième et dernière assertion découle encore de (45) avec les formules ana-
logues à (28) pour L(−ν)′⊗E St∞2

′ qui donnent HomD(T (Qp),E)(H
1(N(Qp), L(−ν)′⊗E

St∞2
′), (t−s1·ν)′ ⊗E (| · |−1 ⊗ | · |)′) = E.

Cas potentiellement cristallin supercuspidal.
Malgré de spectaculaires progrès dans la compréhension des vecteurs localement ana-
lytiques Πan(ρp) (cf. [30], [21], [29]), ce cas reste encore ouvert. Je rappelle explicite-
ment ci-dessous l’énoncé à démontrer.

On considère un module de Deligne-Fontaine D = (D,ϕ, 0,Gal(L′/Qp)) tel que

WD(D) est absolument irréductible et on choisit une représentation ρp de Gal(Qp/Qp)
potentiellement cristalline de dimension 2 sur E de poids de Hodge-Tate k et de mod-
ule de Deligne-Fontaine D (on suppose qu’il en existe). En particulier Π∞(D) est une
représentation supercuspidale. Dans ce cas, la représentation localement analytique
Π1(k,D) = Πan(ρp)/Π

∞(D) est irréductible et admissible ([21]). Rappelons qu’elle
ne dépend que de k,D ([20]).

Conjecture 3.1.7. — Il existe un isomorphisme unique à scalaire non nul près :

R1 : D
Gal(L′/Qp)
L′

∼−→ Ext1
GL2(Qp)

(
Π1(k,D),Π∞(D)

)
tel que, pour toute représentation ρp de Gal(Qp/Qp) potentiellement cristalline de
dimension 2 sur E de poids de Hodge-Tate k et de module de Deligne-Fontaine D,
on ait un isomorphisme continu GL2(Qp)-équivariant :

[[R1
(
(Fil−k2DL′)

Gal(L′/Qp)
)
]] ∼= Πan(ρp).
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3.2. Le cas GL2(L) semi-stable. — On fait le point sur ce qui est connu dans le
cas GL2(L) semi-stable.

On fixe des poids de Hodge-Tate (k1,σ, k2,σ)σ∈S avec k1,σ > k2,σ pour tout σ et
on note kσ = (k1,σ, k2,σ), λσ = (k1,σ − 1, k2,σ), νσ = −λσ. On fixe un module de
Deligne-Fontaine D = (D,ϕ,N) avec L = L′ et D de rang 2 sur L0 ⊗Qp E, et on
suppose que WD(D) vérifie la condition du § 2.3. On fixe enfin un plongement σ ∈ S
et on rappelle que DL,σ = (D ⊗L0 L) ⊗L,σ E est muni d’une action du groupe de
Weil-Deligne (cf. § 2.2).

Cas cristallin.
On a α0 6= α1 ∈ E× tels que :

DL,σ = Ee1,σ ⊕ Ee0,σ

{
ϕ[L0:Qp](e1,σ) = α1e1,σ

ϕ[L0:Qp](e0,σ) = α0e0,σ.

On suppose d’abord α1 6= α0q. On a Π∞(D) = (Ind
GL2(L)
B(L) nr(α0)| · |−1

L ⊗ nr(α1))∞ ∼=
(Ind

GL2(L)
B(L) nr(α1)| · |−1

L ⊗ nr(α0))∞ et on définit I0(νσ), I1(νσ), I0(s1 · νσ), I1(s1 · νσ)

comme en (14) en remplaçant t par σ(t), ν par νσ, | · |−1 par | · |−1
L et an par σ -an.

Un examen de la preuve du Lemme 3.1.1 montre qu’elle s’étend au cadre lo-
calement σ-analytique, i.e. on a dimE Ext1

GL2(L),σ(I0(s1 · νσ), L(λσ) ⊗E Π∞(D)) =

dimE Ext1
GL2(L),σ(I1(s1 · νσ), L(λσ) ⊗E Π∞(D)) = 1. Avec les résultats de compati-

bilité local-global de [25], on peut en déduire que l’on a :

Π1,σ(kσ, D) = I0(s1 · νσ)⊕ I1(s1 · νσ)
R1,σ(Ee0,σ) = Ext1

GL2(L),σ

(
I1(s1 · νσ), L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
R1,σ(Ee1,σ) = Ext1

GL2(L),σ

(
I0(s1 · νσ), L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
.

Lorsque α1 = α0q = α, la situation est encore strictement analogue au cas α1 = α0p

de L = Qp (et les preuves s’étendent). On définit I(νσ), Ĩ(νσ), I(s1 · νσ), Ĩ(s1 · νσ)
comme en (15) (en transférant au cadre localement σ-analytique comme ci-dessus) et
on a :

Π1,σ(kσ, D) = I(s1 · νσ)⊕ Ĩ(s1 · νσ)

R1,σ(Ee0,σ) = Ext1
GL2(L),σ

(
Ĩ(s1 · νσ), L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
R1,σ(Ee1,σ) = Ext1

GL2(L),σ

(
I(s1 · νσ), L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
.

Cas semi-stable non cristallin.
On a α ∈ E× tel que :

DL,σ = Ee1,σ ⊕ Ee0,σ

{
ϕ[L0:Qp](e1,σ) = αe1,σ

ϕ[L0:Qp](e0,σ) = αq−1e0,σ

{
N(e1,σ) = e0,σ

N(e0,σ) = 0.

Un examen de la preuve du Lemme 3.1.2 et de ce qu’elle utilise de [59] ou de
la Proposition 3.1.6 montre qu’elle s’étend au cadre localement σ-analytique sauf
(éventuellement) la dernière phrase (qui utilise L = Qp via [54, § 8] et [55, Cor. 4.4]).
De même les Lemmes 3.1.3 et 3.1.4 s’étendent au cadre localement σ-analytique,
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ainsi que le Lemme 3.1.5 à condition de remplacer dans l’énoncé Π1,σ(kσ, D) par

Π1,σ(kσ, D)−
déf
= I(s1 · νσ) L(λσ) ⊗E (nr(α) ◦ det) (unique extension non scindée).

On a donc :

Ext1
GL2(L),σ

(
Π1,σ(kσ, D)−, L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
= ELogσ,0 ⊕ EVal

où Logσ,0 : t ∈ T (L) 7→ σ(log0(t1/t2)) et Val : t ∈ T (L) 7→ val(t1/t2). En tenant
compte des résultats de compatibilité local-global de Ding ([26], [27]), on obtient :

Π1,σ(kσ, D) = I(s1 · νσ) L(λσ) Ĩ(s1 · νσ) ⊗E (nr(α) ◦ det)

R1(e1,σ) = Logσ,0 ∈ Ext1
GL2(L),σ

(
Π1,σ(kσ, D)−, L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
R1(e0,σ) = −Val ∈ Ext1

GL2(L),σ

(
Π1,σ(kσ, D)−, L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
et l’on peut rajouter :

Conjecture 3.2.1. — La restriction induit un isomorphisme :

Ext1
GL2(L),σ

(
Π1,σ(kσ, D), L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
∼−→ Ext1

GL2(L),σ

(
Π1,σ(kσ, D)−, L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
.

3.3. Le cas GLn(L) cristallin générique. — On explicite un candidat naturel
pour Πj,σ(kσ, D) et Rj,σ dans le cas GLn(L) cristallin suffisamment générique.

On fixe k = (ki,σ)i∈{1,...,n}
σ∈S

dans Z tel que k1,σ > k2,σ > · · · > kn,σ pour tout σ et on

note λσ comme au § 2.3, µσ
déf
= −λσ et pour j ∈ {1, . . . , n− 1} :

sj · µσ
déf
= (µ1,σ, . . . , µj−1,σ, µj+1,σ + 1, µj,σ − 1, µj+2,σ, . . . , µn,σ)

où les sj sont les réflexions simples de GLn ×L,σ E. On utilise les notations de la fin
du § 2.1.

On fixe α0, . . . , αn−1 ∈ E× et un module de Deligne-Fontaine D = (D,ϕ, 0) avec
L = L′ tel que, pour tout σ ∈ S :

DL,σ = Ee0,σ ⊕ · · · ⊕ Een−1,σ ϕ[L0:Qp](ei,σ) = αiei,σ 0 ≤ i ≤ n− 1.

Pour tout w ∈ Sn, on définit les caractères lisses de T (L) à valeurs dans E :

nrw
déf
= nr(αw−1(0))| · |1−nL ⊗ nr(αw−1(1))| · |2−nL ⊗ · · · ⊗ nr(αw−1(n−1))

et on suppose de plus que les αi sont deux à deux distincts et que les induites lisses

(Ind
GLn(L)
B(L) nrw)∞ sont toutes irréductibles pour w ∈ Sn, et donc isomorphes (ces

hypothèses correspondent dans ce cas à [4, Hyp. 5.1 & Hyp. 5.2]). Cette unique
représentation lisse est bien sûr Π∞(D). On fixe σ ∈ S.
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Il résulte de [4, Cor. 2.5] et des hypothèses que, pour w ∈ Sn et j ∈ {1, . . . , n− 1},
le socle de (Ind

GLn(L)
B(L) σ(t)−sj ·µσ nrw)σ -an est irréductible, on le note :

Cσ(sj, w)
déf
= socGLn(L)

(
Ind

GLn(L)
B(L) σ(t)−sj ·µσ nrw

)σ -an
.

Ce socle peut être décrit par la théorie d’Orlik-Strauch [50]. En utilisant [50,
Prop. 4.9] et des résultats standard sur la structure des modules de Verma (cf. [40,

Th. 6.2]), on voit facilement que l’induite (Ind
GLn(L)
B(L) σ(t)−µσ nrw)σ -an contient en sous-

objet une extension non scindée de la forme L(λσ)⊗E Π∞(D) Cσ(sj, w) pour tout

j ∈ {1, . . . , n− 1} (en effet, si l’extension était scindée, on aurait L(λσ)⊗EΠ∞(D)⊕
Cσ(sj, w) en socle de (Ind

GLn(L)
B(L) σ(t)−µσ nrw)σ -an ⊆ (Ind

GLn(L)
B(L) σ(t)−µσ nrw)Qp -an =

induite localement Qp-analytique, ce qui contredit [4, Cor. 2.5]). On a donc
dimE Ext1

GLn(L),σ(Cσ(sj, w), L(λσ) ⊗E Π∞(D)) ≥ 1 et il ne coûte pas cher de conjec-
turer :

Conjecture 3.3.1. — Pour w ∈ Sn et j ∈ {1, . . . , n− 1}, on a :

dimE Ext1
GLn(L),σ

(
Cσ(sj, w), L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
= 1.

Les Cσ(sj, w) ne sont pas tous distincts, on a par la même preuve que pour [4,
Lem. 6.2] :

Cσ(sj, w) ∼= Cσ(sj′ , w
′)⇐⇒ j = j′

et {αw−1(j), . . . , αw−1(n−1)} = {αw′−1(j), . . . , αw′−1(n−1)}.

Si P ⊆ {α0, . . . , αn−1} a cardinal n− j, on note Cσ(sj,P) la représentation Cσ(sj, w)
pour un quelconque w ∈ Sn tel que P = {αw−1(j), . . . , αw−1(n−1)}. Les résultats
partiels de compatibilité local-global dans le cas cristallin ([9], [25], [7], [8]) suggèrent
que l’on devrait avoir pour j ∈ {1, . . . , n− 1} :

Πj,σ(kσ, D) =
⊕
P⊆{α0,...,αn−1}

cardP=j

Cσ(sn−j,P)

Rj,σ
(
Eei1,σ∧· · ·∧eij ,σ

)
= Ext1

GLn(L),σ

(
Cσ(sn−j, {αi1 , . . . , αij}), L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
(noter qu’à automorphisme permis près de ∧jEDL,σ (Definition 2.3.1), il n’y a qu’un
tel Rj,σ). Par exemple, le lecteur motivé pourra “s’amuser” à vérifier la proposi-
tion suivante, dont on omet la preuve (voir le (ii) de la Remarque 6.1.4 pour des
considérations analogues).

Proposition 3.3.2. — Pour toute représentation cristalline ρp de Gal(L/L) de di-
mension n sur E de poids de Hodge-Tate k et module de Deligne-Fontaine D, on a :

Cσ(sn−j,P) ↪→ [[Rj,σ
(

Filmax(∧jEDL,σ)
)
]]

si et seulement si (⊗τ∈S\{σ}L(λτ )) ⊗E Cσ(sn−j,P) est dans la liste de [4, (6.4)], i.e.
est conjecturé apparâıtre dans le socle de Πan(ρp)

? (avec les notations du § 2.3).
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Sous des hypothèses additionnelles à la Taylor-Wiles, il est en particulier démontré
dans [8] que les Cσ(sn−j,P) ci-dessus sont bien tous en socle de la cohomologie
complétée.

Le reste de cet article est consacré au cas GL3(Qp) semi-stable non cristallin.

4. Le cas GL3(Qp) semi-stable avec N2 6= 0

Dans le cas où L = L′ = Qp et D = (D,ϕ,N) avec dimE D = 3 et N2 6= 0, on
construit explicitement un candidat pour les représentations localement analytiques
Π1(k,D) et Π2(k,D). On suppose L = Qp partout dans ce paragraphe, et on enlève
σ en indice ou en exposant.

4.1. Quelques notations. — On introduit plusieurs notations.

On note P1
déf
=
(
∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
∗ ∗ ∗

)
et P2

déf
=
(
∗ 0 0
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

)
les deux sous-groupes paraboliques maxi-

maux standard de GL3/Qp , L1
déf
=
(
∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
0 0 ∗

)
et L2

déf
=
(
∗ 0 0
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

)
leur sous-groupe de Levi

respectif contenant T , s1 et s2 les réflexions simples respectives des groupes de Weyl
de L1 et L2. On pose :

v∞P1

déf
=
(

Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) 1
)∞
/1 et v∞P2

déf
=
(

Ind
GL3(Qp)

P2(Qp) 1
)∞
/1

qui sont des représentations irréductibles lisses de GL3(Qp) sur E. Pour µ =
(µ1, µ2, µ3) ∈ Z3 et w ∈ S3, on définit :

w · µ déf
=
(
µw−1(1) + w−1(1)− 1, µw−1(2) + w−1(2)− 2, µw−1(3) + w−1(3)− 3

)
(il s’agit de la “dot action” usuelle par rapport au Borel inférieur B).

On fixe des poids de Hodge-Tate k1 > k2 > k3 et le module de Deligne-Fontaine
D = (D,ϕ,N) suivant pour L = L′ = Qp où α ∈ E× :

(29) D = Ee2 ⊕ Ee1 ⊕ Ee0

ϕ(e2) = αe2

ϕ(e1) = αp−1e1

ϕ(e0) = αp−2e0

N(e2) = e1

N(e1) = e0

N(e0) = 0.

On a :
Π∞(D) = St∞3 ⊗E (nr(α) ◦ det).

Lorsque D est associé à une représentation semi-stable de Gal(Qp/Qp) de dimension
3 sur E de poids de Hodge-Tate (ki)i∈{1,2,3}, on a val(α) = 1− 1

3
(k1 + k2 + k3).

On rappelle que λ = (λ1, λ2, λ3) = (k1 − 2, k2 − 1, k3) et on pose µ
déf
= −λ =

(µ1, µ2, µ3) = (−k1 + 2,−k2 + 1,−k3) (donc µ1 ≤ µ2 ≤ µ3), de sorte que L(µ) est
la représentation algébrique duale de L(w0λ) = L(λ) = L(−µ) (cf. § 2.1). Pour
toute représentation lisse de longueur finie π∞ de L1(Qp), L2(Qp) ou T (Qp) sur E,
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on dispose donc des représentations localement analytiques de GL3(Qp) sur E de
longueur finie (cf. § 2.1 pour les notations) :

FGL3
Pj

(
L(µ), π∞

)
, j ∈ {1, 2} FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞

)
FGL3
P1

(
L(s2 · µ), π∞

)
FGL3
P2

(
L(s1s2 · µ), π∞

)
FGL3
P1

(
L(s2s1 · µ), π∞

)
FGL3
B

(
L(s1s2s1 · µ), π∞

)
en remarquant que :

L(µ)∈Ogl3
alg, L(s1 · µ)∈Op2

alg, L(s2 · µ)∈Op1
alg, L(s1s2 · µ)∈Op2

alg, L(s2s1 · µ)∈Op1
alg

(dans Ob
alg) où gl3 (resp. p1, resp. p2) est la E-algèbre de Lie de GL3 ×Qp E (resp.

P1 ×Qp E, resp. P2 ×Qp E). Par exemple pour j ∈ {1, 2} :

FGL3
Pj

(L(µ), π∞) ∼= L(w0λ)⊗E
(

Ind
GL3(Qp)

Pj(Qp) π∞
)∞

= L(−µ)⊗E
(

Ind
GL3(Qp)

Pj(Qp) π∞
)∞

et :

FGL3
B

(
L(s1s2s1 · µ), π∞

) ∼= (
Ind

GL3(Qp)

B(Qp) t−s1s2s1·µ ⊗E π∞
)an

=
(

Ind
GL3(Qp)

B(Qp) tk3−2
1 tk2−1

2 tk13 ⊗E π∞
)an
.

On définit les représentations lisses irréductibles (distinctes) suivantes de L2(Qp) ∼=
Q×p × GL2(Qp) sur E, où B2 désigne ici le Borel inférieur de GL2 (pour ne pas le
confondre avec B ⊂ GL3) :

π∞2,1
déf
= nr(α)⊗E

(
St∞2 ⊗E (nr(α) ◦ det2)

)
π∞2,2

déf
= nr(α)| · |−1 ⊗E

(
Ind

GL2(Qp)

B2(Qp) nr(α)| · | ⊗ nr(α)
)∞

π∞2,3
déf
= nr(α)| · |−2 ⊗E

(
St∞2 ⊗E (nr(α)| · | ◦ det2)

)
.

On pose alors :

(30)

C0
déf
= L(−µ)⊗E Π∞(D) = Πalg(k,D) C1

déf
= FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞2,1

)
C2

déf
= L(−µ)⊗E v∞P1

⊗E (nr(α) ◦ det) C3
déf
= FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞2,2

)
C4

déf
= L(−µ)⊗E v∞P2

⊗E (nr(α) ◦ det) C5
déf
= FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞2,3

)
,

ainsi que :

(31)
C̃2

déf
= FGL3

P1

(
L(s2s1 · µ), nr(α) ◦ det3

)
C̃4

déf
= FGL3

P1

(
L(s2s1 · µ), nr(α)| · |−1 ◦ det2 ⊗E nr(α)| · |2

)
.

Les symétriques des constituants Ci, C̃j s’obtiennent en échangeant v∞P1
et v∞P2

, et
en remplaçant s1 par s2, P2 par P1 et les π∞2,j par :

π∞1,1
déf
=

(
St∞2 ⊗E (nr(α) ◦ det2)

)
⊗E nr(α)

π∞1,2
déf
=

(
Ind

GL2(Qp)

B2(Qp) nr(α)⊗ nr(α)| · |−1
)∞ ⊗E nr(α)| · |

π∞1,3
déf
=

(
St∞2 ⊗E (nr(α)| · |−1 ◦ det2)

)
⊗E nr(α)| · |2.
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Lemme 4.1.1. — Les représentations localement analytiques Ci pour i ∈ {0, . . . , 5}
et C̃j pour j ∈ {2, 4} sont fortement admissibles ([53, § 3]), irréductibles et deux à
deux non isomorphes.

Démonstration. — L’admissibilité forte découle de [50, Prop. 4.8(ii)], l’irréductibilité
de [50, Th. 5.8] et la dernière assertion de [4, Cor. 2.7].

Donnons plus explicitement le cas (k1, k2, k3) = (2, 1, 0) et α = 1. On a µ = λ =
(0, 0, 0), que l’on note 0, et il suit de [50, Th. 5.8] et [4, Cor. 2.5] que l’on a par
exemple :

C1 = socGL3(Qp)

(
Ind

GL3(Qp)

B(Qp) t−s1·0 ⊗E (1⊗ | · |−1 ⊗ | · |)
)an

C2 = socGL3(Qp)

(
Ind

GL3(Qp)

B(Qp) t−s1·0 ⊗E (| · |−1 ⊗ | · | ⊗ 1)
)an

= socGL3(Qp)

(
Ind

GL3(Qp)

B(Qp) ε(t1)−1 ⊗ ε(t2)⊗ 1
)an

C3 = socGL3(Qp)

(
Ind

GL3(Qp)

B(Qp) t−s1·0 ⊗E (| · |−2 ⊗ 1⊗ | · |2)
)an
.

4.2. Calculs de Ext1 I. — On donne plusieurs résultats techniques mais impor-
tants sur certains groupes d’extensions entre les Ci.

On conserve les notations du § 4.1 et on utilise aussi les notations du § 5 ci-dessous
auquel on renvoie le lecteur. On ne détaille les preuves que pour les Ci explicités en
(30), les preuves pour leur symétrique étant analogues. Rappelons que C ′i désigne le
dual fort de Ci.

Proposition 4.2.1. — (i) Pour 1 ≤ i ≤ 4 on a dimE Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
C ′i, C

′
i+1

)
= 1.

(ii) On a dimE Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
C ′1, C̃

′
2

)
= dimE Ext1

D(GL3(Qp),E)

(
C̃ ′2, C

′
3

)
= 1 et

dimE Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
C ′3, C̃

′
4

)
= dimE Ext1

D(GL3(Qp),E)

(
C̃ ′4, C

′
5

)
= 1.

Démonstration. — Quitte à tordre toutes les représentations par nr(α−1) ◦ det, on
peut supposer α = 1.
(i) La preuve de dimE Ext1

D(GL3(Qp),E)(C
′
1, C

′
2) = 1 se trouve déjà détaillée dans celle de

[57, (4.45)]. Donnons la preuve de dimE Ext1
D(GL3(Qp),E)(C

′
3, C

′
4) = 1. Par le Lemme

5.3.1 et [50, Prop. 4.9(a)] on a une suite exacte courte dans ModD(GL3(Qp),E) : 0 −→
D′4 −→ D′3 −→ C ′3 −→ 0 où D3

déf
= FGL3

P2
(M2(s1 · µ), π∞2,2) et D4

déf
= FGL3

P2
(M2(s1s2 ·

µ), π∞2,2). On a HomD(GL3(Qp),E)(D
′
4, C

′
4) = 0 (utiliser (44) ou [4, Cor. 2.7]). Montrons

que Ext1
D(GL3(Qp),E)(D

′
4, C

′
4) = 0. Les formules du § 5.3 impliquent (cf. § 5.2 pour

L(−s1s2 · µ)2) :

Ext1
D(L2(Qp),E)

(
L(−s1s2 · µ)′2 ⊗E π∞2,2

′, H0(N2(Qp), C
′
4)
)

= 0

HomD(L2(Qp),E)

(
L(−s1s2 · µ)′2 ⊗E π∞2,2

′, H1(N2(Qp), C
′
4)
)

= 0
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(en effet le centre de L2(Qp) agit à chaque fois par des caractères différents à droite
et à gauche, cf. aussi [57, Prop. 4.7(1)]). On applique alors la suite exacte (45)
avec N = L(−s1s2 · µ)′2 ⊗E π∞2,2′ et M = C ′4 (cf. (46) et le (ii) de la Remarque

5.1.3). On a donc Ext1
D(GL3(Qp),E)(C

′
3, C

′
4)
∼→ Ext1

D(GL3(Qp),E)(D
′
3, C

′
4). Montrons que

dimE Ext1
D(GL3(Qp),E)(D

′
3, C

′
4) = 1. Les formules (51) impliquent :

Ext1
D(L2(Qp),E)

(
L(−s1 · µ)′2 ⊗E π∞2,2

′, H0(N2(Qp), C
′
4)
)

= 0

HomD(L2(Qp),E)

(
L(−s1 · µ)′2 ⊗E π∞2,2

′, H1(N2(Qp), C
′
4)
)

= E

Ext2
D(L2(Qp),E)

(
L(−s1 · µ)′2 ⊗E π∞2,2

′, H0(N2(Qp), C
′
4)
)

= 0

où les première et troisième égalités viennent du fait que le centre de L2(Qp)
agit par des caractères différents à droite et à gauche et où la deuxième vient de
HomL2(Qp)(JN2(v

∞
P2

), π∞2,2) = E. La suite exacte (45) avec N = L(−s1 · µ)′2 ⊗E π∞2,2′ et
M = C ′4 donne alors le résultat voulu.

Montrons maintenant dimE Ext1
D(GL3(Qp),E)(C

′
2, C

′
3) = 1. Par le Lemme 5.3.1 et

[50, Prop. 4.9(a)] on a une suite exacte courte dans ModD(GL3(Qp),E) : 0 −→ C ′3 −→
D′2 −→ D′1 −→ 0 où D1

déf
= L(λ) ⊗E (Ind

GL3(Qp)

P2(Qp) π∞2,2)∞ et D2
déf
= FGL3

P2
(M2(µ), π∞2,2).

On en déduit une suite exacte de E-espaces vectoriels :

HomD(GL3(Qp),E)

(
C ′2, D

′
2

)
→ HomD(GL3(Qp),E)

(
C ′2, D

′
1

)
→ Ext1

D(GL3(Qp),E)

(
C ′2, C

′
3

)
→ Ext1

D(GL3(Qp),E)

(
C ′2, D

′
2

)
.

Le deuxième terme à gauche a dimension 1 par [57, Prop. 4.7(2)] car :

HomGL3(Qp)

((
Ind

GL3(Qp)

P2(Qp) π∞2,2
)∞
, v∞P1

)
= E

(utiliser (Ind
GL3(Qp)

P2(Qp) π∞2,2)∞ ∼=
(

Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) (Ind
GL2(Qp)

B2(Qp) | · |−1 ⊗ | · |)∞ ⊗E 1
)∞

�

(Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) 1)∞ ∼= 1 v∞P1 ). Il suffit donc de montrer HomD(GL3(Qp),E)(C
′
2, D

′
2) =

Ext1
D(GL3(Qp),E)(C

′
2, D

′
2) = 0. Par le premier isomorphisme en (53), le Lemme 5.3.1 et

[50, Prop. 4.9] on a deux suites exactes courtes dans ModD(GL3(Qp),E) :

0→
(
FGL3
P2

(
M2(µ), | · |−2 ⊗ |det2|

)
/C2

)′ → FGL3
P2

(
M2(µ), | · |−2 ⊗ |det2|

)′ → C ′2 → 0

0→ FGL3
P2

(
L(s1 · µ), | · |−2 ⊗ |det2|

)′ → (
FGL3
P2

(
M2(µ), | · |−2 ⊗ |det2|

)
/C2

)′
→ L(λ)′ → 0.

De la deuxième on déduit avec [4, Cor. 2.7] et HomGL3(Qp)((Ind
GL3(Qp)

P2(Qp) π∞2,2)∞, 1) = 0 :

HomD(GL3(Qp),E)

((
FGL3
P2

(
M2(µ), | · |−2 ⊗ |det2|

)
/C2

)′
, D′2

)
= 0

et de la première qu’il suffit donc de montrer :

(32)
HomD(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P2

(
M2(µ), | · |−2 ⊗ |det2|

)′
, D′2

)
= 0

Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P2

(
M2(µ), | · |−2 ⊗ |det2|

)′
, D′2

)
= 0.
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Mais les formules du § 5.2 impliquent :

HomD(L2(Qp),E)

(
L(−µ)′2 ⊗E (| · |−2 ⊗ |det2|)′, H0(N2(Qp), D

′
2)
)

= 0

Ext1
D(L2(Qp),E)

(
L(−µ)′2 ⊗E (| · |−2 ⊗ |det2|)′, H0(N2(Qp), D

′
2)
)

= 0

HomD(L2(Qp),E)

(
L(−µ)′2 ⊗E (| · |−2 ⊗ |det2|)′, H1(N2(Qp), D

′
2)
)

= 0

(par exemple parce que le centre de L2(Qp) agit à chaque fois par des caractères
différents à droite et à gauche). L’isomorphisme (44) et la suite exacte (45) appliqués
avec N = L(−µ)′2 ⊗E (| · |−2 ⊗ |det2|)′ et M = D′2 impliquent alors (32).

Enfin, la preuve de dimE Ext1
D(GL3(Qp),E)(C

′
4, C

′
5) = 1 est analogue : on utilise le

dernier isomorphisme en (53) au lieu de (Ind
GL3(Qp)

P2(Qp) π∞2,2)∞ � 1 v∞P1 et on se

ramène à montrer avec le deuxième isomorphisme en (53) et les formules du § 5.2 :

HomD(L1(Qp),E)

(
L(−µ)′1 ⊗E (|det2|−1 ⊗ | · |2)′, H0(N1(Qp), D

′
5)
)

= 0

Ext1
D(L1(Qp),E)

(
L(−µ)′1 ⊗E (|det2|−1 ⊗ | · |2)′, H0(N1(Qp), D

′
5)
)

= 0

HomD(L1(Qp),E)

(
L(−µ)′1 ⊗E (|det2|−1 ⊗ | · |2)′, H1(N1(Qp), D

′
5)
)

= 0

où D5
déf
= FGL3

P2
(M2(µ), π∞2,3). La dernière égalité vient encore du fait que le centre de

L1(Qp) agit par des caractères différents à droite et à gauche, mais les deux premières
sont un peu plus subtiles et découlent (après un twist) des deux premières égalités de
la Proposition 3.1.6.

(ii) On a Ext1
D(GL3(Qp),E)(C̃

′
2, C

′
3) = E par (45) et les formules du § 5.3 qui donnent :

Ext1
D(L1(Qp),E)

(
L(−s2s1 · µ)′2 ⊗E 1, H0(N1(Qp), C

′
3)
)

= 0

HomD(L1(Qp),E)

(
L(−s2s1 · µ)′2 ⊗E 1, H1(N1(Qp), C

′
3)
)

= E

Ext2
D(L1(Qp),E)

(
L(−s2s1 · µ)′2 ⊗E 1, H0(N1(Qp), C

′
3)
)

= 0.

On a Ext1
D(GL3(Qp),E)(C

′
1, C̃

′
2) = E en dévissant C ′1 en 0 −→ D′7 −→ D′6 −→ C ′1 −→ 0

exactement comme on a dévissé C ′3 au début du (i) et en montrant avec les formules
du § 5.2 (plus précisément leur symétrique avec N2(Qp) et P1 au lieu de N1(Qp) et P2

pour pouvoir les appliquer à C̃2) et (44), (45) que l’on a HomD(GL3(Qp),E)(D
′
7, C̃

′
2) =

Ext1
D(GL3(Qp),E)(D

′
7, C̃

′
2) = 0 et Ext1

D(GL3(Qp),E)(D
′
6, C̃

′
2) = E (car Ext1

D(L2(Qp),E)(L(−s1 ·
µ)′2 ⊗E (1 ⊗ St∞2 )′, H0(N2(Qp), C̃

′
2)) = E). Les deux autres égalités se montrent de

manière analogue.

Proposition 4.2.2. — (i) Pour 1 ≤ i < j ≤ 5 et j > i+ 1 on a :

Ext1
D(GL3(Qp),E)(C

′
i, C

′
j) = 0.

(ii) On a Ext2
D(GL3(Qp),E)(C

′
1,C

′
4)=Ext2

D(GL3(Qp),E)(C
′
1,C

′
5)=Ext2

D(GL3(Qp),E)(C
′
2,C

′
5)=0.

Démonstration. — On peut encore supposer α = 1.
(i) Il faut donc montrer Ext1

D(GL3(Qp),E)(C
′
1, C

′
j) = 0 pour j ∈ {3, 4, 5},
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Ext1
D(GL3(Qp),E)(C

′
2, C

′
j) = 0 pour j ∈ {4, 5} et Ext1

D(GL3(Qp),E)(C
′
3, C

′
5) = 0. No-

tons que Ext1
D(GL3(Qp),E)(C

′
2, C

′
4) = 0 découle de [57, Prop. 4.7(2)] avec [48, Th. 1]

ou [23, Th. 1.3] (les extensions ont automatiquement ici un caractère central puisque
C ′2 et C ′4 sont simples non isomorphes), et que Ext1

D(GL3(Qp),E)(C
′
1, C

′
4) = 0 est un

des cas de [57, (4.45)] (en fait c’est son symétrique qui est énoncé). Montrons
Ext1

D(GL3(Qp),E)(C
′
2, C

′
5) = 0. En utilisant le premier isomorphisme en (53), on voit

qu’il suffit de montrer :

Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
L(−µ)′ ⊗E (Ind

GL3(Qp)

P2(Qp) | · |
−2 ⊗ |det2|)∞

′
, C ′5
)

= 0

(puisque HomD(GL3(Qp),E)(L(−µ), C ′5) = 0) et en utilisant :

HomD(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P2

(L(s1 · µ), | · |−2 ⊗E |det2|)′, C ′5
)

= 0

([4, Cor. 2.7]) qu’il suffit de montrer Ext1
D(GL3(Qp),E)(D

′
2, C

′
5) = 0 où D2

déf
=

FGL3
P2

(M2(µ), | · |−2 ⊗E |det2|) (cf. Lemme 5.3.1 et [50, Prop. 4.9(a)]). Les for-
mules du (i) du Corollaire 5.3.2 impliquent :

Ext1
D(L2(Qp),E)

(
L(−µ)′2 ⊗E (| · |−2 ⊗ |det2|)′, H0(N2(Qp), C

′
5)
)

= 0

HomD(L2(Qp),E)

(
L(−µ)′2 ⊗E (| · |−2 ⊗ |det2|)′, H1(N2(Qp), C

′
5)
)

= 0

car le centre de L2(Qp) agit à chaque fois par des caractères différents à droite et
à gauche. La suite exacte (45) appliquée avec N = L(−µ)′2 ⊗E (| · |−2 ⊗ |det2|)′ et
M = C ′5 implique alors Ext1

D(GL3(Qp),E)(D
′
2, C

′
5) = 0. Tous les autres cas se démontrent

de manière analogue en plus simple : à chaque fois, en utilisant le (i) du Corollaire
5.3.2 et la suite exacte (45), on montre Ext1

D(GL3(Qp),E)(D
′
i, C

′
j) = 0 où Di est défini

comme Ci mais en remplaçant L(s1 · µ) par M2(s1 · µ), ce qui suffit à impliquer
Ext1

D(GL3(Qp),E)(C
′
i, C

′
j) = 0.

(ii) Montrons Ext2
D(GL3(Qp),E)(C

′
2, C

′
5) = 0 qui est le cas le plus délicat. Le (i) du Corol-

laire 5.3.2 et la suite spectrale (43) permettent de montrer (avec [57, Prop. 4.7(1)]) :

Ext2
D(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P2

(M2(µ), 1⊗ St∞2 )′, C ′5
)

= 0

Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P2

(M2(s1 · µ), 1⊗ St∞2 )′, C ′5
)

= 0

car le centre de L2(Qp) n’agit pas par le même caractère dans L(−µ)2 ⊗E (1⊗ St∞2 )
(resp. L(−s1 · µ)2 ⊗E (1 ⊗ St∞2 )) et dans H i(N2(Qp), C

′
5) pour i ∈ {0, 1, 2}. Comme

HomD(GL3(Qp),E)(FGL3
P2

(M2(s1s2 · µ), 1 ⊗ St∞2 )′, C ′5) = 0 ([4, Cor 2.7]), on en déduit

Ext1
D(GL3(Qp),E)(F

GL3
P2

(L(s1 · µ), 1⊗ St∞2 )′, C ′5) = 0 puis :

(33) Ext2
D(GL3(Qp),E)

(
L(−µ)′ ⊗E

(
Ind

GL3(Qp)

P2(Qp) 1⊗ St∞2
)∞′

, C ′5
)

= 0

(cf. Lemme 5.3.1 et [50, Prop. 4.9]). De même, le (ii) du Corollaire 5.3.2 et la suite
exacte (45) permettent de montrer :

Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P1

(M1(µ), π∞1,3)′, C ′5
)

= 0
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(le seul point non trivial est Ext1
D(L1(Qp),E)(L(−µ)′1 ⊗E π∞1,3′, H0(N1(Qp), C

′
5)) = 0 qui

se ramène après un twist à la quatrième assertion de la Proposition 3.1.6). On en
déduit :

(34) Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
L(−µ)′ ⊗E

(
Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) π∞1,3
)∞′

, C ′5
)

= 0

puisque HomD(GL3(Qp),E)(FGL3
P1

(L(s2·µ), π∞1,3)′, C ′5) = 0 ([4, Cor. 2.7]). Par le cinquième
isomorphisme en (53) on déduit de (34) :

(35) Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
L(−µ)′ ⊗E St∞3

′, C ′5
)

= 0

puisque HomD(GL3(Qp),E)(L(−µ)′ ⊗E v∞P1

′, C ′5) = 0. Enfin, le troisième isomorphisme
en (53) donne une suite exacte :

Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
L(−µ)′ ⊗E St∞3

′, C ′5
)
→ Ext2

D(GL3(Qp),E)

(
L(−µ)′ ⊗E v∞P1

′, C ′5
)

→ Ext2
D(GL3(Qp),E)

(
L(−µ)′ ⊗E

(
Ind

GL3(Qp)

P2(Qp) 1⊗ St∞2
)∞′

, C ′5
)

d’où on déduit Ext2
D(GL3(Qp),E)(L(−µ)′ ⊗E v∞P1

′, C ′5) = Ext2
D(GL3(Qp),E)(C

′
2, C

′
5) = 0 par

(35) et (33). Tous les autres cas se démontrent de manière analogue (en plus simple)
en examinant les termes de la suite spectrale (43) avec le (i) du Corollaire 5.3.2 (et
les autres formules du § 5.3) et les suites exactes issues du Lemme 5.3.1 et de [50,
Prop. 4.9].

Proposition 4.2.3. — (i) On a ExtiD(GL3(Qp),E)(C
′, C̃ ′4) = 0 pour C ∈ {C1, C2, C̃2}

et i ∈ 0, 1, 2.

(ii) On a ExtiD(GL3(Qp),E)(C̃
′
2, C

′) = 0 pour C ∈ {C̃4, C4, C5} et i ∈ 0, 1, 2.

Démonstration. — Cela se démontre par des arguments analogues (en plus simples)
à ceux de la Proposition 4.2.2. On se contente de donner les indications sur le cas le

plus délicat qui est Ext2
D(GL3(Qp),E)(C

′
2, C̃

′
4). Le premier isomorphisme en (53) donne

une suite exacte (pour α = 1) :

Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
L(−µ)′, C̃ ′4

)
−→ Ext2

D(GL3(Qp),E)

(
L(−µ)′ ⊗E v∞P1

′, C̃ ′4
)

−→ Ext2
D(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P2

(L(µ), | · |−2 ⊗ |det2|)′, C̃ ′4
)
.

Avec la suite exacte :

Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P2

(L(s1 · µ), | · |−2 ⊗ |det2|)′, C̃ ′4
)

−→ Ext2
D(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P2

(L(µ), | · |−2 ⊗ |det2|)′, C̃ ′4
)

−→ Ext2
D(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P2

(M2(µ), | · |−2 ⊗ |det2|)′, C̃ ′4
)
,

on voit qu’il suffit alors de démontrer Ext1
D(GL3(Qp),E)(F

GL3
P2

(M2(µ), 1)′, C̃ ′4) = 0 et :

Ext2
D(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P2

(M2(µ), | · |−2 ⊗ |det2|)′, C̃ ′4
)

= Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P2

(M2(s1 · µ), | · |−2 ⊗ |det2|)′, C̃ ′4
)

= 0,
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ce qui découle des formules du § 5.2 en regardant l’action du centre de L2(Qp) sur la
suite spectrale (43).

4.3. Calculs de Ext1 II. — Ce paragraphe est consacré à la preuve de l’existence
d’une représentation unique de la forme C2 C3 C4 .

Noter d’abord que l’existence d’une telle représentation ne suit pas formellement
des résultats du § 4.2 car on a Ext2

D(GL3(Qp),E)(C
′
2, C

′
4) 6= 0 (comme il suit de l’argument

de [57, Prop. 4.7(2)] avec [48, Cor. 2]).

On désigne par χ : Q×p → E× le caractère central commun des Ci et on rappelle

que B2 ⊂ GL2 est le Borel inférieur. On note I
déf
= (Ind

L1(Qp)

B(Qp)∩L1(Qp) t
−s1·µ)an et Ĩ

déf
=

(Ind
L1(Qp)

B(Qp)∩L1(Qp) t
−s1·µ ⊗E (| · |−1 ⊗ | · | ⊗ 1))an.

Proposition 4.3.1. — Notons C ′3 C ′2 l’unique extension non scindée dans

ModD(GL3(Qp),E) donnée par la Proposition 4.2.1 pour i = 3. On a :

Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
C ′3 C ′2 , C

′
4

) ∼−→ Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
C ′3, C

′
4

)
.

Démonstration. — On peut supposer α = 1 et comme l’application est injective (car
Ext1

D(GL3(Qp),E)(C
′
2, C

′
4) = 0 par la Proposition 4.2.2), il suffit par la Proposition 4.2.1

de montrer dimE Ext1
D(GL3(Qp),E)(C

′
3 C ′2 , C

′
4) = 1. On rappelle que, par la troisième

assertion de la Proposition 3.1.6, il y a une unique extension non scindée L(−µ)1 Ĩ .

On pose :

A
déf
=

(
Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) L(−µ)1 Ĩ
)an

C
déf
= (Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) Ĩ)an

B
déf
=

(
Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) L(−µ)1 Ĩ
)an
/L(−µ)

(rappelons que L(−µ)⊗E(Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) 1)∞ ↪→(Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) L(−µ)1)an ∼= FGL3
P1

(M1(µ), 1)).

On a donc des suites exactes dans ModD(GL3(Qp),E) :

0 −→ C ′ −→ A′ −→ FGL3
P1

(M1(µ), 1)′ −→ 0

0 −→ C ′ −→ B′ −→
(
FGL3
P1

(M1(µ), 1)/L(−µ)
)′ −→ 0.

On a C3 ↪→ FGL3
P2

(M2(s1 · µ), π∞2,2) ↪→ C et on note D ⊂ B l’image inverse de C3 via
B � C, on a donc une suite exacte dans ModD(GL3(Qp),E) :

(36) 0 −→ C ′3 −→ D′ −→ (FGL3
P1

(M1(µ), 1)/L(−µ))′ −→ 0.

Soit L1,0 un sous-groupe ouvert compact de L1(Qp). Par l’argument de la preuve

de [55, Lem. 6.3] et par la preuve de [55, Prop. 6.5], le D(L1(Qp), E)-module Ĩ ′

admet comme D(L1,0, E)-module une résolution par des D(L1,0, E)-modules libres
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de type fini. Par le Lemme 5.1.4, il admet aussi une résolution par des D(P1,0, E)-
modules libres de type fini où P1,0 est un sous-groupe ouvert compact de P1(Qp)

comme dans loc. cit. De même, le D(L1(Qp), E)-module Ĩ ′ L(−µ)′1 admet une

résolution par des D(P1,0, E)-modules libres de type fini car c’est une extension entre
deuxD(L1(Qp), E)-modules qui admettent des résolutions par desD(P1,0, E)-modules
libres de type fini (pour L(−µ)′1 utiliser [43, Th. 4.4] et l’argument de [57, Lem. 3.5]).

On peut donc appliquer (43), (44) et (45) avec (en particulier) N = Ĩ ′ L(−µ)′1

ou N = Ĩ ′.

Étape 1 : HomD(GL3(Qp),E)(B
′, C ′3) = 0 et Ext1

D(GL3(Qp),E)(F
GL3
P1

(L(s2 · µ), 1)′, C ′3) = 0.

Démontrons la première assertion. On a d’abord Ext1
D(GL3(Qp),E)(L(−µ)′, C ′3) = 0.

Cela découle de l’injection :

Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
L(−µ)′, C ′3

)
↪→ Ext1

D(GL3(Qp),E)

(
FGL3
P2

(M2(µ), 1)′, C ′3
)

(car HomD(GL3(Qp),E)((FGL3
P2

(M2(µ), 1)/L(−µ))′, C ′3) = 0 en utilisant [4, Cor. 2.7])

et de Ext1
D(GL3(Qp),E)(F

GL3
P2

(M2(µ), 1)′, C ′3) = 0, qui lui-même suit via (45) de

Ext1
D(L2(Qp),E)(L(−µ)′2, H

0(N2(Qp), C
′
3)) = HomD(L2(Qp),E)(L(−µ)′2, H

1(N2(Qp), C
′
3)) =

0 (cf. le (i) du Corollaire 5.3.2, pour le dernier on utilise

HomGL2(Qp)((Ind
GL2(Qp)

B2(Qp) 1)∞, 1) = 0). Il suffit donc d’avoir HomD(GL3(Qp),E)(A
′, C ′3) =

0 (rappelons que l’on a 0 → B′ → A′ → L(−µ)′ → 0). Par (44) c’est égal

à HomD(L1(Qp),E)( Ĩ ′ L(−µ)′1 , H
0(N1(Qp), C

′
3)) qui (via le (ii) du Corollaire

5.3.2) est nul car Ĩ ′ L(−µ)′1 est non scindée. La deuxième assertion suit de

Ext1
D(GL3(Qp),E)(F

GL3
P1

(M1(s2 · µ), 1)′, C ′3) = 0 (car HomD(GL3(Qp),E)(FGL3
P1

(M1(s2s1 ·
µ), 1)′, C ′3) = 0) qui découle encore facilement de (45) avec le (ii) du Corollaire 5.3.2.

Étape 2 : dimE Ext1
D(GL3(Qp),E)(A

′, C ′4) = 2.

Par (45) il suffit de montrer :

dimE Ext1
D(L1(Qp),E)

(
Ĩ ′ L(−µ)′1 , H

0(N1(Qp), C
′
4)
)

= 2

HomD(L1(Qp),E)

(
Ĩ ′ L(−µ)′1 , H

1(N1(Qp), C
′
4)
)

= 0.

Le deuxième est clair (cf. (52)). Pour le premier, on a que seul le terme

Ext1
D(L1(Qp),E)( Ĩ ′ L(−µ)′1 , L(−µ)′1 ⊗E (St∞2

′ ⊗ 1)) peut être non nul. Comme :

HomD(L1(Qp),E)

(
Ĩ ′ L(−µ)′1 , L(−µ)′1 ⊗E (St∞2

′ ⊗ 1)
)

= 0,

toute extension a un caractère central, et en twistant on se ramène à montrer

dimE Ext1
D(GL2(Qp),E)(π

′, L(−ν)′ ⊗E St∞2
′) = 2 où ν

déf
= (µ1, µ2) et :

π
déf
= L(−ν)

(
Ind

GL2(Qp)

B2(Qp) t−s1·ν ⊗E (| · |−1 ⊗ | · |)
)an
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(unique extension non scindée). On peut remplacer Ext1
D(GL2(Qp),E) par

Ext1
D(GL2(Qp),E),ψ′ où ψ : Q×p → E, t 7→ t−(µ1+µ2). Le résultat découle alors

par un dévissage de la dernière égalité de la Proposition 3.1.6 et de
Ext1

D(GL2(Qp),E),ψ′(L(−ν)′, L(−ν)′⊗E St∞2
′) = E, Ext2

D(GL2(Qp),E),ψ′(L(−ν)′, L(−ν)′⊗E
St∞2

′) = 0 ([57, Prop. 4.7(2)] et [48, Th. 1] ou [23, Th. 1.3]).

Étape 3 : dimE Ext1
D(GL3(Qp),E)(B

′, C ′4) = 1.

Comme HomD(GL3(Qp),E)(B
′, C ′4) = 0 (on laisse cette vérification au lecteur), il

revient au même de montrer dimE Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(B

′, C ′4) = 1. Comme on a

Ext2
D(GL3(Qp),E),χ′(L(−µ)′, C ′4) = 0 par [57, Prop. 4.7(2)] et [48, Th. 1], on déduit une

suite exacte courte :

0 −→ Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′

(
L(−µ)′, C ′4

)
−→ Ext1

D(GL3(Qp),E),χ′

(
A′, C ′4

)
−→ Ext1

D(GL3(Qp),E),χ′

(
B′, C ′4

)
−→ 0

d’où le résultat par l’étape 2 et dimE Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(L(−µ)′, C ′4) = 1 ([57,

Prop. 4.7(2)] et [48, Th. 1] encore).

Étape 4 : Ext1
D(GL3(Qp),E)(∗′, C ′4) = 0 pour ∗ constituant de B autre que C3.

Il suit de [40, §§ 5.1, 5.2] et de [50, Prop. 4.9] que les constituants de B autres que C3

sont : C2, FGL3
P1

(L(s2 · µ), 1), FGL3
P2

(L(s1s2 · µ), π∞2,2), FGL3
P1

(L(s2s1 · µ), St∞2 ⊗ 1),

FGL3
P1

(L(s2s1 · µ), 1) et FGL3
B (L(s2s1s1 · µ), | · |−1 ⊗ | · | ⊗ 1). On sait que

Ext1
D(GL3(Qp),E)(C

′
2, C

′
4) = 0. Pour ∗ ∈ {FGL3

P1
(M1(s2 · µ), 1),FGL3

P2
(L(s1s2 ·

µ), π∞2,2),FGL3
P1

(L(s2s1 · µ), St∞2 ⊗ 1),FGL3
P1

(L(s2s1 · µ), 1)}, on vérifie avec les for-

mules du § 5.2 et (51), (52) que les premier et troisième termes (un Ext1 et un Hom)
dans (45) avec N = ∗′ et M = C ′4 sont tous nuls, donc Ext1

D(GL3(Qp),E)(∗′, C ′4) = 0

pour ces ∗. On en déduit aussi Ext1
D(GL3(Qp),E)(F

GL3
P1

(L(s2 · µ), 1)′, C ′4) = 0 par le

Lemme 5.3.1 car HomD(GL3(Qp),E)(FGL3
P1

(L(s2s1 · µ), 1)′, C ′4) = 0. Enfin, on a :

FGL3
B

(
L(s1s2s1 · µ), | · |−1 ⊗ | · | ⊗ 1

)
∼=
(

Ind
GL3(Qp)

P2(Qp)

(
Ind

L2(Qp)

B(Qp)∩L2(Qp) t
−s1s2s1·µ ⊗E (| · |−1 ⊗ | · | ⊗ 1)

)an)an

et on voit que les premier et troisième termes de (45) appliqué avec M = C ′4 et

N = (Ind
L2(Qp)

B(Qp)∩L2(Qp) t
−s1s2s1·µ ⊗E (| · |−1 ⊗ | · | ⊗ 1))an

′
(cf. argument au début de

cette preuve) sont nuls car le caractère central de L2(Qp) n’y agit pas pareil à gauche
et à droite. Ceci montre la nullité du Ext1 restant.

Étape 5 : fin de la preuve.
Il suit du premier résultat de l’étape 1 que HomD(GL3(Qp),E)(D

′, C ′3) = 0 (car B′ � D′),
donc que la suite exacte (36) est non scindée, puis du deuxième que D′ est isomor-

phe au produit fibré de C ′3 C ′2 (unique extension non scindée par la Proposi-

tion 4.2.1) et (D/C3)′ = (FGL3
P1

(M1(µ), 1)/L(−µ))′ au-dessus de C ′2 (rappelons que
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0→ FGL3
P1

(L(s2 · µ), 1)′ → (FGL3
P1

(M1(µ), 1)/L(−µ))′ → C ′2 → 0 par le Lemme 5.3.1).

Il suit alors facilement de l’étape 4 et de HomD(GL3(Qp),E)(FGL3
P1

(L(s2 · µ), 1)′, C ′4) =
HomD(GL3(Qp),E)((B/D)′, C ′4) = 0 que :

Ext1
D(GL3(Qp),E)( C

′
3 C ′2 , C

′
4)
∼→ Ext1

D(GL3(Qp),E)(D
′, C ′4)

∼→ Ext1
D(GL3(Qp),E)(B

′, C ′4).

Le résultat final suit donc de l’étape 3.

Remarque 4.3.2. — La Proposition 4.3.1 implique aussi :

Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
C ′2, C

′
4 C ′3

) ∼−→ Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
C ′2, C

′
3

)
puisque dimE Ext1

D(GL3(Qp),E)(C
′
2, C

′
3) = 1 et Ext1

D(GL3(Qp),E)(C
′
2, C

′
4) = 0.

4.4. Calculs de Ext1 III. — Ce paragraphe est consacré à la preuve de l’existence

de représentations uniques de la forme C1

C̃2

C2

C3 et C3

C̃4

C4

C5

(avec les conventions du § 1).

On commence par C1

C̃2

C2

C3 . On conserve les notations du § 4.3 et on

ne donne les preuves que pour α = 1. Par la Proposition 4.2.1, rappelons que l’on a

des représentation uniques de la forme C1 C̃2 , C1 C2 et C2 C3 .

Lemme 4.4.1. — On a Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
C̃ ′2 C ′1 , C

′
3

)
= 0.

Démonstration. — Comme au début de la preuve de la Proposition 4.3.1, on peut ap-

pliquer (45) avec N = I ′. On vérifie alors que Ext1
D(GL3(Qp),E)((Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) I)an′ , C ′3) =

0 en utilisant (45), le (ii) du Corollaire 5.3.2 et Ext1
D(L1(Qp),E)(I

′, Ĩ ′) = 0 (qui se déduit

de [43, Th. 8.15 & Th. 8.18]), la nullité des autres termes dans la suite spectrale étant
claire. En utilisant la structure des modules de Verma pour gl3 et la théorie de [50],

on vérifie que l’on a une injection FGL3
P2

(M2(s1 · µ), 1) ↪→ (Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) I)an s’inscrivant

dans un diagramme commutatif de suites exactes (qui définit les quotients W et X) :

(37)

0 // FGL3(Qp)
P2

(
L(s1 · µ), 1

)
//

� _

��

(
Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) I
)an // W //

����

0

0 // FGL3(Qp)
P2

(
M2(s1 · µ), 1

)
//
(

Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) I
)an // X // 0

où X ' W/FGL3(Qp)
P2

(L(s1s2 · µ), 1). On vérifie facilement avec (43) et le (i) du

Corollaire 5.3.2 que Ext2
D(GL3(Qp),E)(F

GL3
P2

(M2(s1 · µ), 1)′, C ′3) = 0 (le seul terme un

peu subtil est Ext1
D(GL2(Qp),E)(L(ν)′, I(s1 · ν)′) avec les notations de la Proposition
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3.1.6, qui est nul par un argument analogue à la fin de la preuve de loc. cit. via
la dualité de [55]). Un dévissage sur la suite exacte du bas en (37) donne alors

Ext1
D(GL3(Qp),E)(X

′, C ′3) = 0. Par ailleurs, on a HomD(GL3(Qp),E)(X
′, C̃ ′2) = 0 en util-

isant Ext1
D(GL3(Qp),E)(F

GL3
P2

(M2(s1 · µ), 1)′, C̃ ′2) = 0 (qui découle du symétrique du (ii)

du Corollaire 5.3.2 et de la deuxième égalité de la Proposition 3.1.6). Comme C̃2

apparâıt en sous-quotient de X, on obtient (avec la structure des modules de Verma

pour gl3) que C1 C̃2 apparâıt en sous-objet de X. Comme C3 n’apparâıt pas dans

X, on en déduit le résultat voulu.

Proposition 4.4.2. — On a :

Ext1
D(GL3(Qp),E)

( C̃ ′2
C ′2

C ′1 , C
′
3

)
∼−→ Ext1

D(GL3(Qp),E)

(
C ′2, C

′
3

)
.

Démonstration. — Rappelons que, par le (i) du Lemme 3.1.2, on a une unique

représentation de L1(Qp) sur E de la forme I L(−µ)1 Ĩ .

Étape 1 :
(

Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) I L(−µ)1

)an
contient C1 C2 en sous-quotient.

Comme au début de la preuve de la Proposition 4.3.1, on peut appliquer (45) avec
N = I ′, et on déduit de (45), de la discussion qui le suit (avec le (ii) de la Remarque
5.1.3) et de [57, (4.41)], [57, Th. 4.10] que le “pullback” de :(

Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) I L(−µ)1

)an '
(

Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) I
)an (

Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) L(−µ)1

)an

le long de FGL3
P1

(L(µ), 1) ↪→ (Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) L(−µ)1)an donne l’unique extension non

scindée de FGL3
P1

(L(µ), 1) par (Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) I)an. Par ailleurs on vérifie facilement

que l’on a une injection FGL3
P2

(L(s1 · µ), 1 ⊗ (Ind
GL2(Qp)

B2(Qp) 1)∞) ↪→ (Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) I)an

dont on note Y le conoyau. Comme dans l’Étape 4 de la preuve de la Propo-
sition 4.3.1, on a Ext1

D(GL3(Qp),E)(Y
′,FGL3

P1
(L(µ), 1)′) = 0 car le Ext1 est nul

avec le dual de chaque constituant de Y (utiliser [57, (4.41)] et [57, Th. 4.10]).

Autrement dit (Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) I L(−µ)1 )an a en sous-objet l’unique extension non

scindée de Ext1
D(GL3(Qp),E)(F

GL3
P2

(L(s1 · µ), 1 ⊗ (Ind
GL2(Qp)

B2(Qp) 1)∞)′,FGL3
P1

(L(µ), 1)′)

(dualisée). Mais comme Ext1
D(GL3(Qp),E)(F

GL3
P2

(L(s1 · µ), 1)′,FGL3
P1

(L(µ), 1)′) =

Ext1
D(GL3(Qp),E)(F

GL3
P2

(L(s1 · µ), 1 ⊗ St∞2 )′, L(−µ)′) = 0 (ce que l’on vérifie avec [57,

(4.41), (4.43) & (4.44)]), on en déduit facilement l’énoncé.

Étape 2 :
(

Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) L(−µ)1 Ĩ
)an

contient C2 C3 en sous-quotient.

On vérifie d’abord en utilisant (45) et le (ii) du Corollaire 5.3.2 que

dimE Ext1
D(GL3(Qp),E)((Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) L(−µ)1)an′ , C ′3) = 1. Comme dans l’Étape 1, il suit



EXT1 LOCALEMENT ANALYTIQUE ET COMPATIBILITÉ LOCAL-GLOBAL 41

de la discussion suivant (45) que le “pullback” de :(
Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) L(−µ)1

)an (
Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) Ĩ
)an

le long de l’injection C3 ↪→ (Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) Ĩ)an est non scindé, donc est l’unique

extension non scindée de Ext1
D(GL3(Qp),E)((Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) L(−µ)1)an′ , C ′3) (dualisée).

On a Ext1
D(GL3(Qp),E)((Ind

GL3(Qp)

P2(Qp) L(−µ)2)an′ , C ′3) = 0 (par le (i) du Corollaire

5.3.2) d’où on déduit facilement Ext1
D(GL3(Qp),E)(L(−µ)′, C ′3) = 0. De même on

a Ext1
D(GL3(Qp),E)(F

GL3
P1

(L(s2 · µ), 1)′, C ′3) = 0 car Ext1
D(GL3(Qp),E)(F

GL3
P1

(M1(s2 ·
µ), 1)′, C ′3) = 0 ((ii) du Corollaire 5.3.2). On en déduit l’énoncé.

Étape 3 : Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
C ′, C ′3

)
= 0 pour tout constituant irréductible C de(

Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) I L(−µ)1

)an
distinct de C1, C̃2, C2.

Par la preuve de l’étape 2, il suffit de considérer les constituants C de (Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) I)an

distincts de FGL3
P2

(L(s1 · µ), 1), C1 et C̃2. Cela utilise encore le Corollaire 5.3.2, on
laisse les détails au lecteur.

Étape 4 : fin de la preuve.

Soit Z le “pullback” de C3 ↪→ (Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) Ĩ)an dans (Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) I L(−µ)1 Ĩ )an,

il suit facilement des trois étapes précédentes et de leur preuve, et du fait que

C1 C̃2 est en sous-objet dans X (cf. la preuve du Lemme 4.4.1), que le quotient

Z/FGL3
P2

(M2(s1 · µ), 1) (cf. loc. cit. pour FGL3
P2

(M2(s1 · µ), 1)) contient en sous-objet
une représentation de la forme :

(38) C1

L(−µ)

C̃2

C2

C3

(rappelons que L(−µ) C2 = FGL3
P1

(L(µ), 1)). Comme la flèche de l’énoncé est

injective par le Lemme 4.4.1 et comme le but est de dimension 1, on voit que l’unique

extension non scindée de Ext1
D(GL3(Qp),E)

( C̃ ′2
C ′2

C ′1 , C
′
3

)
est le (dual du) quotient de

(38) par la sous-représentation L(−µ).

Remarque 4.4.3. — (i) La Proposition 4.4.2 implique aussi :

Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
C̃ ′2 C ′1 , C

′
3 C ′2

) ∼−→ Ext1
D(GL3(Qp),E)

(
C̃ ′2 C ′1 , C

′
2

)
∼←− Ext1

D(GL3(Qp),E)

(
C ′1, C

′
2

)
en utilisant le Lemme 4.4.1 et Ext1

D(GL3(Qp),E)(C̃
′
2, C

′
2) = 0 (qui résulte facilement de

(52) et (45)).



42 C. BREUIL

(ii) On peut en fait montrer que, dans l’unique représentation C1

C̃2

C2

C3

donnée par la Proposition 4.4.2, le sous-quotient C̃2 C3 est aussi non scindé (donc

est l’unique extension du (ii) de la Proposition 4.2.1). Mais la preuve, due à Y. Ding,
est un peu longue et nous n’aurons finalement pas besoin de ce résultat.

Par une preuve et des calculs strictement analogues en remplaçant I par

(Ind
L1(Qp)

B(Qp)∩L1(Qp) t
−s1·µ ⊗E (|det2|−1 ⊗ | · |2))an, L(−µ)1 par L(−µ)1⊗E (|det2|−1⊗| · |2)

et Ĩ par (Ind
L1(Qp)

B(Qp)∩L1(Qp) t
−s1·µ ⊗E (| · |−2 ⊗ 1⊗ | · |2))an, on obtient la proposition

suivante.

Proposition 4.4.4. — On a :

Ext1
D(GL3(Qp),E)

( C̃ ′4
C ′4

C ′3 , C
′
5

)
∼−→ Ext1

D(GL3(Qp),E)

(
C ′4, C

′
5

)
.

En particulier, il existe une unique représentation de GL3(Qp) de la forme

C3

C̃4

C4

C5 . Noter qu’il est très probable que l’extension C̃4 C5 soit

ici aussi non scindée (cf. le (ii) de la Remarque 4.4.3).

4.5. Les représentations Πj(k, D), j ∈ {1, 2}. — On construit un candidat
explicite pour les représentations localement analytiques Π1(k,D) et Π2(k,D) de
GL3(Qp) sur E.

On conserve toutes les notations des §§ 1, 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4, on rappelle en

particulier que les constituants C1 à C5 et C̃2, C̃4 sont définis en (30) et (31).

Corollaire 4.5.1. — Il existe une unique représentation localement analytique
Π2(k,D) de GL3(Qp) sur E de la forme :

Π2(k,D) ' C1

C̃2

C2

C3

C̃4

C4

C5 .

Démonstration. — On construit Π2(k,D) par étapes successives en “raccrochant” des
constituants à chaque étape.
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Étape 1. On a une suite exacte via la Proposition 4.4.4 :

Ext1
GL3(Qp)

(
C̃4 C5 , C2

)
−→ Ext1

GL3(Qp)

(
C3

C̃4

C4

C5 , C2

)
−→ Ext1

GL3(Qp)

(
C3 C4 , C2

)
−→ Ext2

GL3(Qp)

(
C̃4 C5 , C2

)
.

Comme les premier et dernier termes sont nuls par la Proposition 4.2.2 et la Propo-
sition 4.2.3 et le troisième a dimension 1 par la Proposition 4.3.1 et la Proposition

4.2.1, on en déduit une unique représentation de la forme C2 C3

C̃4

C4

C5 .

On en déduit aussi par une preuve analogue une unique représentation de la forme

C2 C3 C̃4 .

Étape 2. On a une suite exacte via la toute fin de l’Étape 1 :

Ext1
GL3(Qp)

(
C̃4, C1 C̃2

)
−→ Ext1

GL3(Qp)

(
C2 C3 C̃4 , C1 C̃2

)
−→ Ext1

GL3(Qp)

(
C2 C3 , C1 C̃2

)
−→ Ext2

GL3(Qp)

(
C̃4, C1 C̃2

)
.

Comme les premier et dernier termes sont nuls (Proposition 4.2.2 et la Proposition
4.2.3) et le troisième a dimension 1 par le (i) de la Remarque 4.4.3, on en déduit une

unique représentation de la forme C1

C̃2

C2

C3 C̃4 .

Étape 3. On a une suite exacte via la fin de l’Étape 1 :

Ext1
GL3(Qp)

(
C4 C5 , C1 C̃2

)
−→ Ext1

GL3(Qp)

(
C2 C3

C̃4

C4

C5 , C1 C̃2

)
−→ Ext1

GL3(Qp)

(
C2 C3 C̃4 , C1 C̃2

)
−→ Ext2

GL3(Qp)

(
C4 C5 , C1 C̃2

)
.

Comme les premier et dernier termes sont nuls (Proposition 4.2.2 et la Proposition

4.2.3) et le troisième a dimension 1 par l’Étape 2, on en déduit le résultat.

On définit également la représentation Π1(k,D) de manière totalement symétrique
en remplaçant partout s1 par s2, P2 par P1 etc. (cf. le § 4.1).

Remarque 4.5.2. — Si L 6= Qp et σ ∈ S, les représentations Π1,σ(kσ, D) et
Π2,σ(kσ, D) devraient avoir exactement la même forme que dans le Corollaire 4.5.1
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mais avec partout des constituants localement σ-analytiques. On suppose L = Qp

dans tout le § 4 car un certain nombre de résultats techniques de la théorie localement
analytique ne sont pour l’instant connus que pour L = Qp, comme par exemple ceux
de [55, § 6], ou le Lemme 5.1.1 et le Lemme 5.1.4 ci-dessous, ou encore [43, Th. 6.6].

4.6. Extensions avec la Steinberg localement algébrique. — On montre que
les représentations Πj(D, k) du § 4.5 satisfont dimE Ext1

GL3(Qp)(Π
j(k,D), L(λ) ⊗E

St∞3 ) = 3.

On conserve toutes les notations et conventions précédentes et on rappelle que χ
est le caractère central des Ci.

Proposition 4.6.1. — On a :

Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′

(
C ′0, C

′) = 0 si C ∈ {C3, C5, C̃2, C̃4}
dimE Ext1

D(GL3(Qp),E),χ′

(
C ′0, C

′) = 1 si C ∈ {C1, C2, C4}
Ext2

D(GL3(Qp),E),χ′

(
C ′0, C

′) = 0 si C ∈ {C2, C3, C4, C5, C̃2, C̃4}.

Démonstration. — Quitte à tordre toutes les représentations par nr(α−1) ◦
det, on peut supposer α = 1, et donc C0 = L(−µ) ⊗E St∞3 . On a alors
immédiatement dimE Ext1

D(GL3(Qp),E),χ′(C
′
0, C

′
2) = dimE Ext1

D(GL3(Qp),E),χ′(C
′
0, C

′
4) = 1

et Ext2
D(GL3(Qp),E),χ′(C

′
0, C

′
2) = Ext2

D(GL3(Qp),E),χ′(C
′
0, C

′
4) = 0 par [57, Prop. 4.7(2)] et

[48, Th. 1] ou [23, Th. 1.3]. De plus Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(C

′
0, C

′
5) = 0 est démontré en

(35). Les preuves des cas restants étant très similaires aux preuves des Propositions
4.2.1, 4.2.2 et 4.3.1, on se permet de ne plus donner tous les détails.

Montrons dimE Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(C

′
0, C

′
1) = 1. On a par le (i) du Corollaire 5.3.2 :

Ext1
D(L2(Qp),E),χ′

(
L(−s1 · µ)′2 ⊗E π∞2,3

′, H0(N2(Qp), C
′
1)
)

= 0

HomD(L2(Qp),E)

(
L(−s1 · µ)′2 ⊗E π∞2,3

′, H1(N2(Qp), C
′
1)
)

= 0

d’où par (45) avec le (i) de la Remarque 5.1.3 :

Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′

(
FGL3
P2

(
M2(s1 · µ), π∞2,3

)′
, C ′1
)

= 0.

Avec le Lemme 5.3.1 et [50, Prop. 4.9(a)] on en déduit Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(C

′
5, C

′
1) = 0

(car HomD(GL3(Qp),E)(FGL3
P2

(M2(s1s2 · µ), π∞2,3)′, C ′1) = 0), puis également :

(39) Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′

(
L(−µ)′ ⊗E

(
Ind

GL3(Qp)

P2(Qp) π∞2,3
)∞′

, C ′1
)

∼−→ Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′

(
FGL3
P2

(
M2(µ), π∞2,3

)′
, C ′1
)

(car HomD(GL3(Qp),E)(C
′
5, C

′
1) = 0). Le même type d’arguments montre :

Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′

(
FGL3
P1

(M1(µ), |det2|−1 ⊗ | · |2)′, C ′1
)

= 0
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qui implique (car HomD(GL3(Qp),E)(FGL3
P1

(L(s2 · µ), |det2|−1 ⊗ | · |2)′, C ′1) = 0) :

Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′

(
L(−µ)′ ⊗E (Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) |det2|−1 ⊗ | · |2)∞
′
, C ′1
)

= 0

puis Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(C

′
4, C

′
1) = 0 par le deuxième isomorphisme en (53). Avec le

dernier isomorphisme en (53), HomD(GL3(Qp),E)(C
′
4, C

′
1) = 0 et (39) on en déduit :

Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′

(
C ′0, C

′
1

) ∼−→ Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′

(
FGL3
P2

(
M2(µ), π∞2,3

)′
, C ′1
)
.

Il reste à vérifier que le terme de droite a dimension 1, ce qui résulte encore du (i) de
la Remarque 5.1.3 et de HomD(L2(Qp),E)(L(−µ)′2⊗E π∞2,3′, H1(N2(Qp), C

′
1)) = E (donné

par (Ind
GL2(Qp)

B2(Qp) | · | ⊗ | · |)∞ � St∞2 ⊗E |det2|).

Montrons Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(C

′
0, C

′
3) = Ext2

D(GL3(Qp),E),χ′(C
′
0, C

′
3) = 0. Par le

dernier isomorphisme en (53) il suffit de montrer Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(C

′
4, C

′
3) = 0 et

ExtiD(GL3(Qp),E),χ′(L(−µ)′ ⊗E (Ind
GL3(Qp)

P2(Qp) π∞2,3)∞
′
, C ′3) = 0 pour i ∈ {1, 2}. Le premier

cas découle de Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(L(−µ)′ ⊗E (Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) St∞2 ⊗ 1)∞
′
, C ′3) = 0 (cf. qua-

trième isomorphisme en (53)) qui découle de Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(F

GL3
P1

(M1(µ), St∞2 ⊗
1)′, C ′3) = 0 qui lui-même découle de (45) (avec le (i) de la Remarque 5.1.3) et du
(ii) du Corollaire 5.3.2 (le seul cas un peu subtil étant Ext1

L1(Qp),χ′(L(−µ)′1 ⊗E
(St∞2

′ ⊗ 1), H0(N1(Qp), C
′
3)) = 0 qui, après twist, se ramène à la quatrième

assertion de la Proposition 3.1.6). Les deux derniers cas découlent (avec le
Lemme 5.3.1) de ExtiD(GL3(Qp),E),χ′(F

GL3
P2

(M2(µ), π∞2,3)′, C ′3) = 0, i ∈ {1, 2} et

Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(F

GL3
P2

(M2(s1 · µ), π∞2,3)′, C ′3) = 0. On applique encore dans chaque

cas (45) et le (i) du Corollaire 5.3.2 (via la Remarque 5.1.3) et on constate que
tous les termes intéressants de la suite spectrale sont nuls soit pour des raisons de
caractère central de L2(Qp), soit par [57, Prop. 4.7] et :

HomGL2(Qp)

((
Ind

GL2(Qp)

B2(Qp) | · |
−1 ⊗ | · |

)∞
, St∞2

)
= Ext1

GL2(Qp)

((
Ind

GL2(Qp)

B2(Qp) | · |
−1 ⊗ | · |

)∞
, St∞2

)
= 0

(extensions dans la catégorie des représentations lisses de GL2(Qp) sur E, le Ext1

de droite étant égal par dualité à Ext1
GL2(Qp)(St∞2 , (Ind

GL2(Qp)

B2(Qp) 1)∞) qui vaut

Ext1
T2(Qp)(| · |−1⊗| · |, 1) = 0 par adjonction pour le foncteur usuel (exact) de Jacquet,

où T2 = matrices diagonales de B2).

Montrons Ext2
D(GL3(Qp),E),χ′(C

′
0, C

′
5) = 0. Puisque Ext1

D(GL3(Qp),E),χ′(C
′
2, C

′
5) =

0 (cf. Proposition 4.2.2), il suffit de montrer Ext2
D(GL3(Qp),E),χ′(L(−µ)′ ⊗E

(Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) π∞1,3)∞
′
, C ′5) = 0 par le cinquième isomorphisme en (53). Par le Lemme

5.3.1, il suffit de montrer :

Ext2
D(GL3(Qp),E),χ′

(
FGL3
P1

(M1(µ), π∞1,3)′, C ′5
)

= 0

Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′

(
FGL3
P1

(M1(s2 · µ), π∞1,3)′, C ′5
)

= 0.
(40)
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Les deux se vérifient à partir de (43) (cf. (i) de la Remarque 5.1.3) et du
(ii) du Corollaire 5.3.2. Le seul cas un peu subtil est Ext2

L1(Qp),χ′(L(−µ)′1 ⊗E
π∞1,3

′, H0(N1(Qp), C
′
5)) = 0 qui, après twist, se ramène à la cinquième assertion de la

Proposition 3.1.6.

On montre Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(C

′
0, C̃

′
2) = Ext2

D(GL3(Qp),E),χ′(C
′
0, C̃

′
2) = 0 de manière

analogue. On utilise d’abord le dernier isomorphisme en (53) puis des égalités ana-

logues à (40) pour en déduire ExtiD(GL3(Qp),E),χ′(L(−µ)′ ⊗E (Ind
GL3(Qp)

P2(Qp) π∞2,3)∞
′
, C̃ ′2) =

0, i ∈ {1, 2}, puis le deuxième isomorphisme en (53) pour en déduire de même

Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(L(−µ)′ ⊗E (Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) |det2|−1 ⊗ | · |2)∞
′
, C̃ ′2) = 0. Un dévissage

élémentaire donne alors le résultat.

Enfin, on montre Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′(C

′
0, C̃

′
4) = Ext2

D(GL3(Qp),E),χ′(C
′
0, C̃

′
4) = 0 encore

de manière analogue en utilisant le cinquième isomorphisme en (53), en montrant

l’analogue de (40) avec C̃4 au lieu de C5 et en utilisant HomD(GL3(Qp),E)(FGL3
P1

(M1(s2s1·
µ), π∞1,3)′, C̃ ′4). On laisse les derniers détails au lecteur.

Corollaire 4.6.2. — On a pour j ∈ {1, 2} :

dimE Ext1
GL3(Qp)

(
Πj(k,D), L(λ)⊗E Π∞(D)

)
= 3.

Démonstration. — Par symétrie il suffit de montrer le cas j = 2. Par le Corollaire
4.5.1 on doit montrer :

dimE Ext1
GL3(Qp)

(
C1

C̃2

C2

C3

C̃4

C4

C5 , C0

)
= 3.

Cela découle de la Proposition 4.6.1 et du Lemme 2.1.1 par un dévissage stan-
dard en notant que tous les Ext1

D(GL3(Qp),E) qui interviennent s’identifient aux

Ext1
D(GL3(Qp),E),χ′ .

Remarque 4.6.3. — Notons Π2(k,D)− ⊂ Π2(k,D) le noyau de Π2(k,D) �

C̃4 C5 , autrement dit Π1(k,D)− est de la forme C1

C̃2

C2

C3 C4 . La

même preuve que celle du Corollaire 4.6.2 donne que la restriction à Π2(k,D)− induit
un isomorphisme :

Ext1
GL3(Qp)

(
Π2(k,D), L(λ)⊗E Π∞(D)

) ∼−→ Ext1
GL3(Qp)

(
Π2(k,D)−, L(λ)⊗E Π∞(D)

)
.

On a un résultat analogue en définissant de manière symétrique Π1(k,D)− ⊂
Π1(k,D).
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5. Calculs cohomologiques

Cette partie contient tous les résultats et calculs de cohomologie localement ana-
lytique utilisés au § 4 pour la construction et les propriétés des représentations lo-
calement analytiques Πj(k,D). On suppose toujours L = Qp.

5.1. Préliminaires. — On rappelle les résultats utiles de [43] et [57] sur la coho-
mologie des D(H,E)-modules pour H groupe localement analytique.

Si H est un groupe p-adique localement Qp-analytique et M un objet de ModD(H,E),
on note pour i ≥ 0 :

H i(H,M)
déf
= ExtiD(H,E)

(
1,M

)
où 1 est le D(H,E)-module dual de la représentation triviale de H sur E. Soit
H ′ ⊆ H un sous-groupe p-adique localement analytique fermé invariant. Par [55,
Prop. A.3] on a (cf. loc. cit. pour la notation ⊗̂E,ι) :

(41) D(H,E) ∼= D(H/H ′, E)⊗̂E,ιD(H ′, E).

Rappelons d’abord le lemme suivant (utilisé de manière tacite dans [57]).

Lemme 5.1.1 ([58]). — Tout D(H,E)-module injectif M dans la catégorie
ModD(H,E) est acyclique pour le foncteur HomD(H′,E)(1, ∗), i.e. est tel que

H i(H ′,M) = ExtiD(H′,E)(1,M) = 0 pour i ≥ 1.

Remarque 5.1.2. — L’analogue du Lemme 5.1.1 avec L 6= Qp dans le cadre locale-
ment σ-analytique pour σ ∈ S est peut-être vrai mais n’est pas connu. C’est l’une
des raisons pour lesquelles aux §§ 4 et 5 nous nous limitons à L = Qp.

Soit M dans ModD(H,E), par le Lemme 5.1.1 on peut calculer H i(H ′,M) en ap-
pliquant HomD(H′,E)(1, ∗) à des résolutions de M par des D(H,E)-modules injectifs.
On en déduit que H i(H ′,M) est naturellement un objet de ModD(H/H′,E) en utilisant
que D(H,E)⊗D(H′,E) E ∼= D(H/H ′, E) (qui suit de (41) par le même argument que
[55, p. 324]). De plus, toute suite exacte courte 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 dans
ModD(H,E) donne une suite exacte longue de D(H/H ′, E)-modules :

(42) · · · → H i(H ′,M ′)→ H i(H ′,M)→ H i(H ′,M ′′)→ H i+1(H ′,M)→ · · ·

On se place désormais dans la situation suivante : H = P (Qp) et H ′ = NP (Qp)
où NP est le radical unipotent d’un sous-groupe parabolique P d’un groupe réductif
connexe déployé G sur Qp, donc H/H ′ est isomorphe à LP (Qp) où LP est un sous-
groupe de Levi de P . Soit N un D(LP (Qp), E)-module qui, en tant que D(P (Qp), E)-
module (par inflation), vérifie la condition (FIN) de [55, § 6] (pour un choix d’un
sous-groupe ouvert compact P0 de P (Qp)). Par exemple, par la discussion au début
de [57, § 4.4] on peut prendre N = π′ où π′ est le dual algébrique d’une représentation
π de LP (Qp) sur E de la forme π = πalg ⊗E π∞ où πalg est la restriction à LP (Qp) ⊆
(LP ×Qp E)(E) d’une représentation algébrique de dimension finie de LP ×Qp E sur E
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et où π∞ est une représentation lisse de LP (Qp) sur E de longueur finie. Par ce qui
précède, avec l’argument donnant [57, (4.29)] (basé sur la preuve de [55, Lem. 6.3])
et avec [57, (4.34)], on en déduit une suite spectrale de Grothendieck pour tout M
dans ModD(G(Qp),E) et tout N dans ModD(LP (Qp),E) vérifiant la condition (FIN) de [55,
§ 6] :

(43) ExtjD(LP (Qp),E)

(
N,H i

(
NP (Qp),M

))
⇒ Exti+jD(G(Qp),E)

(
D(G(Qp), E)⊗D(P (Qp),E) N,M

)
d’où en particulier un isomorphisme :

(44) HomD(LP (Qp),E)

(
N,H0

(
NP (Qp),M

)) ∼=
HomD(G(Qp),E)

(
D(G(Qp), E)⊗D(P (Qp),E) N,M

)
ainsi qu’une suite exacte de E-espaces vectoriels :

(45) 0 −→ Ext1
D(LP (Qp),E)

(
N,H0

(
NP (Qp),M

))
−→ Ext1

D(G(Qp),E)

(
D(G(Qp), E)⊗D(P (Qp),E) N,M

)
−→ HomD(LP (Qp),E)

(
N,H1

(
NP (Qp),M

))
−→ Ext2

D(LP (Qp),E)

(
N,H0

(
NP (Qp),M

))
.

La flèche injective de gauche en (45) est facile à décrire : partant d’une suite ex-
acte courte 0→ H0(NP (Qp),M)→ ∗ → N → 0 de D(LP (Qp), E)-modules, par [55,
Lem. 6.3(i)] on a encore une suite exacte courte de D(G(Qp), E)-modules en ten-
sorisant par D(G(Qp), E) au-dessus de D(P (Qp), E), puis on prend le “pushforward”
le long du morphisme canonique de D(G(Qp), E)-modules D(G(Qp), E) ⊗D(P (Qp),E)

H0(NP (Qp),M)→M .

Remarque 5.1.3. — (i) Soit Z le centre de G, on a un analogue du Lemme
5.1.1, de la suite exacte longue (42), de la suite spectrale (43) et de la suite exacte
(45) en remplaçant partout G, P , LP par G/Z, P/Z, LP/Z. Si χ : Z(Qp) → E
est un caractère localement analytique, alors par l’argument de [57, p.81] on en
déduit un analogue de (42), (43) et (45) en remplaçant les catégories ModD(G(Qp),E),
ModD(P (Qp),E) et ModD(LP (Qp),E) par les sous-catégories pleines ModD(G(Qp),E),χ′ ,
ModD(P (Qp),E),χ′ et ModD(LP (Qp),E),χ′ des objets où la sous-algèbre D(Z(Qp), E) agit
via le caractère χ′ : D(Z(Qp), E) � E dual de χ (en particulier, si D(Z(Qp), E) agit
par χ′ sur M alors D(Z(Qp), E) agit aussi par χ′ sur H i(NP (Qp),M)).
(ii) Soit Π une représentation localement analytique de LP (Qp) sur un E-espace
vectoriel localement convexe de type compact tel que le dual fort Π′, vu comme
D(P (Qp), E)-module, vérifie la condition (FIN) de [55, § 6] (pour un choix d’un
sous-groupe ouvert compact P0 de P (Qp)). Alors en utilisant que le D(G(Qp), E)-
module D(G(Qp), E) ⊗D(P (Qp),E) Π′ est de présentation finie, donc coadmissible

par [54, Cor. 3.4(v)], on en déduit que le dual fort de (Ind
G(Qp)

P (Qp) Π)an s’identifie à

D(G(Qp), E)⊗D(P (Qp),E) Π′ (i.e. le produit tensoriel usuel suffit).
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Le lemme suivant est pratique.

Lemme 5.1.4. — Choisissons un sous-groupe ouvert compact de P (Qp) de la forme
P0 = LP,0NP,0 où LP,0 (resp. NP,0) est un sous-groupe ouvert compact de LP (Q)
(resp. NP (Qp)). Soit N un D(LP (Qp), E)-module qui, en tant que D(LP,0, E)-module,
admet une résolution par des D(LP,0, E)-modules libres de type fini. Alors N , en tant
que D(P0, E)-module (par inflation), admet une résolution par des D(P0, E)-modules
libres de type fini.

Démonstration. — L’argument est similaire à celui au début de [57, § 4.4]. En
tensorisant par D(P0, E) (au-dessus de D(NP,0, E)) une résolution du D(NP,0, E)-
module trivial 1 par des D(NP,0, E)-modules libres de type fini (cf. la preuve de
[43, Th. 6.5]), l’argument de la preuve de [55, Lem. 6.3] montre que l’on obtient une
résolution du D(P0, E)-module D(LP,0, E) par des D(P0, E)-modules libres de type
fini. Partant maintenant d’une résolution N· = (Nj)j≥1 de N par des D(LP,0, E)-
modules libres de type fini Nj, on peut fabriquer un double complexe (Ni,j)i,j≥1 où
· · · → Ni,j → Ni−1,j → · · · est une résolution de Nj par des D(P0, E)-modules libres
de type fini. Le complexe total donne une résolution comme recherchée.

Notons que le Lemme 5.1.4 utilise L = Qp via l’argument de [55, Lem. 6.3].

Soit V un E-espace vectoriel localement convexe séparé complet muni d’une ac-
tion séparément continue de D(NP (Qp), E), Kohlhaase définit dans [43, Def. 2.5] les
groupes de cohomologie localement analytiques H i

an(NP (Qp), V ). Ce sont naturelle-
ment des E-espaces vectoriels localement convexes ([43, Rem. 2.10]) et on a des iso-

morphismes canoniques de E-espaces vectoriels H i
an(NP (Qp), V )

∼→ H i(NP (Qp), V )
([43, Th. 4.8] et [43, Th. 6.5]). Soit Π une représentation localement analytique de
P (Qp) sur un E-espace vectoriel de type compact et Π′ son dual continu (un espace
de Fréchet nucléaire avec action séparément continue de D(P (Qp), E), cf. [53, § 3]).
Alors l’espace localement convexe H i

an(NP (Qp),Π
′) est muni de plus d’une action

séparément continue de D(LP (Qp), E) (cf. [43, § 5] et la preuve du Lemme 5.1.5
ci-dessous), en particulier c’est un objet de ModD(LP (Qp),E). On a le lemme suivant,
tacitement utilisé dans [57], qui permet de disposer des résultats de [43].

Lemme 5.1.5. — Les isomorphismes canoniques pour i ≥ 0 :

H i
an(NP (Qp),Π

′)
∼−→ H i(NP (Qp),Π

′)

sont compatibles à l’action de D(LP (Qp), E).

Démonstration. — On indique brièvement l’argument. On forme le complexe
F ·alg(P (Qp),Π

′) comme en [43, (24)] mais en enlevant la topologie, par exemple on a



50 C. BREUIL

pour i ≥ 0 :

F i
alg(P (Qp),Π

′)
déf
= HomE

(
D(P (Qp), E),HomE(⊗iED(P (Qp), E),Π′)

)
∼= HomE

(
⊗i+1
E D(P (Qp), E),Π′

)
.

Par des résultats standard le complexe F ·alg(P (Qp),Π
′) est une résolution de

Π′ par des D(P (Qp), E)-modules à gauche injectifs. Par le Lemme 5.1.1 les
D(LP (Qp), E)-modules H i(NP (Qp),Π

′) sont donc calculés par le complexe
HomD(NP (Qp),E)(1, F

·
alg(P (Qp),Π

′)). Le morphisme canonique ⊗i+1
E D(P (Qp), E) →

⊗̂i+1

E,ιD(P (Qp), E) induit des morphismes canoniques dans ModD(P (Qp),E), où
F ·(P (Qp),Π

′) est le complexe topologique de [43, § 2] :

F i(P (Qp),Π
′) = Homcont

E

(
⊗̂i+1

E,ιD(P (Qp), E),Π′
)
↪→ HomE

(
⊗̂i+1

E,ιD(P (Qp), E),Π′
)

→ HomE

(
⊗i+1
E D(P (Qp), E),Π′

)
= F i

alg(P (Qp),Π
′).

En appliquant Homcont
D(NP (Qp),E)(1, ∗) à gauche et HomD(NP (Qp),E)(1, ∗) à droite et

en notant que Homcont
D(NP (Qp),E)(1, ∗) ↪→ HomD(NP (Qp),E)(1, ∗), on en déduit par [43,

Prop. 2.16] et [43, Prop. 5.6(iii)] l’isomorphisme H i
an(NP (Qp),Π

′)
∼→ H i(NP (Qp),Π

′)
de [43, Th. 4.8] dont on voit qu’il commute à D(LP (Qp), E). Noter que la structure
de D(LP (Qp), E)-module sur H i

an(NP (Qp),Π
′) peut aussi s’obtenir comme en [43,

(69)] via le complexe Homcont
D(NP (Qp),E)(B·(P (Qp),1),Π′) de [43, Def. 2.5], le fait que

l’action de D(LP (Qp), E) soit la même que via Homcont
D(NP (Qp),E)(1, F

·(P (Qp),Π
′))

découlant de [43, (27)] (merci à Jan Kohlhaase pour cette précision).

5.2. Formulaire I. — On retranscrit ici avec les notations du présent article le
formulaire cohomologique de [57, § 4.5.5].

On se place dans le cadre du § 4 dont on utilise les notations et on fixe µ =
(µ1, µ2, µ3) ∈ Z3. Si µ1 ≤ µ2 on note :

L(−µ)1
déf
=

(
(Sym−µ1+µ2E2)⊗E det−µ22

)
⊗E t−µ33

M1(µ)
déf
= U(gl3)⊗U(p1) L(µ)1

respectivement la représentation algébrique irréductible de dimension finie de L1×QpE
de plus haut poids (−µ1,−µ2,−µ3) par rapport à (B ∩ L1) ×Qp E et le module de

Verma généralisé associé au dual L(µ)1 de L(−µ)1. Si µ2 ≤ µ3 on note de même en
remplaçant L1 par L2 :

L(−µ)2
déf
= t−µ11 ⊗E

(
(Sym−µ2+µ3E2)⊗E det−µ32

)
M2(µ)

déf
= U(gl3)⊗U(p2) L(µ)2.

On voit les représentations algébriques L(−µ)1, L(µ)1 et L(−µ)2, L(µ)2 comme
représentations respectivement de L1(Qp) et L2(Qp). Si π∞ est une représentation
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lisse de longueur finie de L1(Qp) ou L2(Qp) sur E (le contexte indiquant clairement
de quel Levi il s’agit), rappelons que l’on a :

(46)
FGL3
P1

(
M1(µ), π∞

)
=

(
Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) L(−µ)1 ⊗E π∞
)an

si µ1 ≤ µ2

FGL3
P2

(
M2(µ), π∞

)
=

(
Ind

GL3(Qp)

P2(Qp) L(−µ)2 ⊗E π∞
)an

si µ2 ≤ µ3.

Soit N1
déf
=
(

1 0 0
0 1 0
∗ ∗ 1

)
(resp. N2

déf
=
(

1 0 0
∗ 1 0
∗ 0 1

)
) le radical unipotent de P1 (resp. P2). Il

suit de [57, Cor. 4.33] et de (46) (et du Lemme 5.1.5) que chaque groupe :

H i
(
N1(Qp),FGL3

Pj

(
Mj(µ), π∞

)′)
et H i

(
N2(Qp),FGL3

Pj

(
Mj(µ), π∞

)′)
pour j ∈ {1, 2}

muni de sa topologie localement convexe est un espace de Fréchet nucléaire, dont le
dual fort est une représentation localement analytique respectivement de L1(Qp) et
L2(Qp) sur un E-espace vectoriel de type compact notée :

Hi

(
N1(Qp),FGL3

Pj

(
Mj(µ), π∞

))
et Hi

(
N2(Qp),FGL3

Pj

(
Mj(µ), π∞

))
pour j ∈ {1, 2}.

De plus tous ces groupes sont nuls si i > 2. Notons que l’hypothèse “ρ localement
algébrique irréductible” utilisée à plusieurs reprise dans [57, §§ 3, 4] peut partout être
remplacée par l’hypothèse ρ ∼= ρalg ⊗E ρ∞ avec ρalg algébrique de dimension finie et
ρ∞ lisse de longueur finie.

Si Π∞ est une représentation lisse de GL3(Qp) sur E, on note JNj(Π
∞) pour j ∈

{1, 2} le foncteur de Jacquet usuel relativement à Nj(Qp), i.e. les coinvariants de Π∞

sous Nj(Qp) (une représentation lisse de Lj(Qp) sur E). Si π∞ est une représentation
lisse de L2(Qp) sur E, on note de même JN∩L2(π

∞) la T (Qp)-représentation lisse
donnée par les coinvariants de π∞ sous le groupe unipotent N(Qp)∩L2(Qp). Si w ∈ S3

et τ∞ est une représentation lisse de T (Qp) sur E, on note τ∞,w la représentation

conjuguée τ∞,w(t)
déf
= τ∞(wtw−1).

On fixe maintenant µ = (µ1, µ2, µ3) = (−k1 + 2,−k2 + 1,−k3) avec k1 > k2 > k3

et π∞ une représentation lisse de longueur finie de L2(Qp) sur E avec un caractère
central (la T (Qp)-représentation lisse JN∩L2(π

∞) est alors aussi de longueur finie).
On rappelle que l’on a des suites exactes courtes respectivement L2(Qp)- et L1(Qp)-
équivariantes (cf. [57, Ex. 4.11] lorsque π∞ est une représentation de L1(Qp)) :

(47)
0→

(
IndL2

B∩L2
|t−1

1 t2| ⊗EJN∩L2(π
∞)s1

)∞→JN2

(
IndGL3

P2
π∞
)∞→π∞→ 0

0→|t−1
1 t−1

2 t23|⊗Eπ∞,s1s2→JN1

(
IndGL3

P2
π∞
)∞→(IndL1

B∩L1
JN∩L2(π

∞)
)∞→ 0

où π∞,s1s2 est la représentation de L1(Qp) obtenue à partir de la représentation π∞ en
“échangeant” les facteurs GL1(Qp) et GL2(Qp). On suppose de plus π∞ telle que les
deux suites exactes (47) sont scindées, i.e. on a des isomorphismes de représentations
lisses respectivement de L2(Qp) et L1(Qp) :

(48)
JN2

(
IndGL3

P2
π∞
)∞ ∼= π∞ ⊕

(
IndL2

B∩L2
|t−1

1 t2| ⊗E JN∩L2(π
∞)s1

)∞
JN1

(
IndGL3

P2
π∞
)∞ ∼= |t−1

1 t−1
2 t23| ⊗E π∞,s1s2 ⊕

(
IndL1

B∩L1
JN∩L2(π

∞)
)∞
.
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Les formules ci-dessous, tirées de [57, Th. 4.10] avec [57, (4.41)] et [50, Prop. 4.9(b)],
et du formulaire de [57, § 4.5.5], explicitent certaines des Lj(Qp)-représentations

localement analytiques Hi(Nj(Qp),FGL3
P2

(M2(∗), π∞)) pour j ∈ {1, 2} et i ∈ {0, 1, 2}.
Noter que le formulaire de loc. cit. ne traite que le cas de FGL3

P1
(M1(∗), π∞), mais

le cas de FGL3
P2

(M2(∗), π∞) se démontre de manière symétrique. On écrit IndGL3
Pj

et

Ind
Lj
B∩Lj au lieu de Ind

GL3(Qp)

Pj(Qp) et Ind
Lj(Qp)

B(Qp)∩Lj(Qp) (j ∈ {1, 2}) pour alléger les notations.

H0

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
L(µ), π∞

))
= L(−µ)2 ⊗E JN2

(
IndGL3

P2
π∞
)∞

H1

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
L(µ), π∞

))
= L(−s1 · µ)2 ⊗E JN2

(
IndGL3

P2
π∞
)∞

H2

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
L(µ), π∞

))
= L(−s1s2 · µ)2 ⊗E JN2

(
IndGL3

P2
π∞
)∞

H0

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
M2(µ), π∞

))
=
(
L(−µ)2 ⊕ L(−s1 · µ)2

)
⊗E π∞

H1

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
M2(µ), π∞

))
=
(
L(−s1 · µ)2 ⊕ L(−s1s2 · µ)2

)
⊗E π∞ ⊕(

IndL2
B∩L2

t−s1·µ|t−1
1 t2| ⊗E JN∩L2(π

∞)s1
)an

H2

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
M2(µ), π∞

))
= L(−s1s2 · µ)2 ⊗E π∞ ⊕(

IndL2
B∩L2

t−s1s2·µ|t−1
1 t2| ⊗E JN∩L2(π

∞)s1
)an

H0

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
M2(s1 · µ), π∞

))
=
(
L(−s1 · µ)2 ⊕ L(−s1s2 · µ)2

)
⊗E π∞

H1

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
M2(s1 · µ), π∞

))
= L(−s1s2 · µ)2 ⊗E π∞ ⊕(

IndL2
B∩L2

t−µ|t−1
1 t2| ⊗E JN∩L2(π

∞)s1
)an

H2

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
M2(s1 · µ), π∞

))
=
(
IndL2

B∩L2
t−s1s2s1·µ|t−1

1 t2| ⊗E JN∩L2(π
∞)s1

)an

H0

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
M2(s1s2 · µ), π∞

))
= L(−s1s2 · µ)2 ⊗E π∞

H1

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
M2(s1s2 · µ), π∞

))
=
(
IndL2

B∩L2
t−s2·µ|t−1

1 t2| ⊗E JN∩L2(π
∞)s1

)an

H2

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
M2(s1s2 · µ), π∞

))
=
(
IndL2

B∩L2
t−s2s1·µ|t−1

1 t2| ⊗E JN∩L2(π
∞)s1

)an

H0

(
N1(Qp),FGL3

P2

(
L(µ), π∞

))
= L(−µ)1 ⊗E JN1

(
IndGL3

P2
π∞
)∞

H1

(
N1(Qp),FGL3

P2

(
L(µ), π∞

))
= L(−s2 · µ)1 ⊗E JN1

(
IndGL3

P2
π∞
)∞

H2

(
N1(Qp),FGL3

P2

(
L(µ), π∞

))
= L(−s2s1 · µ)1 ⊗E JN1

(
IndGL3

P2
π∞
)∞
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H0

(
N1(Qp),FGL3

P2

(
M2(µ), π∞

))
=
(
IndL1

B∩L1
t−µ ⊗E JN∩L2(π

∞)
)an

H1

(
N1(Qp),FGL3

P2

(
M2(µ), π∞

))
= L(−s2s1 · µ)1 ⊗E

(
IndL1

B∩L1
JN∩L2(π

∞)
)∞ ⊕(

IndL1
B∩L1

t−s2·µ ⊗E JN∩L2(π
∞)
)an

H2

(
N1(Qp),FGL3

P2

(
M2(µ), π∞

))
= L(−s2s1 · µ)1 ⊗E |t−1

1 t−1
2 t23| ⊗E π∞,s1s2 ⊕

L(−s2s1 · µ)1 ⊗E
(
IndL1

B∩L1
JN∩L2(π

∞)
)∞

H0

(
N1(Qp),FGL3

P2

(
M2(s1 · µ), π∞

))
=
(
IndL1

B∩L1
t−s1·µ ⊗E JN∩L2(π

∞)
)an ⊕(

IndL1
B∩L1

t−s1s2·µ⊗EJN∩L2(π
∞)
)an

H1

(
N1(Qp),FGL3

P2

(
M2(s1 · µ), π∞

))
=
(
IndL1

B∩L1
t−s2s1·µ ⊗E JN∩L2(π

∞)
)an ⊕(

IndL1
B∩L1

t−s1s2·µ⊗EJN∩L2(π
∞)
)an

H2

(
N1(Qp),FGL3

P2

(
M2(s1 · µ), π∞

))
= L(−s2 · µ)1 ⊗E |t−1

1 t−1
2 t23| ⊗E π∞,s1s2

H0

(
N1(Qp),FGL3

P2

(
M2(s1s2 · µ), π∞

))
=
(
IndL1

B∩L1
t−s1s2·µ ⊗E JN∩L2(π

∞)
)an

H1

(
N1(Qp),FGL3

P2

(
M2(s1s2 · µ), π∞

))
=
(
IndL1

B∩L1
t−s1s2s1·µ ⊗E JN∩L2(π

∞)
)an

H2

(
N1(Qp),FGL3

P2

(
M2(s1s2 · µ), π∞

))
= L(−µ)1 ⊗E |t−1

1 t−1
2 t23| ⊗E π∞,s1s2

Corollaire 5.2.1. — Pour i ∈ {0, 1, 2} et j ∈ {1, 2}, les D(Lj(Qp), E)-modules :

H i
(
Nj(Qp),FGL3

P2
(L(µ), π∞)′

)
, H i

(
Nj(Qp),FGL3

P2
(M2(µ), π∞)′

)
,

H i
(
Nj(Qp),FGL3

P2
(M2(s1 · µ), π∞)′

)
, H i

(
Nj(Qp),FGL3

P2
(M2(s1s2 · µ), π∞)′

)
sont coadmissibles.

Démonstration. — Cela découle du formulaire explicite ci-dessus, de [50, Lem. 2.4(ii)]
et du fait que les représentations localement algébriques qui apparaissent sont de
longueur finie, donc fortement admissibles (cf. la preuve de [50, Lem. 2.4(ii)] ou le
début de [57, § 4.4]).

5.3. Formulaire II. — On donne le calcul des H i(Nj(Qp),FGP2
(L2(s1 · µ), π∞)′)

pour i ∈ {0, 1, 2}, j ∈ {1, 2} et µ, π∞ comme au § 5.2, ainsi que quelques autres
lemmes et formules utiles.

On garde les notations du § 5.2. On commence par le lemme classique suivant
(cf. par exemple [40, § 9.5]). On rappelle que µ = (−k1 + 2,−k2 + 1,−k3) avec
k1 > k2 > k3.
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Lemme 5.3.1. — On a M1(s2s1 ·µ) = L(s2s1 ·µ), M2(s1s2 ·µ) = L(s1s2 ·µ) (i.e. les
U(gl3)-modules M1(s2s1 ·µ) et M2(s1s2 ·µ) sont simples) et des suites exactes courtes
de U(gl3)-modules :

0→ L(s2s1 · µ)→M1(s2 · µ)→ L(s2 · µ)→ 0

0→ L(s1s2 · µ)→M2(s1 · µ)→ L(s1 · µ)→ 0

0→ L(s2 · µ)→M1(µ)→ L(µ)→ 0

0→ L(s1 · µ)→M2(µ)→ L(µ)→ 0.

On déduit en particulier du Lemme 5.3.1, de [50, Prop. 4.9(a)] et de (42) deux
suites exactes longues dans ModD(Lj(Qp),E) pour j ∈ {1, 2} (où l’on écrit Nj pour
Nj(Qp)) :

(49) 0→H0(Nj ,F
GL3
P2

(M2(s1s2·µ),π∞)′)→H0(Nj ,F
GL3
P2

(M2(s1·µ),π∞)′)→H0(Nj ,F
GL3
P2

(L(s1·µ),π∞)′)

→H1(Nj ,F
GL3
P2

(M2(s1s2·µ),π∞)′)→H1(Nj ,F
GL3
P2

(M2(s1·µ),π∞)′)→H1(Nj ,F
GL3
P2

(L(s1·µ),π∞)′)

→H2(Nj ,F
GL3
P2

(M2(s1s2·µ),π∞)′)→H2(Nj ,F
GL3
P2

(M2(s1·µ),π∞)′)→H2(Nj ,F
GL3
P2

(L(s1·µ),π∞)′)→0.

(50) 0→H0(Nj ,F
GL3
P2

(L(s1·µ),π∞)′)→H0(Nj ,F
GL3
P2

(M2(µ),π∞)′)→H0(Nj ,F
GL3
P2

(L(µ),π∞)′)

→H1(Nj ,F
GL3
P2

(L(s1·µ),π∞)′)→H1(Nj ,F
GL3
P2

(M2(µ),π∞)′)→H1(Nj ,F
GL3
P2

(L(µ),π∞)′)

→H2(Nj ,F
GL3
P2

(L(s1·µ),π∞)′)→H2(Nj ,F
GL3
P2

(M2(µ),π∞)′)→H2(Nj ,F
GL3
P2

(L(µ),π∞)′)→0.

Corollaire 5.3.2. — (i) On a des isomorphismes de D(L2(Qp), E)-modules coad-
missibles :

H0
(
N2(Qp),FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞

)′)
= L(−s1 · µ)′2 ⊗E π∞

′

H1
(
N2(Qp),FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞

)′)
= L(−s1s2 · µ)′2 ⊗E π∞

′

⊕L(−µ)′2⊗E
(
IndL2

B∩L2
|t−1

1 t2| ⊗E JN∩L2(π
∞)s1

)∞′
⊕
(
IndL2

B∩L2
t−s2s1·µ|t−1

1 t2| ⊗E JN∩L2(π
∞)s1

)an′

H2
(
N2(Qp),FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞

)′)
=
(
IndL2

B∩L2
t−s1s2s1·µ|t−1

1 t2| ⊗E JN∩L2(π
∞)s1

)an′
.

(ii) On a des isomorphismes de D(L1(Qp), E)-modules coadmissibles :

H0
(
N1(Qp),FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞

)′)
=
(
IndL1

B∩L1
t−s1·µ ⊗E JN∩L2(π

∞)
)an′

H1
(
N1(Qp),FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞

)′)
= L(−µ)′1 ⊗E (|t−1

1 t−1
2 t23| ⊗E π∞,s1s2)′

⊕L(−s2s1 · µ)′1 ⊗E
(

IndL1
B∩L1

JN∩L2(π
∞)
)∞′

⊕
(
IndL1

B∩L1
t−s1s2·µ ⊗E JN∩L2(π

∞)
)an′

H2
(
N1(Qp),FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞

)′)
= L(−s2 · µ)′1 ⊗E (|t−1

1 t−1
2 t23| ⊗E π∞,s1s2)′.
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Démonstration. — On note que les flèches de D(Lj(Qp), E)-modules dans (49) et
(50) pour i ∈ {0, 1, 2} et j ∈ {1, 2} :

H i
(
Nj(Qp),FGL3

P2
(M2(s1s2 · µ), π∞)′

)
−→ H i

(
Nj(Qp),FGL3

P2
(M2(s1 · µ), π∞)′

)
H i
(
Nj(Qp),FGL3

P2
(M2(µ), π∞)′

)
−→ H i

(
Nj(Qp),FGL3

P2
(L(µ), π∞)′

)
sont automatiquement continues pour la topologie canonique par le Corollaire 5.2.1
et ([54, p.155]). On obtient alors les formules de l’énoncé à partir de (49) et (50), du
formulaire du § 5.2, de [50, § 6] et de la structure (classique) des séries principales
localement analytiques de GL2(Qp). Contentons-nous de donner la preuve de (i), celle
de (ii) étant analogue. On utilise sans commentaire les formules du § 5.2.

La suite exacte (50) implique H0(N2(Qp),FGL3
P2

(L(s1 ·µ), π∞)′) ⊆ (L(−µ)′2⊕L(−s1 ·
µ)′2)⊗E π∞′ et (49) implique alors que la seule possibilité est :

H0
(
N2(Qp),FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞

)′) ∼= L(−s1 · µ)′2 ⊗E π∞
′

et que l’application :

H1
(
N2(Qp),FGL3

P2
(M2(s1s2 · µ), π∞)′

)
−→ H1

(
N2(Qp),FGL3

P2
(M2(s1 · µ), π∞)′

)
est injective dans ModD(L2(Qp),E).

La suite exacte (49) implique (IndL2
B∩L2

t−s1s2s1·µ|t−1
1 t2| ⊗E JN∩L2(π

∞)s1)an′�
H2(N2(Qp),FGL3

P2
(L(s1 · µ), π∞)′) et par ailleurs (50) (avec (48)) implique une

suite exacte dans ModD(L2(Qp),E) :

L(−s1 · µ)′2 ⊗E
(
JN2

(
IndGL3

P2
π∞
)∞)′ −→ H2

(
N2(Qp),FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞

)′)
−→

(
IndL2

B∩L2
t−s1s2s1·µ|t−1

1 t2| ⊗E JN∩L2(π
∞)s1

)an′ −→ 0

d’où un isomorphisme :

H2
(
N2(Qp),FGL3

P2

(
L(s1 · µ), π∞

)′) ∼= (IndL2
B∩L2

t−s1s2s1·µ|t−1
1 t2| ⊗E JN∩L2(π

∞)s1
)an′

et par (49) (avec l’injection plus haut) une suite exacte dans ModD(L2(Qp),E) :

0→ H1
(
N2(Qp),FGL3

P2
(M2(s1s2 · µ), π∞)′

)
→ H1

(
N2(Qp),FGL3

P2
(M2(s1 · µ), π∞)′

)
→ H1

(
N2(Qp),FGL3

P2
(L(s1 ·µ), π∞)′

)
→ H2

(
N2(Qp),FGL3

P2
(M2(s1s2 ·µ), π∞)′

)
→ 0.

On en déduit la formule de l’énoncé pour H1(N2(Qp),FGL3
P2

(L(s1 · µ), π∞)′) en
remarquant que l’on a forcément une somme directe car les représentations de
L2(Qp) : L(−s1s2 · µ)2 ⊗E π∞, L(−µ)2 ⊗E (IndL2

B∩L2
|t−1

1 t2| ⊗E JN∩L2(π
∞)s1)∞

et (IndL2
B∩L2

t−s2s1·µ|t−1
1 t2| ⊗E JN∩L2(π

∞)s1)an n’ont pas le même caractère central
(regarder l’action du premier facteur Q×p dans L2(Qp) = Q×p ×GL2(Qp)).

Le lemme ci-dessous permettra d’appliquer le Corollaire 5.3.2.

Lemme 5.3.3. — Soit π∞ ∈ {π∞2,1, π∞2,2, π∞2,3} (cf. § 4.1), alors π∞ vérifie (48).
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Démonstration. — On peut supposer α = 1 et on a :

JN∩L2(π
∞
2,1) = 1⊗| · |−1⊗| · |

JN∩L2(π
∞
2,2) = | · |−1⊗| · |⊗ 1 ⊕ | · |−1⊗| · |−1⊗| · |2

JN∩L2(π
∞
2,3) = | · |−2⊗1⊗| · |2.

On en déduit facilement que l’action du premier facteur Q×p de L2(Qp) = Q×p ×
GL2(Qp) n’est pas la même dans les termes de gauche et de droite de la première
suite exacte en (47), et de même avec le facteur Q×p de L1(Qp) pour la deuxième.
Cela implique le résultat.

Les suites exactes (47) ont un analogue pour π∞ représentation lisse de L1(Qp) sur
E (cf. [57, Ex. 4.11]) et le Lemme 5.3.3 a un analogue avec π∞ ∈ {π∞1,1, π∞1,2, π∞1,3} (cf.
§ 4.1) que l’on laisse au lecteur.

Pour i ∈ {1, 2}, on a également des isomorphismes de D(L2(Qp), E)-modules coad-
missibles qui se déduisent directement de [57, (4.41)], [57, Th. 4.10] et [57, (4.44)] :

(51)
H0(N2(Qp), L(−µ)′ ⊗E v∞Pi

′) = L(−µ)′2 ⊗E JN2(v
∞
Pi

)′

H1(N2(Qp), L(−µ)′ ⊗E v∞Pi
′) = L(−s1 · µ)′2 ⊗E JN2(v

∞
Pi

)′

H2(N2(Qp), L(−µ)′ ⊗E v∞Pi
′) = L(−s1s2 · µ)′2 ⊗E JN2(v

∞
Pi

)′

et des isomorphismes de D(L1(Qp), E)-modules coadmissibles :

(52)
H0(N1(Qp), L(−µ)′ ⊗E v∞Pi

′) = L(−µ)′1 ⊗E JN1(v
∞
Pi

)′

H1(N1(Qp), L(−µ)′ ⊗E v∞Pi
′) = L(−s2 · µ)′1 ⊗E JN1(v

∞
Pi

)′

H2(N1(Qp), L(−µ)′ ⊗E v∞Pi
′) = L(−s2s1 · µ)′1 ⊗E JN1(v

∞
Pi

)′

où :

JN2(v
∞
P1

) = | · |−2⊗E |det2| ⊕ 1⊗ESt∞2 , JN2(v
∞
P2

) =
(

IndL2
B∩L2

| · |−1 ⊗ | · | ⊗ 1
)∞

JN1(v
∞
P2

) = |det2|−1⊗E | · |2 ⊕ St∞2 ⊗E1 , JN1(v
∞
P1

) =
(

IndL1
B∩L1

1⊗ | · |−1 ⊗ | · |
)∞
.

Terminons avec la description (dont la preuve est laissée au lecteur) de quelques
induites paraboliques lisses de GL3(Qp). On a des isomorphismes GL3(Qp)-
équivariants :

(53)

(
Ind

GL3(Qp)

P2(Qp) | · |−2 ⊗ |det2|
)∞ ∼= v∞P1 1(

Ind
GL3(Qp)

P1(Qp) |det2|−1 ⊗ | · |2
)∞ ∼= v∞P2 1(

Ind
GL3(Qp)

P2(Qp) 1⊗ St∞2
)∞ ∼= v∞P1

St∞3(
Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) St∞2 ⊗ 1
)∞ ∼= v∞P2

St∞3(
Ind

GL3(Qp)

P1(Qp) (St∞2 ⊗E |det2|−1)⊗E | · |2
)∞ ∼= St∞3 v∞P1(

Ind
GL3(Qp)

P2(Qp) | · |−2 ⊗ (St∞2 ⊗E |det2|)
)∞ ∼= St∞3 v∞P2 .
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6. Vers la compatibilité local-global

On précise la propriété EXT du § 2.3 dans un cadre global, puis pour
Π∞(D) = St∞3 ⊗E (nr(α) ◦ det) et Πj(k,D) comme au § 4.5 on montre que les
espaces de formes automorphes p-adiques contiennent des représentations de la forme

Π∞(D)
Π1(k,D)

Π2(k,D)
.

6.1. Retour sur la propriété conjecturale EXT. — On revient sur la propriété
conjecturale EXT du § 2.3 dans un cadre global.

Le cadre est essentiellement le même que celui de [5, § 5] auquel on renvoie le
lecteur pour plus de détails et de références. On fixe des plongements ι∞ : Q ↪→ C,
ιp : Q ↪→ Qp, une extension totalement réelle F+ de Q, une extension quadratique
totalement imaginaire F de F+ et un groupe unitaire G/F+ attaché à l’extension
quadratique F/F+ comme dans [1, § 6.2.2] tel que G ×F+ F ∼= GLn (n ≥ 2) et
G(F+⊗QR) est un groupe compact. Si w est une place finie de F au-dessus d’une place

de F+ totalement décomposée dans F , on note ιG,w : G(F+
v )

∼→ G(Fw) ∼= GLn(Fw).
On suppose qu’il n’y a qu’une seule place v0 de F+ divisant p et que v0 est de plus
totalement décomposée dans F , et on choisit une place w0 de F au-dessus de v0.
On pourrait probablement se dispenser de la première hypothèse mais au prix de
complications techniques pénibles et qui ne sont pas si fondamentales à ce stade.

Pour un sous-groupe ouvert compact Up déf
= U v0 de G(A∞,v0F+ ) de la forme Up =∏

v-v0 Uv où Uv est un sous-groupe ouvert compact de G(F+
v ) et pour E une extension

finie de Qp dans Qp, on considère l’espace de Banach p-adique :

(54) Ŝ(Up, E)
déf
= {f : G(F+)\G(A∞F+)/Up −→ E, f continue}.

L’action de G(F+
v0

) par translation à droite sur les fonctions f fait de Ŝ(Up, E) une
représentation de Banach continue unitaire admissible au sens de [56, § 3] de boule

unité les f à valeurs dans OE. On note Ŝ(Up, E)Qp -alg ⊆ Ŝ(Up, E)Qp -an les sous-
espaces des vecteurs respectivement localement Qp-algébriques et analytiques pour

l’action de G(F+
v0

) (on note Ŝ(Up, E)alg ⊆ Ŝ(Up, E)an lorsque F+
v0

= Qp). En parti-

culier Ŝ(Up, E)Qp -an est une représentation localement Qp-analytique très fortement

admissible au sens de [33, Def. 0.12] et Ŝ(Up, E)Qp -alg se décrit complètement (cf. [5,
§ 5] et les références citées dans loc. cit.) :

(55) Ŝ(Up, E)Qp -alg ⊗E Qp
∼=
⊕
π

(πv0f )U
p⊗Q

(
πv0 ⊗QWp

)
où la somme directe est sur les représentations automorphes π = π∞⊗Cπf de G(AF+)

sur C et où Wp est la représentation Qp-algébrique de G(F+
v0

) sur Qp associée à la
représentation algébrique π∞ de G(F+ ⊗Q R) sur C via ι∞ et ιp (cf. [5, § 5] et noter
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que πf est défini sur Q par le même argument que [1, § 6.2.3]). Dans (55), on a
utilisé les résultats de [41], [47], [46] (et d’autres) qui impliquent que chaque π a
multiplicité 1.

On note Σ(Up) l’ensemble fini des places finies v de F+ décomposées dans F dis-
tinctes de v0 telles que Uv n’est pas un sous-groupe ouvert compact maximal de
G(F+

v ), D(Up) l’ensemble des places finies de F+ décomposées dans F distinctes de

v0 et qui ne sont pas dans Σ(Up) et T(Up)
déf
= E[T

(j)
w ] l’algèbre polynomiale com-

mutative engendrée par toutes les variables formelles T
(j)
w pour j ∈ {1, . . . , n} et w

une place de F au-dessus d’une place de D(Up). L’algèbre T(Up) agit sur Ŝ(Up, E),

Ŝ(Up, E)Qp -an et Ŝ(Up, E)Qp -alg en faisant opérer T
(j)
w par la double classe :[

Uvgvι
−1
G,w

(
1n−j 0

0 $w1j

)
g−1
v Uv

]
où $w est une uniformisante quelconque de Fw et gv ∈ G(F+

v ) est tel que
ιG,w(g−1

v Uvgv) = GLn(OFw). Cette action commute avec celle de G(F+
v0

).

Si ρ : Gal(F/F ) → GLn(E) est une représentation continue absolument
irréductible non ramifiée en les places de F au-dessus des places de D(Up),
on associe à ρ l’idéal maximal mρ de T(Up) de corps résiduel E engendré

par les éléments ((−1)jNorm(w)j(j−1)/2T
(j)
w − a

(j)
w )j,w pour j ∈ {1, . . . , n} et w

place de F au-dessus d’une place de D(Up) (Norm(w) est le cardinal du corps

résiduel de Fw et Xn + a
(1)
w Xn−1 + · · · + a

(n−1)
w X + a

(n)
w ∈ E[X] le polynôme ca-

ractéristique de ρ(Frobw) où Frobw est un Frobenius géométrique en w). Pour

? ∈ {Ŝ(Up, E)Qp -alg, Ŝ(Up, E)Qp -an, Ŝ(Up, E)} on désigne par ?mρ le localisé pour

mρ et par ?[mρ] le sous-espace propre. On a ?[mρ]
∼→ (?mρ)[mρ] ⊆ ?mρ et

Ŝ(Up, E)Qp -alg[mρ]
∼→ Ŝ(Up, E)

Qp -alg
mρ .

On fixe maintenant un module de Deligne-Fontaine D pour L = Fw0 de rang n
comme au § 2.2 (il fait donc intervenir une extension galoisienne finie F ′w0

de Fw0 et
on prend E suffisamment grand) et des poids de Hodge-Tate k = (kσ)σ:Fw0 ↪→E avec
kσ = (k1,σ > k2,σ > · · · > kn,σ). On suppose comme au § 2.3 que les constituants
irréductibles de la représentation deW (Fw0/Fw0) sous-jacente à WD(D) sont distincts
deux à deux. On suppose qu’il existe Up et ρ tels que :

(i) ρ est absolument irréductible non ramifiée aux places de F au-dessus de D(Up);

(ii) Ŝ(Up, E)Qp -alg[mρ] 6= 0 (donc ρw0

déf
= ρ|Gal(Fw0/Fw0 ) est potentiellement semi-stable);

(iii) ρw0 a pour poids de Hodge-Tate k et module de Deligne-Fontaine D.

(Donc (ii) implique en particulier que ρ est automorphe.) On rappelle que l’on a défini
au § 2.3 la représentation localementQp-algébrique Πalg(k,D) = (⊗σL(λσ))⊗EΠ∞(D)
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de GLn(Fw0) sur E. En voyant Ŝ(Up, E)Qp -alg comme représentation de GLn(Fw0) via
ιG,w0 , il résulte alors des normalisations, de (55) et de [14] que l’on a pour tout Up,
ρ vérifiant (i), (ii) et (iii) :

(56) Ŝ(Up, E)Qp -alg[mρ] ∼=
(
Πalg(k,D)⊗ εn−1 ◦ det

)⊕d(Up,ρ)

où d(Up, ρ) ≥ 1 est un entier ne dépendant que de Up et ρ (noter que plusieurs

représentations automorphes π peuvent apparâıtre dans Ŝ(Up, E)Qp -alg[mρ] car les
L-paquets locaux aux places de F+ non décomposées ne sont en général pas des
singletons).

La conjecture suivante précise la propriété conjecturale (EXT) du § 2.3 dont on
utilise sans commentaire les notations et définitions.

Conjecture 6.1.1. — Pour tout j ∈ {1, . . . , n − 1} et tout plongement σ : Fw0 ↪→
E, il existe une représentation localement σ-analytique admissible de longueur finie
Πj,σ(kσ, D) de GLn(Fw0) sur E ne dépendant que de kσ et de D ainsi qu’un isomor-
phisme de E-espace vectoriels :

Rj,σ : ∧jED
Gal(F ′w0

/Fw0 )

F ′w0
,σ

∼−→ Ext1
GLn(Fw0 ),σ

(
Πj,σ(kσ, D), L(λσ)⊗E Π∞(D)

)
unique à composition près à gauche par un automorphisme permis de la représentation

de Weil-Deligne ∧jED
Gal(F ′w0

/Fw0 )

F ′w0
,σ tels que, pour tout Up =

∏
v-v0 Uv et tout

ρ : Gal(F/F ) → GLn(E) vérifiant (i), (ii), (iii) ci-dessus, on a une injection

GLn(Fw0)-équivariante (en voyant Ŝ(Up, E)Qp -an comme représentation de GLn(Fw0)
via ιG,w0) :

(57)

(
j,σ⊕

Πalg(k,D)

((
⊗τ 6=σ L(λτ )

)
⊗E [[Rj,σ

(
Filmax

(
∧jE D

Gal(F ′w0
/Fw0 )

F ′w0
,σ

))
]]
)
⊗ εn−1◦det

)⊕d(Up,ρ)

↪→ Ŝ(Up, E)Qp -an[mρ]

où d(Up, ρ) ∈ Z≥1 est comme en (56). De plus, si WD(D) est indécomposable,
alors la représentation localement Qp-analytique de GLn(Fw0) à gauche détermine
complètement la représentation galoisienne ρw0.

On peut expliciter la Conjecture 6.1.1 dans tous les cas particuliers abordés au § 3,
mais faire le point sur les divers résultats partiels en direction de cette conjecture
serait trop fastidieux. Par exemple, on peut dire qu’elle est “essentiellement” connue
dans le cas GL2(Qp) ([34], [16], [17]).

Dans le reste de l’article, on se concentre sur le cas particulier où n = 3, F+ = Q et
D est comme au § 4.1 : on a des candidats explicites pour Π1(k,D) et Π2(k,D) (Corol-
laire 4.5.1) et on sait que dimE Ext1

GL3(Qp)(Π
j(k,D),Πalg(k,D)) = 3 = dimE ∧jED

pour j ∈ {1, 2} (Corollaire 4.6.2). La Conjecture 6.1.1 devient alors :
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Conjecture 6.1.2. — Supposons n = 3, F+ = Q et D comme en (29). Pour
j ∈ {1, 2} il existe un isomorphisme de E-espace vectoriels :

Rj : ∧jED
∼−→ Ext1

GL3(Qp)

(
Πj(k,D),Πalg(k,D)

)
unique à scalaire non nul près tel que, pour tout Up =

∏
v-v0 Uv et tout ρ : Gal(F/F )→

GL3(E) vérifiant (i), (ii), (iii) ci-dessus, on a une injection GL3(Qp)-équivariante (en

voyant Ŝ(Up, E)an comme représentation de GL3(Qp) via ιG,w0) :

(58)

((
[[R1(FilmaxD)]]⊕Πalg(k,D) [[R2(Filmax ∧2

ED)]]
)
⊗ ε2◦det

)⊕d(Up,ρ)

↪→ Ŝ(Up, E)an[mρ]

où d(Up, ρ) ∈ Z≥1 est comme en (56).

Remarque 6.1.3. — Lorsque n = 3, rappelons que tous les résultats de théorie
automorphe classique (multiplicité 1, changement de base à GL3(F ), représentations
galoisiennes associées, etc.) sont démontrés dans [51].

Dans le cas de la Conjecture 6.1.2, on vérifie facilement que la somme amalgamée :

[[R1
(

FilmaxD
)
]]⊕Πalg(k,D) [[R2

(
Filmax ∧2

ED
)
]] ∼= Πalg(k,D)

Π1(k,D)

Π2(k,D)

détermine les deux représentations [[R1(FilmaxD)]] et [[R2(Filmax ∧2
ED)]]. Pour

j ∈ {1, 2} connâıtre [[Rj(Filmax ∧jED)]] est alors équivalent à connâıtre la droite

Rj(Filmax ∧jED) dans Ext1
GL3(Qp)(Π

j(k,D),Πalg(k,D)) car les endomorphismes de

Πj(k,D) et Πalg(k,D) sont scalaires. Comme Rj est ici défini à scalaire près,
c’est encore équivalent à connâıtre les droites Fil−k3 D et Fil−k2 D ∧ Fil−k3 D dans
respectivement D et ∧2

ED (cf. (8)), ce qui est équivalent à connâıtre les sous-espaces
Fil−k3 D ⊂ Fil−k2 D de D. Finalement, on voit donc que l’énoncé 6.1.2 implique
que la GL3(Qp)-représentation [[R1(FilmaxD)]] ⊕Πalg(k,D) [[R2(Filmax∧2

ED)]] détermine

complètement la Gal(Qp/Qp)-représentation ρw0 .

Remarque 6.1.4. — (i) Proposer un candidat précis (à scalaire non nul près) pour
l’isomorphisme Rj dans la Conjecture 6.1.2 est par contre plus délicat car un tel
isomorphisme dépend probablement de normalisations que je ne connais pas pour
l’instant (pour GL2(Qp), cf. par exemple le signe − en (25)). On peut quand même

conjecturer que R1 : D
∼→ Ext1

GL3(Qp)(Π
1(k,D),Πalg(k,D)) doit vérifier (avec les

notations du § 4.1) :

(59)
R1(Ee1 ⊕ Ee0) = Ext1

GL3(Qp)

(
C2 C3

C̃4

C4

C5
,Πalg(k,D)

)
R1(Ee0) = Ext1

GL3(Qp)

(
C4 C5 ,Π

alg(k,D)
)
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via les injections canoniques :

Ext1
GL3(Qp)

(
C4 C5 ,Π

alg(k,D)
)
↪→ Ext1

GL3(Qp)

(
C2 C3

C̃4

C4

C5 ,Π
alg(k,D)

)
↪→ Ext1

GL3(Qp)

(
Π1(k,D),Πalg(k,D)

)
(noter que les deux sous-espaces de gauche ont bien respectivement dimension 1 et
2 par la même preuve que pour le Corollaire 4.6.2) et de manière symétrique pour

R2 : ∧2
ED

∼→ Ext1
GL3(Qp)(Π

2(k,D),Πalg(k,D)) :

(60)
R2(Ee2 ∧ e0 ⊕ Ee1 ∧ e0) = Ext1

GL3(Qp)

(
C2 C3

C̃4

C4

C5
,Πalg(k,D)

)
R2(Ee1 ∧ e0) = Ext1

GL3(Qp)

(
C4 C5 ,Π

alg(k,D)
)
.

(ii) Pour Rj vérifiant (59) et (60), la Conjecture 6.1.2 implique l’existence de cons-
tituants compagnons qui sont aussi prédits par [5, Conj. 5.3]. Toute filtration faible-
ment admissible de poids de Hodge-Tate (k1, k2, k3) sur un D comme en (29) est de
l’une des trois formes suivantes où (L,L′,L′′) ∈ E3 et (a, b) ∈ E × E× :

(1)

{
Fil−k2D = Fil−k3D + E(e1 + Le0)
Fil−k3D = E(e2 + L′e1 + L′′e0)

(2)

{
Fil−k2D = Fil−k3D + E(e2 + ae0)
Fil−k3D = E(e1 + be0)

(3)

{
Fil−k2D = Fil−k3D + Ee0

Fil−k3D = E(e2 + be1 + ae0)

(avec Fil−k1 = D), la forme (2) n’arrivant que si k1 + k3 ≥ 2k2 + 3 et la forme (3) que
si k1 +k3 ≤ 2k2−1 ((2) et (3) ne peuvent par exemple arriver en poids de Hodge-Tate
(2, 1, 0)). Dans le cas (1), on dit que la filtration de Hodge est non critique. Dans
les cas (2) et (3), un petit calcul explicite (cf. [4, (6.4)] où le drapeau identité en
[4, (6.3)] est ici Ee0 ⊂ Ee0 ⊕ Ee1 ⊂ Ee0 ⊕ Ee1 ⊕ Ee2) montre que [5, Conj. 5.3]

prévoit en socle de Ŝ(Up, E)an[mρ] (en plus de Πalg(k,D) ⊗ ε2 ◦ det) le constituant

FGL3
P1

(L(s2 · µ), π∞1,1)⊗ ε2◦ det dans le cas (2), FGL3
P2

(L(s1 · µ), π∞2,1)⊗ ε2◦ det dans le

cas (3) (avec les notations du § 4.1), c’est-à-dire C1 ⊗ ε2◦ det pour j = 1 dans le cas
(2), C1 ⊗ ε2◦ det pour j = 2 dans le cas (3). Or, dans le cas (2) on a par (59) :

[[R1(Filmax D)]] ∼=

C0

C1

C̃2

C2

C3

C̃4

C4

C5

et de même pour [[R2(Filmax ∧2
ED)]] dans le cas (3) par (60) (et un calcul de filtration),

ce qui fait bien apparâıtre (conjecturalement) ce constituant compagnon en socle.
(iii) Lorsque le socle de la somme amalgamée en (57) est irréductible (donc isomorphe
à Πalg(k,D)), par exemple dans le cas de la Conjecture 6.1.2 lorsque la filtration
de Hodge est non critique au sens de (ii) (cf. (59) et (60)), on vérifie facilement
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que l’injection (57) est équivalente à ce que la restriction à Πalg(k,D) induise un
isomorphisme (où l’on omet le twist par εn−1 ◦ det) :

(61) HomGLn(Fw0 )

(
j,σ⊕

Πalg(k,D)

((
⊗τ 6=σ L(λτ )

)
⊗E [[Rj,σ

(
Filmax

(
∧jE D

Gal(F ′w0
/Fw0 )

F ′w0
,σ

))
]]
)
,

Ŝ(Up, E)an[mρ]

)
∼−→ HomGLn(Fw0 )

(
Πalg(k,D), Ŝ(Up, E)an[mρ]

)
.

6.2. Le théorème principal local-global pour GL3(Qp). — On énonce le
théorème de compatibilité local-global de cet article et on en commence la preuve.

On conserve les notations du § 6.1. Le théorème principal est une version faible de
la Conjecture 6.1.2 sous la forme (61).

Théorème 6.2.1. — Supposons n = 3, F+ = Q et D comme en (29). Soit
Up =

∏
`-p U` et ρ : Gal(F/F )→ GL3(E) tels que :

(i) ρ est absolument irréductible non ramifiée aux places de F au-dessus de D(Up);

(ii) Ŝ(Up, E)alg[mρ] 6= 0;
(iii) ρw0 a pour poids de Hodge-Tate k et module de Deligne-Fontaine D;
(iv) la filtration sur D associée à ρw0 est non critique (cf. (ii) de la Remarque 6.1.4);

(v) une seule représentation automorphe π de G(AQ) contribue à Ŝ(Up, E)alg[mρ].
Alors il existe une unique représentation de GL3(Qp) de la forme

Πalg(k,D)
Π1(k,D)

Π2(k,D)
de socle Πalg(k,D) = L(λ)⊗E St∞3 ⊗ (nr(α)◦det) telle que :

(62) HomGL3(Qp)

(
Πalg(k,D)

Π1(k,D)

Π2(k,D)
⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mρ]

)
∼−→ HomGL3(Qp)

(
Πalg(k,D)⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mρ]

)
.

Remarque 6.2.2. — (i) L’hypothèse (iv) dans l’énoncé du Théorème 6.2.1 signifie
qu’il n’y a pas de constituant compagnon, et c’est pour ça que la somme amalgamée
en (62) est de socle irréductible (cf. les (ii) et (iii) de la Remarque 6.1.4, cette hy-
pothèse est par exemple automatiquement satisfaite si k = (2, 1, 0)). Il est bien
possible que l’on puisse se dispenser de cette hypothèse, au prix d’efforts techniques
supplémentaires auxquels l’auteur a renoncé.
(ii) L’hypothèse (v) dans l’énoncé du Théorème 6.2.1 est équivalente au fait que le
L-paquet global correspondant à ρ contient une unique représentation automorphe
(tempérée) π de G(AQ) ayant des invariants sous Up. Cela arrive si et seulement si
les L-paquets locaux aux places ` non décomposées dans F contiennent une unique
représentation π` de G(Q`) telle que πU`` 6= 0. C’est le cas par exemple lorsque U`
est maximal hyperspécial pour ` inerte dans F et le L-paquet local en ` ramifié dans
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F est la représentation de Steinberg de G(Q`) à torsion près (cf. [51, § 12.2]). En
l’absence de cette condition (v), il devrait quand même être possible, en raffinant

la preuve qui suit, de montrer que Ŝ(Up, E)an[mρ] contient des représentations de

la forme Πalg(k,D)
Π1(k,D)

Π2(k,D)
. Mais à cause des contributions des diverses π, la

représentation σ dans (63) ci-dessous n’est plus irréductible, et j’ignore alors comment
montrer que ces représentations sont toutes isomorphes.
(iii) Rappelons que l’isomorphisme (62) est équivalent à une injection GL3(Qp)-

équivariante
(

Πalg(k,D)
Π1(k,D)

Π2(k,D)
⊗ ε2 ◦ det

)⊕d(Up,ρ)

↪→ Ŝ(Up, E)an[mρ], cf. le (iii)

de la Remarque 6.1.4.

Le reste de l’article est consacré à la preuve du Théorème 6.2.1. On fixe Up =∏
`-p U` et ρ comme dans l’énoncé du Théorème 6.2.1 et on utilise sans commentaire les

notations du § 4. On pose AΣ(Up)
déf
=
∏

`∈Σ(Up)Q`, UΣ(Up)
déf
=
∏

`∈Σ(Up) U` et HΣ(Up)
déf
=

E[UΣ(Up)\G(AΣ(Up))/UΣ(Up)] (algèbre de Hecke munie du produit de convolution).

L’algèbre HΣ(Up) agit naturellement sur Ŝ(Up, E), Ŝ(Up, E)an, Ŝ(Up, E)alg, et (55),
(56) et la condition (v) dans l’énoncé du Théorème 6.2.1 impliquent que l’on a un
isomorphisme HΣ(Up) ×GL3(Qp)-équivariant :

(63) Ŝ(Up, E)alg[mρ] ∼= σ ⊗E
(
Πalg(k,D)⊗ ε2 ◦ det

)
où σ est une représentation absolument irréductible de dimension finie de HΣ(Up) sur
E. On rappelle que Up est dit suffisamment petit s’il existe ` tel que U` n’a pas
d’élément non trivial d’ordre fini.

Étape 1 : Il suffit de montrer le Théorème 6.2.1 pour Up suffisamment petit.
Preuve : Soit `′ 6= p un premier totalement décomposé dans F tel que U`′ est ma-
ximal, U ′`′ ⊂ U`′ un sous-groupe ouvert distingué suffisamment petit pour qu’il n’ait

pas d’élément non trivial d’ordre fini et U ′p
déf
= U ′`′

∏
`-p`′ U`. On a un isomorphisme

G(Qp)-équivariant Ŝ(Up, E)an ∼→ (Ŝ(U ′p, E)an)U
p/U ′p ∼= (Ŝ(U ′p, E)an)U`′/U

′
`′ compati-

ble à l’action de T(U ′p). Comme U ′p est suffisamment petit, on a un isomorphisme
(62) avec U ′p au lieu de Up qui est de plus clairement compatible à l’action de Up

(noter que l’hypothèse (v) dans le Théorème 6.2.1 est bien encore satisfaite avec U ′p

puisque l’on n’a modifié Up qu’en une place où le groupe G est GLn, donc où le
L-paquet local est un singleton). En prenant les invariants sous Up, on en déduit un
isomorphisme :

(64) HomGL3(Qp)

(
Πalg(k,D)

Π1(k,D)

Π2(k,D)
⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mU ′p

ρ ]
)

∼−→ HomGL3(Qp)

(
Πalg(k,D)⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mU ′p

ρ ]
)
.
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où l’on a noté mU ′p

ρ l’idéal maximal de T(U ′p) associé à ρ. Il suffit de montrer que l’on

peut remplacer mU ′p

ρ par mρ. Comme T(Up) = T(U ′p)[T
(1)
w , . . . , T

(n)
w , T

(1)
w′ , . . . , T

(n)
w′ ] où

w,w′ sont les deux places de F au-dessus de `′, il suffit de montrer que T
(j)
w agit sur

(64) par (−1)jNorm(w)−j(j−1)/2a
(j)
w pour j ∈ {1, . . . , n} et de même avec w′. Comme

l’isomorphisme (64) commute à l’action de T(Up), il suffit de le montrer sur le terme
de droite. Comme :

HomGL3(Qp)

(
Πalg(k,D)⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)alg[mU ′p

ρ ]
)

∼−→ HomGL3(Qp)

(
Πalg(k,D)⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mU ′p

ρ ]
)

il suffit de montrer que Ŝ(Up, E)alg[mρ]
∼→ Ŝ(Up, E)alg[mU ′p

ρ ]. Cela découle de (55)
pour U ′p et de la compatibilité local-global en `′ ([13]).

Étape 2 : Il suffit de montrer que, pour j ∈ {1, 2}, il existe une unique représentation

Πalg(k,D) Πj(k,D) de socle Πalg(k,D) telle que :

(65) HomGL3(Qp)

(
Πalg(k,D) Πj(k,D) ⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mρ]

)
∼−→ HomGL3(Qp)

(
Πalg(k,D)⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mρ]

)
.

Preuve : On laisse au lecteur l’exercice de vérifier que si les deux représentations

Πalg(k,D) Πj(k,D) pour j ∈ {1, 2} ont pour socle Πalg(k,D), alors leur somme

amalgamée a encore pour socle Πalg(k,D), et que l’énoncé ci-dessus implique l’unicité
de la représentation du Théorème 6.2.1. Montrons l’existence. On a un diagramme
commutatif de suite exactes (où l’on omet le twist par ε2◦det et où l’on note Hom pour

HomGL3(Qp), Πalg pour Πalg(k,D), Πj pour Πj(k,D) et Ŝ[ρ] pour Ŝ(Up, E)an[mρ]) :

0 → Hom
(

Πalg
Π1

Π2
, Ŝ[ρ]

)
→ Hom

(
Πalg Π1

⊕
Πalg Π2

, Ŝ[ρ]

)
→ Hom

(
Πalg, Ŝ[ρ]

)
↓ ↓ ‖

0 → Hom
(
Πalg, Ŝ[ρ]

)
→ Hom

(
Πalg ⊕ Πalg, Ŝ[ρ]

)
→ Hom

(
Πalg, Ŝ[ρ]

)
→ 0

où les deux flèches verticales de gauche sont la restriction à Πalg (de chaque facteur
direct pour celle du milieu) et où la suite exacte du bas provient de 0 → Πalg →
Πalg ⊕ Πalg → Πalg → 0, v 7→ v ⊕ −v, v1 ⊕ v2 7→ v1 + v2. Comme les deux flèches
verticales de droite sont des isomorphismes, une chasse au diagramme triviale montre
qu’il en est de même pour celle tout à gauche.

On se limite dans la suite à montrer (65) pour j = 2 (et Up suffisamment petit),
la preuve pour j = 1 étant symétrique. On rappelle que C0 = Πalg(k,D) = L(λ)⊗E
St∞3 ⊗ (nr(α) ◦ det) et que les constituants Ci sont définis au § 4.1.
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Étape 3 : On montre l’unicité d’une représentation vérifiant (65) (pour j = 2).
Il découle de (56) et des deux derniers isomorphismes en (53) :

(66)
HomGL3(Qp)

(
C0 C2 ⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)alg[mρ]

)
= 0

HomGL3(Qp)

(
C0 C4 ⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)alg[mρ]

)
= 0

et des résultats du § 4 par des dévissages standard :

(67)

dimE Ext1
GL3(Qp)

(
Ci, C0 · · ·

Ci−1

C̃i−1
)

= 1 si i ∈ {3, 5}

dimE Ext1
GL3(Qp)

(
C̃i, C0 · · · Ci−1

)
= 1 si i ∈ {2, 4}

dimE Ext1
GL3(Qp)

(
Ci, C0 · · · Ci−1

)
= 2 si i ∈ {2, 4}.

Supposons qu’il existe deux représentations Π et Π′ de la forme C0 · · · C5 sat-

isfaisant (65). Notons Π1 ⊆ Π, Π′1 ⊆ Π′ (resp. Π2,Π
′
2) les deux sous-représentations

respectives de la forme C0 C1 (resp. C0 C1 C2 ). Utilisant (65), considérons

des injections Π ⊗ ε2◦det ↪→ Ŝ(Up, E)an[mρ] et Π′ ⊗ ε2◦det ↪→ Ŝ(Up, E)an[mρ] qui
ont même restriction à C0 ⊗ ε2 ◦det. On en déduit un morphisme canonique pour
i ∈ {1, 2} :

ψi : (Πi ⊕C0 Π′i)⊗ ε2◦det −→ Ŝ(Up, E)an[mρ].

Comme Π1 ⊕C0 Π′1
∼= Π1 ⊕C0 Π1

∼= C1 ⊕ Π1 (par la Proposition 4.2.1) et

HomGL3(Qp)(C1 ⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mρ]) = 0 (sinon cela contredit la Proposi-

tion 6.3.4 ci-dessous, cf. la fin de la preuve de l’Étape 2 au § 6.4), on en déduit que
ψ2 se factorise en un morphisme :

ψ2 : (Π2 ⊕Π1
∼=Π′1

Π′2)⊗ ε2 ◦ det −→ Ŝ(Up, E)an[mρ].

Supposons Π2 � Π′2, alors la représentation Π2⊕Π1
∼=Π′1

Π′2 est indécomposable de socle

C0 et ψ2 est injectif. De plus, le cas i = 2 en (67) implique que l’on a une injection

C0 C2 ↪→ Π2⊕Π1
∼=Π′1

Π′2 (car on a amalgamé les deux “directions” du Ext1). Mais

cela contredit la première nullité en (66), et donc on a Π2
∼= Π′2. En utilisant (67), on

rajoute de même un par un les autres constituants pour obtenir finalement Π ' Π′.

Étape 4 : Il suffit de montrer qu’il existe une représentation C0 · · · C5 telle
que :

(68) HomGL3(Qp)

(
C0 · · · C5 ⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mρ]

)
6= 0.

Preuve : Par [4, Cor. 3.4] et la Proposition 6.3.4 (en tenant compte de [5, Rem. 6.7]),
on déduit facilement que la flèche (65) de restriction à C0 ⊗ ε2 ◦ det est injective.

Comme (65) est par ailleurs HΣ(Up)-équivariante (HΣ(Up) agissant sur Ŝ(Up, E)an[mρ]
des deux côtés), par (63) et l’irréductibilité de σ on voit qu’il suffit de montrer (68).

Pour montrer (68), on va avoir besoin de quelques résultats techniques, que l’on
présente dans le paragraphe qui suit (et dans l’appendice).
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6.3. Deux propositions. — Ce paragraphe est consacré à la preuve de deux propo-

sitions (sans surprise) relatives à Ŝ(Up, E)an (Proposition 6.3.3 et Proposition 6.3.4).

On conserve toutes les notations de l’article et on voit Ŝ(Up, E)Qp -an comme
représentation de GL3(Qp) via ιG,w0 .

Si H est un groupe p-adique analytique compact (sur Zp), on note Can(H,E) le
E-espace vectoriel de type compact des fonctions localement analytiques sur H avec
action à gauche de H par translation à droite sur les fonctions.

Lemme 6.3.1. — Soit Up =
∏

`-p U` un sous-groupe ouvert compact suffisam-

ment petit de G(A∞Q), alors on a un isomorphisme G(Zp)-équivariant Ŝ(Up, E)an ∼=
Can(G(Zp), E)⊕r pour un entier r ≥ 1.

Démonstration. — Cela découle de la preuve de [18, Lem. 3.3.1].

On rappelle que N ⊂ GLn est le groupe algébrique des matrices unipotentes
supérieures et on note N(Zp) le sous-groupe de N(Qp) des matrices unipotentes
supérieures à valeurs dans Zp. Soit Π une représentation localement analytique de

GLn(Qp) sur E. On rappelle aussi que ΠN(Zp) est naturellement muni d’une action

de Hecke par le monöıde T (Qp)
+ déf

= {t ∈ T (Qp), tN(Zp)t−1 ⊆ N(Zp)} donnée par

(v ∈ ΠN(Zp), t ∈ T (Qp)
+) :

(69) πtv
déf
=

∑
n∈N(Zp)/tN(Zp)t−1

(nt)v.

Exemple 6.3.2. — Si n = 3 on a des injections T (Qp)
+-équivariantes 1 ↪→

(St∞3 )N(Zp), |·|−1⊗|·|⊗1 ⊕|·|−1⊗|·|−1⊗|·|2 ↪→ (v∞P1
)N(Zp) et 1⊗|·|−1⊗|·| ⊕ |·|−2⊗|·|⊗|·| ↪→

(v∞P2
)N(Zp). Plus précisément le terme de gauche cöıncide avec le sous-espace de droite

sur lequel l’action de T (Qp)
+ s’étend à T (Qp), car ce sous-espace n’est autre que le

foncteur de Jacquet JN(Qp) usuel (convenablement tordu) par [32, Prop. 4.3.4].

On note b (resp. n, resp. t) la E-algèbre de Lie de B ×Qp E (resp. N ×Qp E, resp.
T ×Qp E). Le sous-E-espace vectoriel Π[n = 0] des éléments de Π annulés par n est

stable par l’action de B(Qp), donc par celle de b, et par l’action (lisse) de N(Qp).

Le sous-E-espace vectoriel ΠN(Zp) ⊆ Π[n = 0] est stable par B(Zp), donc par t, et la

projection canonique Π[n = 0] � ΠN(Zp) = Π[n = 0]N(Zp) commute aux actions de

t. Si η : U(t) → E est un caractère, on note ΠN(Zp)[t = η] (resp. Π[n = 0][t = η])

le sous-espace de ΠN(Zp) (resp. Π[n = 0]) où U(b) agit par η via U(b) � U(t). On

a ΠN(Zp)[t = η] = Π[n = 0][t = η]N(Zp) qui est stable par T (Qp)
+ dans ΠN(Zp) pour

l’action de Hecke (69) de T (Qp)
+ (pour tout cela, voir le début de la preuve de [7,

Th. 5.5 ]).
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La proposition qui suit est due à Emerton.

Proposition 6.3.3. — Soit Up =
∏

`-p U` un sous-groupe ouvert compact suf-

fisamment petit de G(A∞Q), 0 → Ŝ(Up, E)an → Π → Π1 → 0 une suite exacte de
représentations localement analytiques admissibles de GLn(Qp) sur E, χ : T (Qp)→ E
un caractère localement analytique et η : U(t) → E le caractère dérivé. Alors on a
une suite exacte courte T (Qp)

+-équivariante :

0 −→ (Ŝ(Up, E)an)N(Zp)[t = η] −→ ΠN(Zp)[t = η] −→ Π
N(Zp)
1 [t = η] −→ 0.

De plus, les sous-espaces propres généralisés (Ŝ(Up, E)an)N(Zp)[t = η]χ, ΠN(Zp)[t =

η]χ, Π
N(Zp)
1 [t = η]χ pour le caractère χ de T (Qp)

+ sont des E-espaces vectoriels de
dimension finie et on a une suite exacte courte :

0 −→ (Ŝ(Up, E)an)N(Zp)[t = η]χ −→ ΠN(Zp)[t = η]χ −→ Π
N(Zp)
1 [t = η]χ −→ 0.

En particulier si HomT (Qp)+(χ,Π
N(Zp)
1 ) 6= 0 alors HomT (Qp)+(χ,ΠN(Zp)) 6= 0.

Démonstration. — La dernière partie de l’énoncé découle de la première suite ex-
acte, cf. [10, Prop. 4.1]. On montre ici la surjectivité de la flèche ΠN(Zp)[t = η] →
Π
N(Zp)
1 [t = η]. Comme prendre les invariants sous le groupe compact N(Zp) est un

foncteur exact sur la catégorie des représentations lisses de N(Qp) sur E, il suffit
de montrer la surjectivité de Π[n = 0][t = η] → Π1[n = 0][t = η]. En notant par
V ⊗ (−η) l’action de b tordue par −η sur un b-module V (i.e. b · v = bv − η(b)v où

b · v est l’action tordue), il suffit de montrer que H1(b, Ŝ(Up, E)an ⊗ (−η)) = 0 où
H i(b, ?) désigne les groupes de cohomologie d’algèbre de Lie usuels (voir par exemple
[55, § 3]).

L’isomorphisme Can(B(Zp), E) ⊗ χ−1 ∼→ Can(B(Zp), E), f 7→ (b 7→ χ−1(b)f(b)) est
B(Zp)-équivariant et on a un isomorphisme B(Zp)-équivariant par [43, Rem. 5.4] :

(70) Can(G(Zp), E) ∼= Can(B(Zp), E)⊗̂E,πCan(G(Zp)/B(Zp), E)

où l’action de B(Zp) est triviale sur le facteur de droite et où ⊗̂E,π est le séparé
complété du produit tensoriel avec topologie projective. Avec le Lemme 6.3.1, on en
déduit un isomorphisme B(Zp)-équivariant :

(71) Ŝ(Up, E)an ⊗ χ−1 ∼= Can(G(Zp), E)⊕r.

Comme le b-module sous-jacent à Ŝ(Up, E)an ⊗ χ−1 est Ŝ(Up, E)an ⊗ (−η), par (71)
il suffit de montrer H1(b, Can(G(Zp), E)) = 0. Par la preuve de [55, Prop. 3.1] le
complexe :

· · · −→ HomE

( i∧
E

b, Can
(
B(Zp), E

))
−→ HomE

( i+1∧
E

b, Can
(
B(Zp), E

))
−→ · · ·
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calculant la cohomologieH i(b, Can(B(Zp), E)) est exact avec morphismes de transition
stricts (cf. la fin de la preuve de [55, Prop. 3.1]). Par (70) et l’argument de la preuve
de [57, Cor. 4.14] (utilisant [57, Lem. 4.13]) on déduit que le complexe :

· · · −→ HomE

( i∧
E

b, Can
(
G(Zp), E

))
−→ HomE

( i+1∧
E

b, Can
(
G(Zp), E

))
−→ · · ·

est encore exact. En particulier H i(b, Can(G(Zp), E)) = 0 pour i ≥ 1.

On passe maintenant à la seconde proposition. On fixe Up et ρ comme dans l’énoncé
du Théorème 6.2.1 (l’hypothèse (v) dans le Théorème 6.2.1 n’est en fait pas nécessaire
ici).

Proposition 6.3.4. — Pour χ :T (Qp)→E caractère localement analytique, on a :

HomT (Qp)+
(
χ(ε2◦det), Ŝ(Up, E)an[mρ]

N(Zp)
)
6= 0

si et seulement si χ = tλnr(α) ◦ det.

Démonstration. — Par [2, Prop. 1.3.2], le (ϕ,Γ)-module Drig(ρw0) a une unique
triangulation dont les gradués successifs ont pour caractère de T (Qp) associé
t−µ(ε2 ⊗ ε ⊗ 1)(t)(nr(α) ◦ det)(t) (rappelons que µ = −λ). Le même argument que
dans la preuve de [5, Prop. 8.1(i)] donne alors qu’un χ tel que HomT (Qp)+(χ(ε2 ◦
det), Ŝ(Up, E)an[mρ]

N(Zp)) 6= 0 est de la forme t 7→ t−w·µ(nr(α) ◦ det)(t) pour une
permutation w de S3. Comme la filtration de Hodge sur D associée à ρw0 est non
critique par hypothèse (cf. le (ii) de la Remarque 6.1.4), le même argument que dans
la preuve de [5, Prop. 9.2] donne ensuite que la permutation w doit être triviale car,
avec les notations de loc. cit., on a walg

w0
(ww0) = 1.

6.4. Fin de la preuve du théorème principal. — On montre (68), ce qui ter-
mine la preuve du Théorème 6.2.1.

On conserve toutes les notations des §§ 6.1 à 6.3 et on suppose Up suffisamment
petit. On suppose aussi α = 1 pour alléger les notations (l’argument pour α 6= 1
étant strictement le même). La stratégie de la preuve qui suit est analogue à celle de
[6, Prop. 5.5.4].

Étape 1.

On fixe une injection GL3(Qp)-équivariante j0 : C0⊗ ε2 ◦ det ↪→ Ŝ(Up, E)an[mρ] et on

considère la somme amalgamée avec l’unique représentation C0 C1 :

S déf
= Ŝ(Up, E)an

⊕
j0,C0⊗ε2◦det

C0 C1 ⊗ ε2 ◦ det
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où T(Up) agit sur S en agissant sur le terme de droite via T(Up) � T(Up)/mρ
∼= E.

On a donc des suites exactes T(Up)×GL3(Qp)-équivariante :

(72)
0 −→ Ŝ(Up, E)an −→ S −→ C1 ⊗ ε2 ◦ det −→ 0

0 −→ Ŝ(Up, E)an[mρ] −→ S[mρ] −→ C1 ⊗ ε2 ◦ det −→ 0.

En utilisant :

FGL3
B (L(s1 · µ), 1) ∼= FGL3

P2

(
L(s1 · µ), Ind

P2(Qp)

B(Qp) 1
)
� FGL3

P2

(
L(s1 · µ), 1⊗E St∞2

)
= C1

et en appliquant l’adjonction [5, Th. 4.3] avec P = B(Qp), W = s1 · µ, πP = 1
et Π = C1 (rappelons que C1 est très fortement admissible, étant contenu dans
une série principale localement analytique cf. [33, Prop. 2.1.2]), on obtient

HomT (Qp)+(t−s1·µ, C
N(Zp)
1 ) 6= 0. Par la Proposition 6.3.3 on a une suite exacte

courte T(Up)× T (Qp)
+-équivariante de E-espaces vectoriels de dimension finie :

0 −→
(
Ŝ(Up, E)an

)N(Zp)
[t=η]t−s1·µ(ε2◦det) −→ SN(Zp)[t=η]t−s1·µ(ε2◦det) −→ E −→ 0

où on note η : U(t) → E le caractère dérivé de t−s1·µ(ε2 ◦ det). On en déduit

(SN(Zp)[t = η]t−s1·µ(ε2◦det))mρ 6= 0 et donc (SN(Zp)[t = η]t−s1·µ(ε2◦det))[mρ] =

S[mρ]
N(Zp)[t = η]t−s1·µ(ε2◦det) 6= 0, d’où :

(73) HomT (Qp)+
(
t−s1·µ(ε2 ◦ det),S[mρ]

N(Zp)
)
6= 0.

Comme j’ignore si la représentation admissible S[mρ] est très fortement admissible
([33, Def. 0.12], elle le serait si les représentations très fortement admissibles étaient
stables par extension), on ne peut appliquer directement à (73) l’adjonction de [5,
Th. 4.3]. On s’en tire en revenant aux étapes intermédiaires de la preuve de cette
adjonction et en utilisant le Théorème 7.1.1 de l’appendice.

On munit l’espace C∞c (N(Qp)) des fonctions localement constantes à support com-
pact f : N(Qp) → E d’une action à gauche de B(Qp) comme suit : N(Qp) agit
par translation à droite et T (Qp) agit par (tf)(n) = f(t−1nt). On munit le module
de Verma U(gl3) ⊗U(b) (−s1 · µ) de l’unique action à gauche algébrique de B(Qp)

qui intègre l’action à gauche de U(b) ⊂ U(gl3) (cf. l’argument de la preuve de
[50, Lem. 3.2]). Alors il suit de (successivement) [5, (25)], [5, (26)], [5, (24)] et du
deuxième isomorphisme de la preuve de [5, Th. 4.3] (qui n’est pas numéroté) que l’on
a un isomorphisme :

(74) HomT (Qp)+
(
t−s1·µ(ε2 ◦ det),S[mρ]

N(Zp)
)

∼= Hom(gl3,B(Qp))

(
(U(gl3)⊗U(b) (−s1 · µ))⊗E C∞c (N(Qp)),S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det

)
où la notation à droite signifie les morphismes E-linéaires qui commutent à la fois à gl3
et B(Qp) (cela n’utilise, via [32, Th. 3.5.6] et sa preuve, que le fait que S[mρ] est une
représentation localement analytique de GL3(Qp) sur un espace de type compact).
Montrons que tout morphisme non nul (gl3, B(Qp))-équivariant :(

U(gl3)⊗U(b) (−s1 · µ)
)
⊗E C∞c (N(Qp)) −→ S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det
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se factorise par le quotient L(−s1 · µ) ⊗E C∞c (N(Qp)) de (U(gl3) ⊗U(b) (−s1 · µ)) ⊗E
C∞c (N(Qp)) où, pour w ∈ Sn, L(−w ·µ) est l’unique objet simple de la catégorie Ob

alg

de plus haut poids −w ·µ (cf. § 4.1 pour w ·µ et rappelons que B ⊂ GL3 est le Borel
supérieur). Par [40, §§ 5.1, 5.2], il suffit de montrer :

(75) Hom(gl3,B(Qp))

(
L(−w · µ)⊗E C∞c (N(Qp)),S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det

)
= 0

pour w ≥ s1, w 6= s1. Soit v+ un vecteur de plus haut poids de L(−w ·µ) et 1N(Zp) ∈
C∞c (N(Qp)) la fonction caractéristique de N(Zp), la (gl3, B(Qp))-représentation
L(−w · µ)⊗E C∞c (N(Qp)) est engendrée par la sous-B(Qp)-représentation localement
algébrique Ev+ ⊗ C∞c (N(Qp)), elle même engendrée par v+ ⊗ 1N(Zp). De plus on

a une injection T (Qp)
+-équivariante E(v+ ⊗ 1N(Zp)) ↪→ (Ev+ ⊗ C∞c (N(Qp)))

N(Zp)

où T (Qp)
+ agit à gauche par le caractère t 7→ t−w·µ et à droite par l’action de

Hecke (69) (cf. [32, (3.5.4)]). Un morphisme (gl3, B(Qp))-équivariant non nul
L(−w · µ) ⊗E C∞c (N(Qp)) −→ S[mρ] ⊗ ε−2 ◦ det donne donc une injection T (Qp)

+-

équivariante t−w·µ(ε2 ◦ det) ↪→ S[mρ]
N(Zp) dont l’image si w 6= s1 tombe forcément

dans Ŝ(Up, E)an[mρ]
N(Zp) par (72) et HomT (Qp)+(t−w·µ, C

N(Zp)
1 ) = 0 si w 6= s1 (pour

cette dernière égalité appliquer l’adjonction [5, Th. 4.3] comme au début). Cela
contredit la Proposition 6.3.4, et on a donc (75).

Par (73), (74) et (75), on obtient donc un morphisme (gl3, B(Qp))-équivariant non
nul L(−s1 · µ)⊗E C∞c (N(Qp)) −→ S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det. Avec les notations de [33, § 2]
(cf. p. ex. [33, § 2.7]) et par la preuve de [5, Prop. 4.2] et de [33, Cor. 4.3.3] avec
X = V = FGL3

B (L(s1 · µ), 1), on a l’égalité :

L(−s1 · µ)⊗E C∞c (N(Qp)) ∼= FGL3
B (L(s1 · µ), 1)lp(N(Qp)),

d’où finalement un morphisme (gl3, B(Qp))-équivariant :

(76) ψ1 : FGL3
B (L(s1 · µ), 1)lp(N(Qp)) −→ S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det

dont la composée avec la surjection S[mρ] ⊗ ε−2 ◦ det � C1 est nécessairement le
morphisme composé :

(77) FGL3
B (L(s1 · µ), 1)lp(N(Qp)) ↪→ FGL3

B (L(s1 · µ), 1) � C1

(par la Proposition 6.3.4). Soit C0 FGL3
B (L(s1 · µ), 1) le “pullback” de C0 C1 le

long de FGL3
B (L(s1 · µ), 1) � C1 et C0 FGL3

B (L(s1 · µ), 1)lp(N(Qp)) le “pullback”

de C0 FGL3
B (L(s1 · µ), 1) le long de FGL3

B (L(s1 · µ), 1)lp(N(Qp)) ↪→ FGL3
B (L(s1 ·

µ), 1). Par la définition de S on a un morphisme composé C0 FGL3
B (L(s1 · µ), 1) �

C0 C1 ↪→ S[mρ] ⊗ ε−2 ◦ det qui est j0 en restriction à C0 et qui par restriction
donne un morphisme :

(78) ψ2 : C0 FGL3
B (L(s1 · µ), 1)lp(N(Qp)) −→ S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det
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dont la composée avec S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det � C1 est :

C0 FGL3
B (L(s1 · µ), 1)lp(N(Qp))

s
� FGL3

B (L(s1 · µ), 1)lp(N(Qp))
(77)−→ C1

où s est la surjection canonique. On voit donc que l’on a un morphisme non nul
(gl3, B(Qp))-équivariant continu en restriction à C0 :

(79) ψ2−ψ1 ◦ s : C0 FGL3
B (L(s1 · µ), 1)lp(N(Qp)) −→ Ŝ(Up, E)an[mρ]⊗ ε−2 ◦det.

Par le Théorème 7.1.1 appliqué avec Π = C0 et X = FGL3
B (L(s1 · µ), 1) (qui

est bien local et polynomialement engendré en degré borné dans la série prin-

cipale (Ind
GL3(Qp)

B(Qp) t−s1·µ)an par la preuve de [5, Prop. 4.2]), le morphisme (79)

s’étend de manière unique en un morphisme GL3(Qp)-équivariant continu non nul

C0 FGL3
B (L(s1 · µ), 1) −→ Ŝ(Up, E)an[mρ] ⊗ ε−2 ◦ det. Il reste à voir que ce

morphisme est nul en restriction à FGL3
P2

(L(s1 · µ), 1) = ker(FGL3
B (L(s1 · µ), 1) � C1),

mais si tel n’est pas le cas on a un morphisme non nul FGL3
P2

(L(s1 ·µ), 1)⊗ε2 ◦det −→
Ŝ(Up, E)an[mρ] qui implique :

HomT (Qp)+
(
t−s1·µ(1⊗ | · |−1 ⊗ | · |)ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mρ]

N(Zp)
)
6= 0

par l’adjonction [5, Th. 4.3], ce qui contredit la Proposition 6.3.4. Cela montre

l’existence d’une injection C0 C1 ⊗ ε2 ◦ det ↪→ Ŝ(Up, E)an[mρ].

Étape 2.

Fixons une injection GL3(Qp)-équivariante j1 : C0 C1 ⊗ε2 ◦det ↪→ Ŝ(Up, E)an[mρ]

ainsi qu’une représentation C0 C1 C2 arbitraires et considérons comme dans

l’Étape 1 la somme amalgamée :

(80) S déf
= Ŝ(Up, E)an

⊕
j1, C0 C1⊗ε2◦det

C0 C1 C2 ⊗ ε2 ◦ det.

On a encore des suites exactes T(Up)×GL3(Qp)-équivariante :

(81)
0 −→ Ŝ(Up, E)an −→ S −→ C2 ⊗ ε2 ◦ det −→ 0

0 −→ Ŝ(Up, E)an[mρ] −→ S[mρ] −→ C2 ⊗ ε2 ◦ det −→ 0.

et, par la Proposition 6.3.3 et l’Exemple 6.3.2 (complété par [32, Prop. 4.3.6]), une
suite exacte courte T(Up)×T (Qp)

+-équivariante de E-espaces vectoriels de dimension
finie :

0 −→
(
Ŝ(Up, E)an

)N(Zp)
[t=η]χ(ε2◦det) −→ SN(Zp)[t=η]χ(ε2◦det) −→ E −→ 0

pour χ ∈ {t−µ(| · |−1⊗| · |⊗1), t−µ(| · |−1⊗| · |−1⊗| · |2)} (et η le caractère dérivé

de t−µ(ε2 ◦ det)). On en déduit (SN(Zp)[t = η]χ(ε2◦det))mρ 6= 0 et donc (SN(Zp)[t =

η]χ(ε2◦det))[mρ] = S[mρ]
N(Zp)[t = η]χ(ε2◦det) 6= 0, d’où :

(82) HomT (Qp)+
(
χ(ε2◦det),S[mρ]

N(Zp)
)
6= 0, tµχ ∈ {|· |−1⊗|·|⊗1, | · |−1⊗|·|−1⊗|·|2}.
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Soit l’espace C∞c (N(Qp), χ) des fonctions localement constantes à support compact

f : N(Qp)→ E avec la même action à gauche de B(Qp) que dans l’Étape 1 sauf que
T (Qp) agit maintenant par (tf)(n) = χ(t)f(t−1nt). Par le même argument que dans

l’Étape 1 on obtient pour χ comme en (82) un isomorphisme :

(83) HomT (Qp)+
(
χ(ε2 ◦ det),S[mρ]

N(Zp)
)

∼= Hom(gl3,B(Qp))

(
(U(gl3)⊗U(b) −µ)⊗E C∞c (N(Qp), χ),S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det

)
.

La même preuve que dans l’Étape 1 utilisant la Proposition 6.3.4 montre que tout
morphisme non nul (gl3, B(Qp))-équivariant :

(U(gl3)⊗U(b) −µ)⊗E C∞c (N(Qp), χ) −→ S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det

se factorise par le quotient L(−µ) ⊗E C∞c (N(Qp), χ) de (U(gl3) ⊗U(b) µ) ⊗E
C∞c (N(Qp), χ). Par (82) et (83) on obtient donc un morphisme (gl3, B(Qp))-
équivariant non nul L(−µ)⊗E C∞c (N(Qp), χ)→ S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det. Mais on a :

L(−µ)⊗E C∞c (N(Qp), χ) =
(
L(−µ)⊗E (Ind

GL3(Qp)

B(Qp) χ)∞
)
(N(Qp))

et on en déduit avec [33, Th. 4.1.5] un morphisme non nul GL3(Qp)-équivariant :

(84) L(−µ)⊗E (Ind
GL3(Qp)

B(Qp) χ)∞ −→ S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det

qui, composé avec la surjection S[mρ] ⊗ ε−2 ◦ det � C2, est nécessairement (Propo-

sition 6.3.4) la surjection canonique L(−µ) ⊗E (Ind
GL3(Qp)

B(Qp) χ)∞ � C2 (noter que

(Ind
GL3(Qp)

B(Qp) χ)∞ est la même représentation pour les deux χ en (82)). Comme au-

cun des constituants L(−µ) et C4 de L(−µ) ⊗E (Ind
GL3(Qp)

B(Qp) χ)∞ n’apparaissent en

sous-objet de S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det (utiliser (81) et (63)), le morphisme (84) se factorise
en un morphisme :

(85) C0 C2 −→ S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det.

Par définition de S, l’injection j1 ⊗ ε−2 ◦ det s’étend en une injection :

(86) C0 C1 C2 ↪→ S[mρ]⊗ ε−2 ◦ det.

Comme (85) et (86) restent tous les deux non nuls après composition avec S[mρ] ⊗
ε−2 ◦ det � C2, on en déduit avec (81) un morphisme GL3(Qp)-équivariant non nul
(où la représentation de gauche est le produit fibré au-dessus de C2) :

(87)
C0 C1

C2

C0

⊗ ε2 ◦ det −→ Ŝ(Up, E)an[mρ]

qui est j1 en restriction à C0 C1 ⊗ ε2 ◦ det. Montrons que (87) se factorise par

un quotient de la forme C0 C1 C2 (mais pas nécessairement le même que la
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représentation arbitrairement fixée au début). Par (87), [4, Cor. 3.4], la Proposi-
tion 6.3.4 et (63), la restriction à C0 ⊕ C0 induit une injection non nulle HΣ(Up)-
équivariante :

(88) HomGL3(Qp)

(
C0 C1

C2

C0

⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mρ]

)

↪→ HomGL3(Qp)

(
C0 ⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mρ]

)⊕2 ∼= σ ⊕ σ.

Si (88) est un isomorphisme, alors en particulier il existe f non nul dans le membre
de gauche dont l’image à droite est dans 0 ⊕ σ (i.e. qui est nul sur la copie de C0

du haut), donc qui se factorise en un morphisme non nul
C1

C2
C0

⊗ ε2 ◦ det →

Ŝ(Up, E)an[mρ], qui lui même se factorise en un morphisme injectif C0 C2 ⊗ ε2 ◦
det ↪→ Ŝ(Up, E)an[mρ] puisque HomGL3(Qp)(C1 ⊗ ε2 ◦ det, Ŝ(Up, E)an[mρ]) = 0 (car

HomT (Qp)+(t−s1·µ(ε2 ◦ det), Ŝ(Up, E)an[mρ]
N(Zp)) = 0 par la Proposition 6.3.4). Cela

contredit (63) puisque C0 C2 est localement algébrique. Donc (88) est une injec-
tion stricte, et le membre de gauche est isomorphe à σ. Par le Lemme de Schur il
existe (α, β) ∈ E2 avec α 6= 0 (par le raisonnement précédent) tel que (88) s’identifie
à σ ↪→ σ⊕ σ, v 7→ αv + βv. En particulier tout f non nul dans le membre de gauche

envoie βx⊕ (−α)x ∈ C0 ⊕C0 sur 0 dans Ŝ(Up, E)an[mρ], donc induit encore un mor-

phisme non nul C0 C1 C2 ⊗ ε2 ◦ det −→ Ŝ(Up, E)an[mρ]. On a donc montré

l’existence d’une injection C0 C1 C2 ⊗ ε2 ◦ det ↪→ Ŝ(Up, E)an[mρ].

Étape 3.
On continue en rajoutant constituant par constituant. On fixe une représentation de

la forme C0 C1

C2

C̃2

où la sous-représentation Π
déf
= C0 C1 C2 s’injecte dans

Ŝ(Up, E)an[mρ]⊗ε−2 ◦det par l’Étape 2 (noter qu’à Π fixé une telle représentation est

unique par (67)). Par un argument similaire à celui de l’Étape 1 avec t−s2s1·µ au lieu

de t−s1·µ on montre qu’elle s’injecte encore dans Ŝ(Up, E)an[mρ]⊗ ε−2 ◦ det. Puis on
rajoute C3 et ainsi de suite jusqu’à obtenir (68). Noter que l’argument pour rajouter

C4 est similaire à celui de l’Étape 2 pour rajouter C2.

Remarque 6.4.1. — La méthode de Ding utilisant la triangulation globale ([42]) a

récemment permis de déterminer exactement la sous-représentation C0 C1 C2

dans (68), cf. [28].
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7. Appendice

On démontre une variante d’un résultat de [33, § 4] (dans un cadre plus restreint
que celui de loc. cit.). On utilise ici la plupart du temps les notations de [33].

7.1. Préliminaires. — On fixe un groupe algébrique réductif connexe déployé G
sur L, un tore maximal déployé M et un couple de sous-groupes de Borel opposés
B, B contenant M . On note N , N les radicaux unipotents de (respectivement) B
et B. On fixe un “bon” sous-groupe ouvert compact analytique N0 de N(L) au sens
de [32, § 4.1] ou de [35, § 5.2], un plongement σ : L ↪→ E et on note gσ l’algèbre de
Lie de G×L,σ E comme au § 2.1. On fixe aussi un caractère localement σ-analytique

χ : M(L)→ E× et un sous-espace G(L)-invariant fermé X ↪→ (Ind
G(L)

B(L)
χ)σ -an qui est

local au sens de [33, Def. 2.4.1] et polynomialement engendré en degré borné au sens de

[33, Def. 2.7.15]. On note M(L)+ déf
= {z ∈M(L), zN0z

−1 ⊆ N0}, B(L)+ = M(L)+N0

le sous-monöıde de B(L) engendré par N0 et M(L)+ et on définit les sous-(gσ, B(L)+)-

représentations X lp(N0) ⊆ X(N0) de (Ind
G(L)
B(L) χ)σ -an comme dans (respectivement)

[33, Def. 2.7.5] et [33, Def. 2.4.2(i)]. Rappelons qu’une représentation localement σ-
analytique admissible de G(L) sur E est dite très fortement admissible si elle admet
une injection continue E-linéaire G(L)-équivariante dans une représentation continue
admissible de G(L) sur un E-espace de Banach p-adique (cf. [33, Def. 0.12]).

L’objectif de cet appendice est de modifier les arguments de [33, §§ 3, 4] pour
démontrer le résultat suivant.

Théorème 7.1.1. — Soit Π une représentation localement σ-analytique admissible

de G(L) sur E, Π X une extension localement σ-analytique et Π X lp(N0)

son “pullback” le long de X lp(N0) ↪→ X. Soit V une représentation localement σ-
analytique très fortement admissible de G(L) sur E. Alors tout morphisme E-linéaire
(gσ, B(L)+)-équivariant continu en restriction à Π :

Π X lp(N0) −→ V

s’étend de manière unique en un morphisme continu E-linéaire G(L)-équivariant :

Π X −→ V.

On commence par des préliminaires.

On fixe z0 ∈ M(L)+ de la forme z0 = α(p) où α : Gm → T est tel que 〈α, β〉 > 0
pour toute racine β du Borel B. On définit une suite décroissante de “bons” sous-
groupes ouverts compacts analytiques {Hi}i≥0 de G(L) comme dans [32, § 4.1] ou
[33, § 2.2], en particulier vérifiant les propriétés suivantes : N0 = H0 ∩ N(L), pour
tout i ≥ 0 Hi est normal dans H0, pour tout i ≥ 0 le produit induit un isomorphisme
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N iMiNi
∼→ Hi, et on a pour tout i ≥ 0 les inclusions :

Ni+1 ⊆ z0Niz
−1
0 ⊆ Ni N i+1 ⊆ z−1

0 N iz0 ( N i

où Ni
déf
= Hi ∩N(L) (pour i ≥ 1) et N i

déf
= Hi ∩N(L), Mi

déf
= Hi ∩M(L) (pour i ≥ 0).

On en déduit en particulier que Ni est normal dans N0, que Hi+1 ⊆ z0Hiz
−1
0 et que

Ni ⊆ zi0N0z
−i
0 (attention que l’on ne peut prendre Ni = zi0N0z

−i
0 contrairement à ce

qui est écrit dans [33, § 2.2] car zi0N0z
−i
0 n’est en général pas normal dans N0, mais

les inclusions précédentes suffisent pour tout ce qui est dans [33]). On fixe iχ ≥ 0 tel
que le caractère χ est Mi-analytique pour i ≥ iχ.

Remarque 7.1.2. — Pour alléger, on se permet dans tout l’appendice d’identifier
les groupes rigides analytiques avec leur groupe des L-points (au sens strict, il faudrait
noter Hi = Hi(L), Ni = Ni(L) etc. et distinguer Hi de Hi comme dans [33] et [35]).

On note E déf
= Π X l’extension du Théorème 7.1.1 et E lp

0 ⊆ E0 les deux “pull-

back” Π X lp(N0) ⊆ Π X(N0) (des sous-(gσ, B(L)+)-représentations). On a

des isomorphismes topologiques E = lim
−→
i

EHi -an, Π = lim
−→
i

ΠHi -an, X = lim
−→
i

XHi -an

(pour la topologie de la limite inductive à droite) où ∗Hi -an (pour ∗ ∈ {Π, E , X}) est
le sous-espace de Banach (p-adique) des vecteurs Hi-analytiques (pour le plongement
σ) et où l’injection continue ∗Hi -an ( ∗Hi+1 -an est compacte (cf. [35, Def. 3.3.13],
[35, Prop. 6.1.2] et la preuve de [35, Prop. 6.1.3]). Noter que par [35, Lem. 3.5.1]
∗Hi -an est stable par l’action de H0 et que l’action de z0 induit une injection continue

∗Hi -an
∼→ ∗z0Hiz−1

0 -an ↪→ ∗Hi+1 -an (par [35, Lem. 3.5.1] et Hi+1 ⊆ z0Hiz
−1
0 ).

Pour tout i ≥ 0 la surjection E � X induit un morphisme continu H0-équivariant
d’espaces de Banach EHi -an → XHi -an et on note EHi+1 -an ×XHi+1 -an

XHi -an l’espace

de Banach produit fibré, i.e. le noyau de EHi+1 -an ⊕ XHi -an −→ XHi+1 -an. On a des
inclusions EHi -an ⊆ EHi+1 -an×XHi+1 -an

XHi -an ⊆ EHi+1 -an et un isomorphisme d’espaces

de type compacts E ∼= lim
−→
i

(EHi+1 -an ×XHi+1 -an
XHi -an).

Lemme 7.1.3. — Pour tout i ≥ 0, on a une suite exacte courte H0-équivariante
d’espaces de Banach sur E :

0 −→ ΠHi+1 -an −→ EHi+1 -an ×XHi+1 -an
XHi -an −→ XHi -an −→ 0.

Démonstration. — Il est clair que les applications sont H0-équivariantes et continues.
Par le théorème de l’image ouverte ([52, Prop. 8.6]), il suffit de montrer l’exactitude
comme E-espaces vectoriels. La suite est exacte à gauche et par [35, Prop. 3.3.23] on
a ΠHi+1 -an

∼= Π ∩ EHi+1 -an (intersection dans E), donc elle est aussi exacte au milieu.
Définissons H0

i comme dans [35, § 5.2] à partir de Hi (via la Remarque 7.1.2), on a
Hi+1 ⊆ H0

i ⊆ Hi et donc des inclusions pour ∗ ∈ {E , X} :

(89) ∗Hi -an ⊆ ∗H0
i -an ⊆ ∗Hi+1 -an
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où ∗H0
i -an est défini dans [35, Def. 3.4.1]. Par [33, Cor. A.13] l’application EH0

i -an →
XH0

i -an est surjective, on en déduit avec (89) que l’image de EHi+1 -an dans XHi+1 -an

contient XH0
i -an, et donc XHi -an. Cela entrâıne la surjectivité de droite.

On munit le E-espace vectoriel Cσ -an(N0, E) des fonctions localement σ-analytiques
sur N0 de l’action de B(L)+ = M(L)+N0 donnée par :

(90) (zn0f)(n′0)
déf
= χ(z)f(z−1n′0zn0)

où f(z−1n′0zn0)
déf
= 0 si z−1n′0zn0 /∈ N0. On a un isomorphisme N0-équivariant de

E-espaces vectoriels :

Cσ -an(N0, E) ∼= lim
−→
i

(
⊕n0∈N0/Ni Cσ -rig(Nin

−1
0 , E)

)
(91)

∼= lim
−→
i

(
⊕n0∈N0/Ni n0Cσ -rig(Ni, E)

)
où Cσ -rig(Nin

−1
0 , E) ∼= n0Cσ -rig(Ni, E) ⊆ Cσ -an(N0, E) est le sous-espace de Banach

des fonctions σ-analytiques sur Nin
−1
0 (pour la norme sup rigide analytique). Cela

permet de munir Cσ -an(N0, E) d’une topologie d’espace localement convexe de type

compact. En voyant les fonctions f ∈ Cσ -an(N0, E) comme fonctions de (Ind
G(L)

B(L)
χ)σ -an

à support dans B(L)N0 = B(L)H0, on a une injection B(L)+-équivariante :

(92) Cσ -an(N0, E) ↪→
(

Ind
G(L)

B(L)
χ
)σ -an

qui est d’image fermée et stable par H0 ([33, Lem. 2.3.3] et [33, Lem. 2.3.5(ii)]).

Lemme 7.1.4. — Pour i ≥ iχ on a un isomorphisme d’espaces de Banach :⊕
n0∈N0/Ni

n0Cσ -rig(Ni, E)
∼−→ Cσ -an(N0, E) ∩

(
Ind

G(L)

B(L)
χ
)σ -an

Hi -an
,

l’intersection à droite étant dans (Ind
G(L)

B(L)
χ)σ -an.

Démonstration. — Pour i ≥ iχ le caractère χ est Mi-analytique et (92) induit une

injection continue Cσ -rig(Ni, E) ↪→ (Ind
G(L)

B(L)
χ)σ -an

Hi -an par la preuve de [33, Prop. 2.3.10].

Comme n0Hin
−1
0 = Hi, on a par [35, Lem. 3.5.1] et (91) une injection continue :

(93)
⊕

n0∈N0/Ni

n0Cσ -rig(Ni, E) ↪→ Cσ -an(N0, E) ∩
(

Ind
G(L)

B(L)
χ
)σ -an

Hi -an
.

L’inclusion (Ind
G(L)

B(L)
χ)σ -an

Hi -an ⊆ (Ind
G(L)

B(L)
χ)σ -an

Ni -an et [35, Prop. 3.3.23] entrâınent :

Cσ -an(N0, E) ∩ (Ind
G(L)

B(L)
χ)σ -an

Hi -an ⊆ Cσ -an(N0, E)Ni -an
∼=

⊕
n0∈N0/Ni

n0Cσ -an(Ni, E)Ni -an

d’où on déduit que (93) est une bijection par [35, Cor. 3.3.26]. On conclut par le
théorème de l’image ouverte.
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Le Lemme 7.1.4 montre en particulier que la topologie de type compact donnée

par (91) est aussi induite par celle de (Ind
G(L)

B(L)
χ)σ -an, et que ⊕n0∈N0/Nin0Cσ -rig(Ni, E)

est stable par H0 dans (Ind
G(L)

B(L)
χ)σ -an pour i ≥ iχ (car H0 préserve Cσ -an(N0, E) et

(Ind
G(L)

B(L)
χ)σ -an

Hi -an).

Comme Ni ⊆ zi0N0z
−i
0 ⊆ N0, on a aussi pour tout i ≥ 0 une injection continue

N0-équivariante entre Banach p-adiques :⊕
n0∈N0/zi0N0z

−i
0

n0Cσ -rig(zi0N0z
−i
0 , E) ↪→

⊕
n0∈N0/Ni

n0Cσ -rig(Ni, E)

ainsi qu’un isomorphisme topologique N0-équivariant analogue à (91) en rem-
plaçant Ni par zi0N0z

−i
0 . De plus pour i, j ≥ 0 l’action (90) de zj0 induit des

isomorphismes d’espaces de Banach Cσ -rig(zi0N0z
−i
0 , E)

∼−→ zj0Cσ -rig(zi0N0z
−i
0 , E) ∼=

Cσ -rig(zi+j0 N0z
−i−j
0 , E). On définit pour i ≥ 0 les espaces de Banach suivants (les

intersections étant dans (Ind
G(L)

B(L)
χ)σ -an) :

T̃i
déf
= X ∩

⊕
n0∈N0/Ni

n0Cσ -rig(Ni, E)(94)

Ti
déf
= X ∩

⊕
n0∈N0/zi0N0z

−i
0

n0Cσ -rig(zi0N0z
−i
0 , E)

= X ∩
⊕

n0∈N0/zi0N0z
−i
0

n0z
i
0Cσ -rig(N0, E).

Ils sont stables par N0 dans (Ind
G(L)

B(L)
χ)σ -an. De plus pour i ≥ iχ on a T̃i ∼= X(N0) ∩(

Ind
G(L)

B(L)
χ
)σ -an

Hi -an
par le Lemme 7.1.4 et T̃i est en fait stable par H0. On a des injections

continues N0-équivariantes Ti ↪→ T̃i, des inclusions compactes T̃i ( T̃i+1, Ti ( Ti+1 et
des isomorphismes d’espaces de type compact :

(95) lim
−→
i

Ti
∼−→ lim

−→
i

T̃i
∼−→ X(N0).

On définit pour i ≥ iχ les espaces de Banach p-adiques :

F̃i
déf
= EHi+1 -an×XHi+1 -an

T̃i
déf
= ker(EHi+1 -an⊕T̃i → XHi+1 -an) ⊆ EHi+1 -an×XHi+1 -an

XHi -an

et de même Fi
déf
= EHi+1 -an×XHi+1 -an

Ti. Ils sont munis d’une action continue de N0 (F̃i
étant de plus stable par H0) et on a des injections continues Fi ↪→ F̃i, des inclusions

continues compactes F̃i ( F̃i+1, Fi ( Fi+1 et, par le Lemme 7.1.3 (et le théorème
de l’image ouverte), des suites exactes courtes d’espaces de Banach 0 → ΠHi+1 -an →
F̃i → T̃i → 0 et 0→ ΠHi+1 -an → Fi → Ti → 0 (tout étant N0-équivariant).
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Lemme 7.1.5. — On a des isomorphismes d’espaces de type compacts lim
−→
i

Fi
∼−→

lim
−→
i

F̃i
∼−→ E0 où E0 est muni de la topologie induite par celle de E.

Démonstration. — La topologie induite sur E0 est celle de la limite inductive :

lim
−→
i

(
E0 ∩ (EHi+1 -an ×XHi+1 -an

XHi -an)
) ∼= lim

−→
i

F̃i

où l’isomorphisme résulte de [35, Prop. 3.3.23] et du Lemme 7.1.4 (avec (94)). Par

(95) on a une bijection continue lim
−→
i

Fi
∼−→ lim

−→
i

F̃i qui est un isomorphisme d’espaces

de type compact (par exemple par [35, Th. 1.1.17]).

7.2. Preuve du Théorème 7.1.1. — On démontre le Théorème 7.1.1. On con-
serve les notations du § 7.1.

On montre d’abord que tout morphisme E-linéaire continu (gσ, B(L)+)-équivariant
f0 : E0 −→ V s’étend de manière unique en un morphisme E-linéaire continu G(L)-
équivariant f : E −→ V . L’unicité vient du fait que X(N0) engendre X sous G(L),
et donc E0 engendre E sous G(L). On montre l’existence. Quitte à remplacer E0 et E
par leur quotient par ker(f0|Π), on peut supposer f0|Π injectif. Soit s : E � X, s0

déf
=

s|E0 : E0 � X(N0) et f 0 : E0/Π ∼= X(N0) −→ V/f0(Π), l’application continue f0 × s0

induit par [35, Th. 1.1.17] un isomorphisme topologique (gσ, B(L)+)-équivariant :

(96) E0
∼−→ V ×V/f0(Π),f0

X(N0).

Par [33, (4.2.4)] et [33, Th. 4.1.5], f 0 s’étend de manière unique en une application

continue G(L)-équivariante f : X −→ V/f0(Π). Soit E ′ déf
= V ×V/f0(Π),f X, c’est une

extension de Π par X dont le “pullback” le long de X(N0) ↪→ X s’identifie à E0 par
(96). De plus le morphisme E ′ −→ V (projection sur la composante V ) prolonge f0. Il
suffit donc de montrer que l’on a un isomorphisme G(L)-équivariant E ′ ∼= E induisant
l’identité sur le sous-espace commun E0. Les sommes amalgamées E0⊕Π E0 ⊆ E ⊕Π E ′
sont encore des espaces de type compact ([53, Prop. 1.2]) et on a une suite exacte
courte topologique (gσ, B(L)+)-équivariante d’espaces de type compact :

0 −→ X(N0) −→ E0 ⊕Π E0 −→ E0 −→ 0

(ε0, ε′0) 7−→ ε0 + ε′0

(utiliser [35, Th. 1.1.17] et le fait que le noyau s’identifie à X(N0) par l’application

continue (ε0,−ε0) 7→ ε0). Par [33, (4.2.4)] et [33, Th. 4.1.5], l’injection X(N0) ↪→
E0 ⊕Π E0 ⊆ E ⊕Π E ′ s’étend de manière unique en une injection continue G(L)-
équivariante X ↪→ E ⊕Π E ′ dont la composée avec la surjection canonique E ⊕Π E ′ �
X ⊕ X est le plongement X ↪→ X ⊕ X, x 7→ (x,−x) (par unicité et car il en est de
même avec X(N0)). Il est alors formel d’en d’éduire que les applications composées :

E ↪→ E ⊕Π E ′ � (E ⊕Π E ′)/X et E ′ ↪→ E ⊕Π E ′ � (E ⊕Π E ′)/X
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sont des isomorphismes topologiques G(L)-équivariants (la catégorie des représen-
tations localement analytiques admissibles de G(L) sur E étant abélienne, il n’y a
plus besoin de se préoccuper des topologies). En particulier on a un isomorphisme
E ′ ∼= E comme recherché. Il suffit donc de montrer :

Proposition 7.2.1. — Soit Π une représentation localement σ-analytique admis-
sible de G(L) sur E, E = Π X une extension localement σ-analytique et E0

(resp. E lp
0 ) son “pullback” le long de X lp(N0) ↪→ X (resp. X(N0) ↪→ X). Soit

V une représentation localement σ-analytique très fortement admissible de G(L) sur

E. Alors tout morphisme (gσ, B(L)+)-équivariant f lp
0 : E lp

0 → V continu en restric-
tion à Π s’étend de manière unique en un morphisme (gσ, B(L)+)-équivariant continu
f0 : E0 → V .

Par hypothèse, on a une injection continue G(L)-équivariante V ↪→ W où W est
un G(L)-Banach admissible sur E. Par l’argument de la preuve de [33, Cor. 4.3.3],
il suffit de montrer la Proposition 7.2.1 en remplaçant V par les vecteurs localement
σ-analytiques W σ -an de W .

Pour i ≥ iχ soit Ỹi
déf
= E lp

0 ∩ F̃i. Alors Ỹi est un sous-E-espace vectoriel de F̃i stable

par gσ (car F̃i est stable par H0), et on a une suite exacte courte gσ-équivariante

0 → ΠHi+1 -an → Ỹi → X lp(N0) ∩ T̃i → 0. De plus Ỹi est dense dans F̃i (utiliser que

l’image dans T̃i de l’adhérence de Ỹi dans F̃i est fermée dans T̃i et contient X lp(N0)∩T̃i
qui est dense, cf. preuve de [33, Cor. 4.2.18]) et, comme dans loc. cit., peut être

engendré sous gσ par un sous-espace de Banach fermé de F̃i. Comme l’action de gσ
sur F̃i est localement intégrable au sens de [33, Def. 1.2.16] (par [33, Prop. 1.2.18]
car provenant d’une action localement analytique de H0), on peut comme à la fin de

la preuve de [33, Cor. 4.2.18] appliquer [33, Prop. 1.2.23] avec Wi = F̃i et Y = E lp
0 et

en déduire qu’il suffit de montrer la Proposition 7.2.1 en remplaçant W σ -an par W .

Par [33, Lem. 3.1.13] on a des isomorphismes N0-équivariants d’espaces de Banach

⊕n0∈N0/zi0N0z
−i
0
n0z

i
0T0

∼→ Ti qui induisent des isomorphismes N0-équivariants :

(97)
⊕

n0∈N0/z
i−iχ
0 N0z

iχ−i
0

n0z
i−iχ
0 Tiχ

∼−→ Ti i ≥ iχ.

Pour i ≥ iχ on note σi la surjection Fi � Ti et on fixe un ensemble de représentants

Ni ⊆ N0 de N0/z
i−iχ
0 N0z

iχ−i
0 tel que z0Niz−1

0 ⊆ Ni+1. Par [52, Prop. 10.5] on fixe
une section continue τiχ : Tiχ ↪→ Fiχ de la surjection σiχ et on définit pour i ≥ iχ :

τi : Ti
(97)∼=

⊕
n0∈Ni

n0z
i−iχ
0 Tiχ ↪→ Fi(98)

n0z
i−iχ
0 t 7−→ n0z

i−iχ
0 τiχ(t).
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Soit z = n0z
i−iχ
0 (n0 ∈ Ni), en utilisant Hi ⊆ zHiχz

−1, [35, Lem. 3.5.1] et (97), on
voit que l’action de z sur Π et E induit un diagramme commutatif où toutes les flèches
verticales sont injectives et continues :

(99)
0 −→ ΠHiχ+1 -an −→ Fiχ

σiχ−→ Tiχ −→ 0
z ↓ ↓ z ↓ z

0 −→ ΠHi+1 -an −→ Fi
σi−→ Ti −→ 0.

Lemme 7.2.2. — L’application τi est une section continue de la surjection σi.

Démonstration. — C’est une section de σi par (99). Sa continuité résulte de

l’isomorphisme d’espaces de Banach n0z
i−iχ
0 Tiχ

∼= Tiχ , de la continuité de τiχ puis de

la continuité de n0z
i−iχ
0 : Fiχ ↪→ Fi.

Pour i ≥ iχ on note δi : Fi � ΠHi+1 -an, f 7→ f − τi(σi(f)). C’est une surjection
continue par le Lemme 7.2.2 et on a une bijection continue (donc un isomorphisme

topologique) δi⊕σi : Fi
∼−→ ΠHi+1 -an⊕Ti, ou alternativement ΠHi+1 -an⊕τi(Ti)

∼−→ Fi.

Lemme 7.2.3. — Pour i ≥ iχ l’action de z0 sur Π et E induit des diagrammes
commutatifs où toutes les applications sont continues :

Ti
τi−→ Fi

z0 ↓ ↓ z0

Ti+1
τi+1−→ Fi+1.

Fi
δi−→ ΠHi+1 -an

z0 ↓ ↓ z0

Fi+1
δi+1−→ ΠHi+2 -an.

Démonstration. — Il suffit de montrer la première commutation. On a par (98) :

τi+1

(
z0(n0z

i−iχ
0 t)

)
= τi+1

(
(z0n0z

−1
0 )z

i+1−iχ
0 t

)
= (z0n0z

−1
0 )z

i+1−iχ
0 τiχ(t)

= z0(n0z
i−iχ
0 τiχ(t)) = z0τi(n0z

i−iχ
0 t)

où la deuxième égalité résulte de (98) appliqué en i + 1 (avec z0n0z
−1
0 ∈ Ni+1) et la

dernière de (98) appliqué en i.

Par contre en général δi(nv) 6= nδi(v) si n ∈ N0, v ∈ Fi.

Lemme 7.2.4. — Soit V une représentation continue de G(L) sur un E-espace vec-
toriel localement convexe V = lim

−→
i

Vi (avec topologie limite inductive) pour une suite

d’espaces de Banach {Vi, ‖ · ‖Vi}i≥0 et d’applications de transition injectives continues
Vi ↪→ Vi+1. On suppose que l’action de z0 ∈ G(L) sur V induit des injections conti-
nues z0 : Vi ↪→ Vi+1, i ≥ 0. Alors on peut multiplier les normes ‖ · ‖Vi par des réels
> 0 pour qu’elles vérifient ‖vi‖Vi+1

≤ ‖vi‖Vi et ‖z0vi‖Vi+1
≤ ‖vi‖Vi ∀ i ≥ 0, ∀ vi ∈ Vi.

Démonstration. — Comme les injections Vi ↪→ Vi+1 sont continues, on a des réels Ci >

0 tels que ‖vi‖Vi+1
≤ Ci‖vi‖Vi pour i ≥ 0 et vi ∈ Vi. Soit ‖ ·‖′Vi

déf
= (
∏

0≤j≤iCj)
−1‖ ·‖Vi ,
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alors ‖vi‖′Vi+1
≤ ‖vi‖′Vi pour i ≥ 0 et vi ∈ Vi. On pose ‖ · ‖′′V0

déf
= ‖ · ‖′V0 et on va

modifier successivement ‖ · ‖′Vi pour i > 0 croissant de sorte que les autres conditions
soient vérifiées. Comme z0 : V0 → V1 est continu, il existe D0 > 0 tel que ‖z0v0‖′V1 ≤
D0‖v0‖′′V0 pour v0 ∈ V0. Si D0 ≤ 1, on pose ‖ · ‖′′V1

déf
= ‖ · ‖′V1 . Si D0 > 1, on pose

‖ · ‖′′V1
déf
= D−1

0 ‖ · ‖′V1 et on remplace ‖ · ‖′Vi par D−1
0 ‖ · ‖′Vi pour tout i ≥ 2. On a alors

‖z0v0‖′′V1 ≤ ‖v0‖′′V0 , ‖v0‖′′V1 ≤ ‖v0‖′′V0 pour v0 ∈ V0, et ‖vi‖′Vi+1
≤ ‖vi‖′Vi pour i ≥ 1 et

vi ∈ Vi (si D0 > 1, alors D−1
0 < 1 donc ‖v0‖′′V1 ≤ ‖v0‖′V1 ≤ ‖v0‖′′0 et les autres inégalités

sont inchangées). On recommence au cran d’après. Par continuité de z0 : V1 → V2, on
a D1 > 0 tel que ‖z0v1‖′V2 ≤ D1‖v1‖′′V1 pour v1 ∈ V1 (pour la “nouvelle” norme ‖ ·‖′V2).
Si D1 ≤ 1, on pose ‖ · ‖′′V2

déf
= ‖ · ‖′V2 , sinon on pose ‖ · ‖′′V2

déf
= D−1

1 ‖ · ‖′V2 et on remplace

‖ · ‖′Vi par D−1
1 ‖ · ‖′Vi pour tout i ≥ 3. On a ‖z0v1‖′′V2 ≤ ‖v1‖′′V1 , ‖v1‖′′V2 ≤ ‖v1‖′′V1 pour

v1 ∈ V1, et ‖vi‖′Vi+1
≤ ‖vi‖′Vi pour i ≥ 2, vi ∈ Vi. Puis on continue en modifiant ‖ · ‖′V3

etc. On obtient à la fin des ‖ · ‖′′Vi vérifiant les conditions demandées pour i ≥ 0.

Pour tout i ≥ 0, on note ‖ · ‖Ti la norme induite par la norme (cf. (94)) :

Max
(
‖ · ‖Cσ -rig(zi0N0z

−i
0 n−1

0 ,E), n0 ∈ N0/z
i
0N0z

−i
0

)
où ‖ · ‖Cσ -rig(zi0N0z

−i
0 n−1

0 ,E) est la norme sup rigide analytique sur Cσ -rig(zi0N0z
−i
0 n−1

0 , E)

(cf. [33, § 3.1]). Pour n0 ∈ N0 et v ∈ Ti on a ‖n0v‖Ti = ‖v‖Ti , ‖v‖Ti+1
≤ ‖v‖Ti (par

[33, Lem. 3.2.1]) et ‖z0v‖Ti+1
= |χ(z0)|‖v‖Ti (par la preuve de [33, Lem. 3.2.2]). Pour

tout i ≥ 0, on choisit des normes H0-invariantes ‖ · ‖ΠHi -an
sur les espaces de Banach

ΠHi -an (H0 est compact). Par le Lemme 7.2.4, on peut les supposer de plus telles que
‖v‖ΠHi+1 -an

≤ ‖v‖ΠHi -an
et ‖z0v‖ΠHi+1 -an

≤ ‖v‖ΠHi -an
pour i ≥ 0 et v ∈ ΠHi -an. Pour

i ≥ iχ on munit Fi ∼= ΠHi+1 -an ⊕ τi(Ti) de la norme :

‖x+ y‖Fi
déf
= Max

(
‖x‖ΠHi+1 -an

, ‖σi(y)‖Ti
)

(x, y) ∈ ΠHi+1 -an × τi(Ti).

Pour d ≥ 0 et i ≥ 0, on définit les sous-espaces de Banach Sdi ⊆ Ti et S⊥,di ⊆ Ti
comme dans [33, § 4.2] de sorte que l’on a un scindage Sdi ⊕S

⊥,d
i

∼→ Ti (en fait Sdi est
de dimension finie sur E). Pour tout d, i ≥ 0, le sous-espace Sdi est stable par N0 et
l’inclusion Ti ⊆ Ti+1 comme l’action de z0 : Ti → Ti+1 respectent les Sdi . Pour i ≥ iχ

on définit Fdi
déf
= Fi ×Ti Sdi ⊆ Fi. C’est un sous-espace fermé de Fi stable par N0 et

on a Fdi ⊆ Fdi+1, z0 : Fdi → Fdi+1. De plus on a ∪i,dFdi = E lp
0 ⊆ ∪i≥iχFi = E0.

Soit f lp
0 : E lp

0 −→ W un morphisme (gσ, B(L)+)-équivariant continu en restriction
à Π. Par restriction on a pour i ≥ iχ des morphismes encore notés fd0 : Fdi −→ W
qui commutent aux actions de N0 et de z0. On fixe une norme N0-invariante sur

W (définissant sa topologie) et on note v 7−→ s(v)
déf
= ‖f lp

0 (v)‖W la semi-norme N0-
invariante induite sur ∪i≥iχFdi .

Lemme 7.2.5. — Il existe A,C > 0 tels que, pour tout i ≥ iχ, tout n ∈ N0 et tout
v ∈ τi(Ti), on a s(δi(nv)) ≤ ACi−iχ‖σi(v)‖Ti.
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Démonstration. — Il suffit de traiter le cas v = n0z
i−iχ
0 τiχ(t) ∈ τi(Ti) pour n0 ∈ Ni.

CommeN0 est un groupe compact agissant continument sur Fiχ , ‖·‖Fiχ est équivalente
à une norme invariante sous N0 et il existe B > 0 tel que pour n ∈ N0 et v ∈ Fiχ :

‖nv‖Fiχ = Max
(
‖δiχ(nv)‖ΠHiχ+1 -an

, ‖σiχ(nv)‖Tiχ
)
≤ B‖v‖Fiχ .

Supposons d’abord v ∈ τiχ(Tiχ) ⊆ Fiχ , alors on a :

(100) ‖δiχ(nv)‖ΠHiχ+1 -an
≤ B‖σiχ(nv)‖Tiχ = B‖σiχ(v)‖Tiχ .

L’application fd0 : ΠHiχ+1 -an ⊆ Fdi −→ W étant continue, il existe B′ > 0 tel que

s(w) ≤ B′‖w‖ΠHiχ+1 -an
pour w ∈ ΠHiχ+1 -an. On a donc avec (100) :

(101) s(δiχ(nv)) ≤ B′‖δiχ(nv)‖ΠHiχ+1 -an
≤ BB′‖σiχ(v)‖Tiχ .

Supposons v = n0z
i−iχ
0 τiχ(t) ∈ τi(Ti) (n0 ∈ Ni). On a nn0 = n′0z

i−iχ
0 n′′0z

−(i−iχ)
0 pour

n′0 ∈ Ni, n′′0 ∈ N0 donc :

nv = n′0z
i−iχ
0 n′′0τiχ(t) = n′0z

i−iχ
0 δiχ(n′′0τiχ(t)) + n′0z

i−iχ
0 τiχ(n′′0t)

d’où δi(nv) = n′0z
i−iχ
0 δiχ(n′′0τiχ(t)). Soit D > 0 tel que ‖z0w‖W ≤ D‖w‖W pour

w ∈ W (D existe car z0 agit continument sur W ). On a avec (101) :

s
(
δi(nv)

)
= s
(
z
i−iχ
0 δiχ(n′′0τiχ(t))

)
≤ Di−iχs

(
δiχ(n′′0τiχ(t)

)
≤ Di−iχBB′‖n′′0t‖Tiχ

= BB′(D|χ(z−1
0 )|)i−iχ‖n0z

i−iχ
0 t‖Ti

d’où le résultat en posant A
déf
= BB′ et C

déf
= D|χ(z−1

0 )|.

Lemme 7.2.6. — Il existe A′, C ′ > 0 tel que, pour tout i ≥ iχ et tout v ∈ τi(Ti) on

a s(δi+1(v)) ≤ A′C ′i−iχ‖σi(v)‖Ti.

Démonstration. — L’application fd0 ◦ δiχ+1 : τiχ(Tiχ) −→ ΠHiχ+2 -an −→ W étant

continue, il existe F > 0 tel que s(δiχ+1(w)) ≤ F‖σiχ(w)‖Tiχ pour tout w ∈ τiχ(Tiχ).

Il suffit de traiter le cas v = n0z
i−iχ
0 τiχ(t) ∈ τi(Ti) (n0 ∈ Ni). On a :

v = n0z
i−iχ
0

(
δiχ+1(τiχ(t)) + τiχ+1(t)

)
= n0z

i−iχ
0 δiχ+1(τiχ(t)) + δi+1

(
n0z

i−iχ
0 τiχ+1(t)

)
+ τi+1(n0z

i−iχ
0 t)

d’où δi+1(v) = n0z
i−iχ
0 δiχ+1(τiχ(t))+δi+1(n0z

i−iχ
0 τiχ+1(t)). Par le Lemme 7.2.5 appliqué

à s(δi+1(n0(z
i−iχ
0 τiχ+1(t)))) (en notant que z

i−iχ
0 τiχ+1(t) ∈ τi+1(Ti+1) par le Lemme

7.2.3) et avec D comme dans la preuve de loc. cit. on a :

s(δi+1(v)) ≤ Max
(
s(n0z

i−iχ
0 δiχ+1(τiχ(t))), s(δi+1(n0(z

i−iχ
0 τiχ+1(t))))

)
≤ Max

(
FDi−iχ‖t‖Tiχ , AC

i+1−iχ‖zi−iχ0 t‖Ti+1

)
≤ Max

(
F (D|χ(z−1

0 )|)i−iχ‖zi−iχ0 t‖Ti , (AC)Ci−iχ‖zi−iχ0 t‖Ti
)

≤ A′C ′
i−iχ‖σi(v)‖Ti
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en posant A′
déf
= Max(F,AC) et C ′

déf
= Max(D|χ(z−1

0 )|, C).

Lemme 7.2.7. — Il existe A′′, C ′′ > 0 tel que, pour tout i ≥ iχ et tout v ∈ τi(Sdi )

on a s(v) ≤ A′′C ′′i−iχ‖σi(v)‖Ti.

Démonstration. — La preuve est la même que celle de [33, Lem. 3.2.3].

Théorème 7.2.8. — Si d est suffisamment grand, alors la semi-norme s sur
∪i≥iχFdi s’étend de manière unique en une seminorme continue sur ∪i≥iχFi = E0.

Démonstration. — L’argument est celui de la preuve de [33, Prop. 3.2.6] mutatis
mutandis. On donne en détails le point délicat (nécessitant les lemmes qui précèdent),
laissant le lecteur vérifier que le reste de la preuve s’étend sans problème. Pour tout
i ≥ iχ, on note πi (resp. π⊥i ) la projection Fi � Fdi (resp. Fi � S⊥,di ), en rappelant

que Fi = ΠHi+1 -an⊕ τi(Ti) = ΠHi+1 -an⊕ τi(Sdi )⊕ τi(S⊥,di ) = Fdi ⊕ τi(S
⊥,d
i ). Soit i ≥ iχ

et f ∈ Fi, il s’agit de montrer que la suite réelle s(πi′(f)) converge quand i′ → +∞
(on définit alors s(f) comme cette limite). Comme πi′(f) = f (i′ ≥ i) si f ∈ Fdi , il

suffit de traiter le cas f ∈ τi(Ti) (et même f ∈ τi(S⊥,di )) et il suffit de montrer que
s(πi′+1(f)− πi′(f))→ 0 quand i′ → +∞ (s est ultramétrique). On a dans Fi′+1 :

πi′+1(f)− πi′(f) = π⊥i′ (f)− π⊥i′+1(f)(102)

= δi′+1(π⊥i′ (f)) + τi′+1

(
σi′+1(π⊥i′ (f)− π⊥i′+1(f))

)
= δi′+1(π⊥i′ (f)) + τi′+1

(
σi′+1(πi′+1(f)− πi′(f))

)
.

Soit A
déf
= Max(A′, A′′C ′′) et C

déf
= Max(C ′, C ′′) avec (A′, C ′) (resp. (A′′, C ′′)) comme

dans le Lemme 7.2.6 (resp. 7.2.7), on a :

s
(
πi′+1(f)− πi′(f)

)
≤ Max

(
s
(
δi′+1(π⊥i′ (f))

)
, s
(
τi′+1

(
σi′+1(πi′+1(f)− πi′(f))

)))
≤ ACi′−iχMax

(
‖σi′(π⊥i′ (f))‖Ti′ , ‖σi′+1(πi′+1(f)− πi′(f))‖Ti′+1

)
= ACi′−iχMax

(
‖σi′(π⊥i′ (f))‖Ti′ , ‖σi′+1(π⊥i′ (f)− π⊥i′+1(f))‖Ti′+1

)
≤ ACi′−iχMax

(
‖σi′(π⊥i′ (f))‖Ti′ , ‖σi′+1(π⊥i′+1(f))‖Ti′+1

)
≤ ACi′−iχεi

′−iMax(1, ε)‖σi(f)‖Ti
≤ ACi−iχ(εC)i

′−iMax(1, ε)‖f‖Fi .
où ε = |p|d+1 et où les (in)égalités résultent dans l’ordre de : (102) + inégalité
triangulaire, Lemme 7.2.6 (en i′) + Lemme 7.2.7 (en i′+1), (102), inégalité triangulaire
+ ‖ ·‖Ti′+1

≤ ‖·‖Ti′ , fin de la preuve de [33, Lem. 4.2.14], définition de ‖ ·‖Fi . Si d est
suffisamment grand, alors εC < 1 et on a bien limi′→+∞ s(πi′+1(f)− πi′(f)) = 0.

La fin de l’argument (pour la preuve de la Proposition 7.2.1 avec W au lieu de
V ) est totalement similaire à la fin de [33, § 3.2]. Comme dans la preuve de [33,
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Prop. 3.2.6], on a que E lp
0 (en fait ∪i≥iχFdi ) est dense dans E0 pour la topologie définie

par la semi-norme s (étendue par le Théorème 7.2.8). Par [52, Lem. 7.3], le morphisme

f lp
0 : E lp

0 → W s’étend alors de manière unique en un morphisme continu f0 : E0 → W
pour la topologie définie par s, f0 étant de plus (gσ, B(L)+)-équivariant par unicité

(et (gσ, B(L)+)-équivariance de f lp
0 ). Comme s est continue, l’identité E0

Id→ E0 est
continue avec à gauche la topologie de type compact de E0 et à droite celle définie par
s. On en déduit que f0 est bien continu pour la topologie de type compact de E0.
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