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1 Introduction

Dans tout ce travail, K est un corps de caractéristique 0 complet pour une valua-
tion discrete de corps résiduel k£ parfait de caractéristique p > 0, Ok est 'anneau
des entiers de K, W est 'anneau des vecteurs de Witt W (k), Ky est le corps
FracW, e est l'indice de ramification [K : Kj| et on fait le choix d’une uni-
formisante 7 sur K. On notera K une cloture algébrique de K, O I'anneau des
entiers de K, C, le complété pour la topologie p-adique de K et G le groupe de
Galois Gal(K /K).

Soit X un schéma propre et lisse sur K; si Xg admet un modele X propre
et lisse sur Ok, de fibre spéciale Y sur k, Fontaine a conjecturé l'existence d’un
isomorphisme canonique (conjecture C,,.;s dans [Fo4]):

Bcris ®Qp Hét(XR'7 Qp) = BCTiS ®K0 Hzms(y)

compatible & toutes les structures (action de Galois, Frobenius, filtrations apres
tensorisation par K). Grace a une interprétation cristalline de 'anneau A..;s, &
savoir l(iianm-s(O[( /pOx, W,), Fontaine et Messing ont montré C,,.;s dans [FM]
pour K = Ky et dimXg < p—1. La conjecture a ensuite été démontrée en toute
généralité, mais par une méthode différente, par Faltings dans [Fal]. Quelques
années plus tard, apres l'introduction de I'anneau By par Fontaine ([Fo2]) et
de la cohomologie cristalline a poles logarithmiques par Hyodo et Kato ([HK]),
I'analogue de C,.;s au cas ou X est semi-stable sur Ok a pu étre énoncé (Cy),
Kato I'a d’abord démontré pour dimXg < (p — 1)/2 ([Kal) puis Tsuji a étendu
sa preuve au cas général ([Ts]). Au cours de la démonstration, Kato est amené a
considérer I’analogue logarithmique de la construction de B.,;s, et la bonne base
logarithmique (qui remplace la base W, (k) du cas classique) s’avere étre, pour
K = K, par exemple, non pas (N — W,,, 1 — p) ou (N — W,, 1~ 0), mais
la P.D. log-algebre polynomiale (N — W, <u >, 1 +— u). On obtient alors
([Ka],3.3) un anneau raisonnable, noté ici By, plus gros que By, qui dépend de
meéme de 7, muni d'un opérateur de monodromie, d’un Frobenius, d'une action
de G et tel que By (défini avec le méme 7) s’identifie aux éléments de By an-
nulés par une puissance de la monodromie (lemme (7.1) ou [Ka],3.6). On peut
par ailleurs définir sur By, une filtration naturelle (voir section 2) qui vérifie le
critere de transversalité de Griffiths avec la monodromie.

Une question naturelle se pose alors: 'action de GG sur 1/3; permet de définir
de la méme facon qu’avec B..;s ou B une classe de représentations p-adiques de
G quon appelle représentations By-admissibles (définition (3.2)), quelle est leur
relation avec les représentations p-adiques de GG semi-stables 7 Dans ce travail,
nous montrons qu’il s’agit des mémes représentations (théoreme (3.3)). Soient
Dy(V) = (B ®q, V)¢ et Dy(V) = (Bg ®q, V)% on sait que la monodromie
induite sur K ®g, D«(V') ne vérifie pas, en général, le critere de transversalité
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de Griffiths par rapport a la filtration induite. L’avantage de By est que la mon-
odromie induite sur Dy (V') vérifie, elle, ce critere de transversalité par rapport a

la filtration induite. Soit S = é\stc, le principe de la démonstration de (3.3) con-
siste alors a utiliser une équivalence de catégories entre les (¢, N)-modules filtrés
de Fontaine (comme Dy (V) et certains S-modules filtrés munis d’un opérateur
de Frobenius et d'un opérateur de monodromie satisfaisant le critere de transver-
salité de Griffiths (comme Dy (V) pour obtenir un isomorphisme compatible &
toutes les structures l/)\St(V) ~ E\St ®K, Dst(V) (en définissant “correctement” la
filtration sur Bg @k, Dst(V)).

Le plan du travail est le suivant: en 2, on définit les anneaux By, et E\st En 3,
on définit les représentations Bg-admissibles et on énonce le théoreme principal.

—G
En 4, on calcule I'algebre B, . En 5, on démontre des propriétés de 'algebre

é;G qu’on formalise sous le terme de “¢p-algebre admissible”. En 6, on mon-
tre une équivalence de catégories, cruciale pour la suite, entre certains modules
sur une ¢-algebre admissible et certains Ky-espaces vectoriels filtrés. Il s’agit ici
d’un résultat d’algebre élémentaire uniquement (il n’y a pas de géométrie), mais
qui peut vraisemblablement se déduire des travaux récents d’Ogus ([Og]) sur la
cohomologie cristalline a coefficients (qui ont une portée bien plus profonde).
Tsuji m’a signalé qu’il avait obtenu, indépendamment, une partie des résultats
de 6 (non publié). En 7, on montre deux lemmes utiles et en 8, on acheve la
démonstration du théoreme en utilisant, entre autre, les résultats de 6. Dans un
appendice, on montre que certains modules filtrés sur une ¢-algebre admissible
admettent une base adaptée a leur filtration.

Ce travail n’aurait jamais vu le jour sans le soutien et les conseils de J.-M.
Fontaine. Qu’il trouve ici 'expression de ma gratitude. Je remercie également
M. Gros, L. Illusie et A. Mokrane pour d’utiles discussions et remarques.

2 Les algebres éﬁ; ct BASt

crisy BCTZ'S: BCJIFR et
Byr ainsi que pour leurs propriétés et a [HK] pour la définition de la cohomologie
log-cristalline. Dans ([Ka|,3.2) Kato note R, 'enveloppe aux puissances divisées
de I'anneau des polynomes a une indéterminée W, [u] par rapport au noyau de
I'immersion fermée W, [u] — Ok /p"Ok, u — 7, compatible avec les puissances
divisées canoniques sur pW,[u]. Il munit R, de la log-structure associée a (N —
R,, 1 — u) (Kato appelle t 'indéterminée notée ici w. Nous utilisons u car
t désigne traditionnellement un générateur de Z,(1) C A.is). On a alors un

On renvoie & [Fo2] ou [I1] pour la définition des anneaux A.;s, B,



morphisme de log-structures induit par le diagramme commutatif:

Or\{0} — Og/pOg
N i
N — R,

ou a(l) = 7 et ou la fleche de droite est la composée R, — Ok /p"Or —
Og/pOg. On notera (Spec Ok /pOg, Ox\{0}) et (Spec R, L(u)) les deux log-
schémas et H? . ((Spec Ok /pOi, Ox\{0})/(Spec R,, L(u))) la cohomologie log-

cristalline (en degré 0) de (Spec Oi/pOi, Ox\{0}) sur la base (Spec R,,, L(u)).
On a une surjection canonique d’algebres:

Wo(Ox/pOg) 2 Or/P"Ox
—

—~p" /\pn—l 1 —p
(ag, -, an-1) a’ +par” 4. AP Ay

ott les @; désignent des relevés quelconques des a; dans O Soient W, (O /pO )PP
'enveloppe aux puissances divisées de W, (O /pOf) par rapport au noyau de 6,
et W, (O /pOg)PF < X > Talgebre polynomiale aux puissances divisées en X;
Kato montre ([Kal,3.3) qu'a chaque racine p™" &, de © dans O est associé un
isomorphisme canonique de R,-algebres:

Hg.i((Spec O [pOg, Og\{0})/(Spec Ry, L(w))) = Wa(Og /pOg)"" <X >

ot la structure de R,-algeébre du membre de droite est donnée par u +— [&,](1 +

n n

X)7 Vet (koy ooy kno1) — (K&, ..., kP_1) ([€a] désigne le représentant de Teichmiiller
de I'image de &, dans O /pOf ). On vérifie facilement a partir de ([Ka/,3.9) qu'un
autre choix d'une racine p"*"* de 7, £, donne un isomorphisme de W,, (O /pO ) PP-

algebres:

Wn(O[{/pOf()DP<X> — Wo(Og /pOg)PP < X' >
X — &) T+ X)) -1

ou &, = €,&, dans Og.

LEMME 2.1 R, est l’enveloppe auzx puissances divisées de W, [u| par rapport a
[idéal engendré par u®.

d
Preuve. — Soit P(u) =Y w;u' € W,[u] tel que P(7) = 0 dans O /p" Ok, alors
i=0
e—1

P(7) = 0 dans Ok /pOk ou P € klu], i.e. > w;7" =0, i.e. w; = 0 et il existe un

=0
polynéme R de degré e — 1 et un polynéme @ dans W, [u] tels que P = uQ + pR.
A cause de la compatibilité avec les puissances divisées canoniques sur pW,,[u], il
suffit donc de prendre les puissances divisées par rapport a u®.W,[u]. O



Le morphisme d’anneaux W, 1[u] — W, [u], (ko, ..., kn)ut — (ko, ..., kp_1)u’
induit un morphisme R,,; — R, d’ou on déduit un systeme projectif:
(HSisl(Spec O /pOr, O \{0})/(Spec Ru, L(1)))
et on pose Ay = lim H (Spec Og [pOg, O\ {0})/(Spec Ry, £(u))), Bl = Aul1/p)
ot By = 1/3’3?[1 /t] ot t est un générateur quelconque de Z,(1) — A..;s. L’algebre
Ag est naturellement munie d’une action de Galois, d'un Frobenius ¢ et d'un
opérateur de monodromie N ([Kal,3.3). D’autre part, pour tout n € N* le log-

schéma:
Og\{0} — Og/p"Of
al T
N — R,

ou (1) = 7 est un épaississement particulier ([HK],2.15) du log-schéma
(Spec O /pOx, O \{0}) au dessus de (Spec R,,, L(u)), on a donc un morphisme
canonique:

st Hyis((Spec Ok [pOg, Og\{0})/(Spec Ry, L(u))) — Ok /p" Ok
dont le noyau I, est un idéal a puissances divisées. On munit Ay, de la filtration
Fil'(Ag) = lim I i € N ot Il désigne la i€ puissance divisée de I,,.

Si 'on choisit un systéme compatible (&,),en de racines p»™ de 7, on a alors
des diagrammes commutatifs:

HY...((Spec Ok [pOr, Og\{0})/(Spec Rny1, L(u))) = Wi (Og /pOg)PF < X >
l |
HY...((Spec O [pOi, O\{0})/(Spec Ry, L(w)) = Wi(Og/pOg)PF <X >

ou la fleche verticale de droite est donnée par

P)/i(<a07 A, .- an))7]<X) = ’71((6%])7 all?’ S aﬁ—l))'fyj(X)
On en déduit un isomorphisme canonique:

Ay ~ Im W, (Og /pOg)PP < X >~ Ay <X >

ou Acm/<\ X > désigne le complété p-adique de A..;s < X > (la topologie de
la limite projective sur Ags o~ lim W,(Og/pOg)PF s'identifie & la topologie p-

adique). Nous allons expliciter les structures de ;1; sur Amsf<\ X >.

Pour tout g € G, on a g(&,) = €,(g9).&, o €,(g) est une racine p™" de I'unité
dans Og; on note [£,] (resp. [€,(g)]) le représentant de Teichmiiller de la réduction
modulo p de &, (resp. €,(g)), et [&] (resp. [e(g)]) Iélément correspondant de
liin W, (Or/pOr)PY = Ais. Les structures précédentes se traduisent ainsi:

bt



i) on a l'action de Galois classique sur A..;s; et pour tout g dans G, on a g(X) =
[e(9)]X + [e(9)] — 1,

ii) on a le Frobenius classique sur A..;s et ¢(X) = (1 4+ X)? — 1,

iii) 'opérateur de monodromie N est A..;s-linéaire et N(X) =14 X,

iv) le morphisme s,, : W,(Ox /pOi)PY < X >— O /p"Of est tel que s, (7;(X)) =
0et s, =0, sur W, (0Og/pOx)PT; on déduit alors facilement FilO(Am-s/ZX >) =
Apis< X > et, sii> 1:

Fill(Agis< X >) = (ZFW F(Bhi ) X® 4 XTBEIXT]) () Aeris < X >

Remarquons que N est tel que N(Fil') C Fil*~! (transversalité de Griffiths).

On fait le choix désormais d’'un élément [£:] de Agns comme précédemment
et on identifie par ce choix Ast avec Acm <X >. Toutes les opérations s’étendent

de maniere naturelle A B, + et By st et on pose FZZZ(B;D Ko @w Filil(Ay),

i € N et Fil'(By =t szlk(B;Q) i € Z. Soit B x = K ®x, B, (resp.
kEZ
B/s;K, Bj;z-sv k> Beris,x), on munit également Bst x d’'une filtration positive par

FZZI(B;;K (ZFZZZ k K®K0 B:;“zs)Xk +XZ K®KO cms )mBstK
k=0

ou la filtration sur BY,, x = K ®g, Ba,, est induite par celle de Bgp (voir
[F02],4.1.3); on déduit de méme que précédemment une filtration sur By x. Ces
filtrations induisent les filtrations initiales sur E\;Q (resp. B\St) Enfin, on pose
U= &1+ X)™' € Ay. Cest un élément invariant par I'action de Galois:

Uea,’.

3 Représentations semi-stables et B,~admissibles

On renvoie a ([Fo2],4.2) ou a ([11],1.2.3) pour la définition de 'anneau By comme
sous-algebre de Byg (correspondant au choix de 7). Soit V' un Q,-espace vectoriel
de dimension finie muni d’une action linéaire continue de G. Rappelons d’abord
la définition de V' semi-stable:

DEFINITION 3.1 On dit que V est semi-stable si dimg,(By®q, V)% = dimq,V .

Si M et M’ sont deux modules filtrés sur un anneau A commutatif, on rappelle
que la filtration produit tensoriel sur M ®4 M’ est la filtration

Fil"(M @4 M) = Image( Y Fil' (M) ® 4 Fil""'(M"))

i€Z
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Notons By x = K ®k, Bs muni de la filtration induite par Byp ([Fo2],4.2.4).
Fontaine montre ([Fol],3.2.1 ou [Fo3],1.4.2) que si V' est semi-stable alors on a un
isomorphisme By g @k (Bst,x @q, V)Y 5 Bk ®q, V strictement compatible
aux filtrations (i.e. pour tout i € Z, 'image de Fil'(Bg x ®r (Bs,x ®q, V)%)
est Fil' By x ®q, V, la filtration & gauche étant la filtration produit tensoriel).

DEFINITION 3.2 On dit que V est By, -admissible si V vérifie les deux conditions:
— —G
- (Bst ®q, V)¢ est un By -module libre,

- la fléche By ®~c (E\st ®q, V)¢ — B ®q, V est un isomorphisme de modules
st
galoisiens strictement compatible auz filtrations produit tensoriel.

Remarque 1:_On verra (lemme (8.1.1)) qu'il est équivalent de demander un
isomorphisme By ®— (Bst,k ®q, V)Y — By.x ®q, V strictement compatible
st, K
aux filtrations. Autrement dit, avec By, il est inutile de tensoriser par K.
Remarque 2: J’ignore si la stricte compatibilité aux filtrations est automa-

tique, comme dans le cas semi-stable. Si on essaye d’adapter la preuve de
([Fol],3.2.1), on doit montrer que la fleche canonique:

Gri (B/S;K ® — o (Bax ®q, V)G) — Gr'(Bax) ®q, V

Bst,K

est injective (on se ramene sur K par la remarque précédente). On est alors con-
duit & étudier des K-espaces vectoriels du type (Fili(B;K)/F@'l”l(B;’K) ®q,

el
V) et le fait que, pour g € G, g(X) n’est pas “proportionnel” a X (puisque
g(X) = [e(9)] X + [e(g)] — 1) rend les calculs vite inextricables.

— —a
On déduit immédiatement que (By ®q, V)G est un By -module libre de rang
dimq,V’; on se propose de démontrer le théoreme:

THEOREME 3.3 Awvec les notations précédentes, V est B,,-admissible si et seule-
ment si V est semi-stable.

Pour démontrer ce théoreme, on a besoin de comprendre les propriétés des

algebres B, et By : c’est 'objet des deux sections suivantes.

G
4 L’algebre B

—G
On introduit une certaine algebre S° . et on montre qu’elle coincide avec B, .
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4.1 L’algebre S°.

mzn
Soit S9

oin = lIm R,: d’apres la définition des R,, on a que S5, s’identifie au

min

séparé complgté pour la topologie p-adique de l'enveloppe aux puissances di-
visées de Wu] relativement & l'idéal noyau de Wiu] — Ok, u — 7 (com-
patible avec les puissances divisées sur pW(u]). Par (2.1), on a aussi la de-
scription suivante de SY. : si i € N, notons ¢(i) le quotient dans la division

euclidienne de i par e, alors S, est la sous-W-algebre de Ky[[u]] définie par

{Z wZ o w; € W, lim w; = 0}. On définit une filtration Fil- sur S° . en dis-

min

ant ue F zl’ SO Y est Padhérence (pour la topologie p-adique) de la i%¢™€ puis-
q min p pologie p q p

sance divisée de Ker(SY,, — Ok, u > 7), on définit aussi un Frobenius semi-
linéaire ¢ par ¢(7v;(u)) = v;(uP) et un opérateur de monodromie W-linéaire N par
N(~;(u)) = —iv;(u) (ces opérations laissent bien stable S°. et on a N¢ = ppN).
On note également S,.;,, = Ko @ SY,;, auquel on étend ¢ par semi-linéarité
et N par linéarité, et Spinx = K @k, Smin auquel on étend N en Nk par

K —linéarité. Soit S, la K-algebre des séries formelles en v — m: S; = K[[u — 7]].

Si Zkiuz € Smin, en écrivant que 7 est racine d’'un polynome d’Eisenstein sur
i=0

Ky, on a facilement lim k7" = 0, ce qui permet de faire le changement de vari-
1—00

able u < u — 7 et donne une injection Syinx — Sr. On définit sur S; une
filtration positive par Fil'(S;) = (u—m)".S; et un opérateur de monodromie Ng
par Ng(u—m) = —m — (u — 7).

LEMME 4.1.1 La filtration définie sur S2,, coincide avec la filtration induite
par Sy.

e—1 oo ez+r

Prewve. — Soit z € S%;, non nul, z =YY w;,—— avec w;, € W et
r=01i=0
lim w;, = 0. Soit P(u) = u® — p.H(u) le polynoéme mlmmal de m sur W (ou

Z—)

H(u) est un polynome de degré plus petit que e — 1); un calcul facile permet

e—1 oo 1

d’écrire x = Z Zp””S” ( ) ,oun;, €N, lim 07, = 00 et ot S, ,(u) est
r=0:=0 ' =

dans le Separe complété pour la topologie p-adique de lanneau des polynomes

W u], noté W[ ] En utilisant que tout élément S(u) € W[ | s’écrit de fagon
unique S(u Zw, i ( u) avec w; € W, R;(u) € W[u]\pW(u] de coeffi-

cient dominant une puissance (eventuellement nulle) de p, avec deg(R;(u)) < e—1
et lim w; = 0 (car P(u) est unitaire), on déduit aisément que z s’écrit de fagon
71— 00
unique sous la forme z = > w!T;(u).v;(P(u)) ot T;(u) € Wu]\pW [u], de coeffi-
i€N
cient dominant une puissance de p, de degré plus petit que e—1 et avec lim w; = 0
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dans W. Soit i,,;, le plus petit i tel que w; est non nul, il est alors clair que = €
Filimn (S0, ), x & Fil'mnT1(S0. Y et aussi x € Fil'mn(S,), z ¢ Fil'=n1(S;). O

m m

On munit Sy,in, €t Spin,x de la filtration induite par S; et on vérifie facilement
quon a N (Fil'(Sminx)) C Fil ™ (Spminx)-

D’autre part A, est muni d’une structure de lim R,,-algebre (voir section 2)

n

—a
par u — U = [](1 + X)~". Comme U est dans Ay , on a ainsi un morphisme

. 00 ul 00 Uz
de W-algebres F: S0, — Aq , FO wi—)=> w——.
P T 5

PrROPOSITION 4.1.2 Le morphisme F est un isomorphisme de modules filtrés
compatible aux opérations de Frobenius et de monodromae.

La preuve, un peu longue, est I'objet de la section suivante.

—a — G
COROLLAIRE 4.1.3 On @ Spin ~ B, et Sminkx =~ B i

4.2 Calcul de ;1;(;

On prouve ici la proposition (4.1.2). On renvoie a ([F02],1.2.2) et ([Fo02],2.3.3)
pour la définition et les propriétés des anneaux R et W(R) et la description de
Aeris correspondante (Agqs ~ W(R)PT). Rappelons simplement que R est la
limite projective du diagramme:

Or /PO — Or /pOk — ... — O /pOk — ...

ou les applications de transition sont 1’élévation a la puissance p, et que W (R)
est 'anneau des vecteurs de Witt correspondant.

On vérifie facilement d’abord que N(U) = —U, ¢(U) = U? et que F commute
a N et ¢. Montrons la compatibilité aux filtrations: on peut voir B;’; K comme
inclus dans Byp[[X]] (par I'injection B, x — Byg) ol la filtration sur ce dernier
est définie par
i1
Fil'(BIp[[X]]) = >_ Fil' *(Bjp) X" + X' Bf[[X]]

k=0

on a d’autre part une fleche F : S, — Bin[[X]], u — 7 — [&:](1 + X)~! — 7, qui
donne un diagramme commutatif:

Sgun - Sﬂ'
7l L7
Aa = BigllX]]
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et il suffit donc de montrer la compatibilité & droite par (4.1.1). Mais soit
Ve Fil'(S;) ie. V = (u—n)"T, T € Sz; ona F(V) = F((u—m))".F(T)
et il est clair que F((u — m))* € Fil'(Bjz[[X]]).

Nous allons définir une fleche additive G : Z; — SY ... Pour tout i € N,
on a Fil'(By, i)/ Fil' ™ (B, i) = Fil'(BY) [ Fil*'(Bar) ~ C,t' ot t' désigne

Iimage de ¢ € Fili(BZ,, x) ([F02],2.3.4); on a donc:

cris, K
Fil'(B}, )/ Fil " (Bl ;o) ~ C,I' + C,f . X + .. + C,. X"

L~ L L \G
Soit x € Fil'(Bj; i) tel que son image T soit dans (Fill(B;;K)/Fil”l(B;’K)> :
on a des x, € Fil*(BJ,, k), k=0,...,i tels que T = &; + ;1 X + ... + 2o X" et
un calcul facile donne la formule pour tout g € G:

lZ (Z e @ D)X =

On en déduit les relations dans Fil'™'(Bg,, )/ Fil' """ (Bf,, x):

S e gl — D = 7

k=l

pour [ = 0,...,4. Pour | =i, cela donne g(zy) = 7 dans C, et comme C§ = K
([Tal],3.3), on peut prendre zy dans K. Pour [ =i — 1, on obtient g(xy) — fl =
i7o([e(g)] — 1) dans C,t; soit § un autre élément de lel( wisic)/ Fil* (B, i)
tel que pour tout g € G, ¢(y) — y = izo([e(g)] — 1), alors g(z7 — §) = @1 — ¥ i.e.
7 — 7§ € (Cpt)¥ = 0 ([Fol],2.2.3) et 7, s'il existe, est unique. Une récurrence
élémentaire montre que si la solution existe, elle est déterminée par la donnée de

= L \G
7o € K seulement, i.e. qu'on a dimg (FilZ(B;K)/FiZZ“(B;;K)) < 1. Comme
Fil'(BY)/Fil'*\(B}y) = Fil'(BY, o)/ Fil'*'(B, x)

o~ = \G
(car c’est déja vrai pour B.,.), on en déduit dimp, (FilZ(B;';)/Fil”l(B;)) <e.

LEMME 4.2.1 Les vecteurs 1, U, ..., U¥"! sont Ky-linéairement indépendants
dans B,/ Fil'(BY,) pour tout i € N*.

et—1

Preuve. — Soient ko, ..., kei—1 € Ky tels que Z kU € le’(B;D on a alors
ei—1 =0
> ko[&:]* € Fil'(B},,) et quitte & multiplier par une puissance de p, on ob-
a=0

ei—1

tient dans W(R), Y wa[&]™ € Fil'(W(R)). Modulo p, on a pour tout i dans

a=0

10



N, FiliR = ¢.R, d’olt dans R:

ei—1 i—1 e—1 )
> wal€el” =3 (D Weqinlh ) (65)" € ER
a=0 q=0 r=0
e—1
En particulier, on a Z W& € £ER qui donne (en prenant la premiére composante
r=0
dans R) une relation de dépendance linéaire de degré e — 1 de 7 sur k dans
e—1
Ok /pOk, ce qui impose W, =0, r =0, ...,e—1. On a alors & Z@HTS; € ER,
=0
e—1 ’
soit, R étant integre, Z@eJrré’; €(R ie. Wer, = 0. Par une récurrence
r=0

ei—1
élémentaire, on a w, = pw!, pour tout « et Z w!, [€:]* € Fil®(W(R)); en raison-

nant de méme, on obtient finalement w, E p”W pour tout n, i.e. w, = 0 i.e.
ko =0. O
Supposons (récurrence sur i) que dimg, (B ./ Fil'(B; )) = ei c'est a dire

(B;;/Fz'l’(B;;)) = Ko® Kou® ... & Kou® ™! par (4.2.1) (ce qui est trivialement
vrai pour ¢ = (), on a une suite exacte courte de modules galoisiens pour tout
1€ N:

0 — Fil'(B3)/Fil ™ (Bj) — Bi/Fil'* (B}) — B/Fil'(BJ) — 0
qui donne une suite exacte courte:

0 — (Fit'(By)/Fit™ (B))" — (Bh/Fitt(BY))” — (Ba/Fit'(B))" — 0
ot la fleche de droite est bien surjective car 1,U, ..., U¢"! € (E’;/Fil”l(}}/?i))a
Finalement, on a dimg, (@/Fil”l(gi))G = ei+dimg, (Fili(é\;;)/Fil”l (EST;))G <
e(i+ 1), mais, par (4.2.1), dimg, (E@/Fz’l”l(é\g))G > e(i+ 1) d’olt exactement:

_ - .
Ko @ KoU @ ... ® KoU“ ™1 ~ (B /Fil'* (B))

-—G n
Soit x € Ast ; par ce qui précede, on a pour tout n € N des éléments k:o R kﬁw) 1
ne—1
de Ky tels que y™ =z — (k" + ... + k§”)7(“b.), +o Tt k"fl’z)flu ) € le”(B )
q(7)! n!

n n —G
Soit « suffisamment grand tel que w( ) = p"‘k( ) € W et p oy e [ (Ast ),

en regardant la composante de degré 0 (en X) dans Bst, on déduit qu’il existe
2 € Fil"(Ags) tel que:

) <2 )
i Q(Z)' ne—1 n'

11
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d’ou en réduisant modulo p:

n—1 e—1

> (W&l )va(5) € Fil"RPP
qg=0 1r=0

(n)

7

€ p*W pour tout i. En raisonnant comme en (4.2.1), il
e—1

est facile de voir qu'il suffit de montrer: si~,_1(£2) Y k&L € Fil"RPF (les k; sont
r=0

dans k), alors k; = 0 pour tout i = 0, ..., e—1. Soit & la racine p*®™¢ de 7 qui inter-

vient dans &, par l'isomorphisme canonique RP” = (O /pOg)PT (o les puis-

sances divisées sur ce dernier sont prises par rapport au noyau du Frobenius), on

e—1
se ramene dans (Og /pOg)PP. On aalors v,-1(6°) Y k&' € Fil" (O /pOg)P"

On veut montrer que w

r=0 Ce .
avec (Og/pOg)"" = Ok [pOk[Xil/(XT)iz1 (Xi = 7,:(&")). Soit g le plus
e—1
grand r tel que k, = 0sir < rpe.—1 et SUpposons 7,4, < €; on a Z k& = v& ™
r=0

on ¥ € (Og/pOr)* et & ™y, 1(6°) € Fil*(Og /pOg)PP. Les éléments de
Fil"(Og /pOg)PT sont des sommes de monomes du type 2, X, ... X, ot 7 €
Fil*(Og/pOg) = élek(Of(/pOf() et mip+nop? + ...+ ngp® > n—k; soit ig+ip+
. + 1sp® écriture de n — 1 en base p (i.e. 0 <ip <p—1),0ona

& 1 (6°) = € E X LX) € Fil(Og [pOg)PT

olt w est une unité p-adique, donc & ™ ¢ 518(i0+1).<0R/p0R)DP. Comme

- et . ~ pe— . 1
Tmaz 1 €lo < €(ig+ 1), on déduit & mart€lo _ () q’on &" "—0ie vp(&1) > ]
pe —

en notant v, la valuation p-adique dans Oy telle que v,(p) = 1. Ceci est im-

1
possible puisque v,(§;) = —. On a finalement pour tout n € N* des éléments
pe

w™ (), 0 <i<ne—1deW tels que:

z — (wi™ (@) + ... + w™ (z)

MWD ( )L) e Fil"(B3 )
O Wi 1 ( T i i
et par (4.2.1), ces éléments sont ainsi déterminés de maniere unique. En raison-

nant comme en (4.1.1), on voit finalement qu’on a des w;(z) uniques dans W

et des R;(z)(u) uniques dans Wu]\pW [u] de coefficient dominant une puissance
n—1 — G

de p et de degré < e — 1 tels que z — > w;(z)Ri(z)(U).3(P(U)) € Fil"(Bj; )
=0

(P(u) =polynome d’Eisenstein de 7) et tels que w;(z+y)R;(x+y) = w;(x) R;(x)+

—a
w;(y)R;(y) pour z,y € Ay . Montrons que lim w;(z) =0. On va se servir de
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la composante de “degré 0 en X” de x dans A..;s; notons la xg, on a alors pour
tout n € N*:

n—1

Lo — Z wl(x)Rl<x>([€ﬂ])%(P([fﬂ])) € Filn(AcriS)
i=0
Comme précédemment, on travaille dans (O /pOg)"F ~ O /pOgr[Xi]/(X])iz1
ou Ty s’écrit zo = a,, + [, avec:
n—1

= 3 Wi(x) Ri(2)(€2)7:(&1°) et B € Fil*(Og /pOx[Xi]/(X?))

=0
Supposons les w;(x) non tous nuls, &, s'écrit de fagon unique sous la forme:

a, = Y G XX
q=ig+piy+...+pSis
qe{0,...,n—1}

e(p—1)+e—1
ouC, € @ k.&,". En raisonnant comme précédemment, il est facile de voir
r=0
qu’aucun de ces monomes (non nuls) ne peut appartenir & Fil"(Og/pOg)PT.
De méme, (3, s’écrit de maniere unique comme somme de monémes en X; de
Fil"(Og /pOg)PY et qui ne peuvent donc s’annuler avec les précédents. Fi-
nalement, si pour ¢ arbitrairement grand, il y avait des w;(x) non nuls, on au-
rait pour ¢ arbitrairement grand des C, non nuls et @, s’écrirait comme une
somme infinie de monomes différents dans Og /pOg[X;]/(X7), ce qui est ab-
surde. 1l existe donc ny € IN* tel que pour i > mnge, w;(x) € pW. Soit

noe—1 — —
=z — Z w;i(x)R;(x)(U).vi(P(U)), on a modulo p, y € Fil"(Ag/pAst) pour
i=0
—a
tout n, i.e. y = pz dans A, . En raisonnant avec z comme avec x, on déduit
mo € N* tel que pour i > mge, w;(z) € pW. Mais w;(y) = pw;(2) et pour i >
noe, w;(y) = w;(x), on adonc un ny > ng tel que pour i > nye, w;(x) € p*W. Une
récurrence élémentaire donne alors le résultat. Finalement, on a une fleche ad-

ditive G : ;QG — S s T > wi(2) Ry(w)(u).7;(P(u)) dont on voit facilement
=0

min>?

quelle est injective (car N Fil"(Ay) = 0) et quelle redonne l'identité sur SO .
—G
Comme F : S%. — Ay est un morphisme d’algébres compatible & toutes les

structures, on en déduit le résultat.

. — G
5 L’algebre B
—a
Il semble plus difficile de déterminer exactement la Ky-algebre By . On va mon-
trer seulement qu’elle possede certaines propriétés (qui suffiront dans la suite),

puis formaliser ces propriétés sous le terme “¢p-algebre admissible”.
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5.1 Propriétés de B;G

— G
PROPOSITION 5.1.1 i) La K-algébre By ;¢ s’identifie a une sous-algébre de Sy
stable par Nk (avec la filtration induite) et telle que le diagramme:

— G
Bst,K — S7r
— G (4.1.3)
+ ~
Bst,K — Smin,K

est commutatif,

—G —G —G —G
i) On a une inclusion ¢(By ) C B, sip>3 et *(By ) C BY sip=2.

: . : A = . :
Remarque: J’ignore si on a une inclusion By, C {Z k', ki € Ko, lim k= 0}
i=0 el
R G . . . . .
ou méme By C Kpl[u]]. De telles inclusions permettraient de “visualiser”

l'opérateur de Frobenius sur By (u +— uP).

La preuve de (5.1.1) est dans la section suivante. En vue du prochain théoreme,

—a
formalisons un peu les propriétés de ’algebre By, .

Nous appellerons ¢-algebre une Kj-algebre quelconque S munie d’'un mor-
phisme d’algebre ¢ : S — S Ky-semi-linéaire et injectif. Un morphisme de ¢-
algebres est un morphisme de Ky-algebres qui commute a ¢. On rappelle que le
changement de variable u «» u—7 permet de “voir” .S,,;, comme une sous-algebre
de S, stable par Ng.

DEFINITION 5.1.2 Soit S une ¢-algébre. On dit que S est admissible si S vérifie
les propriétés suivantes:

1) S est une sous-algébre de S, stable par Ni telle que Nk|so ¢ = pp o Nk|g et
telle que la fleche canonique K ®k, S — Sy soit injective,

2) S contient Spin (dans la catégorie des ¢-algébres),

3) il existe m € N tel que ¢™(S) C Spmin.

On munit S admissible de la filtration induite par S, et on note N = Nk|s.

Exemple 1: Soit Sy, lasous ¢-algebre de Ko[[u]]: {d_ k', lim kin* =0 (dans K)}

=0
munie de N et ¢ tels que N(u) = —u et ¢(u) = uP. Alors toute Ky-algebre S telle
que Spin € S C S, stable par ¢ et N est une ¢-algebre admissible. La seule
chose non totalement triviale dans la définition précédente est 3) qui provient du:

LEMME 5.1.3 On a ¢(Smaz) C Smin-

14



Preuve. — Soit g(u Z ki’ € Spagz, on a ¢(g Z o (k;)ur". 11 est facile
=0
de voir que lim kﬂri — 0 dans K équivaut a lim k;p?® = 0 dans Ky (q(i) est le

quotient dans la division euclidienne de ¢ par e). Pour montrer que ¢(g) € Syin,
il faut voir que lim q(pz')'¢(k ) = 0, mais q(pi) > pq(i) donc (pq(7))! divise q(pi)!.

Comme p?®) d1V1se (pq( N! et que p?@ ¢ (k;) tend vers 0 dans K puisque g € Spaz,
on a le résultat. O

—Gc
Exemple 2: Les ¢-algébres B, et B, sont admissibles ((4.1.3) et (5.1.1)).

5.2 Preuve de la proposition (5.1.1)

— G 1 —
Montrons i): soit © € By x , onan € N tel que x € (t—nB;K)G Pour i > —n,

on sait que:
Fill (B3 o) [Fil ™ (Bl ) = Gyt + .+ Gy "X
et par un raisonnement complétement analogue au début de (4.1.2), on déduit:
(Fw( BY )/ Fi z@“( Bhx)) =0sii<0
et

1 1

(le’( B )/ Fil( nB/SfK))G — S KPU =) = KT =7) sii20

LEMME 5.2.1 Leswvecteurs 1, (U — ), ..., (U — m)"! sont K -linéairement indépendants
dans - B;; K/le“(tnB;';K) (i € N¥).

i—1 _
Preuve. — Soient ko, ..., ki_1 € K tels que Y k(U —m)* € F@l’( BstK) on a
a=0
i—1 —
en fait Y ko(U —m)* € Fil'(B); ), d'ow:
a=0

i—1

> kalée =)™ € Fil' (B, ) N Wi (R) = (& — 7). Wi(R)

a=0
i—2
en notant Wi (R) = K ®w W(R). Ceci entraine ko = 0 et Y kay1(& — m)* €
a=0

(& — m)"" LWk (R). Une récurrence facile donne pour tout a, ke = 0. O
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On montre alors comme en (4.2) que pour ¢ € N*:
1 — ; G -
(g Bixc/ Fil < Bl ) ~ @KU -xy

— G
On en déduit que pour tout = € By i , il existe des (ko (2))aen uniques dans K
i—1

tels que pour tout i € N*, 2 — > ko (z)(U — m)* € lel(B/St\K) et on construit
a=0
- _—— e )
de méme qu’en (4.2) une application Gx : By x — Sx, x> Y ki(z)(u— )"
i=0

On a de méme qu’il s’agit d'un morphisme de K-algebres injectif et en utilisant
N(le (Bst, K)) c Fil~ 1(Bst k), on montre la compatibilité aux dérivations. En

4 G
utilisant que si & € Fil'(By g ), alors ko(z) = 0 pour 0 < o < i — 1 (par unicité
— G
des ko(z)), on montre la compatibilité aux filtrations. Soit x € By i tel que
Gk(x) € Fil'(Sy) = (u—m)'Sy, i € N, alors ko(z) =0, a =0,...,i — 1 ce qui
L2 G

entraine z € Fil'(By K)G la filtration sur Bst x est induite par celle de S;. La
commutativité du diagramme est claire.

Montrons ii): On rappelle le lemme suivant démontré par Fontaine ([Fo2],5.3.71)):

LEMME 5.2.2 Soit B, = {1 € Beis/¢" (1) € Fil°(Bens), pour tout n € N},

alors ¢(BL.;,) C Bl., sip >3 et ¢*( C Bl sip=2.

CTZS)

e —G
Soit & = Z a;vi(X) € Bg , (a; € Beris); par i), on a des k;(x) tels que pour tout
i=0

n—1 n—1
n de N*, o =Y ki(z)(U-n) € Fil™(Byx). Mais > ki(z)(U—m)' € BstK,
i=0 i=0

d’ont a; € Fil®(Beis rc) N Beris = Fil’(Beis) pour @ = 0,...,n. Comme c’est vrai
pour tout n, on a finalement a; € Fil°(Be.) pour tout i. D’autre part ¢(x) est
de la forme:

= 3 (3 b)) n(X) € By

i=0 k=0

i

avec les ny; dans N, n;; = p' € N* et par ce qui précede Z ngi¢(ar) € Fil°(Bepis).
k=0

Un raisonnement par récurrence immédiat donne ¢(a;) € Fil°(B,,.;s) pour tout .

En recommencant avec ¢(x), on obtient pour tout i, ¢(a;) € Fil°(Bes). Finale-

ment, on a pour tout n € N, ¢"(a;) € Fil®(Bes), soit par (5.2.2), ¢(a;) € B,

sip>3et ¢*(a;) € B, si p=2. On en déduit aisément le résultat.

cris
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6 Une équivalence de catégories

Dans cette section, on fait le choix d'une ¢-algebre admissible S. On introduit
deux catégories de modules filtrés: les uns sur K et les autres sur .S. On montre
que ces catégories sont équivalentes.

6.1 Les catégories MFg(P,N) et MFg(¢, N)

On note MFg(®,N) la catégorie suivante: les objets sont des S-modules M
libres de rang fini munis:

e d’une application ® : M — M semi-linéaire par rapport au ¢ de S et dont
le déterminant dans une base est inversible dans S (c’est indépendant de la
base),

e d’une filtration décroissante sur M par des S-modules: Fz’li(M), 1 € 1,
telle que Fil'(M) = M pour i << 0 et telle que si f € Fil'(S) et x €
Fil)(M), fax € Fil'"(M) (i € N, j € Z),

e d’une application Ky-linéaire N : M — M telle que:
- pour tout f dans S et tout = dans M, N'(f.z) = N(f).z + f.N(z),
-NO® =pdN,
- N(Fili(M)) c Fili="(M).

Les fleches sont les applications S-linéaires qui préservent les filtrations et com-
mutent a ¢ et N.

On note M Fk(¢, N) la catégorie suivante: les objets sont des Ky-espaces
vectoriels M de dimension finie munis:

e d’une application ¢ : M — M semi-linéaire par rapport au Frobenius sur
Ky et bijective,

e d’une filtration décroissante sur Mx = K ®x, M par des K-espaces vecto-
riels: Fil'(Mg), i € Z, telle que Fil'(My) = Mg pour i << 0,

e d’une application Ky-linéaire N : M — M telle que N¢p = ppN.

Les fleches sont les applications Ky-linéaires qui préservent les filtrations et com-
mutent a ¢ et N. On remarquera qu’on n’impose ici aucune relation entre la
filtration et I'opérateur de monodromie.

Les deux catégories sont naturellement munies d'un produit tensoriel (au
dessus de S pour MFg(®,N) et au dessus de Ky pour MFg(¢p,N)). On a
d’autre part un foncteur T de M Fg(¢p, N) dans MFg(P,N) qui a M associe
T(M) = S ®g, M: on définit ® sur T(M) par ¢(f ® ) = ¢(f) @ ¢(x), N par
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N(f®z) = N(f)®@z+fRN(z). Soit f, lasurjection S, = K, glu—m) — g(0),
par abus de notations, on notera encore f; la surjection induite S — K et celle
qu'on en déduit T(M) = S ®x, M — M. Soit iy € Z tel que Fil"(Mg) = Mg,
on définit une filtration sur T'(M) par récurrence en posant Fil®(T(M)) = T(M)
et pour 7 > 1g:

Fil "™ (T(M)) = {z € T(M) | fr(x) € Fil' "' (Mg) et N(x) € Fil'(T(M))}

ce qui donne & T(M) une structure d’objet de MFg(®,N') (on vérifie par une
récurrence facile que cette filtration satisfait bien les conditions demandées). Si
h est une fleche dans M F'i (¢, N), on vérifie aisément que T'(h) en est une dans
MFs(®,N) (la seule chose qui n’est pas complétement triviale est de voir par
récurrence que T'(h) est bien compatible aux filtrations). Nous appellerons fil-
tration canonique la filtration ainsi définie sur S ®g, M.

On se propose de démontrer le:

THEOREME 6.1.1 Awec les notations précédentes, le foncteur T induit une équivalence

de catégories entre MF (¢, N) et MFg(P,N).

Remarque: En un sens légerement abusif mais évident, cette équivalence est
de plus compatible au produit tensoriel.

6.2 Preuve de I’équivalence de catégories (6.1.1)

On note fy la surjection S, = Ko, g(u) — ¢(0) (fr désigne toujours la

surjection S, = " K, g(u—m) — ¢(0)). Par abus de notation, on notera encore
fo (resp. fr) larestriction de fy (resp. f,) a des sous-algebres de S, (resp. Sy).
On va définir un quasi-inverse 7~ !; pour cela, il est nécessaire de démontrer deux
propositions, I'une qui concerne essentiellement le Frobenius, I’autre qui concerne
les filtrations et la transversalité de Griffiths.

6.2.1 Construction d’une section compatible aux opérateurs

Puisque S est admissible, il existe m € N tel qu’on peut identifier ¢™(S) a une
sous-Ky-algebre de Sy, qu’on note Sy, Remarquons que O™ (Smin) C Smin C
Smin- Par lintermédiaire de fy, on fait de Ky une S,,;,-algebre. Soit M un
S-module libre de rang fini muni:

e d’une application P : M — M semi-linéaire par rapport au ¢ de S et dont le
déterminant dans une base est inversible dans S (indépendant de la base),

e d'une application Ky-linéaire N’ : M — M telle que N P = pON et
N(f.z)=N(f).x+ fN(z) pour tout f de S et tout = de M.
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On note My = Ko ®s— CIDW(M) Comme q)m(M) est un S,,;,-module libre

de méme rang que M stable par ® et A, M, est un espace vectoriel de méme
dimension finie (sur Kjy). On munit M, du Frobenius image (bijectif) ¢ et de la
monodromie image N.

PROPOSITION 6.2.1.1 Avec les notations précédentes, il existe une unique sec-
tion s Ky-linéaire: Mo — M compatible avec ¢ et ®. Elle est de plus compatible
avec N et N

Preuve. — 1l revient au méme de montrer qu’il existe une unique section s
Ky-linéaire: My — (IDm(M ) compatible avec les opérateurs, quitte a prendre par
la suite (® étant injectif) =™ o s 0 ¢™. On commence par définir s : My —
O™ (M) ® 5 Kol[u]] puis on montre que I'image est en fait dans d™(M). Soit x
dans My et (z,)nen 'unique suite de My telle que ¢(z,) = x,_1 et zg = z. Si s
existe, on doit avoir s(¢"(z,)) = ®"(s(z,)), mais soit T, un relevé quelconque de
2, dans ®™ (M), on a alors ®™(Z,) — & (2,1) € uP" (™ (M) @ g— Ko[[u]]),
ce qui montre que la suite (®"(7,))nen converge dans (®™ (M) ®g— Ko[[ul]),
i.e. qu'on a une unique application Ko-linéaire s’ : My — ®" (M) ®g— Ko[[u]]
compatible aux Frobenius. Pour que s existe, il faut donc et il suffit que I'image
de ' soit dans ®™(M), et s = s’ sera alors unique. Soit r le rang de M et
choisissons une base B = (é1,...,e,) de M sur S qui donne par ®™ une base
d™(B) = (™(&7),..0™ (&) de/c\bm(M) sur Spin et par fo une base notée C' =
(f1s . fr) de My sur Ko. Soit M (resp. M) la matrice (inversible) de @ (resp.

¢) dans ®"(B) (resp. C'). Un calcul rapide montre que la matrice de s’ relative
a ces deux bases s’écrit:

M(s') = lim (/\7.¢</\7>.¢2</\7>...¢"1</\7>¢“<M1>...¢2<M1>.¢<M1>-M1>
ou <;§/Z\(M\) (resp. ¢*(M™1)) désigne la matrice dont les coefficients sont les ¢'(ceux
de M) (resp. ¢'(ceux de M™1)). On sait par ce qui précede que cette matrice est
a coefficients dans Kol[[u]], il s’agit de montrer qu’elle est a coefficients dans .Sy

La matrice M est a coefficients dans S,,;, et on a (le Frobenius étant continu
pour la topologie u-adique):

M(s') = M.p(M).¢*(M)...o™H(M).6™ (M(s)) g™ (M) * (M) p(M ). M
Si on montre que M(s') est & coefficients dans S, on aura gagné puisque

O™ (Spmin) C Smin. Autrement dit, il suffit de montrer que pour une matrice N &
coefficients dans S,,,;, et de déterminant inversible dans S,,;,, la matrice

n—oo

L(N) = lim (ﬁ.¢(ﬁ)...¢n1(ﬁ)¢"1(N1)...¢(N1>.N1)
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est encore a coefficients dans Sy, (ici, N = N (0)). N
On peut toujours trouver d € N tel que N = 1/p. N” avec N & coefficients dans

Sem=1> wi?)', w; € W, lim w; = 0}. En notant N° = N°(0), on a encore:
=0 4\ e

L(N) = lim (N

n—oo

¢<ﬁ0>...¢”1<ﬁ°>¢“(<fv0>1)...¢(<N°>1).<N°>1) _ L)

— . !
on peut donc supposer N a coefficients dans 52, . On écrit N = ZMW
=0 )
avec les N; & coefficients dans W. Pour calculer les matrices-coefficients de
", w1 wP" T dans la matrice £(N), il suffit de s’arréter & lordre n
dans la limite (I'ordre n + 1 ne rajoutant que des u’”n+1). Un calcul facile donne
alors que la matrice-coefficient du terme en v?"** 0 < p" + k < p"*' — 1 est la

matrice:

1 n g n -1 -1 -1
Apae= N 0N )0 V) NG )0 (NG ) A

io+pir+...Aprin=pr+k

Si N est une matrice a coefficients dans Ky, notons v, () la plus petite valuation
p-adique de ses coefficients. Il faut donc montrer que pour 0 < p"+k < p"t! —1,
on a v, (q(p"+k) Apnir) > an) avec ligl_l a(n) = +oo. On décompose la somme

Ay en deux parties: Aynyy = 51+ Sy avec:

S = Z (x) et Sy = Z ()

igtpip+...+pin=p"+k ig+pir+...+pin=p"+k
ig<n—1 ig=>n

On note v la valuation p-adique du déterminant de N, ce qui fait que les

dénominateurs dans N ' sont au plus en —.
p

e cas de Sy:
Les coefficients d’une matrice de la forme:

n 1 , A niAS n(ar—1 -1 -1
10"+ K)o N NG )67 (VG 67 () 0N A

I q(p"+k)

: ~—, i.e.
p DY g (ig))...q(iy,)!

ont leur valuation p-adique supérieure a celle de

supérieure a:

n—1;

( 1 pq(il"r---""P Z7l)q(20)|q<21)'q(pn_lln)|)
PApnti)o q(io)!...q(in)!

soit supérieure a ¢( ) — (n+1)v (ici, on a utilisé la remarque

triviale que (q(7)+¢(7))!/q(i+7)!). Mais ip < n—1 et on trouve finalement,
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par exemple, que v,(q(p" + k)!S1) > b
E<prtt—1.
e cas de Ss:
Soit (ig, ..., 1) tel que ig+ piy + ...+ p™i, = p" + k avec iy > n et soit A € N
tel que i, = 0 pour 4 > A+ 1 (A = n si tous les 4, sont non nuls). La
matrice correspondante s’écrit:
1
q(i0)'q(ir)!.-q(ix)

c’est a dire:

g(p" + k)! Nig @(Ni) -0 (N3 67T (ND)- 0" (No) @™ (N ) AG

1

Q(io)!q(il)!...q(iA)!Mo-¢(-/\/i1)---¢A(MA)-¢A(/\/’O*1)...NO*1

q(p" + k)

avec i, > 1. Les valuations des coefficients de cette matrice sont alors
1 q(Zo +p21++p)‘z>\)')

pA+rq(ig)q(iy)!...q(iy)!

- Si A =0, les valuations sont supérieures a v, (N;, ) — v avec ig = p" + k.

1 q(pil—i—...—i—p)‘ik)!)
pAMDY (i)l q(iy)!
1 pq(i1+pi2+‘..+p/\_1ik)q(z'l 4+t p)\—lz‘)\)!)
pAtv q(i1)!-.q(in)!
soit finalement supérieure a v, (MO) +q(p*1) — (A + 1)v, clest a dire a:

supérieures a v, <M0> + vp(

-Si A > 1, les valuations sont supérieures a v, (MO) + vp(

i.e. supérieure a v, (MO) + vp<

A—1

vp(A@o)+p€ —1—(A+1)w

avec 19 > n.
En réunissant les deux cas, on trouve (pour 0 < p" + k < p"™ — 1) que

A1
vp(q(p™ + k)1Ss) > UP(MO) — C ou C =maz{v,(A+1)v+1— b Ja>1}

est une constante positive ou nulle indépendante de n.

Pt —(n—1)

Finalement, soit M > 0 et soit N tel que, pourn > N, —(n+v>M
et v, (Nn) —C > M, alors on a v, (q(p"—l—k)!Aanrk) > v, (q(p"+k)!51) +v, (q(p”—i—
k:)!Sg) > 2M pour tout n > N et 0 < p™ + k < p"*! — 1, ce qui montre bien que

E(ﬁ ) est a coefficients dans S,,;,. Remarquons que:

n—oo

det(M(s)) = lim (det(/\?).det(qb(ﬂ))...det(qa"—l(M))det(gf)"—l(M—l))...det(/\/t—l)>
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i.e. det (M(s)) est inversible dans Sy, (son inverse est:

lim (det(ﬂ)—l.det(qs(ﬂ))—1...det(M>>

n—oo

et on montre comme précédemment qu’il est dans Spnin); (5(f1), ... s(f,)) est donc
une base du S,,,;,-module libre @m(M ). On définit le “vrai” s par = o 50 ¢™.
Enfin, il est formel en utilisant les relations de commutations N¢ = poN et
N® = pdN de vérifier que so N =N os. O

6.2.2 La filtration canonique

Par l'intermédiaire de f,, on fait de K une S-algebre. Soit M (resp. ]\/4}) un
S-module (resp. un Skx-module) quelconque muni:

e d’une filtration décroissante par des S-modules F' le(M ), 1 € Z, telle que
Fil'(M) = M pour i << 0 et telle quesi f € Fil'(S) et « € Fil/(M), fa €

~

Fil'"i(M) (i € N, j € Z) (resp. avec Fil'(Sk) et Fil’(Mg)),

e d’une application Ko-linéaire N M — M telle que pour tout f dans S
et tout = dans M, N'(f.z) = N(f).x + f.N(z) et telle que N (Fil'(M)) C

Fil'=Y (M) (i € Z) (resp. avec Sk, My et N).
On note M, le K-espace vectoriel My = K ®g M = M /Fil*(S).M (resp.
M, = ]\/@/Fz’ll(SK).]\//]}), qu’on munit de la filtration image Fil'(M,). Soit
io € Z tel que Fil'(M) = M pour i < ig. En notant toujours f, la surjection
canonique M — M, on définit la filtration canonique sur M par récurrence en
posant Fil " (M) = M et pour i > io:

i+1

Fil' ™ (V1) = {x € NI/ fo(z) € Fil'* (M) et N(z) € Fil (M)}
(resp. avec ﬁ?ﬁ(]\?}))

PROPOSITION 6.2.2.1 On a pour touti € Z, F/z\ll(]\}[) = Ful'(M) (resp. P:z\ll(]\@) =

Preuve. — Nous donnons la preuve pour M (pour ]\/4}, c’est la méme en plus
simple). Soit P(u) € Ko[u] le polynome d’Eisenstein de 7 de degré e; pour tout
k € N, on a N*(P)(u) = u.Ry(u) avec Ri(u) de degré e — 1, donc N*¥(P)(r) # 0
dans K. On a des injections Syin/Fil'(Spmin) — S/Fil'(S) — S, /Fil'(S;), mais
dim ¢y (Smin/ Fil'(Smin)) = €i = dim, (S, /Fil*(S,)), d’ol:
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Pour tout z € Fil'(S), on en déduit des décompositions x = z; (i )—i-l’z( ) avec i €
N, 21(i) € P(u).Kolu] et z2(i) € Fil'(S). 1l est clair que pour i < iy, Fil (M) =
Fil'(M) = M et une récurrence élémentaire montre qu'on a Fil'(M) C Fil (M)
pour tout ¢ € Z. Smt 1 > 1o et supposons que pour tout ] € 7, 7 <1, on ait
Fili(M) = Fil’ (M). Soit z € Fil"" (M), on a N(z) € Fil (M) = Fil'(M) par
récurrence; comme fy(x) € Fil t*(M,), il existe y € Fil'™ (M), des s € Fil'(S)
et des z, € M tels quer =1y + Z Sa-Za. En décomposant les s, comme ci-dessus

a lordre 7 + 1 — ig, quitte a changer y dans le”l(M), on peut trouver z € M
tel que 2 = y+ P(u).z. D’ou N (z) = N (y) + P(u).N(2) + N(P)(u).z, qui donne
N(p)(u).z + P(u).N(z) € Fil'(M). Comme N(P)(r) # 0, on a en particulier
fx(2) € Fil'(M,). On recommence: ./\/(P(u)/\/(z) + N(P) (u)z) e Fil'Y(M)
soit:

N2(P)(u).z + 2N (P)(u) N (2) + P(u).N*(z) € Fil'"*(M)

d’ou on déduit par ce qui précede:

N(P)(7).fr(N(2)) € Fil Y (M) i.e. fr(N(2)) € Fil"™(M,)

Une récurrence facile donne pour 0 < k <i—ig: fr(N*(2)) € Fil"*(M,). En
particulier, fr(N'7~1(2)) € Fil**!(M,), et, en raisonnant comme ci-dessus, on
trouve v € Fil " (M) et w € M = Fil" (M) tel que N=0~1(2) = v + P(u).w
Fil*Y(M). On a ainsi:

N(N=072(2)) € Fit™t ! (31) € Fil™" (A1) et fo(N*=072(2)) € Fil™*2(M,)

L Y S N
d'ott Njm72(z) € Fil o (M) par définition de la filtration canonique. On
recommence en écrivant N0 72(z) = N (N i’io’?’(z)), pour arriver finalement
aze Fil (M) = le’(M) par récurrence, d’'ott = y + P(u).z € Fil "' (M) i.c.
——it1

Fil" (M) C Fil"™(M). Ceci achéve la preuve de la proposition. O
COROLLAIRE 6.2.2.2 Soit M un S-module comme en (6.2.2.1) et My = Sk ®sg
M muni de la filtration produit tensoriel. Alors cette filtration s’identifie a la
filtration canonique sur My et induit la filtration initiale sur M.

Preuve. — Par (6.2.2.1) appliquée a ]\/4}, la filtration sur My est la filtration
canonique. Comme il est clair que la filtration canonique sur My induit la fil-
tration canonique sur M , et que cette derniere est la filtration initiale de /]\Z par
(6.2.2.1) appliquée a M, on en déduit que la filtration induite sur M par M est
la filtration de départ. O

Remarque: La signification de (6.2.2.2) est que cela n’apporte rien de plus sur
les filtrations, dans le cas des S-modules, de tensoriser par K.

Soit M (resp. ]\//[}) un S-module (resp. un Sk-module) quelconque tel que:
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o M, = M/Fil*(S).M (resp. M, = My/Fil*(Sk).Mg) est muni d’une
filtration décroissante par des K-espaces vectoriels Fil'(My), i € Z, telle
que Fil'(M,) = M, pour i << 0,

e M est muni d'une application Ko-linéaire N o M — M telle que pour tout
f dans S et tout x dans M, N(f.x) = N(f).x + f.N(z) (resp. avec Sk,
MK et NK)

On munitij\}[ (resp. ]\/4}) de la filtration canonique Fil définie précédemment et
on note Fil:(M,) son image dans M, par I'application f, précédente.

PROPOSITION 6.2.2.3 On a pour tout i € Z, F_ili(Mw) = Fil'(M,).

Preuve. — Comme précédemment, nous le prouvons pour M , la preuve pour
My étant la méme en plus simple. 11 est d’abord clair que Fil'(M,) C Fil'(M,)
pour tout i € Z et que Fil' (M,) = Fil'(M,) = M, pour i << 0. Soit i € Z,
on raisonne encore par récurrence en supposant que pour tout j € Z, j < i, on
a Fil’(M,) = Fil’(M,). Soit x € Fil'*\(M,), en particulier x € Fil'(M,) =
Fil' (M) donc il existe & € Fil (M) tq f,(3) = @ et & vérifie N'(2) € Fil  (M).
Soit P(u) le polynome minimal d’Eisenstein de 7 sur Ky, alors N(P)(u) = u.R(u)
ou R(u) est de degré e—1 donc N(P)(w) # 0. Il existe donc un polynome Q(u) €
Kylu] tel que Q(m).N(P)(m) = —1. Soit H(u) = Q(u).P(u),on a 1+ N[H(u)] €
Fil'S. Considérons 1'élément:

§ =2+ Hu)N(@)+ ;[H(u)]Z.NQ(i) + ..+ ;[H(u)]i./\/'i(i)

un calcul facile donne:

(i_ll)!H(u)i1(1+N[H(u)]).j\/i(§g)+i1!H(u)i'NiH(gAc)

donc N (9) € fz\ll(M) (car chaque terme y est). De plus fr(§) = fz(%) €
Fil'*'(My) ce qui entraine § € ﬁ'z’“(M) d’apres la définition de la filtration
canonique, donc z € Fil' " (M,) i.e. Fil'*\(M,) C Fil' "' (M,) i.e. Fili*'(M,) =

Fil" ™ (M,). O

N(§) = (1+N[H (u)]) N (2)+...+

6.2.3 Fin de la preuve

On achéve maintenant la preuve du théoreme (6.1.1). Par (6.2.1.1), on a une sec-
tion s : My — M. En composant s avec la surjection f; : M — M, et puisque s
transforme une base de M, en une base de M, on obtient un isomorphisme canon-
ique de K-espaces vectoriels K @, My — M, permettant donc de construire un
K-espace vectoriel T (M) = My muni & la fois d’un Frobenius, d’un opérateur
de monodromie et d’une filtration sur K ®g, T‘l(M ) qui en font un objet de
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MFy(¢, N). On vérifie aisément que si f est une fleche dans MF 5(®,N), alors
T71(f) est bien une fleche dans M Fy (¢, N). 1l reste a construire des isomor-
phismes canoniques et fonctoriels 1) 7! (T(M)) = M et 2) T(T*I(M)) = M.

1) OnaT(M) ~ S®k, M (muni de la filtration canonique) et il n’est pas diffi-
cile de voir que 'application s dans ce cas n’est autre que ’application canonique:
M — S ®g, M. On a alors clairement un isomorphisme de Kj-espaces vecto-
riels T7Y(T(M)) ~ M compatible avec le Frobenius et la monodromie. Il reste a
voir que les filtrations sont bien les mémes, et c’est précisément le contenu de la
proposition (6.2.2.3), avec M = S ®@x, M et M, = K @, M.

2) On aT(Tfl(M)) ~ S, T~ (M) et on considere [d®s : S®, T~ (M) —
M. On sait déja que c’est un isomorphisme de S-modules libres de rang fini
compatible aux Frobenius et aux monodromies sur les deux membres (d’apres

(6.2.1.1)). Tl sagit de montrer que (Id @ s)(Fil'(S @k, T~ (M))) = Fil'(M).

On a un diagramme commutatif (qui commute a ’action de la monodromie):

S @, T-HM) "8 M
fﬂ' sl/ lfﬂ'

~

K®x, THM) = M,

d’ott on déduit que (Id® s) (Fili(S R K, T‘l(M))) est la filtration canonique sur

M. La proposition (6.2.2.1) permet alors de conclure.

La fonctorialité des isomorphismes est formelle et laissée au lecteur. Enfin,
pourg\émontrer la remarque qui suit (6.1.1), on remarque que T~ (M; @5 M) ~
T M) @, T (M) dans M F (¢, N) (avec les filtrations produit tensoriel).
L’équivalence de catégories est donc compatible au produit tensoriel.

7 Deux lemmes sur B,

Avant d’achever la démonstration du théoréeme (3.3), nous allons établir deux
lemmes, dont le premier est di a Kato.

LEMME 7.1 ([Ka],3.7) On a un isomorphisme compatible avec l’action de Ga-

lois, le Frobenius et la monodromie: Bg =~ (E;)Nm.lp ot (E;)lep = {z €
By/ 3neN tq N*(z) = 0}.
Preuwve. — Remarquons que Log(1 + X) € By et N(Log(1 + X)) = 1. Soit

T € (E;)Nnﬂp; si N(z) = 0, un calcul facile donne x € Be.; si N*(z) = 0, on

a N(x) = by € Buis, ot N(x — biLog(1+ X)) = 0 i.e il existe by € Beyis tel
que x = by + bLog(1 + X). Par une récurrence immédiate, on a (Bst)n,,, =
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Beris|Log(1 + X)]. Enfin, il est clair qu’on a un isomorphisme compatible a
'action de Galois, au Frobenius et & la dérivation By ~ B.s[Log(1 + X)]. O

Soit f, la fleche canonique B x-linéaire B/S;K — Bayr, X — @ — 1: elle
est compatible aux filtrations et a I'action de Galois. Par abus de notations, on
notera encore fr sa restriction a des sous-algebres de By i (les notations sont

bien cohérentes puisque la restriction de f, a B\stG redonne la fleche “u = 7).
Par un résultat de Fontaine ([Fo2],4.2.4), la fleche induite f; : Bgyx — Bar
est injective et la filtration sur Bg x est la filtration induite par Bgr (via cette
injection). L’isomorphisme en (7.1) n’est alors pas compatible aux filtrations,
sinon By vérifierait le critere de transversalité de Griffiths (et ce n’est pas le

cas: par exemple, si ¢ = p, x = (1—|—Log(1 —i—X))e — ([gﬂ])e € Fil*(By) car
fr(z) = (1—|—L ([gﬂ])) ([57:]) (M— ) .Bj (développer Log([ér]) en
puissances de [i] — 1); mais N(z) = e(l—i—Log(l + X)) ¢ Fil'(By)).

— G — G

Soit Bfy = Buyx ®k B;}K (resp. Bk = Bax ®k Bsx) qu'on munit de
fagon évidente d’une action de Galois et d’'une monodromie Ng. On définit la
filtration canonique sur B} par Fil%(B}) = Bj et:

Fil'(Bf) = { € Bx tq (f, ® Id)(x) € Fil' (B}, ) et Ni(x) € Fil "(Bf)}

pour ¢ > 1. On définit alors Fil'(Bg) = > (1® t—k).Fz‘l’*k(B;g).
keZ

LEMME 7.2 On a une injection de K-algebres compatible a l'action de Galois
et a la monodromie hi : Bg — Bg k qui induit la filtration canonique sur By.

Preuve. — 1l est trivial que hx est compatible a Galois et a la dérivation. Mu-

nissons Bst & de la filtration Fil" définie par mO(B$7K) = B i et F?ll(Bjt’K) =

{x € Bl tq fa(z) € Fill(BJy) et Ni(x) € Fil (B} )} pouri > 1. On a

clairement Fil- (B;; x) C Fil (B;; ) (avec Dégalité au niveau 0). Montrons par

récurrence qu’en fait Fil'(B;,K) = Fil'(B/:;K). Soitz = > apye(X) € ﬁi(BE;K),
k=0

de Ni(z) € Fil (B ) = Fili™'(BJ, ), on déduit 3" ayye(X) € Fil'(B ),

k=1

et de fo(x) € Fil'(Bjp), on déduit ag € Fil'(B},, ;) (puisque la filtration sur

cris, K K
Beyis,k est induite par celle de Byg), i.e. x € lel(B;;K). Supposons hx injective,

la filtration sur By, ;- étant induite par celle de Bj, on laisse au lecteur le soin de
vérifier que la filtration induite sur B} (resp. B) par P/’Z\Z(B;;K) = Fil (B )
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(resp. avec B/SZK) est bien la filtration canonique. Il reste donc a montrer
I'injectivité pour prouver le lemme.

On rappelle (5.1.1) qu’on a une injection de K-algebres B/S:KG — 5. Notons
T = Log(l1 + X) € Bg. On a trois morphismes de K-algebres (en écrivant
Bst,K = Bcris,K[T]):

1 2

K 9K — fx
Sr — Bar[[Z]] Bst,x  — Bar[[Z]] Bst,x Bar[[Z]]
(u-m) — w((+2)'-1) , T = Log(Ehtirogirz) , x = LExl g &y

tels que le diagramme:
Bx — 5:®k Baxk

hic | | hi=gk®g%

Baux 5 BulZ]]
est commutatif. Il suffit donc de montrer l'injectivité de hx pour avoir celle de
hy. Quitte a faire le changement de variable Z < —Log(1 4+ Z) dans Byg[[Z]],
on peut prendre h(u —7) = mw(e? — 1) et hy(T) = Log([gi) - Z.

T

1) La fleche Byg-linéaire: Bgg[lu — 7]] — Bar[[Z]], (u — ) — (e — 1) est
clairement un isomorphisme.

N
2) Soient Si,...,Sn € Beiskl[[Z]] tels que ZSZ'(Z)(LOQ(

=0

[&x]

™

)—Z)" =0 dans
[+]

Bygr[[Z]]. En développant en Z et en utilisant la transcendance de Log(=—) sur
m

Beris,k ([F02],4.3.3), on déduit facilement que S; = 0 pour tout .
3) Soit x € Sy @k Bstx =~ Sz @k Berisk[T] tel que hyx(x) = 0, x peut s’écrire

r N ) ) N r ) )
sous la forme z =) (T](u —7T)® Zbgj)T’) =Y (ZT](U —7T)® bgj)).l ® T
j=1 =0 =0 j=1

avec des notations évidentes. En écrivant que son image est nulle dans Byg[[Z]]

et en utilisant 2) puis 1), on trouve que » bl(j)Tj(u —m) = 0 dans Bes k|[[u— 7]
=1

pour tout i. Mais on a une injection S; ®x Berisx — Berisk|[u — 7] (car

Sz = K[[u — 7]]), et finalement, x = 0 dans S; @k Beris k[T]. O

8 Preuve du théoréme principal

—a
Nous prouvons maintenant le théoreme (3.3). Par (5.1.1), I'algebre B, est une
¢-algebre admissible et les résultats de la section 6 s’appliquent.

8.1 Deux lemmes préliminaires

Le lemme suivant montre que tensoriser par K n’apporte rien de plus:
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LEMME 8.1.1 Soit V une représentation p-adique. Les propriétés suivantes sont

équivalentes:
i) V est Bg-admissible,

—a . .
i) ( st ®Q, V)Y est un By -module libre et la fleche By k ®— (Bst,x ®q,
st,K

V)G — BSt,K ®q, V' est un isomorphisme de modules galoisiens strictement com-
patible auz filtrations.

Preuve. — On note M = (By ®q, V)¢ et My = (Ba.x ®q, V)¢. Comme dans

~ —a
les deux cas, M est libre de rang fini sur B , les hypotheses de la proposition
(6.2.2.1) sont en particulier satisfaites. -
Montrons i)=-ii): par (6.2.2.1), on a que la filtration sur My est la filtration

G
produit tensoriel Bst Kk & o M. On a d’autre part un isomorphisme strictement

compatible aux ﬁltratlons prodult tensoriel:
Bax ®5, (Ba ®gc M) == Bux @5 (Ba®q, V) = Bax ®q,V

Il est alors clair que le membre de gauche est égal a Bst K ® & Mg K.
st K

Montrons ii)=-1): il suffit de montrer que la filtration induite par Bst K® ¢
st K

]\/4} sur E; ®/\G M est la filtration produit tensoriel, notée F1il', et il suf-
fit de le faire avec leO(Bst) (resp. leO(BstK)) au lieu de By, (resp. B/st\K)
Soit B l'image de leO(B ¢) dans Byr munie de la filtration induite, My =
M /Fil'(B G) M muni de la filtration image et notons encore f; la surjection
canonique Fil° (Bst) ®Ac M — B, ®x My. On munit B, @ x My de la filtration
produit tensoriel et on deﬁmt la filtration canonique Fil sur F il%(By,) R M
(resp. sur Fil° (Bst K) ® -G M K) de la manieére habituelle en utlhsant I
Par une preuve analogue a celle du corollaire (6.2.2.2), il suffit de montrer que
Fill = Fil’ pour tout ¢ € Z. Nous allons le faire pour FZZO(BSt)®/\GM la preuve

pour 'autre étant la méme en plus simple. Nous aurons besoin de ik approxnnatlon
suivante: soit z € Fil®(By) et j € N* tels que T € Ker(leO( o)/ Fil’(By) —

BW/FZ'ZJ(BW)). En utilisant que Fil®(By,)/Fili(By) ~ Fil®(By.x)/Fil’(By.x),

on obtient aisément:

re[X - (@ —1)].Fil°(By) + Fil’(By.x)

™

1
En écrivant, pour i > j, — = my (i) +mo(i) ol m (i) € Ba,, et mo(i) € Fil' (B, k),
m

onaz = [X—([&]m(i)—1)]y+zavecy € Fil'(By) et z € leJ(BSt k). Comme
r—[X—([&]m (1) —1)].y € Fil°(By,), on a finalement z € Fil’ (B By x) N Fil°(By) =
Fili(By) (remarquons aussi que X — ([&:]m (i) — 1) € Fil'(By)). 1l est clair que
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Fil' C F/’?ZZ, montrons la réciproque par récurrence (le raisonnement est tres si-
milaire & celui de (6.2.2.1)): soit iy € Z tel que pour i < ig, Fil' = Fil = tout.
Soit i > iy et supposons que pour tout ] < 4, on ait Fil/ (leO(Bst) ®/\G M)

Fil (leO(Bst) ® o M). Soit z € Fil' (leO(Bst) ® 5o M). On a:

fr(x) € Fil' "™ (Br @k M) = Y Fil/(By) @ Fil'™' 7/ My
JEN

En utilisant ’approximation ci-dessus a des ordres convenables, on trouve ¢ €
Fil'(B.,), y € Fil*!(Fil°(By ) ®pc M) et z € Fil’(By) ® o M tels que

cris

r=y+ (X —c¢).zavec (X —¢) € lel(B ¢). En appliquant NV, on a:
(1) N@)—Ny)=10+X).z4+ (X —c).N(z2)

De I’hypothese de récurrence, on déduit (1+ X).z € Filot! (leO(Bst) ® 50 M)

En appliquant N une deuxi¢me fois, on a de méme N (z) € Fil®*! (leO(BSt)@)AG
M) qui, réinjecté dans (1), donne z € Filio+? (leO(Bst)®AcM) Une récurrence
facile s’ensuit, qui aboutit & z € Fil* (leO(BSt) ®Ac M) Mais z = y+ (X —c¢).z,

donc z € Fil"™! (leo(Bst) ® e M) et ceci acheve le lemme. O

—a
Par (6.1.1), on a une équivalence de catégories entre certains By -modules
filtrés et certains Ko-espaces vectoriels filtrés. Soit M un objet de M Fg(¢, N),
M Tobjet associé de MfAc(CD N) par (6.1.1) et Mx = K ®x, M; on munit

BSt’K ®——c My (resp. BSt’K ®x Mg) de la filtration produit tensoriel.
st, i

LEMME 8.1.2 On a un isomorphisme de modules galoisiens compatible aux Frobe-
nius: - R
(Bst @Ko M)n=0 — (Bst ®§\tG M) pr=o

qui est strictement compatible auzx filtrations aprés tensorisation par K.

Preuve. — Comme By, ® e M ~ By ®g, M (isomorphisme de By-algebres),

on a par (7.1) une fleche de Bst algebres By g, M — B ®/\G M compatible
aux Frobenius, aux dérivations et a 'action de Galois. De plus l'opérateur N
étant nilpotent sur M (ceci vient de N¢ = ppN), il est facile de voir, en prenant
une base trigonalisante pour N dans M, que:

(Byt ®1y M)n—g = ((E\) Noity @Ko M) = (Bst @y M)n=o

N=0

d’ou un isomorphlsme de modules galoisiens compatible aux Frobenius: (Bg ®k,
M)y—o —> (By ® 50 M) xr—o. Reste la compatibilité aux filtrations. Par (7.1)
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et (7.2), on a un isomorphisme de modules galoisiens filtrés ((E;G ® K, Bst) ®~c

N — N R —G
M)N:o = (Bst®]§S\tG M) n—o. D’autre part, les deux algebres (By; ®p, B;’;)@];;G

A —a
M et By ®k, (Bf; @K, M) sont isomorphes quelle est la filtration image sur
— G
Bst,K ®K (BstK ®K MK) 7 Soit SK = stK et MK B;,K ®K MKI il n’est
pas difficile de voir (par (7.2)) que cette filtration vérifie les hypotheses de la

proposition (6.2.2.1): on a donc que la filtration sur Sk ®; Mk est la filtration
canonique, i.e. pour ¢ > 1:

— G
Fal* (BstK KK (B;K KK MK)) ={r € Byrx Ok (BjtK QK MK) tq
(fr ® Id)(x) € Fil' (BY; , ©x M) et Ng(x) € Fil'~ I(Bst Kk @k (Bf x ®x Mx))}

Montrons que l'isomorphisme:

(1) (Bst.xk @k MK )Ny 0@}(3“ Kk Ok (Bst.x @k MK))NK:()
est compatible aux filtrations. Soit x € Fili(BSt,K ®r Mk)N =0, il existe j € N
tel que y = t/x € leZﬂ(Bst x Ox Mg)Ng—o, 'élément 1 ® y est donc tel que:
D) (freld)(ley)=y¢c le“”(BstK QK Mk),
2) Nx(1®y)=0¢€ Fellﬂ*l(Bst,K @k (B x ®x Mx)),
: il G

donc 1®y € Filits (BstK ®K(B;;K®KMK)) lLel®x € Fil' (Bst,K ®K(Bst,K®K
M K)) Pour montrer que (1) est exactement un isomorphisme sur les filtrations,
on peut montrer que son inverse est aussi compatible aux filtrations. Par (7.1) et

— G
(7.2), on a (Bt @k Bst i) Ny = Bst.ic, done (fw®fd)| i =

Bst,k QK Bst, k)N pa
Id|p,, ,.; on en déduit un diagramme commutatif:

— G ®Id
Bax Qk (Bstx @k Mg) gt By xk @x Mg
7
—— G ~
(Bst,K Rk (Bst.x QK MK))NK:0 —  (Bst,xk Qx Mg)nN=o

ou les fleches verticales sont les injections canoniques et I’isomorphisme du bas est
I'inverse de (1). Mais fr ® Id est compatible aux filtrations par ce qui précede, il
en est donc de méme de 'isomorphisme du bas. Ceci acheve la preuve du lemme.
O

8.2 Preuve du théoréme

Si V' est une représentation galoisienne p-adique de G, on notera Dy (V) =
(Bst ®Qp V)G et Dst(V) = (Bst ®Qp V)G
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Soit V' une représentation semi-stable: on a un isomorphisme de modules
galoisiens ay; : By Q, (Bst ®q, V)¢ = By ®q, V., dot:

— — G %t _— @G

Dy(V) ~ (Ba ®5,, (Bu ®q,V)) «—Bu ®k, (Ba®q, V)°

est un By-module libre de rang dimgq, V' et la fleche arg : E\‘“@E\G (E\St ®q, V)¢ 5
st

B, ®q, V n’est autre que I'isomorphisme-extension des scalaires par B,,. Soit
M = (By ®q, V)Y c’est un objet de Mfé\stc(CD,/\/') dont on voit facilement (en
utilisant (7.2) pour les filtrations) que l'objet associé de M F (¢, N) par (6.1.1)
est M = Dy(V) = (By ®q, V)%, tel que V = Fil’(By ®x, M3, Mais,
par (8.1.2), on a Fil®(By @k, M)n—o = Fil°(By ® e M) nr—o (il 'agit ici des
filtrations induites par les tensorisés par K), et I’ 1somorphlsme réciproque de o
est la fleche canonique:

B\St ®Qp FZlO(B\St ®§\G M)ﬁ[::lo - E\st ®§\G M

qui est compatible aux filtrations par (8.1.1) (la filtration n produit tensoriel sur

Bst K ® & My K induit la filtration produit tensoriel sur Bst ®Ac M ), montrant
st K

que oy, est bien strictement compatible aux filtrations.

Soit V une représentation By-admissible; il est facile de voir que l/)\st(V) est
alors un objet de MJT/\G((D N) qui s’écrit (par (6.1.1) et (5.1.1)) sous la forme

—0G

By ®K, M ou M est I'objet correspondant de M Fi (¢, V). De Iisomorphisme
Olgt Bst®AcM = Bst®QpV on déduit FllO(BSt®§\GM)N70 ~ Fil°(Beris)®q,
V. En utlhsant [Fil°(Beis)]*=! = Q, ([F02],5.3.7,iii)) et (8.1.2), on déduit un
isomorphisme de modules galoisiens Fil%( By ® g, M )?{, - ~ V, d’oti un diagramme
commutatif (de modules galoisiens):
By ®q, Fil'(By @, M)3%Zy — B ®q, Fil’(By ®r, M),
ﬁst l @71
By @k, M - By @k, M

Soit ey, ..., e, une base de M sur Ky, fi,..., [, une base de Fil’(By ®x, M)?{,:ZIO
sur Q, (n =dimq, V') et notons det = det(c,, .c,)(f1, .-, fn) € Bst. Dans By Qg
Ag M, ona N(fi N... N fp) =0 =det.N(er N... A\ey)+ N(det).ep A ... A ey,
d’ou N(det) = A.det avec A € Ky, ce qui entraine det € B, Mais det est
inversible dans B,; par hypothese et son inverse est tel que N(det.det™) =0 =
N(det™').det, donc N(det™') = 0 et det™' € Bgn,. Finalement, (B est aussi un
isomorphisme de modules galoisiens et ag; induit un isomorphisme compatible
aux Frobenius et aux dérivations M = (Bg ®q, V)¢ qui montre que V est
semi-stable. De plus, on a des injections:

—G —G (7.2)
By’ @k, (Byt ®aq, V)% = (B ®xy Bat) ®a, V) & (B 84, V)°

31



qui sont en fait des isomorphismes de modules galoisiens strictement compati-
bles aux filtrations apres tensorisation par K, et du diagramme commutatif (de
modules galoisiens):

_—— G N _ _—
Baurx QO (Bax ®q, V)Y = (Bax ®q, V)" = Mg
fr0Id | Ltx

(BStyK ®Qp V)G :> MK

on déduit (f, @ Id)(Fil'(Bax ®x (Bax ®q,V)?)) = f-(Fil'(My)) ie.
Fz'li<(Bst,K Rq, V)G) = Fil'(Mg), ce qui montre que Dy (V) est exactement
Pobjet de M Fyc (¢, N) associé & Dy (V) (6.1.1). O

9 Conclusion

Notons Repy(G) (resp. Repy(@)) la catégorie des représentations semi-stables de
G (resp. Bg-admissibles), M F(¢, N) I'image essentielle dans M F (¢, N) par
le foncteur Dy (9.2) des représentations semi-stables et Mf%‘l\c@,/\/' ) I'image

essentielle dans Mfé\G(@,N) de MF(¢p, N) par le foncteur T de (6.1.1). Tout

ce qui précede peut finalement étre résumé par le diagramme suivant (les <
désignant des équivalences de catégories):

Repy(G) = Repy(G)
Do 0 Do
MF® (¢, N) <= MFL (D, N)
ﬂ st
MFy(¢,N) <= MF —a(®,N)

Pour terminer, soit X un schéma propre et lisse sur K a mauvaise réduction
semi-stable sur O. Dans [HK], Hyodo et Kato, pour définir la cohomologie
cristalline a poles logarithmiques, passent d’abord par I'intermédiaire de certains
R,,-modules (voir section 2 pour R, ), notons les H?, et construisent un isomor-
phisme canonique (preuve du th.5.1 de [HK]):

K @w lim ]‘-}TZL ~ (K Qw lim R,) @k Hin(Xk) = Smink @x Hip(Xk)

pour tout 7, qui devrait coincider avec celui construit en (6.1.1). Autrement dit,
dans le cas de mauvaise réduction semi-stable, la géométrie amene naturellement
a définir des R,,-modules au lieu des W,,-modules du cas de bonne réduction non
ramifié. Cette remarque et I’équivalence de catégories (6.1.1) suggerent qu’une
théorie générale & la Fontaine-Laffaille existe peut-étre avec des S2,, -modules (i.e.

min
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pour la réduction semi-stable avec e > 1, [FL] traitant le cas de bonne réduction
non ramifié). Faltings a des résultats partiels pour le cas de réduction semi-stable
non ramifié ([Fa2|,5), mais qui ne permettent pas d’obtenir, en dimension 2 par
exemple, toutes les représentations p-adiques semi-stables (voir aussi ses travaux
a venir pour le cas de bonne réduction ramifié). Dans un prochain travail sur
le cas non ramifié ([Br2]), nous construisons pour p suffissamment grand toutes
les représentations p-adiques semi-stables de dimension 2 (entre autres) en mon-
trant que certains (¢, N)-modules filtrés de dimension 2 faiblement admissibles
([Fo3],4.4.3), avec un N non nul, sont admissibles, i.e. sont dans MF§ (¢, N).
Nous décrivons les exposants des caracteres fondamentaux de 'action de 'inertie
modérée sur les semi-simplifiées modulo p de ces représentations.

A Bases adaptées pour la filtration canonique

Cet appendice présente un résultat indépendant, qui n’est pas utilisé dans les
preuves des théoremes (3.3) et (6.1.1). S désigne toujours une ¢-algebre admis-
sible (5.1.2) (en fait, on n’aura pas besoin ici de 'existence du Frobenius).

Soit MFE(N) la catégorie suivante: les objets sont des S-modules M comme
en (6.2.2.1) tels que 1): M est libre de rang fini et 2): il existe 4, >> 0 tel
que pour i > iy, Fili(M) = Fil=(S).Fil*(M) + Fil/(S).M. Les flcches sont
définies de maniere évidente. Si M est dans MF%(N), on note iy (resp. iy) le

A~

plus grand (resp. petit) entier tel que Fil'o(M) = M (resp. i; vérifie 2)).

DEFINITION A.1 Soil M dans MF%(N) de rangn. On dit qu'une base (€4, ..., €,)
de M est adaptée a la filtration sl existe des entiers 1 = n;; < N1 < ... <
n;, < n tels que, pour 1o <1 <4y

Fil'(M) = (S.e5, ® Seni1 @ .. ® S.6,) + Y Filk(S).Fil' (M)

keN*

Soit M F},(N) la catégorie suivante: les objets sont des Ky-espaces vectoriels
M de dimension finie munis d'un opérateur Kjy-linéaire nilpotent N et tels que
Mg = K ®k, M est muni d'une filtration décroissante Fil'(My) par des sous-
K-espaces vectoriels vérifiant Fil'(My) = My pour i << 0 et Fil'(Mg) = 0
pour i >> 0. Si M est dans MFj(N), on pose M = S @k, M quon munit
de la filtration canonique (voir 7 ou 6.2.2): on vérifie aisément que c’est un
objet de MFE(N) (par exemple en utilisant (6.2.2.3) puis (6.2.2.1) pour 2)).
On dira que 0 — M’ — M — M” — 0 (resp. 0 — M’ — M — M" — 0)
est une suite exacte dans M F5(N) (resp. MFE(N)) si pour tout ¢ € Z, on a
une suite exacte de modules 0 — Fil*(M') — Fil'(M) — Fil'(M") — 0 (resp.
0 — Fil'(M') — Fil' (M) — Fil'(M") — 0). On commence par deux lemmes
faciles:
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LEMME A.2 Soit 0 — M' — M — M" — 0 une suite exacte de MF3(N),
alors 0 — S Qg, M' — S @k, M — S @k, M" — 0 est une suite exacte de
MFLN) (avec filtrations canoniques).

Preuve. — 1l faut vérifier Uexactitude sur les filtrations seulement. Par (6.2.2.3),
la filtration quotient Fil (S ®x, M") = Fil'(S ®x, M)/Fil (S @, M) vérifie les
hypotheses en (6.2.2.1): c’est donc la filtration canonique Fil*. O

LEMME A.3 Soit 0 — M’ — M — M" — 0 une suite ezacte dans MF%(N).

Si M' et M" admettent des bases adaptées, alors M admet une base adaptée.

Preuve. — Soit (f1, ..., f,) (vesp. (A, ..., hy)) une base adaptée de M (resp. M").
Puisque pour tout ¢ € Z, on a des suites exactes de S-modules 0 — Fili(M’) —
Fili(M) — Fili(M") — 0, on peut choisir des relevés (g, ..., gs) dans M des
I qui respectent la filtration. Il est facile de voir alors que ( fl, e j?r, g1y ey Js)
(éventuellement renumérotée) est une base de M adaptée & la filtration. O

PROPOSITION A.4 Soit M un objet de MFy(N) et M Uobjet associé de MFL(N),
alors M admet une base adaptée a la filtration.

Preuve. — Supposons d’abord N = 0 sur M. Soient (ey,...,e,) une base de
M et (fi,..., fn) une base de My adaptée a la filtration et numérotée telle que
fi € Fil’)(Mg) = fiy1 € Fil’(Mg). Par des manipulations d’algebre linéaire
élémentaires, et quitte a renuméroter la base (eq,...,e,), on peut trouver une
base (g1, .., gn) de My adaptée a la filtration dont la matrice dans (e, ..., e,) est
de la forme:

1 *x ... =%
0 .
. € GL,(K)
0O ... 0 1

On trouve facilement une base (g1, ..., g,) de M telle que fx(gi) = g; et dont la
matrice dans (1 ® e, ..., 1 ® e,) est encore de la forme:

1 *x ... %
(.) € GL,(S)
: c. . k
0o ... 0 1

Soit r; I'indice maximal tel que g; € Fil"i(My). En remarquant que N*(g;) €
S.ei_1®...8S.e; (car N(e;) = 0) et en utilisant la formule récurrente de la preuve

~

de (6.2.2.3), on peut changer g; pour avoir g; € Fil"'(M). Un examen précis de
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la formule donne de plus §; —1®e; € S.e;_1 & ... B S.eq et N(;) € Fil(S).M.
On pose alors:

Filgn=( @ sqa)e( @ FiS)g)e( @ FiS)h)e..

grEFil(Mg) gpEFilt (Mg ) 9 EFilI—2 (M)
g ¢ Filt (M) g ¢ Fili— 1 (Mg)

Par (6.2.2.1) (toutes les hypotheses sont vérifiées) Fil s’identifie & la filtration
canonique et (gi, ..., g, ) est donc une base adaptée. Si NV est nilpotent quelconque,
on a des suites exactes dans M F}(N) (k > 2):

0 — KerN*' — KerN* — KerN*/KerN*~* — 0

Comme N|gern = N|gernt/erni-1 = 0, on sait par ce qui précede que S ®g,
KerN (resp. S®y, KerN*/Ker N*~!) admet une base adaptée. Une récurrence
facile qui utilise successivement (A.2) et (A.3) montre que S ®p, M admet une
base adaptée. O

__Remarque: Soit M un objet de M Fp(N), M Tobjet associé de MF%(N) et
My, = Sk Qg M muni de la filtration produit tensoriel (qui est aussi la filtration
canonique, voir (6.2.2.2)). Comme me 'a fait remarquer Tsuji, on peut alors
facilement expliciter une base de Mg adaptée a la filtration. Supposons, pour
simplifier, que Fil°(My) = My et rappelons que S, = K|[[u—n]]. Soit (f1, ..., fn)
une base de My adaptée a la filtration et considérons les vecteurs suivants de
Sﬁ RK M K-

)

fir = e:cp(Log( Nk ) (fi) = i (Log ()

On remarque que, dans S; @ x M, J\/’K(f;,,) = (NK®Id+Id®NK)(f;,r) =0.Sir;
est P'unique entier tel que f; € Fil"(My) et f; ¢ Fil" (M), notons f; I’élément
de S; ®x Mk obtenu en ne gardant, dans le développement de f; » €N puissances
de u — 7, que les termes de degré inférieur ou égal a r; — 1: c’est un élément de
My et on peut vérifier que la base fZ est alors une base adaptée a la filtration
canonique sur Mp. En effet, la filtration ¢ ‘engendrée” par cette base (en un sens
évident) vérifie la transversalité de Griffiths (en fait, N (f;) € (u — 7)™~ 1. M),
sa filtration image sur Mk par I'application f, (voir 6.2.2) est bien la filtration
initiale de Mg et on conclut par (6.2.2.1).
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