Programme de Langlands
modulo p pour GL»(L) et

compatibilité local-global

25 mars 2010



p nombre premier

L = extension finie de Qp (corps de base),
déf
O, mp, k, = Op/mp, =F

E = extension finie de Qp (corps des coeffi-
cients),

déf
Op, mg, kg = Op/mg

G der GL»(L), B der Borel supérieur dans G,
K ¥ GLy(0;), z ¥ L*

poids de Serre pour K~ dg représentation lisse
absolument irréductible de KZ sur kg

déf N .
w = caractere cyclotomique modulo p



BREFS RAPPELS POUR GL>(Qp)

Théoreme 1 (Colmez, Emerton, B.-Paskunas)
Soit x; : QF — kp, i € {1,2} deux caractéres
lisses. Supposons x1 # xo et x1 #= xowTl,
alors le kg-espace vectoriel :

EXté,central (Indgxl X xXow IndBX2 R x1w 1)

des extensions avec caractéere central est de
dimension 1.

Théoreme 2 (B.) Soitr € {0,---,p—1} et

def Symr(k ) vu comme représentation de

K Z en envoyantp € Z versld. La représentation
de G :

(c—ind% zov)/T
est (absolument) irréductible et admissible.

(Barthel-Livné : EndG(c— ind%zar) = k[T].)



CORRESPONDANCE MODULO p pour GL>(Qy)
(CAS GENERIQUE)

(i) La représentation de G associée a l'unique
extension non-scindée (resp. scindée) dans :

EXtY central (Inng1 @ yow L, IndGxo @ Xlw_l)

correspond a l'unique extension non-scindée

resp. scindée) dans Extl .
(resp ) Gal(@p/@p)(m,xﬂ

(ii) La représentation (c—ind%zgr)/T correspond
a I'unique représentation (absolument) irréducti-
ble de G sur kr de dimension 2, de restriction a
linertie Wil @wB ") et de déterminant w1,

deéf . :
(wo = caractere fondamental de Serre de niveau
2.)



POURQUOI GL>(Q,) NE PEUT S’ETEN-
DRE DIRECTEMENT

Espoir initial naif : |'espace des extensions
Extl : ui a génériquement di-
a |(Qp/L>(X2 x1) (@ g g

mension [L : Qp]) est isomorphe a I'espace des
extensions ExtG central(INdEx1®@x2w ™1, IndExo®

x1w 1) 7
Malheureusement :

Théoreme 3 (B.-Paskunas)
Supposons L # Qp. Pour x1 # x> on a :

ExtG central(IndBX1®X2w 1 IndBX2®X1w 1) = 0.

Théoreme 4 Supposons L # Qp. Pour o
un poids de Serre pour KZ, la représentation
(c — deZa) /T est de longueur infinie et n’est
pas admissible.



PREUVE : On montre que, dées que L #= Qp,
(c—ind%za)/T contient (au moins) une induite
compacte ¢ — ind% o’ pour un poids de Serre
o' [

Question 5 Supposons L #= Qp. Est-ce qu'il

existe un quotient admissible irréductible de
(c —ind% ,0)/T qui est de présentation finie,
I.e. qui est isomorphe a :

(c — ind%ZJ)/V
pour V C ¢ — ind% o de type fini comme G-

représentation 7

(Hu : Nonsi L=Fk;((¢t)) !



POIDS DE SERRE

Pour 7 : k; — kg, 7+ € {O,--- P — 1} et s €
{0,--- ,p—2}, soit o, s, la représentation (irré-
ductible) de K sur kg :

Orrsr = (Sym'Tk3) @y, detsT
ol K agit via K — GLo(kr) — GLo(kg).
Définition 6 (B.-D.-J., Gee)

Soit p : Gal(Qp/L) — GLo(kg) continue et
(rr, 87)r:k; ek, COMMe ci-dessus. On dit que:

O — ®TUTT,ST

est un poids de Serre de p si p admet un relevé
cristallin de poids de Hodge-Tate :

((577 st +rr + 1)1 E induisant T)T:kLc_%E

On étend ®ror. s, @ KZ en envoyant une uni-
formisante wy, sur det(p)(wr) € k7.

S(p) 4T ensemble des poids de Serre de p.



ESPACES DE FORMES DE HILBERT

F = corps de nombres totalement réel. On

suppose que F' n'a qu'une place p au-dessus

de p, L E B,

D = algébre de quaternions sur F' ramifiée aux
places infinies et non-ramifiée en p (et p1 (1 —
|Or/l]) en [ ou D est ramifié.)

Pour Ky (resp. K}'i) sous-groupe ouvert com-
pact de (D ®p Ap £)* (resp. (D ®p A‘},f)x) :

S(D, Ky) < {f:D\(D®FAr;)" /Ky — kg}

S(D,K?) € limS(D, KV Ky).
Kp

G = GL»(L) agit sur S(D, K” ) par translation
a droite.

Ty, Sy agissent sur S(D,Ky) et S(D, K" ) pour
presque tout [ £~ p.



Soit (p, K}'i) tel que :

(i) p: Gal(Q/F) — GLo(kp) continue absolu—
ment irréductible ~» mgv 1y C End; . (S(D, K" ))

(i) S(D, K} mavy] # 0, S(D, K" [msv (1)) =

0 si K;i C K" (et K% maximal en [ ou D est
ramifié).

S(D, Kf)[m—v(l)] = représentation lisse admis-
sible de G sur kg.

Objectif : comprendre cette G-représentation.

Question 7 Est-ce que la G-représentation
S(D,K}'ﬁ)[mﬁv(l)] ne dépend que de la représen-

tation locale ppdéfmGal(@/L)?
(Oui si L =0Qy.)

Trouver ce qui, dans S(D, K" )[m—v ], peut
ne dépendre que de Py (“compatlblllte local-
global).



ENONCES SUR LE K-SOCLE

Conjecture 8 (B.-D.-J., Gee, Schein)

socleKZ(S(D,K?)[mﬁv(l)]) = & o7
UES(ﬁp)
pour des entiers mqs > 1 (qui pourraient dépen-
dre de plus que py).

Théoreme 9 (Gee)

Sip > 2, L = Fy est non-ramifie, p|Ga|§@/F(m))
est absolument irréductible et p, est “suffisam-
ment générique”, on a :

SOC'@KZ(S(D,K]E)[mﬁ\/(l)]) = & oM
oc€S(py)
P poids “non-réguliers’.

(Gee-Savitt : résultat analogue pour L totale-
ment ramifié et p, semi-simple.)

Conjecture 10 Sip, est “suffisamment géne-
rigue” et p > e(L/Qp), on a mgy = 1 pour tout

o € S(pp)-



AU DELA DU K-SOCLE

Soit Dg(py) I'unique représentation lisse de KZ
sur kp maximale (pour l'inclusion) telle que:

(i) soclegzDqo(py) = Docs(z,) @
(i) o € S(py) n'apparait que dans le socle.

Une telle représentation existe et est admissible
(de dimension finie ?)

Proposition 11 Si/'on a :

socIeKZ(S(D,K;i)[mEV(l)])= P o
UES(ﬁp)
alors :

Do(py) C S(D, K)o (qyl.

PREUVE : Utiliser I'exactitude de :
Vi Homg £ (V, S(D, K}'i)mﬁv(l))

et HomKZ(a,S(D,K;i)mpv(l)) =0 si o ¢ S(pp).
O



déf . .
I{ = sous-groupe de K des matrices unipo-
tentes supérieures modulo my,

S(D, K})mpvy] # 0 = S(D, Ky ) [mov )] =
S(D, K})[mav )]t # 0

wy, =

deéf [0 1 .
(wL O) € GL>(Fp) normalise Iy
S(D, K}'i)[mﬁv(l)]ll stable sous w;, dans S(D, K}'i).

(S(D,K}'i)[mﬁv(l)]fl de dimension finie.)

Conjecture 12 On suppose :

SOC|eKz<S(D,K]E)[mﬁ\/(1)]) = g% )O‘.
TES(Py

(i) (version forte) Do(p,)™t = S(D, K§)[msv (1)1

(i) (version faible) Dq(py )1 est stable par wy,
dans S(D, Kf)[m—\/(l)]ll



Théoreme 13 (i) Version forte vraie si
S(pp)| = 1.

(ii) Version faible vraie si |S(py)| < 2, L non-
ramifié et Py “suffisamment générique”.

PREUVE DE (i) : Dans ce cas, on a :

Do(pp)'t = i”JGLQ(ka)(G)Il = S(D, K})[myv (1))

ou S(ﬁp) = {o} et inj = enveloppe injective. [

Dembélé : version forte dans des cas ou Fy
non-ramifié et [S(py)| € {2,4} (sur ordinateur).

(Si L non-ramifié et p, “suffisamment géne-
rique”, on a |S(py)| = 2%, 0 < d < [L:Qpl.)

Question 14 Quelles sont les représentations
lisses admissibles m de G sur kp de KZ-socle
@068(,5,3)‘7’ contenant Dq(pp), engendrées par

Dq(py) avec Do(py)'t = ='1 ?



Théoreme 15 (B.-Paskunas)

Supposons L non-ramifié distinct de Qp et Pp
“suffisamment générique”. Il existe “beau-
coup” de représentations lisses admissibles
de G sur kp de KZ-socle @aeS(pp) o, contenant

Do(py), engendrées par Do(py,) avec Do(pp)fl
stable par wy,.

PREUVE : Il y a plein de facons de mettre une
action de wy, sur Do(p,)'t. O

(Si on remplace kg par Fp, il y a une infinité
de telles =.)

On peut s'attendre a ce que ce résultat reste
encore vrai en rajoutant Do(p,)!t = n/t et des
que L # Qp (mais pas de preuve).

Question 16 En plus de Do(p,)'t = /1, y a
t'il d'autres conditions “naturelles’” pour sélec-
tionner certaines de ces «w 7



CYCLES

DORENAVANT : L = Fp non-ramifié et p,
“suffisamment générique’ semi-simple. On a
kp = F o (f = [L: Q) et [S(py)| = 27. On

rend wy = 01
p L — Z) O .

Toute action de wy, sur Do(pp)fl fait apparaitre
naturellement une partition canonique de S(ﬁp)
en des cycles de poids de Serre.

Lemme 17 Soit o € S(p,) et v # 0 € o',
Pour tout T : k;, — kg il existe un unique entier
sr(0) € {0,--- ,pl — 1} tel que :

5() € T ()5 @ (%1 é) wr, - v
AEKT,
€ (socIeKZDo(ﬁp))Il.

S(v) € C(o)1 pour un unique C(o) € S(py) et
ne dépend ni de 7 ni de I'action de wy..



S @aes(ﬁp) olt 5 @UES(pp) o'l

C: S(ﬁp) — S(pp)-

On décompose la permutation C en produit de
déf
cycles C’zclcz---cnﬁp. On pose f; = |¢l.

On peut retrouver directement np, et les f;
coté Galois.

i\nd%@pﬁ_pd:éf induite tensorielle de 7, de Gal(Q,/L)
a Gal(Qp/Qp).

Lemme 18

nﬁp _
. RQp_ . Gal(Qp/Qp) :
ndz e = B Ndgyg, g )X

pour des caracteéres y; : Gal(@/@pfi) — kp

P déf
(prz. non-ramifie, [@pfz. : Qp] = fi).

PREUVE : Calcul. U



PARAMETRES

dimy, ot = 1 = il existe z; € kp, 1 <i < np,

tel que S’i: oft = 511 est la multiplication par
x; Sl o € c;.

Question 19 . Supposons Do(py)'t stable
par wy, dans S(D Kf)[m—v(l)] 1 (cf comecture
précédente), que valent les x; 7

Colmez : si L = Qp et p, semi-simple, on peut
retrouver a posteriori Ie (¢, MN)-module M(p]\j/)
de ,olg par la recette :

() M(py) = kp((X)) ®y, (@aes(pp) 011>V

(i) (1 f) = s(o)IXxP~1=5(0)g foS—L fe (1)

(i) v(1 ® f) = unique élément de kg[[X]] ®,
(@geg(ﬁp) aIl>v tel que vop = poy et v(1Rf) =

1® (fo[y]™1) modulo (X) (v el & (ng (1))
v = D).



Si L # Qp la méme recette donne un (¢, IN)-
module étale M en modifiant ¢ comme suit

(f € (@e)Y):

o(1® f) =sg!--- Sf_ngp—l—So o XxPlmspg
fosS™t

P

ol sg, "+ ,8f_1 der chiffres de s-(o) en base p
(indépendants de 7 a permutation pres).

Modification suggérée par un théoreme de Sti-
ckelberger calculant 3 y¢p, r(\)st() [trkL/Fp()\)]
dans kg[F,).

Quelle est la représentation de Gal(Q,/Qp) sur
krp dont M est le (¢, N)-module ?



S(pp) s'identifie a P LT ensemble des parties
de Z/f7Z.

La permutation C sur S(p,) induit une permu-
tation Cﬁp sur P (J eP):

(i) Py scindé : Cpp(J) ={j|j+1eJ}
(i) py irréductible :
C () = {jli+1edJ\{f—-1}si0eJ
Py (jlj+1eyU{f—1}si0¢J
Soit o € ¢; et J, € P correspondant :

: deéf
(D) & = |Jo]

i) b 10, UG (Jo)\Js N Cs (J
(ii) hy = [Jo U ﬁp( o)\ Jo N ﬁp( o)l

Les entiers ¢; et h; ne dépendent que de c;.

déf
(Rappel : f; = |g].)



Wy Gal(@/@ i) — kp, caractere fondamental

de Serre, wy(p) = ©r

nr(x) : Gal(@/@pd) — k7, caractere non-ramifié
envoyant Frob. arith. sur z € kj,.

On a l'un des deux cas :

Z{ L(rA1p!

~ —1
ﬁp = r(Oé ) 0 %
0 nr(a)
o~ Z o(ri+1)p]
Py 22 molQ 2f( @nr(-1)) ® x
pour des r; € {0,---,p— 1}, a € kp et x :

Gal(Qp/Q,r) — k-

o ®Qp i Gal(@p/@p)
(Rappel : ind; “"py _@Z_l ndG (D)0 f)XZ 1)



Théoreme 20 M est le (p,)-module de :

Ga'(@p/@p)
26_91 nd I(Qp/Qf)(X nr(a; ))
ou si p, scinde :

Jihi x~f—1 (f— 2€ i) Ji
o= (- H TI=0na T () fia?

et si p, irréeductible :

— ( 1)2 Z(1+Z rj)X(p)fiiBz-_l

Question 21 En supposant Dg(py )1 stable
par wy, dans S(D, Kf)[m—V(l)]I E valeur de z;
est-elle :

MZf_lr. (f— 26)]‘2
7=0"J oy y(p)/fi si pp scindé

fihi f-1
(—1)FTH AHEI0m)y ()i si , irreductible 7

(Valeurs pour avoir exactement le (o, ')-module
de |nd @ Qp py . elles ne dépendent que de py.)



Proposition 22 Oui lorsque f; € {1,2}.

fi = 1 n’arrive que pour p, scindé : il y a
2 cycles de longueur 1 avec z; = ax(p) ou
z; = o 1x(p).

Question 23 En plus de Dg(p,)"t = 7't et
de ces égalités sur les x;, y a t'il d'autres condi-
tions “naturelles’” pour sélectionner les bonnes
représentations « 7



