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Correspondance de Langlands locale clas-
sique

¢ #= p nombres premiers, Qy, Qp
Qy, Qp = cldtures algébriques
Gal(Q,/Qp) = automorphismes de Q, fixant Qp

W(Qp/Qp) C Gal(Qp/Qp) = autom. relevant
z— 7P sur Fp (n € Z) = sous-groupe dense.

Théoreme 1 (Harris-Taylor, Henniart)
3 une bijection naturelle (p, N) — w(p, N) entre
classes d’'isomorphisme :

([ repr. semi simples ) ( repr. irréd. )
Iissesi de dim. n_de Sy lisses w de
W(Qp/Qp) sur Q GLn(Qp)
| + endo. nilpotent N Jio sur Qy )/

p lisse = p continue pour topologie discrete sur
le @-espace vectoriel sous-jacent

7 lisse = idem = tout vecteur est fixé par un
sous-groupe ouvert de GL,(Zp).

On peut remplacer Qp par extension finie L.



Correspondance rationnelle et exemples

Si on tensorise w(p, N) par un caractere loc.
constant GL,(Qp) det Q) — Q,” la corres-
pondance devient rationnelle

(p, N) défini sur E (= extension finie de Q) =

w(p, N) aussi défini sur FE.

|| Q¥ — p% C EX, 2 — p~V3 (@) = caractere
cyclotomique ‘“/-adique” (=1 sur Z;;)

B~ (Qp) C GL,(Qp) = matrices triang. inf.
Corps de classes local : QF = W(Qp/Qp)2P.

Exemp_le 2 (pa N) — (dlag(Xla T 7XTL)7 O> ou
Xi : W(Qp/Qp) — E*loc.const., Xz'Xj_l £ 1, ||+
GL, _ _
m(p,0) = Ind =00t | 1@ xol PT® <+ @xn)

d:éf{f : GL,(Qp) — E loc. cstt,
fbg) = (x1l 17" @ - @ xn) (1) f(9)}
. déf
action de GLn(Qp) : (g- () = f(d'9)
— Série principale lisse, irréductible, indépendan-

te de |'ordre des ;.



Correspondance locale /-adique, ¢ % p
Op = entiers de E, kg = O /(wg) (corps fini)

(p, N) = repr. continue de W(Q,/Qp) sur E
(th. de monodromie ¢-adique) encore notée p.

p s'étend a Gal(Q,/Qp) ssi p a un Op-réseau
stable par W(Q,/Qp) ssi w(p, N) a un Og-réseau
stable par GL,(Qp) ssi w(p, N) a une norme
invariante ||gv|| = ||v|| (Vignéras).

Dans ce cas || || = unique norme invariante a
équivalence pres (Vignéras).

Soit p repr. cont. de Gal(Qp/Qp) de dim. n :
p~ (p,N) ~ (p>>,N) ~ w(p>>,N) ~ M(p)

ou M(p) = complété de n(p, N) pour || || =
Banach /-adique unitaire. Analogue modulo ¥.

Exemple 3 p=diag(x1, - ,xn) OU
xi : Gal(Qp/Qp) — E* continus, x;x; © # 1,|[%

. GL»(Qp) 1-— 2— cO
N(p) = (nd S 1@l 219 -0xn)

méme déf. que w(p, N) mais avec f continue.



Correspondance locale p-adique pour GL>(Qp)
(cas réductible)

Maintenant on suppose ¢ = p |

Coté Galois, on ne regarde que les représ. con-
tinues de Gal(Qp/Qyp) sur E.

Cas p = (%1 ;2) ol x1,x2 : Gal(Qp/Qp) — E*
continus

~ X1,X2 = car. de Q; (corps de classes local)

—1 . .
£ @;; P Z;; C EX = caractére cyclotomique

p-adique (= 1 sur p?)
?1)(21 #~ 1,e*1 = 3 unique ext. non scindée

£ ;‘2) (analogue ¢-adique : pas d'extension).

0 4=«
(indg2 e o x2)” € {f:6La(Qy) » B
continue, f((¢ 9)g) = x1(a)e~(a)x2(d)f(9)}

. déf
action de GL2(Qp) : (g- f)(d") = f(d'g)
= Banach p-adique unitaire = série principale

continue unitaire, irréductible. MAIS dépend
de I'ordre de x1, x»o.



Théoreme 4 (Emerton,...)
Six1x5' # 1,e*1, 3 unique ext. non scindée :

GL2(Qp) —1 cO
0— (IndB_(Qp) X1 " ®x2) — & —

GL _ 0
(IndB_%f@%)xze Lo Xl)c — 0.

Les représentations (Indgki((@@z)?)xla_l@XQ)co et
p

(Indglii((@%)ms*@xl)co sont non isomorphes :

que faire 7

Idée : on prend les deux ! ~» correspondance
p-adique dans le cas réductible (générique) :

0 déf - .GL _ 0
p = <X1 ) — |_|(p> é (IndB_%((@%z)))Xlg 1®X2)C

0 xo
GL _ 0
& (Ind 5220 xoe ™1 @ x1)°

X1 * déf
p ( 0 X2> (p)



Correspondance locale p-adique pour GL>(Qp)
(cas irréductible)

[1 = Banach p-adique —|— action cont. unitaire

de GLo(Qp) t.q., si M0 E T izen, |z <1} :

x € o R0, kE = GL2(Qp)-représentation (lis-

se) de longueur finie (4+ chaque constituant a
un caractere central).

Théoreme 5 (Colmez, Paskunas, B., ...)
Si p > 3, 3 une bijection naturelle p — M(p)
entre classes d’isomorphisme :

p

représ. cont. p ) ( représ. Il )
irréductibles =y Ci — dessus
de dim. 2 top. irréduc.
| de Gal(Q,/Qp) J,. | non —ordinaires}, |

- .. def .
oll nhon-ordinaire = n'’est pas un constituant
d’'une série principale continue unitaire.



Un foncteur du a Colmez

Colmez a défini un foncteur exact covariant :

représ. Il » reprej. de
de GL>(Qp) — Ga'(@p/@p)
Ci — dessus de dim. finie

tel que F(M(p)) = p.

Facile a décrire mod. p: W Cnm = kg-e.v. de
dim. finie stable par GL>(Zp)Q, et qui engen-

dre 7 sous GL>(Qp), on pose
déf m
M(W)=Homy, (Lm>o0 (o 7)W:kg) = kllX]]-

module ot X € [(§ H1-1(§ 9)1.

kp((X)) Ok 1X]] M(W) indépendant de W +
o X action de (5 9) + action de I = (%4 9)

_ Fontai _ .
~ (i, MN-module étale " °*3" représentation de

Gal(Qp/Qp) (sur kg) *2 F(r).

Exemple : F((IndgL%((@%))xls_l X XQ)CO) = x1.



Correspondance mod. p et poids de Serre

Correspondance analogue p+— IN(p) mod. p :
p réductible ~ MN(p) = extension entre 2 séries
princ. lisses sur kg (scindée ssi p semi-simple)
p irréductible ~ M(p) = représ. irréductible
lisse de GLo(Qp) sur kg.

Définition 6 Un poids de Serre = une repreé-
sentation irréductible de GL.(Fp) (ou GLn(Zp))
sur kg.

Exemple 7 Pour GLy(Fp) : (Sym®1~%2k2)®
det“2 avec 0 < a1 —ar <p-—1.

A 5 (de dimension 2) on associe I'ensemble des
poids de Serre en sous-objet dans I‘I(p)|G,_2(Zp).
p réductible non scindé (générique) ~» 1 poids
de Serre

p réductible scindée ou irréductible (générique)
~ 2 poids de Serre.

Avantage : on a la liste (conjecturale) des
poids de Serre de p en dim. n (mais pas N(p)).



Problemes pour passer a GL,(Qp)
N(p) =7 F=7 F(MN(p)) = 7 (idem avec p)

Idée : deviner d'abord F(M(p)).

o
Cas p=<? o *> ou x; : Gal(Qp/Qp) —

() 0 xn
: —1
E* continus, x;x; "~ # 1,e+L,

.. def / GL, - ¢’
Soit Iy é (IndB—(((@%f)X’w(l)gl " ... ®Xw(n)>

(w = permutation), I, = I, ssi w = w'.

On peut deviner des propriétés de M(p) et de
F(M(p)) (idem avec p) :

(i) p semi-simple = Gwlw C MN(p) = GwF (lw) C
F(M(p)) (= F(N(p)) #psin>2)

(ii) nbre de poids de Serredep >nlsin > 2 =
Pwlw C M(p) sin > 2

Giit) F(Lw) £ X X0E) Xt



Autres cas :

(iv) cas GLo(L), L/Q, extension galoisienne
finie :

FN) = & o°

ou p® = conjugué de p par o = F(IM(p)) repré-
sentation de Gal(Qp,/Qp) méme si L #= Qp !

(v) p— F(MN(p)) fonctoriel en p, covariant.

Suggestion qui interpole (i)-(v) (B.-Herzig) :
? _
L=Qp: F(N(p)) =pQpAp®g-- @ A" 1p

L#Qp: F(M(p)) Z induite tensorielle de L 3
Qp de Q=1 Alp

= F(MN(p)) =pssin=2¢et L =Qp.

Quand n augmente ~» représ. de Gal(Qp/Qp)
ENORME |



Un formalisme conjectural

F(M(p)) suggére un formalisme conjectural don-
nant nbre et “forme” des constituants de INM(p).

*

o ... 0] Or
irréductibles, p; # pj,siny=n;=1 p;@p; # 1.

e
p=(? S E)OUpiiGal(Qp/Qp)—>G|—m-(E)

On appelle monGme en les p; une représentation
de Gal(Q,/Qp) de la forme :

1 2 : j .
(p1)?U1@(Pp1)%I1® - @Wp)Phi®: - @W pr) 2.
(Z;-'il jdj, e ,Z:’;;ljdi) = degré du mondme.

Tous les monOmes de méme degré en sous-
quotients de ®?:_11 A'p apparaissent en somme

directe (dans un sous-quotient convenable)

~ ®;7’:_11 Alp = extension successive de sommes
directes de mondmes en les p; de méme degré.



Formalisme :

(i) chaque degré apparaissant dans @ Alp <«
un constituant irréductible de M(p)

(ii) la place du constituant dans MN(p) = la
place du sous-quotient de degré correspondant
dans ® Al p

(iif) on peut aussi prédire la “forme” du cons-
tituant (induite parabolique ou non) a partir
de son degré.

Exemple 8 p irréductible < M(p) irréducti-
ble, p semi-simple < N(p) semi-simple.

Formalisme analogue si L # Qp en définissant
le degré (si L/Q, Galois) :

ni ) Ny _
(X Yide. XY d,)

ceGal(L/Qp) j=1 oceGal(L/Qp) j=1

s 1) 1 A0
ou di,o = exposant de AJp?.



Exemples pour GL3(Q)p)

/!

X]_ %k %k
(i) p= 10 xo * | ou %+ # 0, on a (une
O 0 xs3
barre — une extension non scindée en sous-
quotient) :
X3X1 X5X3
~ - ~
p® A2p = x$x2 (x1x2x3) %3 X5X2-
~ , ~ 5,
X1X3 X3X1
Le formalisme suggere :
I(12) I(123)
N(p) = T \?/ \1(13)
Pl = "N N _

I(23) I(132)

ou les I, définis ci-dessus et 7 est un cons-
tituant “nouveau” (non obtenu par induction
parabolique).



(ii) p = (pol X*2> ou * %= 0, dimp; = 2 et

dimyo> =1, on a:

p?2®><2 2
pPRAN2p=p1 ® /\2/01—A2pf9® PO,

Le formalisme suggere :

N(p) = 1—7—1I2

~

ou .

_ CO
r, 4 (IndGL3(@p)ﬂ(p1)s_1odet®X2>

P (Qp)
def GL3(Qp) 5 cP
In = (Ind__3'%P - M ) ,
2 ( P3(Qy) x2¢ < ® M(p1)
. x* x 0 . * 0 O _
Pr=(0 ) =i 0) G = repre:

sentation de GL>(Qp) corresp. a p1 par la cor-
respondance p-adique pour GLo(Qp) et ? est
encore un constituant “nouveau’.



Un résultat partiel récent

Aucun cas de M(p) ou M(p) connu comple-
tement si n =2 ou L #= Qp.

Raison : la présence de constituants (conjec-
turaux) supercuspidaux (= non obtenus par in-
duction parabolique) déesquen #= 2 ou L # Qp :
cf. les constituants 7 ci-dessus.

p réductible = MN(p) a (conjecturalement) beau-
coup de constituants ~» on peut parfois cons-
truire des sous-représ. M(p) C M(p) ou M(p) C

np).

Tests : (i) M(p), N(p) doivent apparaitre dans
la cohomologie ou dans des espaces de formes
automorphes (p-adiques, mod. p)

(ii) N(p) doit &tre compatible avec les poids de
Serre = contrainte sur le socle de I:I(ﬁ)|G,_n(Zp)

(iii) MN(p) doit etre compatible avec la cor-
respondance de Langlands locale classique si
p est de Rham + HT distincts.

Plusieurs résultats partiels connus.



*

0 ... 0 X,
loc. const., yiyj_l + 1,z+1

X1 K% o

P

N(») der plus grande sous-représentation de M(p)
formée uniqguement de séries priNncipaIes. Le
formalisme suggere la forme de M(p).

~ ?
Exemple 9 Cas p s.-simple : M(p) = Qwlw.
Cas (i) précédent pour n =3 :

Théoreme 10 (B.-Herzig)

(i) On peut definir la GLn(Qp)-représentation
(o).

(ii) Elle apparait dans des espaces de formes
automorphes modulo p.

D’'autres résultats partiels (ou qui vont dans la
direction du formalisme) connus, en particulier
pour GLo(L), L non ramifié sur Qy.



