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1. Introduction et notations

On formule des conjectures de classicité sur les formes modulaires de Hilbert
surconvergentes de pente finie et de poids entiers qui sont vecteurs propres des
opérateurs de Hecke. Lorsque le corps totalement réel F fixé est Q, ces conjectures
sont démontrées dans [3] et aussi dans [6]. Lorsque p est totalement décomposé
dans F , elle devraient se déduire de [10](1).

On fixe F un corps totalement réel de degré g sur Q d’anneau d’entiers OF
et de différente dF . On fixe également p un premier non ramifié dans F , N ≥ 4
un entier premier à p et E une extension finie de Qp d’anneau d’entiers OE telle
que l’ensemble des plongements S de F dans E est de cardinal exactement g. On
note kE le corps résiduel de OE. On note val la valuation sur E normalisée par
val(p) = 1.

Je remercie K. Buzzard, M. Dimitrov, E. Goren et P. Kassaei pour des discus-
sions ou remarques relatives à cette note.

2. Les ensembles de formes surconvergentes propres

Suivant [4], notons Y (resp. X) le schéma sur OE tel que HomOE(T, Y ) (resp.
HomOE(T,X)) est l’ensemble des quintuples (A, ι, λ, α,H) (resp. des quadruples
(A, ι, λ, α)) où A est une variété abélienne de dimension g sur un OE-schéma T ,
ι : OF ↪→ EndT (A) une injection d’anneaux, λ une polarisation de A satisfaisant

(1)Depuis la rédaction de cette courte note, des progrès importants ont eu lieu sur cette question
de la classicité, voir [11], [9], [12], [5] et la note de bas de page suivante.
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certaines conditions (cf. [4]), α : dF
−1 ⊗Z µN ↪→ A[N ] une immersion fermée

OF -équivariante de schémas en groupes sur T et H ⊂ A[p] un sous-schéma en
groupes fini et plat sur T de rang pg stable sous l’action de OF et isotrope (cf.
[4]).

Les fibres spéciales Y
déf
= Y ⊗OE kE et X

déf
= X⊗OE kE sont équidimensionnelles

de dimension g et étudiées en détail dans [4, §2]. Pour tout I ⊆ S, posons (avec
les notations de loc. cit.) :

Y I
déf
= ZIc,`(I) ⊂ Y .

Alors Y I est un fermé de Y qui est une réunion de composantes irréductibles,
Y I = Y I′ si et seulement si I = I ′ et ∪I⊆SY I = Y (cf. [4, Th.2.5.2]). On a une

application Y // X (provenant de (A, ι, λ, α,H) 7→ (A, ι, λ, α)) et, si I = ∅,
la composée :

Y ∅
� � // Y // X

est un isomorphisme. En fait, Y ∅ représente le foncteur:

T/kE 7→ {(A, ι, λ, α,Ker(Frob))}

où Frob : A→ A est le Frobenius (absolu) de A.

Soit :

A
π
��
Y

la variété abélienne universelle au-dessus de Y et ω
déf
= π∗Ω

1
A/Y : c’est un OF ⊗Z

OY -module localement libre de rang 1 sur Y . L’identification :

OF ⊗Z OE
∼ //

∏
σ∈S OE

x⊗ y � // (σ(x)y)σ∈S

induit un isomorphisme OF ⊗Z OY
∼ //
∏

σ∈S OY qui permet d’écrire ω =

(ωσ)σ∈S où ωσ est un faisceau inversible sur Y . Si k = (kσ)σ∈S avec kσ ∈ Z
pour tout σ, on pose :

ωk
déf
=
⊗
σ∈S

ω⊗kσσ ,

c’est un faisceau inversible sur Y .

Soit Yrig l’espace rigide analytique associé à Y . On note encore ωk le faisceau
inversible induit par ωk sur Yrig. Pour I ⊆ S soit :]

Y \(∪I′*IY I′)
[
⊂ Yrig
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le tube dans Yrig de l’ouvert Y \(∪I′*IY I′) de Y ([2, §1.1]). Par exemple pour
I = ∅ on retrouve le lieu ordinaire de Yrig et pour I = S on retrouve tout Yrig.
Pour I ⊆ S et k comme précédemment, on note :

H0,†(I, ωk)
déf
= lim

−→
V

H0(V, ωk),

la limite étant prise sur l’ensemble des voisinages stricts V de
]
Y \(∪I′*IY I′)

[
dans Yrig ([2, §1.2]). Par exemple H0,†(S, ωk) = H0(Yrig, ω

k) (= H0(Y, ωk) si
g > 1). On a des inclusions H0,†(I1, ω

k) ⊆ H0,†(I2, ω
k) si I2 ⊆ I1.

Fixons k = (kσ)σ∈S comme précédemment et soit S>1 ⊆ S le sous-ensemble

des σ tels que kσ > 1. Pour J ⊆ S>1, notons kJ = (kσ,J)σ∈S où kσ,J
déf
= 2− kσ si

σ ∈ J et kσ,J
déf
= kσ sinon (donc k∅ = k). Pour σ ∈ J ⊆ S>1, on a des applications

entre faisceaux inversibles sur Yrig ([7], [1]) :

θkσ−1
σ : ωkJ // ωkJ\{σ}

telles que θ
kσ1−1
σ1 ◦ θkσ2−1

σ2 = θ
kσ2−1
σ2 ◦ θkσ1−1

σ1 (σ1, σ2 ∈ J). On en déduit pour tout
ouvert V de Yrig des applications encore notées :

θkσ−1
σ : H0(V, ωkJ ) // H0(V, ωkJ\{σ})

qui induisent finalement pour tout I ⊆ S des applications E-linéaires :

θkσ−1
σ : H0,†(I, ωkJ ) // H0,†(I, ωkJ\{σ}) .

Pour tout I ⊆ S et tout J ⊆ S>1, on note H†(I, J) l’image de H0,†(I, ωkJ ) dans
H0,†(∅, ωk) par l’application composée :

H0,†(I, ωkJ )
◦σ∈Jθkσ−1

σ // H0,†(I, ωk) �
� // H0,†(∅, ωk)(1)

(donc H†(I, ∅) = H0,†(I, ωk)). On a des inclusions H†(I1, J) ⊆ H†(I2, J) si
I2 ⊆ I1 et H†(I, J1) ⊆ H†(I, J2) si J2 ⊆ J1.

Remarque 2.1. — En regardant ce que fait θkσ−1
σ sur les q-développements et

en utilisant le fait qu’une forme dans H0,†(I, ωkJ ) est nulle si et seulement si
l’un de ses q-développements est nul ([7, §2.6]), on voit que la composée (1) est
injective sauf si H0,†(I, ωkJ ) contient une forme constante, ce qui n’arrive que

si kJ = (0, · · · , 0). Autrement dit, on a H0,†(I, ωkJ )
∼ // H†(I, J) pour tout

I ⊆ S et tout J ⊆ S>1 sauf s’il existe J tel que kσ = 2 si σ ∈ J et kσ = 0 sinon,
auquel cas on a pour tout I ⊆ S et pour ce J une suite exacte :

0 // E // H0,†(I, ωkJ ) // H†(I, J) // 0 .

Supposons de plus que tous les kσ ont la même parité et fixons un entier w de
même parité. Sur les E-espaces vectoriels H†(I, J) précédents agissent alors les
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opérateurs de Hecke Tl pour l - Np et Up pour p|p (cf. [8, §1.11])(2). Pour tout
I ⊆ S et tout J ⊆ S>1, on note :

F †k (I, J)

le sous-ensemble de H†(I, J) formé des sections non nulles propres pour les opéra-
teurs Tl, Up

(3) et telles que la valeur propre de Up est non nulle (dans E) pour tout

p|p. Il ne dépend pas de w. Autrement dit, F †k (I, J) est l’ensemble des formes
de Hilbert non nulles à coefficients dans E propres de pente finie de poids k qui
surconvergent sur

]
Y \(∪I′*IY I′)

[
et qui proviennent par les applications θσ d’une

forme surconvergente sur le même espace de poids kJ . En particulier l’ensemble
des formes de Hilbert non nulles à coefficients dans E propres surconvergentes
de pente finie de poids k et de niveau Γ1(N) ∩ Γ0(p) est l’ensemble F †k (∅, ∅), qui
contient tous les autres.

3. Les conjectures

On fixe k = (kσ)σ∈S avec kσ ∈ Z pour tout σ ∈ S et de même parité. On note
S>1 ⊆ S (resp. S≥1 ⊆ S) le sous-ensemble des σ tels que kσ > 1 (resp. kσ ≥ 1).

Les conjectures sont au nombre de trois et par ordre de difficulté (présumée)
et d’importance croissantes.

La première conjecture est une condition nécessaire de “non vacuité” :

Conjecture 3.1. — Pour I ⊆ S et J ⊆ S>1, si F †k (I, J) 6= ∅ alors I ∩ (J ∪
S\S≥1) = ∅.

En vertu de cette conjecture, on ne considère dans la suite que des ensembles
F †k (I, J) avec I ∩ (J ∪ S\S≥1) = ∅, c’est-à-dire I ⊆ S≥1 et I ∩ J = ∅.

La seconde conjecture est un énoncé de “saturation” :

Conjecture 3.2. — Pour I1, I2 ⊆ S≥1 et J1, J2 ⊆ S>1 tels que I1 ∩ J1 = ∅ et
I2 ∩ J2 = ∅, on a :

F †k (I1, J1) ∩ F †k (I2, J2) = F †k (I+
1 , J

+
1 ) ∩ F †k (I+

2 , J
+
2 )

où I+
1

déf
= I1 ∪ (I2\I2 ∩ J1), I+

2
déf
= I2 ∪ (I1\I1 ∩ J2), J+

1
déf
= J1 ∪ (J2\J2 ∩ I1) et

J+
2

déf
= J2 ∪ (J1\J1 ∩ I2).

Noter les trois cas particuliers suivants de la conjecture 3.2 (plus “parlant”) :

(2)Il faut aussi rajouter les opérateurs Ul pour l | N et Sl pour l - Np.
(3)et Ul, Sl
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(i) I1 = I2 = I qui donne F †k (I, J1) ∩ F †k (I, J2) = F †k (I, J1 ∪ J2)

(ii) J1 = J2 = J qui donne F †k (I1, J) ∩ F †k (I2, J) = F †k (I1 ∪ I2, J)

(iii) J1 = I2 = ∅ qui donne :

F †k (I, ∅) ∩ F †k (∅, J) = F †k (I, J\I ∩ J) ∩ F †k (I\I ∩ J, J).

En fait, on a le lemme suivant :

Lemme 3.3. — L’énoncé 3.2 est équivalent aux trois énoncés particuliers (i),
(ii) et (iii) ci-dessus (pris ensembles).

La troisième conjecture est un énoncé de “classicité” :

Conjecture 3.4. — Pour I ⊆ S≥1 et J ⊆ S>1 tels que I ∩ J = ∅, on a :

F †k (I, J) =
⋃

I⊆K⊆I∪S>1\J

F †k (K,S>1\S>1 ∩K).

Pour comprendre comment l’énoncé 3.4 est relié à un énoncé de classicité,
considérons le cas S>1 = S (i.e. tous les kσ sont ≥ 2) et I = J = ∅. La conjecture
dit qu’on a alors :

F †k (∅, ∅) =
⋃
K⊆S

F †k (K,S\K).(2)

Soit f ∈ F †k (∅, ∅) qui n’est dans l’image d’aucune des applications θσ, c’est-à-dire

qui n’est dans aucun des sous-ensembles F †k (∅, J) pour J 6= ∅. Alors par (2) on

a forcément f ∈ F †k (S, ∅) (cas K = S), i.e. la section f converge sur tout Yrig,

donc est classique (si g > 1). Notons que, dans l’autre cas extrême S>1 = ∅, la
conjecture 3.4 est vide.

4. Quelques conséquences des conjectures

On fixe k = (kσ)σ∈S avec kσ ∈ Z pour tout σ ∈ S et de même parité.

En utilisant la remarque 2.1, on peut montrer la proposition :

Proposition 4.1. — Soit kmax = (kmax
σ )σ∈S où kmax

σ
déf
= 2 − kσ si kσ < 1 et

kmax
σ

déf
= kσ sinon. Si les énoncés 3.1, 3.2 et 3.4 sont vrais pour le poids kmax

alors ils sont vrais pour le poids k.

Autrement dit, on peut toujours se restreindre aux poids k tels que S≥1 = S.

Écrivons S = qp|pSp et S>1 = qp|pSp,>1 où Sp est l’ensemble des plongements du
complété Fp dans E. Fixons un entier w de même parité que les kσ et normalisons
les Up comme en [8, §1.11]. Le lemme suivant est bien connu :



6 C. BREUIL

Lemme 4.2. — Soit J ⊆ S>1 et f ∈ F †k (∅, J). Écrivons J = qp|pJp avec

Jp ⊆ Sp,>1. Alors on a pour tout p|p :

val(αp) ≥
∑
σ∈Jp

(kσ − 1) +
∑
σ∈Sp

w − kσ
2

où αp ∈ OE\{0} est tel que Up(f) = αpf .

La conjecture 3.4 avec le lemme 4.2 entrâınent alors les résultats explicites de
“classicité” suivants :

Proposition 4.3. — Soit f ∈ F †k (∅, ∅). Pour p|p soit αp ∈ OE\{0} tel que

Up(f) = αpf . Supposons la conjecture 3.4 vraie.

(i) Posons :

Σ
déf
=

p|p, val(αp) < Min{kσ − 1, σ ∈ Sp,>1}+
∑
σ∈Sp

w − kσ
2

 ,

on a f ∈ F †k (qp∈ΣSp,>1, ∅). En particulier f est une forme classique si

S>1 = S et Σ = {p|p}(4).

(ii) S’il existe p|p tel que :

val(αp) <
∑

σ∈Sp,>1

(kσ − 1) +
∑
σ∈Sp

w − kσ
2

(ce qui implique Sp,>1 6= ∅), alors f ∈ F †k (K,S>1\K) pour un K ⊆ S>1 non

vide. En particulier f surconverge sur un tube
]
Y \(∪K′*KY K′)

[
strictement

plus grand que le lieu ordinaire de Yrig.

Pour finir, mentionnons la propriété (conjecturale) suivante pour les sous-

ensembles F †k (K,S>1\S>1 ∩K) apparaissant dans l’énoncé 3.4 :

Lemme 4.4. — Pour K1, K2 ⊆ S≥1, la conjecture 3.2 entrâıne l’égalité :

F †k (K1, S>1\S>1 ∩K1)
⋂

F †k (K2, S>1\S>1 ∩K2) =⋂
K1∩K2⊆K⊆K1∪K2

F †k (K,S>1\S>1 ∩K).

(4)Ce cas S>1 = S et Σ = {p|p} vient d’être démontré par Y. Tian et L. Xiao [12] (cf. aussi
[5]).
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Les propriétés conjecturales de cette note, en particulier la conjecture 3.4 et le
lemme 4.4, permettent alors d’associer formellement à un élément quelconque de
F †k (∅, ∅) une certaine représentation localement Qp-analytique de GL2(F ⊗ Qp)
sur E.
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