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Résumé. — Soit f une forme modulaire parabolique nouvelle de poids k ≥ 2
sur Γ0(Np) avec (N, p) = 1 vecteur propre des opérateurs de Hecke. Soit E une
extension finie de Qp contenant les valeurs propres. Si k > 2, on montre que
l’adhérence de la représentation Symk−2E2 ⊗ πp(f) de GL2(Qp) dans le complété
p-adique lim←−n

lim−→r
H1(Y (Npr),Z/pnZ)⊗E détermine l’invariant L de f , c’est-à-

dire la restriction à Gal(Qp/Qp) de la représentation galoisienne p-adique associée
à f . En utilisant des résultats de Colmez, on donne une description explicite de ce
qu’est cette adhérence. Le cas k = 2 se comporte différemment, mais on montre
comment on peut encore retrouver l’invariant L, du point de vue GL2(Qp), dans
le complété p-adique précédent.
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1. Introduction et notations

1.1. Introduction. — Soit p un nombre premier, f une forme modulaire pa-
rabolique de poids 2 sur Γ1(M) vecteur propre des opérateurs de Hecke et σ(f) la
représentation p-adique de Gal(Q/Q) associée. La composante automorphe locale
πp(f) se réalise dans la représentation lisse lim−→H

1
c (Y (Mpr),Zp)⊗ZpE de GL2(Qp)

pour E extension finie suffisamment grande de Qp (il s’agit ici de la cohomologie
de Betti à support compact). On sait que πp(f), en général, ne détermine pas
σ(f)|Gal(Qp/Qp) mais seulement la représentation de Weil-Deligne associée. Il est
donc naturel de se demander où est l’information qui manque, côté théorie des
représentations de GL2(Qp), pour reconstruire cette représentation p-adique de

Gal(Qp/Qp).

Considérons le Zp-module ([15]) :

Ĥ1
c

déf
= lim←−

n

(
lim−→
r

H1
c (Y (Mpr),Z/pnZ)

)
qui s’identifie au complété p-adique du Zp-module lim−→H

1
c (Y (Mpr),Zp). L’espace

Ĥ1
c⊗ZpE est un Banach p-adique muni d’une action continue unitaire de GL2(Qp).

Notons π̂p(f) l’adhérence de πp(f) dans ce Banach, c’est-à-dire le complété p-

adique de πp(f) par rapport au OE-réseau πp(f) ∩ (Ĥ1
c ⊗ OE). C’est aussi un

Banach p-adique avec action unitaire de GL2(Qp). Faisons l’hypothèse que la
représentation galoisienne p-adique σ(f) |Gal(Qp/Qp) est absolument irréductible.
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L’espoir de l’auteur est alors que, dans ce cas, π̂p(f) détermine la représentation
σ(f) |Gal(Qp/Qp) et ne dépend que d’elle. Autrement dit, l’auteur espère que la

complétion π̂p(f) de πp(f) contient exactement l’information qui manque à πp(f)
pour reconstruire σ(f)|Gal(Qp/Qp) lorsque cette dernière est irréductible.

Plus généralement, lorsque f est de poids k ≥ 2, on peut encore plonger

la représentation localement algébrique Symk−2E2 ⊗E πp(f) dans Ĥ1
c ⊗ E et

considérer de même son adhérence π̂p(f). Comme précédemment, l’auteur espère
que π̂p(f) détermine la représentation σ(f)|Gal(Qp/Qp) lorsque cette dernière est

irréductible et ne dépend que d’elle (voir [17]). Si cet espoir correspond à une
réalité, il doit alors être possible de construire les Banach π̂p(f) de manière pu-
rement locale comme spéculé dans [4],§1.3(1).

Lorsque σ(f)|Gal(Qp/Qp) n’est pas irréductible, π̂p(f) en général ne suffit pas à

déterminer σ(f)|Gal(Qp/Qp), mais Ĥ1
c ⊗ E contient alors un Banach plus gros que

π̂p(f) et qui, lui, détermine σ(f)|Gal(Qp/Qp) (voir [6] et le cas k = 2 du présent

article).

Considérons d’abord le cas où πp(f) est une série principale. Il se trouve que
dans ce cas Symk−2E2 ⊗E πp(f) suffit déjà à déterminer σ(f)|Gal(Qp/Qp) (lorsque

celle-ci est irréductible). On peut alors montrer (au moins si la représentation
de Weil-Deligne associée à σ(f) |Gal(Qp/Qp) est bien F -semi-simple comme il est

conjecturé) que le Banach π̂p(f) est alors simplement le complété p-adique de
Symk−2E2⊗Eπp(f) par rapport à un quelconque OE-réseau de Symk−2E2⊗Eπp(f)
de type fini sur OE[GL2(Qp)] (de tels réseaux existent bien par les résultats de

[34] et [19], cf. [4]). En fait, le réseau induit sur Symk−2E2⊗E πp(f) par Ĥ1
c ⊗OE

est nécessairement commensurable à un réseau de type fini sur OE[GL2(Qp)]
([5],Cor.5.3.4). Ceci n’est pas vrai lorsque πp(f) n’est pas une série principale.

Dans cet article, on s’intéresse au cas immédiatement après, c’est-à-dire celui
où πp(f) est, à torsion non ramifiée près, la représentation de Steinberg. Lorsque
k > 2, σ(f)|Gal(Qp/Qp) est alors toujours absolument irréductible. Ce cas représente

un bon test pour l’“espoir” ci-dessus car Symk−2E2 ⊗E πp(f) ne suffit plus à
déterminer σ(f)|Gal(Qp/Qp) : il manque l’invariant L(f) de la forme f qui est le
paramètre de la filtration de Hodge sur le module de Dieudonné-Fontaine filtré
associé à f (voir [9], [21] et [10] pour une comparaison des différentes définitions
de L(f)). L’objectif de cet article est de montrer que π̂p(f) détermine exactement
l’invariant L(f). Lorsque k = 2, σ(f)|Gal(Qp/Qp) (qui est dans ce cas réductible)

n’est plus déterminé par π̂p(f) mais on montre que Ĥ1
c ⊗ E contient un Banach

topologiquement réductible de longueur 2 avec π̂p(f) en unique sous-objet et qui,
lui, détermine L(f) et ne dépend que de σ(f)|Gal(Qp/Qp).

(1)Voir sur ces questions [18].
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On donne plus en détails maintenant les résultats principaux de l’article.

Soit E une extension finie de Qp et notonsB(k) le Banach obtenu en complétant

|det| k−2
2 ⊗Symk−2E2⊗ESteinberg par rapport à un quelconque OE-réseau de type

fini sur OE[GL2(Qp)] (où |·| est la norme p-adique). Il est muni d’une action conti-
nue unitaire de GL2(Qp) de caractère central le caractère cyclotomique p-adique
à la puissance k − 2 (via la réciprocité locale pour Qp convenablement norma-
lisée). Ce Banach admet la description concrète suivante, déduite via [4],§4.6 de
résultats de Teitelbaum (cf. §3.2) : c’est le Banach des fonctions h : Qp → E

telles que h(z) |Zp est de classe C
k−2
2 et zk−2h(1/z) |Zp−{0} se prolonge sur Zp en

une fonction de classe C
k−2
2 , quotienté par les polynômes en z de degré au plus

k− 2 (rappelons que, si k est pair pour simplifier, une fonction est de classe C
k−2
2

moralement si elle est k−2
2

fois dérivable avec dernière dérivée continue, cf. §3.2
pour le cas général). L’action de GL2(Qp) est induite par :(

a b
c d

)
(h)(z) = |ad− bc|

k−2
2 (−cz + a)k−2h

( dz − b
−cz + a

)
.

Dans [4], on a associé à tout entier k ≥ 2 et tout L ∈ Qp un Banach p-adique
B(k,L) sur E (quitte à agrandir E) muni d’une action continue unitaire de
GL2(Qp) de caractère central le caractère cyclotomique p-adique à la puissance
k−2. La définition est par dualité : si logL est la branche du logarithme p-adique

sur C×p telle que logL(p)
déf
= L, le dual de B(k,L) est un sous-espace convenable

de l’espace des fonctions “logL-rigides” sur le demi-plan p-adique avec action de
GL2(Qp) de poids 2 − k (cf. §3.1). Pour k = 2, B(2,L) est une extension non
scindée 0 → B(2) → B(2,L) → E → 0 dépendant de L. Pour k > 2, B(k,L)

est une complétion p-adique de |det| k−2
2 ⊗ Symk−2E2 ⊗ Steinberg dépendant de

L et on a un morphisme GL2(Qp)-équivariant continu B(k) → B(k,L) d’image
dense (en fait surjectif, voir théorème 1.1.1 ci-dessous). On donne dans ce texte
une description directe plus concrète des B(k,L) pour k > 2 (cf. Cor.3.3.4) :

Théorème 1.1.1. — Si k > 2, le Banach B(k,L) avec son action de GL2(Qp)
s’identifie au quotient du Banach B(k) par l’adhérence du sous-espace vectoriel
des fonctions :

h(z) =
∑
i∈I

λi(z − zi)ni logL(z − zi)

où I est un ensemble fini, λi ∈ E, zi ∈ Qp, ni ∈ {bk−2
2
c + 1, . . . , k − 2} et

deg
(∑

i∈I λi(z − zi)ni
)
< k−2

2
.

Il n’est pas difficile de vérifier que les B(2,L) (munis de leur action de GL2(Qp))
sont tous distincts, admissibles au sens de [28] et topologiquement de longueur
2. Pour k > 2, les B(k,L) (munis de leur action de GL2(Qp)) sont encore tous
distincts, admissibles au sens de [28] et topologiquement irréductibles, mais la
preuve est alors nettement plus délicate et utilise de façon cruciale la théorie des
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(ϕ,Γ)-modules ([12], [13]), même si quelques résultats partiels peuvent s’obtenir
par un calcul géométrique plus direct ([7]). Les Banach B(k,L) et leurs tordus
par des caractères non ramifiés de GL2(Qp) “correspondent” aux représentations

p-adiques semi-stables non-cristallines de Gal(Qp/Qp) de dimension 2, de poids
de Hodge-Tate (0, k − 1) et de déterminant le caractère cyclotomique p-adique à
la puissance k − 1 (à un caractère non ramifié près).

Le résultat principal de ce texte est (cf. Cor.5.1.9) :

Théorème 1.1.2. — Soit f =
∑

n>0 ane
2iπnz une forme modulaire parabolique

normalisée de poids k > 2 nouvelle sur Γ1(M) avec M = Np et (N, p) = 1. On
suppose f vecteur propre des opérateurs de Hecke et son caractère trivial en p de

sorte que πp(f) = Steinberg ⊗ nr(a−1
p ) où nr(λ)(x)

déf
= λval(x) si x ∈ Qp. Si E est

une extension finie suffisamment grande de Qp dans Qp, on a :

π̂p(f) ' B(k,−L(f))⊗ nr(p
k−2
2 a−1

p ).

Lorsque k = 2, on a π̂p(f) ' B(2) ⊗ nr(a−1
p ) et −L(f) est la seule valeur de

L telle que l’injection π̂p(f) ↪→ Ĥ1
c ⊗Zp E s’étende en une injection B(2,L) ⊗

nr(a−1
p ) ↪→ Ĥ1

c ⊗Zp E (voir corollaire 1.1.6 ci-dessous). Le fait que la valeur de
L intervenant dans π̂p(f) lorsque k > 2 soit précisément −L(f) est conséquence
des résultats de [3] pour k pair et des résultats de [12] (voir aussi [13]) combinés
avec le corollaire 5.2.4 pour k > 2 (voir §5.1 et aussi [17],Th.7.10.1).

On explique maintenant les étapes de la preuve du théorème 1.1.2.

Soit B un Banach p-adique à coefficients dans une extension finie E de Qp muni
d’une action continue unitaire de GL2(Qp) et B∨ son dual muni de l’action duale

de GL2(Qp). Soit Ĥ1
c (N)

déf
= lim←−n

(
lim−→r

H1
c (Y (N, pr),Z/pnZ)

)
où N est premier

à p et Y (N, pr) = Y (Kp
1 (N)K(pr)) est la courbe modulaire “associée” au groupe

de congruence Γ1(N) ∩ Γ(pr) (voir §2.1 et §2.2 pour une définition précise). On

exprime pour commencer les espaces HomGL2(Qp)(B, Ĥ
1
c (N) ⊗Zp E) comme des

symboles modulaires (cf. Th.2.4.2) :

Théorème 1.1.3. — Soit Γ̃p1(N) le sous-groupe de GL2(Z[1/p]) des matrices

de déterminant positif congrues à

(
1 ∗
0 ∗

)
modulo N et Div0(P1(Q)) le Z-module

des diviseurs de degré 0 de P1(Q) muni de son action naturelle de GL2(Q). Soit
HomΓ̃p1(N)

(
Div0(P1(Q)), B∨

)
le sous-espace vectoriel de HomZ

(
Div0(P1(Q)), B∨

)
des éléments invariants par Γ̃p1(N) (agissant sur B∨ et Div0(P1(Q))). Il y a un
isomorphisme canonique compatible aux opérateurs de Hecke :

HomGL2(Qp)

(
B, Ĥ1

c (N)⊗Zp E
) ∼→ HomΓ̃p1(N)

(
Div0(P1(Q)), B∨

)
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où l’action de Hecke sur le membre de gauche provient de celle sur Ĥ1
c (N) et est

donnée sur le membre de droite par l’action des doubles classes en Γ̃p1(N).

Si V est un E-espace vectoriel sur lequel les opérateurs de Hecke hors Np
agissent, notons V f le sous-espace sur lequel ils agissent par les valeurs propres as-

sociées à f . Soit Γp1(N) ⊂ Γ̃p1(N) le sous-groupe des matrices de déterminant 1. On

étudie dans un second temps les espaces HomΓp1(N)

(
Div0(P1(Q)), B(k,L)∨

)f
pour

L ∈ E. Plus précisément, une certaine involution w∞ (correspondant grosso-modo
à une conjugaison complexe) agit sur ces espaces et on étudie les sous-espaces

HomΓp1(N)

(
Div0(P1(Q)), B(k,L)∨

)f,±
sur lesquels elle vaut ±identité. Pour cela,

on utilise de façon essentielle les résultats de [14] lorsque k = 2 et [25] lorsque
k > 2 (étendus aux formes modulaires de caractère non trivial) qui, combinés
avec les constructions de [4], permettent d’obtenir (cf. Cor.4.5.3) :

Théorème 1.1.4. — Soit f comme dans le Th.1.1.2 avec k ≥ 2. Il existe un
(unique) nombre p-adique L+(f) (resp. L−(f)) dans Qp tel que, si E est une

extension finie suffisamment grande de Qp dans Qp, on a :

HomΓp1(N)

(
Div0(P1(Q)), B(k,L)∨

)f,+
= 0 si L 6= −L+(f)

HomΓp1(N)

(
Div0(P1(Q)), B(k,L)∨

)f,+
= E si L = −L+(f)

(resp. avec − au lieu de +).

Pour mettre ensembles les théorèmes 1.1.4 et 1.1.3, on voit qu’il faut passer de

Γ̃p1(N) à Γp1(N) (ou l’inverse). On utilise ici l’“involution” d’Atkin-Lehner wp. À

partir de la relation f |Wp= −apf pour Wp ∈ Γ̃p1(N)\Γp1(N) tel que det(Wp) = p,
on déduit (cf. Prop.5.1.1) :

Proposition 1.1.5. — Si λ = p
k−2
2 a−1

p , l’inclusion naturelle :

HomΓ̃p1(N)

(
Div0(P1(Q)), (B(k,L)⊗nr(λ))∨

)f⊆HomΓp1(N)

(
Div0(P1(Q)), B(k,L)∨

)f
est un isomorphisme pour L ∈ E.

En combinant les théorèmes 1.1.3 et 1.1.4, la proposition 1.1.5 et en utilisant

l’action de Gal(Q/Q) sur Ĥ1
c (N), on obtient alors (cf. Cor.5.1.2 et Th.5.1.6) :

Corollaire 1.1.6. — Soit f comme dans le Th.1.1.2 avec k ≥ 2. On a L+(f) =

L−(f) et, notant L̃(f) cette valeur commune :

HomGL2(Qp)

(
B(k,L)⊗ nr(p

k−2
2 a−1

p ), (Ĥ1
c (N)⊗Zp E)f

)
= 0 si L 6= −L̃(f)

HomGL2(Qp)

(
B(k,L)⊗ nr(p

k−2
2 a−1

p ), (Ĥ1
c (N)⊗Zp E)f

)
' E2 si L = −L̃(f).
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Du corollaire 1.1.6 et des résultats de Colmez ([12], [13]) sur l’irréductibilité et

l’admissibilité des Banach B(k,L), il est facile de déduire π̂p(f) ' B(k,−L̃(f))⊗
nr(p

k−2
2 a−1

p ) pour k > 2. L’identification L̃(f) = L(f) n’est pas due à l’auteur
(comme déjà signalé) et est conséquence des résultats de [3] et [12]. L’énoncé du

corollaire 1.1.6 est encore valable en remplaçant Ĥ1
c par Ĥ1 (cohomologie usuelle

sans support).

Dans [22] sont associées à une forme f comme dans le théorème 1.1.2 des
distributions p-adiques sur Zp

× dépendant (outre de f) d’un entier c premier
à p, d’un élément ν ∈ (Z/cZ)× et du choix d’une période complexe Ω±f (que
l’on oublie ici mais voir §4.1). On les note µf,c,ν . Il est facile de les prolonger de
Zp
× à P1(Qp) de façon à les voir comme éléments du dual B(k)∨ (cf. §5.2). Une

relecture des résultats de [14] et [25] montre qu’elles peuvent alors s’obtenir par

“spécialisations” à partir des éléments de HomΓp1(N)

(
Div0(P1(Q)), B(k)∨

)f
(cf.

Prop.5.2.2). Ceci combiné avec les résultats précédents entrâıne (cf. Cor.5.2.5) :

Corollaire 1.1.7. — Soit f comme dans le théorème 1.1.2 avec k > 2. Pour
tout c ∈ Z tel que (c, p) = 1 et tout ν ∈ (Z/cZ)×, on a :∫

P1(Qp)

h(z)µf,c,ν(z) = 0

pour toute fonction h : Qp → E de la forme :

h(z) =
∑
i∈I

λi(z − zi)ni log−L(f)(z − zi)

où I est un ensemble fini, λi ∈ E, zi ∈ Qp, ni ∈ {bk−2
2
c + 1, . . . , k − 2} et

deg
(∑

i∈I λi(z − zi)ni
)
< k−2

2
.

L’article est organisé comme suit. Dans la partie 2, on définit les Banach π̂p(f),
on vérifie qu’ils ne dépendent d’aucun choix et on montre le théorème 1.1.3 (la
vérification de la compatibilité à Hecke étant un peu fastidieuse). Dans la partie
3, on rappelle les définitions des Banach B(k), B(k,L) et de leur duaux et on
montre le théorème 1.1.1. Dans la partie 4, après quelques rappels classiques, on
introduit ce dont on a besoin du formalisme de Darmon-Orton et on l’utilise pour
montrer le théorème 1.1.4. Dans la partie 5, on combine les résultats des parties
précédentes pour montrer la proposition 1.1.5, le corollaire 1.1.6 et le corollaire
1.1.7, puis avec les résultats de [12] et [13], le théorème 1.1.2.

1.2. Notations. — On note Q une clôture algébrique de Q, Qp une clôture

algébrique de Qp et Cp la complétion p-adique de Qp. On fixe des plongements

Q ↪→ C et Q ↪→ Qp. On note
√
p la racine carrée positive de p (pour le premier
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plongement). Pour x ∈ Cp, val(x) ∈ Q ∪ {+∞} est la valuation p-adique nor-

malisée par val(p) = 1 et | x |déf
= p−val(x) ∈ R+. On note Ẑ déf

=
∏

` Z` le complété

profini de Z, Ẑp déf
=
∏
6̀=p Z`, AQ,f

déf
= Ẑ⊗Z Q, Ap

Q,f
déf
= Ẑp⊗Z Q et AQ

déf
= AQ,f×R×.

Pour L ∈ Qp, on note logL : Cp
× → Cp l’unique fonction telle que logL(xy) =

logL(x) + logL(y), logL(1− x) = −
∑+∞

n=1
xn

n
si |x| < 1 et logL(p) = L.

Un sous-groupe ouvert compact K (resp. Kp) de GL2(Ẑ) (resp. GL2(Ẑp)) sera
toujours supposé de la forme K =

∏
`K` (resp. Kp =

∏
`K

p
` ) où K` (resp. Kp

` )
est un sous-groupe ouvert compact de GL2(Z`) (qui lui est égal pour presque tout
`). On note B(Qp) le sous-groupe fermé de GL2(Qp) des matrices triangulaires
supérieures et I(Zp) le sous-groupe ouvert de GL2(Zp) des matrices triangulaires
supérieures modulo p.

On pose Ω
déf
= Cp−Qp et on fait agir GL2(Qp) à gauche sur Ω par z 7→ gz

déf
= az+b

cz+d

si g =

(
a b
c d

)
∈ GL2(Qp) et z ∈ Ω.

On normalise l’application de réciprocité du corps de classes local en envoyant
les Frobenius arithmétiques sur l’inverse des uniformisantes. On note ε le caractère
cyclotomique p-adique de Gal(Q/Q) et on remarque que, via la réciprocité locale
en p, ε(x) = x |x | si x ∈ Qp

×.

On note GL2(Q)+ les matrices de GL2(Q) de déterminant positif et H le demi-

plan de Poincaré complexe avec action à gauche usuelle de GL2(Q)+ (z 7→ gz
déf
=

az+b
cz+d

si g =

(
a b
c d

)
∈ GL2(Q)+). Pour k ∈ Z fixé, on fait agir à droite les matrices

g ∈ GL2(Q)+ sur les fonctions f : H→ C par la formule :

(f |g)(z)
déf
=

det(g)k−1

(cz + d)k
f(gz).

Si f : H → C est une forme modulaire holomorphe de poids k ≥ 2 nouvelle
pour un groupe de congruence Γ1(M) vecteur propre des opérateurs de Hecke et si
E est une extension finie de Qp dans Qp dont l’anneau des entiers OE contient les

valeurs propres associées, on note σ(f) : Gal(Q/Q)→ GL2(OE) la représentation
p-adique semi-simple associée à f par Deligne. Son déterminant est εk−1χ si χ
est le caractère de f . Elle est absolument irréductible si f est parabolique. On
note πp(f) la composante locale en p de la représentation admissible irréductible
de GL2(AQ,f ) associée à f . C’est une représentation lisse irréductible de GL2(Qp)
de caractère central | |k−2χp où χp est la composante locale en p de χ vu comme
caractère de A×Q,f .

Si E est une extension finie quelconque de Qp dans Qp, on note indifféremment
St la représentation de Steinberg de GL2(Qp) sur E. Elle s’identifie au E-espace
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vectoriel des fonctions localement constantes f : P1(Qp) → E muni de l’action

à gauche (g(f))(z)
déf
= f( dz−b

−cz+a) (où g =

(
a b
c d

)
∈ GL2(Qp)) quotienté par le

sous-espace invariant des fonctions constantes.

Si A est un anneau (commutatif unitaire), on note Symk−2A2 la représentation
algébrique de GL2(A) de plus haut poids (0, k−2). Elle s’identifie aux polynômes

⊕0≤j≤k−2AT
j munis de l’action à gauche (g(P ))(T )

déf
= (−cT + a)k−2P ( dT−b

−cT+a
) où

g =
(
a b
c d

)
∈ GL2(A) et P ∈ Symk−2A2. Lorsque A est une extension finie de Qp

dans Qp, on note Symk−2A2 la représentation |det | k−2
2 ⊗Symk−2A2.

Si V est un espace vectoriel topologique sur un corps E muni d’une action

à gauche E-linéaire de GL2(Qp) par automorphismes continus, on note V ∨
déf
=

HomE(V,E) le dual continu que l’on munit de l’action à gauche (g(f))(v)
déf
=

f(g−1(v)) où g ∈ GL2(Qp) et f ∈ HomE(V,E).

On fait agir GL2(Q) à gauche sur P1(Q) via g(x, y)
déf
= (ax + by, cx + dy) si

g =

(
a b
c d

)
∈ GL2(Q). On note D0 le Z-module des diviseurs de degré 0 de

P1(Q) muni de l’action à gauche induite de GL2(Q). Pour tout Z-module M ,
HomZ(D0,M) est le Z-module des applications Z-linéaires de D0 dans M . Si
M est muni d’une action à gauche Z-linéaire de GL2(Q), on munit le Z-module
HomZ(D0,M) d’une action à gauche Z-linéaire de GL2(Q) par :

g(φ)({r2} − {r1})
déf
= g

(
φ({g−1r2} − {g−1r1})

)
où g ∈ GL2(Q), φ ∈ HomZ(D0,M) et {r2} − {r1} ∈ D0. Pour tout sous-groupe

H de GL2(Q), HomH(D0,M)
déf
= HomZ(D0,M)H désigne les invariants sous H.

Si M est un module sur l’anneau des entiers O d’un corps de nombres muni
d’endomorphismes T` et S` pour tout nombre premier ` sauf un nombre fini et si
f est une forme modulaire quelconque telle que, pour tous ces `, on a T`f = a`f ,

S`f = α`f avec a`, α` ∈ O, on note M f déf
= {x ∈M | T`x = a`x, S`x = α`x}.

Tous les espaces de Banach B de ce texte sont p-adiques et tels que ||B|| ⊆ |E|
où E ⊂ Qp désigne le corps des coefficients qui est toujours une extension finie
de Qp. On appelle GL2(Qp)-Banach unitaire un espace de Banach B muni d’une
action à gauche E-linéaire de GL2(Qp) telle que les applications GL2(Qp) → B,
g 7→ gv sont continues pour tout v ∈ B et telle que, pour un choix de norme
|| || sur B, on a ||gv|| = ||v|| pour tout g ∈ GL2(Qp) et tout v ∈ B. Un GL2(Qp)-
Banach unitaire est dit admissible (suivant [28],§3) si le Banach dual est de

type fini sur E ⊗OE OE[[GL2(Zp)]] où OE[[GL2(Zp)]]
déf
= lim←−OE[GL2(Zp)/H], la

limite projective étant prise sur les sous-groupes de congruences principaux H de
GL2(Zp).
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2. Cohomologies étales complétées, Banach p-adiques et symboles
modulaires

On définit les Banach π̂p(f) et on démontre le Th.1.1.3 de l’introduction
(Th.2.4.2 ci-dessous). Les définitions et résultats de cette partie sont valables
pour toute forme modulaire f parabolique nouvelle de poids k ≥ 2, niveau Γ1(M)
(M entier quelconque) vecteur propre des opérateurs de Hecke.

2.1. Cohomologies étales complétées. — On introduit les espaces de coho-
mologie étale (ou de Betti) complétés et on en rappelle quelques propriétés.

Pour K =
∏

`K` un sous-groupe ouvert compact de GL2(Ẑ), on note Y (K) la
courbe modulaire algébrique ouverte sur Q dont les points complexes sont :

Y (K)(C)
déf
= GL2(Q)\GL2(AQ)/SO2(R)R×K

Elle a un nombre de composantes connexes géométriques égal au cardinal de
(Q+)×\A×Q,f/det(K). Pour n ∈ N, H1(Y (K),Z/pnZ) (resp. H1

c (Y (K),Z/pnZ))
désigne au choix la cohomologie de Betti de l’espace topologique Y (K)(C) ou
la cohomologie étale de la variété algébrique Y (K)Q (resp. les cohomologies

à support compact) et H1
par(Y (K),Z/pnZ) l’image de H1

c (Y (K),Z/pnZ) dans

H1(Y (K),Z/pnZ). Dans la suite, on écrit H1
∗ (Y (K),Z/pnZ) pour désigner l’une

quelconque de ces cohomologies. Les H1
∗ (Y (K),Z/pnZ) sont munis d’une ac-

tion continue de Gal(Q/Q) et d’une action des opérateurs de Hecke KgK pour
g ∈ GL2(AQ,f ), ces actions commutant entre elles. Voici nos conventions pour

l’action de KgK : on voit H1
∗ (Y (K),Zp) dans

(
lim−→K′

H1
∗ (Y (K ′),Zp)

)K
et on

fait agir KgK = qiKgi par KgKx
déf
=
∑

i g
−1
i (x) si x ∈ H1

∗ (Y (K),Z/pnZ) '
H1
∗ (Y (K),Zp)/p

n. On note T` et S` pour ` tel que K` = GL2(Z`) les opérateurs

de Hecke correspondant aux doubles classes K

(
1 0
0 `

)
K et K

(
` 0
0 `

)
K avec(

1 0
0 `

)
et

(
` 0
0 `

)
dans GL2(Q`).

Soit maintenant Kp =
∏
6̀=pK` un sous-groupe ouvert compact de GL2(Ẑp).

On pose en suivant les notations de [15] :

H1
∗ (K

p)
déf
= lim−→

r

H1
∗ (Y (KpK(pr)),Zp)

Ĥ1
∗ (K

p)
déf
= lim←−

n

(
lim−→
r

H1
∗ (Y (KpK(pr)),Z/pnZ)

)
' lim←−

n

H1
∗ (K

p)/pnH1
∗ (K

p)

où K(pr)
déf
= Ker(GL2(Zp) → GL2(Z/prZ)) et où, pour ∗ = c, les applications

de transition dans la limite inductive sont les duales des applications traces

H1(Y (KpK(pr+1)),Z/pnZ)→ H1(Y (KpK(pr)),Z/pnZ). Les H1
∗ (K

p) et Ĥ1
∗ (K

p)
sont des Zp-modules sans torsion. Les modules H1

∗ (K
p) sont munis d’une action
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Zp-linéaire lisse de GL2(Qp), d’une action Zp-linéaire des T`, S` pour ` - p tel

que K` = GL2(Z`) et d’une action Zp-linéaire de Gal(Q/Q), toutes ces actions

commutant entre elles. Les modules Ĥ1
∗ (K

p) sont munis d’une action Zp-linéaire

de GL2(Qp), T`, S` et Gal(Q/Q), ces actions commutant entre elles et l’action

de GL2(Qp) faisant de Ĥ1
∗ (K

p)⊗Qp un GL2(Qp)-Banach unitaire (voir [15],§3.3
pour plus de détails).

Les quatre lemmes qui suivent n’ont rien d’original. Quand on donne leurs
preuves, c’est pour la commodité du lecteur.

Lemme 2.1.1. — On a une surjection Ĥ1
c (Kp) � Ĥ1(Kp) et un isomorphisme

Ĥ1
par(K

p)
∼→ Ĥ1(Kp).

Démonstration. — Pour tout r et tout n, on a une suite exacte :

0→ (Z/pnZ)c → (Z/pnZ)ptes → H1
c (Y (KpK(pr)),Z/pnZ)→(1)

H1(Y (KpK(pr)),Z/pnZ)→ (Z/pnZ)ptes → (Z/pnZ)c → 0

où c est le nombre de composantes connexes géométriques de Y (KpK(pr)). En
se rappelant que les pointes de Y (KpK(pr+1)) sont ramifiées avec indice de ra-
mification p au-dessus des pointes de Y (KpK(pr)) ([30],p.23), et en utilisant la
commutativité des diagrammes :

H1
c (Y (KpK(pr+1)),Z/pnZ) → H1(Y (KpK(pr+1)),Z/pnZ)

↑ ↑
H1

c (Y (KpK(pr)),Z/pnZ) → H1(Y (KpK(pr)),Z/pnZ),

un passage à la limite inductive sur (1) donne une surjection :

H1
c (Kp)/pnH1

c (Kp) � H1(Kp)/pnH1(Kp).

Le résultat s’en déduit par passage à la limite projective, les conditions de Mittag-
Leffler étant trivialement satisfaites.

Lemme 2.1.2. — Les GL2(Qp)-Banach unitaires Ĥ1
∗ (K

p) ⊗ Qp sont admis-
sibles.

Démonstration. — Ce lemme est un cas particulier des résultats généraux de [15],
mais se déduit aussi directement de [24]. Il suffit de regarder ∗ = c et ∗ = rien

par le Lem.2.1.1. L’admissibilité des Banach Ĥ1
c (Kp) ⊗ Qp est démontrée dans

[24],§4 (via l’étude de leur dual lim←−H
1(Y (KpK(pr)),Zp) ⊗ Qp). La surjection

Ĥ1
c (Kp) � Ĥ1(Kp) entrâıne que les Banach Ĥ1(Kp)⊗Qp sont aussi admissibles

(cf. [28],§3).

Lemme 2.1.3. — Pour tout r > 1 et tout n, les applications de transition :

H1
c (Y (KpK(pr)),Z/pnZ)→ H1

c (Y (KpK(pr+1)),Z/pnZ)

sont injectives.
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Démonstration. — Par [2],Prop.4.2 et la décomposition de la variété non-connexe
Y (KpK(pr))(C) en sommes disjointe de quotients de H par des sous-groupes de
congruences Γi(r) contenus (à conjugaison près) dans Γ(pr), on a :

H1
c (Y (KpK(pr)),Z/pnZ) = ⊕i∈I(r)HomΓi(r)(D0,Z/pnZ).

De même, H1
c (Y (KpK(pr+1)),Z/pnZ) = ⊕i∈I(r+1)HomΓi(r+1)(D0,Z/pnZ) et l’ap-

plication de transition est la composée d’injections :

HomΓi(r)(D0,Z/pnZ) ↪→ HomΓi(r+1)(D0,Z/pnZ)

pour Γi(r + 1) ⊂ Γi(r) et d’applications diagonales :

HomΓi(r+1)(D0,Z/pnZ) ↪→ HomΓi(r+1)(D0,Z/pnZ)di

d’où le résultat.

Lemme 2.1.4. — Si f est une forme modulaire parabolique de poids k ≥ 2
vecteur propre des opérateurs de Hecke T` et S` pour ` suffisamment grand et si
OE est l’anneau des entiers d’une extension finie de Qp dans Qp contenant les
valeurs propres associées, on a :

(Ĥ1
c (Kp)⊗Zp OE)f

∼→ (Ĥ1
par(K

p)⊗Zp OE)f
∼→ (Ĥ1(Kp)⊗Zp OE)f .

Démonstration. — En vertu du Lem.2.1.1, il suffit de montrer le premier isomor-

phisme. Il découle du fait que les noyau et conoyau de la flèche (Ĥ1
c (Kp) ⊗Zp

OE)f → (Ĥ1(Kp)⊗Zp OE)f sont “Eisenstein”, et donc nuls puisque f est parabo-
lique. Pour plus de détails, voir la preuve de [6],Prop.3.2.4 ou de [17],Prop.7.7.13.

2.2. Les Banach π̂p(f). — On vérifie que l’adhérence de la représentation
Symk−2E2 ⊗E πp(f) dans les divers Banach p-adiques cohomologiques dans les-
quels elle se plonge naturellement de façon équivariante ne dépend d’aucun choix.

Soit Kp =
∏
6̀=pK` un sous-groupe ouvert compact de GL2(Ẑp) et notons

(S̃ym
k−2

(Z/pnZ)2)∨ le faisceau localement constant associé pour chaque r ∈ N au
fibré sur la variété Y (KpK(pr))(C) :(

(Symk−2(Z/pnZ)2)∨ × [GL2(Q)\GL2(AQ)/SO2(R)R×Kp]
)
/K(pr)

où g ∈ K(pr) agit sur la représentation algébrique (Symk−2(Z/pnZ)2)∨ par l’ac-
tion à gauche de l’image dans GL2(Z/pnZ) de g−1 et sur GL2(AQ) par la multi-

plication à droite par g. On note encore (S̃ym
k−2

(Z/pnZ)2)∨ le faisceau descendu
sur le petit site étale de Y (KpK(pr))Q (cf. [8],§2.1). Lorsque r ≥ n, la cohomo-

logie (de Betti ou étale) H1
∗ (Y (KpK(pr)), (S̃ym

k−2
(Z/pnZ)2)∨) est isomorphe à
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(Symk−2(Z/pnZ)2)∨ ⊗ H1
∗ (Y (KpK(pr)),Z/pnZ) car le fibré est alors trivial d’où

un isomorphisme :

lim←−
n

(
lim−→
r

H1
∗ (Y (KpK(pr)), (S̃ym

k−2
(Z/pnZ)2)∨)

)
' (Symk−2Zp

2)∨ ⊗Zp Ĥ
1
∗ (K

p)

qui est compatible aux actions de Hecke et Galois (agissant trivialement à droite
sur (Symk−2Zp

2)∨) et à l’action de GL2(Zp) (GL2(Qp) si l’on tensorise par Qp).

En composant avec l’application naturelle de lim−→H
1
∗
(
Y (KpK(pr)), (S̃ym

k−2
Zp

2)∨)

dans le membre de gauche, en tensorisant par Symk−2Zp
2 et en composant à droite

avec l’application d’évaluation :

Symk−2Zp
2 ⊗ (Symk−2Zp

2)∨ ⊗ Ĥ1
∗ (K

p)→ Ĥ1
∗ (K

p),

on en déduit une application canonique qui commute aux actions de Hecke, Galois
et GL2(Zp) :

Ψ : Symk−2Zp
2 ⊗Zp lim−→

r

H1
∗
(
Y (KpK(pr)), (S̃ym

k−2
Zp

2)∨
)
−→ Ĥ1

∗ (K
p).

Lemme 2.2.1. — Le noyau de Ψ est la torsion du membre de gauche.

Démonstration. — Notons que lim−→H
1
∗
(
Y (KpK(pr)), (S̃ym

k−2
Zp

2)∨
)

n’a pas de

torsion si k = 2 ou si ∗ ∈ {c, par} de sorte que l’énoncé dit que Ψ est injec-
tif dans ces cas. Ce lemme est une conséquence de la suite spectrale de [15],§4.3,
mais se déduit aussi de [24],§6. En effet, on déduit facilement de loc.cit. que pour
tout v ∈ Symk−2Zp

2 non nul, la flèche :

Ψv : lim−→
r

H1
∗
(
Y (KpK(pr)), (S̃ym

k−2
Zp

2)∨
)
→ Ĥ1

∗ (K
p), x 7→ Ψ(v ⊗ x)

est injective modulo torsion. Mais si Ψ n’est pas injectif (modulo torsion), soit

N ≤ k − 2 minimal tel que Ψ(
∑N

i=0 T
i ⊗ xi) = 0 avec xN qui n’est pas de

torsion dans lim−→H
1
∗
(
Y (KpK(pr)), (S̃ym

k−2
Zp

2)∨
)

et N > 0 puisque Ψ1 = ΨT 0 est

injectif (modulo torsion). Soit b ∈ Zp de valuation suffisamment grande pour que(
1 b
0 1

)
xi = xi pour tout i. Alors :

(
1 b
0 1

)( N∑
i=0

T i ⊗ xi
)
−

N∑
i=0

T i ⊗ xi =
N−1∑
i=0

T i ⊗ yi

avec yN−1 qui n’est pas de torsion. Donc Ψ(
∑N−1

i=0 T i ⊗ yi) = 0 ce qui contredit
la minimalité de N .

L’application Ψ⊗Qp est donc injective et commute à GL2(Qp).

Soit maintenant f une forme parabolique normalisée de poids k ≥ 2 nouvelle
pour le groupe de congruence Γ1(Npα) (N premier à p) et vecteur propre des
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opérateurs de Hecke T`, S` pour ` - Np. On note χ son caractère de sorte que
S`f = `k−2χ(`)f . On fixe une extension finie E de Qp dans Qp contenant les

valeurs propres associées et on note Kp
1 (N) ⊆ GL2(Ẑp) le sous-groupe ouvert

compact :

Kp
1 (N)

déf
=
∏
`-Np

GL2(Z`)×
∏
`|N

K1,`(`
n`)(2)

où K1,`(`
n`)

déf
=

{
g` ∈ GL2(Z`), g` ≡

(
1 ∗
0 ∗

)
mod. `n`

}
et N =

∏
` `
n` .

On choisit un sous-groupe ouvert compact Kp ⊆ Kp
1 (N) et un plongement

GL2(Qp)-équivariant :

ι : Symk−2E2 ⊗E πp(f) ↪→ Symk−2E2 ⊗E lim−→
r

H1
∗
(
Y (KpK(pr)), (S̃ym

k−2
E2)∨

)f
où (S̃ym

k−2
E2)∨

déf
= (S̃ym

k−2
Zp

2)∨ ⊗Zp E. Noter que ι est juste le tensorisé par

Symk−2E2 d’un plongement GL2(Qp)-équivariant de la représentation lisse πp(f)

dans lim−→H
1
∗
(
Y (KpK(pr)), (S̃ym

k−2
E2)∨

)f
. En composant ι à droite avec l’injec-

tion canonique ΨE
déf
= Ψ⊗ E, on obtient un plongement GL2(Qp)-équivariant :

ΨE ◦ ι : Symk−2E2 ⊗E πp(f) ↪→ (Ĥ1
∗ (K

p)⊗Zp E)f ⊂ Ĥ1
∗ (K

p)⊗Zp E.

Définition 2.2.2. — Pour ∗, Kp et ι comme ci-dessus, on note π̂p(f)∗,Kp,ι
l’adhérence de Symk−2E2 ⊗E πp(f) dans Ĥ1

∗ (K
p)⊗Zp E via l’injection ΨE ◦ ι.

En d’autres termes, π̂p(f)∗,Kp,ι est le complété p-adique de Symk−2E2⊗E πp(f)

par rapport au OE-réseau (Symk−2E2 ⊗E πp(f)) ∩ (ΨE ◦ ι)−1(Ĥ1
∗ (K

p) ⊗Zp OE).
Les π̂p(f)∗,Kp,ι sont des GL2(Qp)-Banach unitaires.

Proposition 2.2.3. — Le GL2(Qp)-Banach unitaire π̂p(f)∗,Kp,ι est indépen-
dant des choix de ∗, Kp ou ι et est admissible.

Démonstration. — L’admissibilité résulte du Lem.2.1.2. Fixons d’abord ∗ et Kp.
Soit πp(f) le produit restreint aux places finies hors p des composantes locales de
la représentation automorphe associée à f (c’est-à-dire des composantes locales
unitaires tordues en chaque place par le caractère norme à la puissance k/2− 1)
que l’on peut réaliser sur E. On a un isomorphisme canonique :

Hom
(
πp(f)K

p ⊗E σ(f)∨, Symk−2E2 ⊗ lim−→
r

H1
∗
(
Y (KpK(pr)), (S̃ym

k−2
E2)∨

))
' Symk−2E2 ⊗E πp(f)

où il s’agit à gauche des applications E-linéaires commutant aux actions de Hecke
et Galois. Un plongement ι comme ci-dessus revient au choix d’un élément v ∈
πp(f)K

p ⊗E σ(f)∨ via ι(x)
déf
= x(v) si x ∈ Symk−2E2 ⊗E πp(f) est vu à gauche
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comme un homomorphisme. Soit Mv le OE-réseau de πp(f)K
p ⊗E σ(f)∨ stable

par Hecke et Galois engendré par v. Le OE-réseau ci-dessus induit par ΨE ◦ ι sur

Symk−2E2 ⊗E πp(f) est l’ensemble des x tels que ΨE(x(v)) ∈ Ĥ1
∗ (K

p) ⊗Zp OE

ou, de manière équivalente, l’ensemble des x tels que ΨE(x(Mv)) est “entier”. Or,
comme πp(f)K

p⊗Eσ(f)∨ est un E-espace vectoriel de dimension finie, tous les Mv

sont commensurables entre eux, donc aussi tous les réseaux induits par les ΨE◦ι ce
qui entrâıne que π̂p(f)∗,Kp,ι ne dépend pas de ι. Fixons maintenant ∗ = rien, Kp, ι
et soit K ′p ⊆ Kp un autre sous-groupe ouvert compact de GL2(Zp), que l’on peut

prendre normal, et ΨE ◦ ι′ le plongement Symk−2E2 ⊗E πp(f) ↪→ Ĥ1(K ′p)⊗Zp E

déduit de ΨE◦ι par composition avec Ĥ1(Kp)⊗ZpE ↪→ Ĥ1(K ′p)⊗ZpE. Il est facile

de voir que cette dernière immersion est fermée (car par exemple Ĥ1(Kp)⊗E =

(Ĥ1(K ′p) ⊗ E)K
p
, cf. [15],§3.3), d’où π̂p(f)Kp,ι

∼→ π̂p(f)K′p,ι′ et de même avec
∗ = par par le Lem.2.1.1. Enfin, fixons Kp, ΨE ◦ ι : Symk−2E2 ⊗E πp(f) ↪→
Ĥ1

c (Kp)⊗ZpE et notons ΨE◦ι′ le plongement Symk−2E2⊗Eπp(f) ↪→ Ĥ1(Kp)⊗ZpE

déduit par composition avec la surjection Ĥ1
c (Kp)⊗E � Ĥ1(Kp)⊗E (Lem.2.1.1).

On a une application continue d’image dense π̂p(f)c,Kp,ι → π̂p(f)Kp,ι. La catégorie
des Banach admissibles étant abélienne ([28],§3), c’est forcément une surjection.
Par le Lem.2.1.4, c’est aussi une injection. Ceci achève la preuve.

On note simplement π̂p(f) ce Banach ne dépendant que de f . Son caractère
central (via la réciprocité locale) est εk−2χp où χp est la composante en p de
χ : (Q+)×\A×Q,f → O×E. Par ailleurs, on déduit des résultats de [15],§4.3 que les

vecteurs localement algébriques de π̂p(f) sont exactement Symk−2E2 ⊗E πp(f).

2.3. Cohomologie et symboles modulaires. — Pour N premier à p, on
explicite H1

c (Y (Kp
1 (N)K(pr)),Z/pnZ) et lim−→r

H1
c (Y (Kp

1 (N)K(pr)),Z/pnZ) avec

leurs actions de GL2 et de Hecke en termes de symboles modulaires (cf. (2)
pour Kp

1 (N)). Tous les résultats sont certainement bien connus, mais faute de
références précises, nous donnons des preuves complètes.

Pour n entier ≥ 1, soit In le Zp-module des fonctions localement constantes
f : GL2(AQ,f )→ HomZ(D0,Z/pnZ) telles que f(γg) = γf(g) pour γ ∈ GL2(Q)+

et g ∈ GL2(AQ,f ). On le munit d’une action à gauche de GL2(AQ,f ) par translation

à droite. Soit K =
∏

`K` un sous-groupe ouvert compact de GL2(Ẑ), on munit
IKn d’une action Z-linéaire des doubles classes KgK = qiKgi par :

KgKΦ
déf
=
∑
i

g−1
i (Φ)

où g ∈ GL2(AQ,f ) et Φ ∈ In. Pour ` tel que K` = GL2(Z`), on note T` (resp.

S`) l’action de la double classe K

(
1 0
0 `

)
K (resp. K

(
` 0
0 `

)
K) avec

(
1 0
0 `

)
(resp.

(
` 0
0 `

)
) dans GL2(Q`). Si Kp = K(pr) pour un entier r > 0, l’action
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de GL2(Zp) ⊂ GL2(AQ,f ) sur In induit une action sur IKn via son quotient
GL2(Zp)/Kp ' GL2(Z/prZ).

Le lemme suivant est une version adélique d’un cas simple de [2],Prop.4.2 qui
suffit pour la suite. Je remercie A. Genestier pour son aide dans sa démonstration.

Lemme 2.3.1. — Pour K suffisamment petit, on a un isomorphisme cano-
nique compatible aux opérateurs de Hecke KgK :

H1
c (Y (K),Z/pnZ) ' IKn .

Si Kp = K(pr) pour un entier r > 0, cet isomorphisme commute aux actions de
GL2(Zp).

Démonstration. — Soit In le Zp-module des fonctions localement constantes f :
GL2(AQ,f )→ HomZ(D0,Z/pnZ) muni de l’action à droite de GL2(Q)+ par trans-
lation à gauche et de l’action à gauche de GL2(AQ,f ) par translation à droite. No-

tons H
déf
= H∪P1(Q), en utilisant que H1(H,P1(Q); Z/pnZ) ' HomZ(D0,Z/pnZ)

(il s’agit de la cohomologie de Betti relative), on a un isomorphisme canonique :

H1
(
GL2(AQ,f )×H,GL2(AQ,f )× P1(Q); Z/pnZ

)
' In(3)

compatible à toutes les actions. Le groupe GL2(Q)+ agit librement sur
GL2(AQ,f )×H et un examen de la suite spectrale de Hochschild-Serre fournit un
isomorphisme canonique GL2(AQ,f )-équivariant :

H1
(
GL2(Q)+\

(
GL2(AQ,f )×H

)
,GL2(Q)+\

(
GL2(AQ,f )× P1(Q)

)
; Z/pnZ

)
' In.

Le groupe GL2(Q)+×K, même pour K suffisamment petit, n’agit pas librement
sur P1(Q), mais en remplaçant dans (3) H par H et P1(Q) par un système stable
sous GL2(Q)+ de petits disques (épointés) dans H contractiles dans H autour de
chaque pointe de P1(Q) sur lequel GL2(Q)+×K agit librement pour K suffisam-
ment petit (c’est possible), on a un H1 relatif isomorphe (par excision) à celui de
(3) et la suite spectrale de Hochschild-Serre donne encore un isomorphisme :

H1
(
GL2(Q)+\

(
GL2(AQ,f)/K×H

)
,GL2(Q)+\

(
GL2(AQ,f )/K×P1(Q)

)
; Z/pnZ

)
' IKn .

On en déduit le résultat car H1(Y (K) ∪ ptes, ptes; Z/pnZ) = H1
c (Y (K),Z/pnZ)

et car toutes les actions passent par celle de GL2(AQ,f ).

Le Lem.2.3.1 s’applique en particulier pour K ⊆ Kp
1 (N)K(pr) avec Npr > 2.

Pour tout entier n > 0 et tout entier r ≥ 0, on note Ind
GL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ le

Z/pnZ-module des fonctions f : GL2(Z/prZ) → Z/pnZ. Il est muni de deux
actions à gauche de GL2(Zp) (via son quotient GL2(Z/prZ)) :

(g ∗1 f)(·) déf
= f(·g) et (g ∗2 f)(·) déf

= f(g−1·).
Ces deux actions commutent entre elles. Soit N > 0 un entier premier à p. On
définit :

HomΓ1(N)

(
D0, Ind

GL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

)
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comme le Z/pnZ-module des fonctions Z-linéaires φ : D0 → Ind
GL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

telles que γ ∗1 φ({r2} − {r1}) = φ({γr2} − {γr1}) pour tout {r2} − {r1} ∈ D0 et
tout γ ∈ Γ1(N). Il est muni de l’action à gauche de GL2(Z/prZ) :

(g(φ))({r2} − {r1})
déf
= g ∗2 φ({r2} − {r1}).(4)

On définit de façon strictement analogue HomΓ1(N)

(
D0, Ind

SL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

)
avec

la même action de SL2(Z/prZ). On munit HomΓ1(N)

(
D0, Ind

GL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

)
de

l’action des opérateurs de Hecke T`, S` pour ` - Np suivante :

(T`φ)({r2} − {r1})
déf
=

∑
i

δ−1
i ∗1 φ({δir2} − {δir1})

(S`φ)({r2} − {r1})
déf
= σ−1

`

(
`−1 0
0 `−1

)
∗1 φ({σ`r2} − {σ`r1})

où les δi sont définis par :

Γ1(N)

(
1 0
0 `

)
Γ1(N) = qiΓ1(N)δi(5)

et où σ` ∈ SL2(Z) est tel que σ` ≡
(
`−1 0
0 `

)
mod. N . Les actions de GL2(Z/prZ)

et des T`, S` sur HomΓ1(N)

(
D0, Ind

GL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

)
commutent entre elles.

On note H1
c

(
Y 0(Kp

1 (N)K(pr)),−
)

la cohomologie étale à support compact

d’une composante connexe géométrique (sur Q) de Y (Kp
1 (N)K(pr)) ou la co-

homologie de Betti à support compact de ses points complexes. Rappelons que
ceux-ci s’identifient à (Γ1(N) ∩ Γ(pr))\H.

Lemme 2.3.2. — Pour tout entier n > 0 et tout entier r > 1, on a des iso-
morphismes canoniques :

H1
c

(
Y 0(Kp

1 (N)K(pr)),Z/pnZ
)
' HomΓ1(N)

(
D0, Ind

SL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

)
H1

c

(
Y (Kp

1 (N)K(pr)),Z/pnZ
)
' HomΓ1(N)

(
D0, Ind

GL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

)
qui commutent aux actions de SL2(Z/prZ) pour le premier, de GL2(Z/prZ) et
des T`, S` pour le deuxième.

Démonstration. — On montre seulement le deuxième isomorphisme avec

ses compatibilités, laissant le premier, plus facile, au lecteur. Notons K
déf
=

Kp
1 (N)K(pr) ⊆ K1(N). On définit :

ϕ : IKn → HomΓ1(N)

(
D0, Ind

GL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

)
par ϕ(Φ)({r2}− {r1})(g)

déf
= Φ(ĝ−1)({r2}− {r1}) où ĝ est un élément quelconque

de K1(N) dont la composante en p relève g−1 modulo pr. Montrons que ϕ(Φ)
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commute bien à Γ1(N). Pour {r2} − {r1} ∈ D0, γ ∈ Γ1(N) et g ∈ GL2(Z/prZ),
on a :

ϕ(Φ)({γr2} − {γr1})(g) = Φ(ĝ−1)({γr2} − {γr1}) = γ−1(Φ(ĝ−1))({r2} − {r1})
= Φ(γ−1ĝ−1)({r2} − {r1}) = Φ((ĝγ)−1)({r2} − {r1})
= γ ∗1 (ϕ(Φ)({r2} − {r1}))(g).

On définit ψ : HomΓ1(N)

(
D0, Ind

GL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

)
→ IKn par ψ(φ)(g)({r2} −

{r1})
déf
= φ({γ−1r2}−{γ−1r1})(k−1

1,p) où g = γk1 dans GL2(AQ,f ) = GL2(Q)+K1(N)
et k1,p est l’image dans GL2(Z/prZ) de la composante en p de k1. On vérifie faci-
lement que ψ est un inverse de ϕ, de sorte que ϕ est un isomorphisme. Montrons
que ϕ commute à l’action de GL2(Z/prZ). Soit g0 ∈ GL2(Z/prZ) de relevé ĝ0

dans GL2(Zp). On a :

ϕ(g0(Φ))({r2} − {r1})(g) = Φ(ĝ−1ĝ0)({r2} − {r1}) = Φ((ĝ−1
0 ĝ)−1)({r2} − {r1})

= g0 ∗2 (ϕ(Φ)({r2} − {r1}))(g)

= (g0(ϕ(Φ)))({r2} − {r1})(g).

Montrons que ϕ commute à T` :

ϕ(T`Φ)({r2}−{r1})(g) =
∑
i

Φ(ĝ−1δ−1
i,` )({r2}−{r1})=

∑
i

Φ(δ−1
i,` ĝ

−1)({r2}−{r1})

=
∑
i

δ−1
i (Φ(δ̃iĝ

−1))({r2} − {r1})

=
∑
i

Φ((ĝδ−1
i,p )−1)({δir2} − {δir1})

=
∑
i

δ−1
i ∗1 (ϕ(Φ)({δir2} − {δir1}))(g)

= (T`ϕ(Φ))({r2} − {r1})(g)

où ĝ ∈ GL2(Zp) relève g, δi,`′ = δi mais vu dans GL2(Q`′) ⊂ GL2(AQ,f ) (`′

premier quelconque) et δ̃i
déf
= δiδ

−1
i,` . On laisse le cas de S` en exercice au lecteur.

On conclut avec le Lem.2.3.1.

On munit HomΓ1(N)

(
D0, Ind

GL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

)
de l’action d’un opérateur supplé-

mentaire w∞ donnée par :

(w∞φ)({r2} − {r1})
déf
= τ ∗1 φ({τr2} − {τr1})

où τ est un élément quelconque de GL2(Q)∩K1(N) de déterminant négatif, par

exemple τ =

(
1 0
0 −1

)
. Elle commute à l’action de GL2(Z/prZ) et on vérifie

facilement qu’elle commute aussi à l’action des T`, S`.

Lemme 2.3.3. — L’isomorphisme du Lem.2.3.2 transforme l’action de la con-
jugaison complexe à gauche en l’action de w∞.
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Démonstration. — Notons K
déf
= Kp

1 (N)K(pr). En termes adéliques, la conjugai-
son complexe agit sur Y (K)(C) = GL2(Q)+\

(
GL2(AQ,f )/K ×H

)
par :

GL2(Q)+(gK, z) 7→ GL2(Q)+(τgK, τz)

de sorte qu’elle agit sur H1
c (Y (K),Z/pnZ) ' IKn (Lem.2.3.1) en envoyant Φ sur

Φτ défini par :

Φτ (g)({r2} − {r1})
déf
= Φ(τg)({τr2} − {τr1}).

Par l’isomorphisme ϕ de la preuve du Lem.2.3.2, on a :

ϕ(Φτ )({r2} − {r1})(g) = Φτ (ĝ−1)({r2} − {r1}) = Φ(τ ĝ−1)({τr2} − {τr1})
= Φ((ĝτ)−1)({τr2} − {τr1}) = ϕ(Φ)({τr2} − {τr1})(gτ)

= τ ∗1 (ϕ(Φ)({τr2} − {τr1}))(g)

= (w∞ϕ(Φ))({r2} − {r1})(g).

Soit Ind
GL2(Zp)
1 1Z/pnZ (resp. Ind

SL2(Zp)
1 1Z/pnZ) le Zp-module des fonctions conti-

nues de GL2(Zp) (resp. SL2(Zp)) dans Z/pnZ et définissons comme précédemment

HomΓ1(N)

(
D0, Ind

GL2(Zp)
1 1Z/pnZ

)
(resp. HomΓ1(N)

(
D0, Ind

SL2(Zp)
1 1Z/pnZ

)
) muni de

l’action (4) de GL2(Zp) et des mêmes actions de Hecke (resp. de l’action (4) de
SL2(Zp)).

Lemme 2.3.4. — On a des isomorphismes compatibles à toutes les actions :

lim−→
r

HomΓ1(N)

(
D0, Ind

SL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

) ∼→ HomΓ1(N)

(
D0, Ind

SL2(Zp)
1 1Z/pnZ

)
lim−→
r

HomΓ1(N)

(
D0, Ind

GL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

) ∼→ HomΓ1(N)

(
D0, Ind

GL2(Zp)
1 1Z/pnZ

)
Démonstration. — Cela résulte du fait que D0 est un Z[Γ1(N)]-module de type
fini. Voir le Lem.4.3.1 plus loin.

Soit Gp
déf
= {g ∈ GL2(Qp) | det(g) ∈ pZ}, l’action de SL2(Zp) sur le Zp-module

HomΓ1(N)

(
D0, Ind

SL2(Zp)
1 1Z/pnZ

)
s’étend en une action lisse de Gp comme suit :

(g(φ))({r2} − {r1})(h)
déf
= φ({γ−1γhr2} − {γ−1γhr1})(1)(6)

où g ∈ Gp, h ∈ SL2(Zp), φ ∈ HomΓ1(N)

(
D0, Ind

SL2(Z/prZ)
1 1Z/pnZ

)
via le Lem.2.3.4,

γh relève h modulo pr dans Γ1(N) et γ ∈ Γp1(N), γ−1g ∈ K(pr) via Gp =
Γp1(N)K(pr). Notons que l’on a un isomorphisme :

Ind
GL2(Qp)
Gp

HomΓ1(N)

(
D0, Ind

SL2(Zp)
1 1Z/pnZ

)
' HomΓ1(N)

(
D0, Ind

GL2(Zp)
1 1Z/pnZ

)
F 7→

(
{r2} − {r1} 7→ F ({r2} − {r1}) |GL2(Zp)

)
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où l’induite de gauche désigne les fonctions localement constantes sur GL2(Qp)
se transformant à gauche selon la représentation induite de Gp avec action de
GL2(Qp) par translation à droite.

Proposition 2.3.5. — Pour tout entier n > 0, on a des isomorphismes ca-
noniques compatibles aux actions de Gp (pour le premier), de Hecke (pour le
deuxième) et de GL2(Qp) (pour le troisième) :

lim−→
r

H1
c (Y 0(Kp

1 (N)K(pr)),Z/pnZ) ' HomΓ1(N)

(
D0, Ind

SL2(Zp)
1 1Z/pnZ

)
lim−→
r

H1
c (Y (Kp

1 (N)K(pr)),Z/pnZ) ' HomΓ1(N)

(
D0, Ind

GL2(Zp)
1 1Z/pnZ

)
' Ind

GL2(Qp)
Gp

HomΓ1(N)

(
D0, Ind

SL2(Zp)
1 1Z/pnZ

)
.

Démonstration. — Vus le Lem.2.3.2, le Lem.2.3.3 et le Lem.2.3.4, il reste seule-
ment à vérifier les compatibilités à Gp et GL2(Qp). Celle à GL2(Qp) du troisième
isomorphisme résulte de celle à Gp du premier. Par [2],Prop.4.2, on a un isomor-
phisme compatible à Gp :

lim−→H
1
c (Y 0(Kp

1 (N)K(pr)),Z/pnZ) ' lim−→HomΓ1(N)∩Γ(pr)(D0,Z/pnZ)

où l’action de Gp sur le membre de droite est (g(φ))({r2}−{r1})
déf
= φ({γ−1r2}−

{γ−1r1}) (g ∈ Gp, γ ∈ Γp1(N) est tel que γ−1g ∈ K(pr)). Par réciprocité de
Frobenius, il est facile de vérifier que l’on retrouve (6).

2.4. Banach p-adiques et symboles modulaires. — Si B est un GL2(Qp)-
Banach p-adique unitaire à coefficients dans E et N ≥ 1 un entier premier à p,

on exprime le E-espace vectoriel HomGL2(Qp)

(
B, Ĥ1

c (Kp
1 (N)) ⊗ E

)
en termes de

symboles modulaires. On conserve les notations des paragraphes précédents.

Soit OE l’anneau des entiers d’une extension finie E de Qp dans Qp, πE une
uniformisante de OE et M un OE-module muni d’une action à gauche OE-linéaire
de GL2(Qp). On note :

HomGL2(Qp)

(
M, lim−→

r

H1
c (Y (Kp

1 (N)K(pr)),Zp)⊗ OE/π
n
EOE

)
le OE-module des morphismes OE-linéaires de M dans la limite inductive de
droite commutant à GL2(Qp). On le munit d’une action de T`, S`, w∞ via leur
action sur lim−→H

1
c (Y (Kp

1 (N)K(pr)),Zp) (w∞ correspondant à l’action de la conju-

gaison complexe). Soit Γ̃p1(N)
déf
= GL2(Q)+ ∩ Kp

1 (N) ⊆ GL2(Z[1/p])+ (matrices

de déterminant > 0). On munit HomΓ̃p1(N)(D0,M) = HomZ(D0,M)Γ̃p1(N) d’une
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action des opérateurs T`, S` (` - Np) et w∞ par (φ ∈ HomΓ̃p1(N)(D0,M)) :

T`φ
déf
=

∑
i

δ−1
i (φ)

S`φ
déf
= σ−1

`

(
`−1 0
0 `−1

)
(φ)

w∞φ
déf
= τ−1(φ)

en remarquant que l’on a Γ̃p1(N)

(
1 0
0 `

)
Γ̃p1(N) = qiΓ̃p1(N)δi pour les mêmes δi

qu’en (5).

Proposition 2.4.1. — Soit n un entier > 0 et M un OE-module muni d’une
action à gauche OE-linéaire lisse de GL2(Qp). On munit HomOE(M,OE/π

n
EOE)

de l’action (g(f))(·) déf
= f(g−1(·)) de GL2(Qp). On a un isomorphisme canonique :

HomGL2(Qp)

(
M, lim−→

r

H1
c (Y (Kp

1 (N)K(pr)),Zp)⊗ OE/π
n
EOE

) ∼→
HomΓ̃p1(N)

(
D0,HomOE(M,OE/π

n
EOE)

)
compatible aux actions des opérateurs T`, S` (` - Np) et w∞.

Démonstration. — Via la Prop.2.3.5, on est ramené à montrer un isomorphisme
canonique compatible à Hecke :

ϕ : HomGL2(Qp)

(
M,HomΓ1(N)(D0, Ind

GL2(Zp)
1 1OE/π

n
EOE)

) ∼→
HomΓ̃p1(N)(D0,HomOE

(
M,OE/π

n
EOE)

)
.

Pour F à gauche, on définit ϕ(F ) ∈ HomOE(D0,HomOE

(
M,OE/π

n
EOE)

)
par :

ϕ(F )({r2} − {r1})(m)
déf
= F (m)({r2} − {r1})(1).(7)

Montrons que ϕ(F ) est fixé par Γ̃p1(N). Par la Prop.2.3.5 et une réciprocité de
Frobenius, on a un isomorphisme :

HomGL2(Qp)

(
M,HomΓ1(N)(D0, Ind

GL2(Zp)
1 1OE/π

n
EOE)

) ∼→
HomGp

(
M,HomΓ1(N)(D0, Ind

SL2(Zp)
1 1OE/π

n
EOE)

)
et on note encore F l’image de F . Comme F commute à Gp, donc à Γ̃p1(N) :

F (γ(m))({r2} − {r1})(1) = (γ(F (m)))({r2} − {r1})(1)
(6)
= F (m)({γ−1r2} − {γ−1r1})(1)

pour tout m ∈ M , {r2} − {r1} ∈ D0 et γ ∈ Γ̃p1(N). Par (7), cela veut dire que

ϕ(F ) est invariant sous Γ̃p1(N). Soit G ∈ HomΓ̃p1(N)(D0,HomOE

(
M,OE/π

n
EOE)

)
,
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on définit ψ(G) ∈ HomOE

(
M,HomZ(D0, Ind

SL2(Zp)
1 1OE/π

n
EOE)

)
par :

ψ(G)(m)({r2} − {r1})(h)
déf
= G({r2} − {r1})(γ−1

h (m))(8)

= G({γhr2} − {γhr1})(m)

où {r2} − {r1} ∈ D0, h ∈ SL2(Zp), m ∈ M et γh ∈ Γ1(N) est tel que hγ−1
h ∈

K(pr) pour K(pr) fixant m. Comme G commute à Γ̃p1(N), donc à Γ1(N), on voit
facilement que ψ(G)(m) est fixé par Γ1(N). Soit g ∈ Gp, m ∈M et {r2}−{r1} ∈
D0, la commutation de ψ(G) à Gp est équivalente par (6) à l’égalité :

ψ(G)(g(m))({r2} − {r1})(h) = ψ(G)(m)({γ−1γhr2} − {γ−1γhr1})(1)

où γ ∈ Γ̃p1(N), γ−1g ∈ K(pr) avec r tel que K(pr) fixe m. Par (8), cela se récrit :

G({γhr2} − {γhr1})(γ(m)) = G({γ−1γhr2} − {γ−1γhr1})(m)

qui est précisément la commutation de G à γ ∈ Γ̃p1(N). On vérifie facilement que
G = ϕ(ψ(G)) et F = ψ(ϕ(F )) d’où le fait que ϕ est un isomorphisme. Reste la
commutation de ϕ aux opérateurs de Hecke. Si F est comme avant, rappelons que
T`F (m)({r2} − {r1})(g) =

∑
i F (m)({δir2} − {δir1})(gδ−1

i ) pour tout m ∈ M ,
{r2} − {r1} ∈ D0 et g ∈ GL2(Zp). On a donc :

ϕ(T`F )({r2} − {r1})(m) =
∑
i

F (m)({δir2} − {δir1})(δ−1
i )

=
∑
i

F (δi(m))({δir2} − {δir1})(1)

=
∑
i

ϕ(F )({δir2} − {δir1})(δi(m))

= T`ϕ(F )({r2} − {r1})(m)

où la deuxième égalité résulte de la commutation de F à GL2(Zp) et les autres
des définitions. Les opérateurs S` et w∞ se traitent de même.

Si B1 et B2 sont deux GL2(Qp)-Banach p-adiques unitaires (à coefficients dans
E), on note HomGL2(Qp)(B1, B2) le E-espace vectoriel des applications continues
E-linéaires GL2(Qp)-équivariantes de B1 dans B2.

Théorème 2.4.2. — Soit N ≥ 1 un entier premier à p, B un GL2(Qp)-

Banach p-adique unitaire à coefficients dans E et B∨
déf
= HomE(B,E) le GL2(Qp)-

Banach unitaire dual. On a un isomorphisme canonique :

HomGL2(Qp)

(
B, Ĥ1

c (Kp
1 (N))⊗Zp E

) ∼→ HomΓ̃p1(N)(D0, B
∨)

compatible aux actions des opérateurs de Hecke T`, S` (` - Np) et w∞ (où l’action

sur le membre de gauche se fait via l’action sur Ĥ1
c (Kp

1 (N))⊗ZpE et sur le membre
de droite comme dans la Prop.2.4.1).
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Démonstration. — Soit M une boule unité stable par GL2(Qp) dans B et M∨ déf
=

HomOE(M,OE) (homomorphismes OE-linéaires) avec GL2(Qp) agissant comme
dans la Prop.2.4.1. Il suffit de montrer que l’on a un isomorphisme compatible
aux opérateurs de Hecke :

HomGL2(Qp)

(
M, Ĥ1

c (Kp
1 (N))⊗Zp OE

) ∼→ HomΓ̃p1(N)(D0,M
∨).

Cela découle de la Prop.2.4.1 avec M⊗OE/π
n
EOE et un passage à la limite évident

sur n dont on laisse les détails au lecteur.

3. Espaces de distributions, invariant L et Banach p-adiques

On revient sur les définitions et résultats de [4] et on montre le Th.1.1.1 de
l’introduction (Cor.3.3.4 ci-dessous).

3.1. Rappels sur les espaces O(k)b, O(k,L)b de [4] et les Banach associés.
— On rappelle sans preuve l’essentiel des constructions de [4], auquel on renvoie
le lecteur pour plus de précisions. On fixe un entier k ≥ 2, une extension finie E
de Qp dans Qp contenant pk/2 et un nombre L ∈ E.

On note C(k,L) le E-espace vectoriel des fonctions localement analytiques
h : Qp → E qui, pour |z| � 0, sont de la forme :

h(z) = zk−2

+∞∑
n=0

an
zn
− 2P (z) logL(z)

avec an ∈ E et P (z) ∈ E[z] de degré au plus k−2. On note C(k) ⊂ C(k,L) le sous-
espace des h telles que P = 0. On munit C(k,L) et C(k) d’une topologie comme
suit. Soit U = q0≤i≤sUi un recouvrement de Qp dans Cp par des ouverts Ui deux

à deux disjoints tels que U0
déf
= {z ∈ Cp | |z| > r0} et Ui

déf
= {z ∈ Cp | |z−zi| < ri}

pour 1 ≤ i ≤ s avec ri ∈ |E×| et zi ∈ Qp. On définit C(k,L)U ⊂ C(k,L) comme
le sous-espace des h telles que :

h(z)|Ui∩Qp =
+∞∑
n=0

ai,n(z − zi)n, 1 ≤ i ≤ s

h(z)|U0∩Qp = zk−2

+∞∑
n=0

an
zn
− 2P (z) logL(z)

avec an, ai,n ∈ E et |an|r−n0 , |ai,n|rni bornés quand n→ +∞, et on pose C(k)U
déf
=

C(k) ∩ C(k,L)U . L’espace C(k)U est un Banach pour la norme :

||h||U
déf
= max

(
sup
n≥0
|an|r−n0 , max

1≤i≤s
(sup
n≥0
|ai,n|rni )

)
.
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L’espace C(k,L)U hérite aussi d’une structure de Banach puisque C(k)U y est
d’indice fini. Si U ′ est un recouvrement plus fin que U , on a des injections conti-
nues C(k,L)U ↪→ C(k,L)U ′ , C(k)U ↪→ C(k)U ′ et, en passant à la limite, des

isomorphismes E-linéaires C(k,L)
∼→ lim−→C(k,L)U , C(k)

∼→ lim−→C(k)U . On mu-

nit alors C(k,L) et C(k) de la topologie limite inductive au sens de [26] ainsi
que d’une action à gauche E-linéaire de GL2(Qp) par :(
a b
c d

)
(h)(z)

déf
= |ad− bc|

k−2
2 (−cz + a)k−2

[
h
( dz − b
−cz + a

)
+P
( dz − b
−cz + a

)
logL

( ad− bc
(−cz + a)2

)]
prolongé par continuité en z tel que −cz+a = 0. Notons que cette action n’est pas
tout-à-fait celle de [4],§2.2. Elle préserve le sous-espace de C(k) des polynômes de
degré au plus k − 2 et on note Σ(k,L) (resp. Σ(k)) le quotient de C(k,L) (resp.
C(k)) par ce sous-espace. Les représentations C(k,L), C(k), Σ(k,L) et Σ(k) de
GL2(Qp) sont localement analytiques au sens de [27] et on a pour tout L une
suite exacte GL2(Qp)-équivariante : 0 → Σ(k) → Σ(k,L) → Symk−2E2 → 0. De
plus, les vecteurs “localement algébriques” de Σ(k,L) et Σ(k) s’identifient à la
représentation Symk−2E2⊗E St et il n’y a pas d’entrelacements entre les Σ(k,L)
(et a fortiori les C(k,L)) pour des valeurs distinctes de L.

Les duaux topologiques :

O(k,L)
déf
= Σ(k,L)∨ ⊂ C(k,L)∨ ' lim←−

U

C(k,L)∨U

O(k)
déf
= Σ(k)∨ ⊂ C(k)∨ ' lim←−

U

C(k)∨U

sont des espaces de Fréchet. Ce sont par définition des espaces de distributions
mais ils admettent aussi une description comme espaces de fonctions. L’espace
O(k) s’identifie à l’espace des fonctions rigides analytiques E-rationnelles H :
Ω→ Cp muni de l’action de GL2(Qp) :(

a b
c d

)
(H)(z) = |ad− bc|−

k−2
2

ad− bc
(−cz + a)k

H
( dz − b
−cz + a

)
.

L’espace O(k,L) s’identifie à l’espace des fonctions H : Ω→ Cp qui, en restriction

à chaque affinöıde ΩU
déf
= Cp − U ⊂ Ω pour U comme avant, sont de la forme :

H |ΩU= HU +
s∑
i=1

k−2∑
n=0

ci,nz
n logL(z − zi)

avec ci,n ∈ E et HU rigide analytique E-rationnelle sur ΩU , muni de l’action de
GL2(Qp) : (

a b
c d

)
(H)(z) = |ad− bc|−

k−2
2

(−cz + a)k−2

(ad− bc)k−2
H
( dz − b
−cz + a

)
.
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On a une suite exacte GL2(Qp)-équivariante :

0→ Symk−2E2 ⊗ ε(det)−(k−2) → O(k,L)→ O(k)→ 0(9)

où la surjection de droite est la dérivation (k − 1)ième sur les fonctions H. On a
aussi une surjection GL2(Qp)-équivariante O(k) � (Symk−2E2 ⊗E St)∨.

Fixons U comme avant et une norme sur les Banach duaux C(k,L)∨U et C(k)∨U .
On note O(k,L)U (resp. O(k)U) l’ensemble des H ∈ O(k,L) (resp. des H ∈
O(k)) telles que, pour tout g ∈ GL2(Qp), l’image de g(H) dans C(k,L)∨U (resp.
dans C(k)∨U) tombe dans la boule unité de C(k,L)∨U (resp. de C(k)∨U). Muni
de la topologie induite par O(k,L) (resp. O(k)), O(k,L)U (resp. O(k)U) est un
OE-module compact au sens de [28] stable par GL2(Qp). Le E-espace vectoriel

O(k,L)b déf
= O(k,L)U ⊗ E ⊂ O(k,L) (resp. O(k)b déf

= O(k)U ⊗ E ⊂ O(k)) est
indépendant des choix. On le munit de la topologie localement convexe la plus
fine rendant continue l’inclusion O(k,L)U ⊂ O(k,L)b (resp. O(k)U ⊂ O(k)b)
(ce n’est plus la topologie induite par O(k,L) ou O(k)). On a un morphisme
continu GL2(Qp)-équivariant O(k,L)b → O(k)b qui est injectif pour k > 2. Par
l’anti-équivalence de [28],§2, le dual (O(k,L)b)∨ (resp. (O(k)b)∨) est un GL2(Qp)-
Banach unitaire B(k,L) (resp. B(k)) contenant Σ(k,L) (resp. Σ(k)).

Remarque 3.1.1. — La définition de O(k,L)U et O(k)U n’est pas exactement
celle de [4],§4.1 mais donne des modules compacts commensurables, ce qui ne
change donc pas O(k,L)b, O(k)b et leur duaux.

Pour tout k ≥ 2, B(k) s’identifie en tant que GL2(Qp)-Banach unitaire au
complété de Symk−2E2 ⊗E St par rapport à un quelconque OE-réseau stable par
GL2(Qp) de type fini sur OE[GL2(Qp)]. Pour k > 2, B(k,L) s’identifie aussi
comme GL2(Qp)-Banach unitaire à un complété de Symk−2E2⊗E St par rapport
à un OE-réseau stable par GL2(Qp). Si k = 2, B(2) est admissible et topolo-
giquement irréductible. Si k > 2, B(k) n’est ni admissible ni topologiquement
irréductible. Si k = 2, B(2,L) est une extension non-scindée 0 → B(2) →
B(2,L) → E → 0 et les B(2,L) sont tous distincts. Si k > 2, B(k,L) de-
vrait être admissible, topologiquement irréductible et les B(k,L) devraient être
tous distincts.

3.2. Une formulation plus concrète de O(k)b et B(k). — On donne une
description explicite de O(k)b et B(k). On garde les notations du §3.1 et on
renvoie à [11] pour des preuves détaillées des affirmations des deux paragraphes
qui suivent.

Pour r ∈ R+, une fonction h : Zp → E est dite uniformément de classe Cr

si, dans la décomposition de Mahler h(z) =
∑+∞

n=0 an(h)
(
z
n

)
, les an(h) ∈ E sont

tels que nr|an(h)| → 0 dans R+ quand n → +∞. L’espace des fonctions de

classe Cr est un Banach pour la norme ||h||r
déf
= supn(n + 1)r | an(h) | que l’on
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note Cr(Zp, E). Si Can(Zp, E) est le E-espace vectoriel des fonctions localement
analytiques de Zp dans E avec sa topologie “limite inductive”, on a une injection
continue Can(Zp, E) ↪→ Cr(Zp, E) d’image dense.

Une distribution µ sur Zp à valeurs dans E est un élément du dual continu
Can(Zp, E)∨. Si h ∈ Can(Zp, E), on note

∫
Zph(z)µ(z) l’accouplement et on pose∫

D(a,n)
h(z)µ(z)

déf
=
∫

Zph(z)1D(a,n)µ(z) où 1D(a,n) est la fonction caractéristique de

D(a, n)
déf
= a + pnZp (a ∈ Zp, n ∈ N). Pour r ∈ R+, µ est dite tempérée d’ordre

r s’il existe Cµ ∈ E tel que, pour tout j ∈ N, tout n ∈ N et tout a ∈ Zp, on a∫
D(a,n)

(z − a)jµ(z) ∈ Cµpn(j−r)OE. On peut supposer 0 ≤ j ≤ r et n > val(a) si

a 6= 0 dans cette condition. L’espace des distributions tempérées d’ordre r est un

Banach pour la norme ||µ||r
déf
= supj,n,ap

n(j−r) |
∫
D(a,n)

(z−a)jµ(z) | qui s’identifie au

Banach dual Cr(Zp, E)∨ ↪→ Can(Zp, E)∨. En particulier, si µ est tempérée d’ordre
r, on peut définir

∫
D(a,n)

h(z)µ(z) pour h seulement uniformément de classe Cr.

On dit qu’une fonction h : Qp → E est uniformément de classe C
k−2
2 avec

un pôle d’ordre au plus k − 2 à l’infini si h1
déf
=
(
z 7→ h(pz)

)
|Zp est de classe

C
k−2
2 et si

(
z 7→ zk−2h(1/z)

)
|Zp−{0} se prolonge sur Zp en une fonction h2 de

classe C
k−2
2 . L’espace de ces fonctions est un Banach D(k) pour la norme ||h|| déf

=
Max(||h1|| k−2

2
, ||h2|| k−2

2
). Il contient l’espace C(k) du §3.1 via une injection évidente

qui est continue (par [4],preuve du Lem.2.3.1 et ce qui précède) et d’image dense.
Il est aussi muni d’une action de GL2(Qp) par automorphismes continus qui

prolonge celle sur C(k) :

(
a b
c d

)
(h)(z) = |ad − bc| k−2

2 (−cz + a)k−2h
(
dz−b
−cz+a

)
.

On note B̃(k) le quotient de D(k) par les polynômes de degré au plus k − 2.
On a donc une injection canonique continue GL2(Qp)-équivariante d’image dense

Σ(k) ↪→ B̃(k).

Une distribution µ sur P1(Qp) avec un zéro d’ordre au moins k − 2 à l’infini
est par définition un élément du dual continu C(k)∨. Une telle distribution est
dite tempérée d’ordre (k − 2)/2 s’il existe Cµ ∈ E tel que, pour tout n ∈ Z, elle
vérifie les deux conditions suivantes :
(i)
∫
D(∞,n)

zjµ(z) ∈ Cµp
n( k−2

2
−j)OE pour tout j ∈ Z, j ≤ k − 2 où D(∞, n)

déf
=

{z ∈ Qp | val(z) ≤ −n}
(ii)

∫
D(a,n)

(z − a)jµ(z) ∈ Cµp
n(j− k−2

2
)OE pour tout j ∈ N et tout a ∈ Qp où

D(a, n)
déf
= a+ pnZp.

L’espace de ces distributions est un Banach pour la norme :

||µ|| déf
= Max

(
supj,n,ap

n(j− k−2
2

)

∣∣∣∣∫
D(a,n)

(z − a)jµ(z)

∣∣∣∣ , supj,np
n( k−2

2
−j)
∣∣∣∣∫
D(∞,n)

zjµ(z)

∣∣∣∣).
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Lemme 3.2.1. — Pour k ≥ 2, l’espace des distributions tempérées d’ordre k−2
2

sur P1(Qp) avec un zéro d’ordre au moins k − 2 à l’infini s’identifie topologique-
ment au Banach dual D(k)∨ ↪→ C(k)∨.

Démonstration. — Par l’application h 7→ (h1, h2), le Banach D(k) s’identifie à

deux copies de C
k−2
2 (Zp, E). Un élément µ du dual est donc un couple de distri-

butions µ1, µ2 sur Zp tempérées d’ordre k−2
2

avec par définition :∫
P1(Q)

h(z)µ(z) =

∫
Zp
h1(z)µ1(z) +

∫
Zp
h2(z)µ2(z).

Soit a ∈ Zp, n ∈ N tel que n > val(a) si a 6= 0 et j ∈ N, traduisons la condition :∫
D(a,n)

(z − a)jµ2(z) =

∫
Zp

(z − a)j1D(a,n)µ2(z) ∈ Cµ2p
n(j− k−2

2
)OE.

Si a = 0, la fonction h ∈ C(k) correspondant au couple (h1, h2) = (0, zj1D(0,n))
est la fonction zk−2−j1D(∞,n) et donc pour j ∈ N :∫

D(∞,n)

zk−2−jµ(z) ∈ Cµ2p
n(j− k−2

2
) = Cµ2p

n( k−2
2
−(k−2−j))

qui est bien une des deux conditions précédentes en remplaçant k−2−j par j. Si
a 6= 0, la fonction h ∈ C(k) correspondant au couple (h1, h2) = (0, (z−a)j1D(a,n))
est la fonction (−a)jzk−2−j(z − 1

a
)j1D( 1

a
,n−2val(a)) de sorte que l’on a pour j ∈ N :∫

D( 1
a
,n−2val(a))

zk−2−j
(
z − 1

a

)j
µ(z) ∈ Cµ2p

n(j− k−2
2

)−jval(a).(10)

En décomposant zk−2−j sous la forme aj−k+2(1+
∑

m≥1 ∗mam(z− 1
a
)m) où ∗m ∈ Z

(ce qu’il est possible de faire pour tout j ∈ N), une récurrence montre, quitte à
modifier Cµ2 , que (10) est équivalent à :∫

D( 1
a
,n−2val(a))

(
z − 1

a

)j
µ(z) ∈ Cµ2p

(n−2val(a))(j− k−2
2

)

pour tout j ∈ N : on obtient l’autre condition. Les conditions pour µ1 donnent
essentiellement les mêmes conditions pour µ. On laisse les derniers détails au
lecteur.

Un examen de la preuve du Lem.3.2.1 montre qu’il suffit de vérifier les condi-
tions (i) et (ii) précédentes pour 0 ≤ j ≤ k − 2 pour les avoir pour les autres j.
Le théorème qui suit est dû à Teitelbaum pour k pair ([34]). Nous en donnons
une preuve directe pour tout k.

Théorème 3.2.2. — Pour k ≥ 2, l’inclusion O(k)b ⊂ O(k) identifie O(k)b

avec le sous-espace vectoriel de O(k) des distributions qui sont tempérées d’ordre
k−2

2
sur P1(Qp) avec un zéro d’ordre au moins k − 2 à l’infini.
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Démonstration. — Rappelons que O(k) est le sous-espace de C(k)∨ des distribu-
tions µ telles que

∫
P1(Qp)

zjµ(z) = 0 pour j ∈ {0, · · · , k − 2}. C’est un espace de

Fréchet dont la topologie peut se définir par la collection des normes (|| · ||U)U où :

||µ||U
déf
= sup

h∈C(k)U\{0}

|
∫

P1(Qp)
h(z)µ(z) |
||h||U

si µ ∈ O(k). On fixe un recouvrement U = q0≤i≤sUi de Qp dans Cp comme au
§3.1. On a :

O(k)b =

{
µ ∈ O(k),

∣∣∣∣∣
∫

P1(Qp)

g(h)(z)µ(z)

∣∣∣∣∣ ≤ ||h||U ∀g ∈ GL2(Qp),∀h ∈ C(k)U

}
⊗E.

On peut choisir U tel que C(k)U est stable par GL2(Zp). Comme GL2(Zp) est
compact, il existe cµ ∈ |E×| tel que ||g(h)||U ≤ cµ||h||U pour tout g ∈ GL2(Zp) et
h ∈ C(k)U . Comme GL2(Qp) = B(Qp)GL2(Zp), on voit que O(k)b est aussi :{

µ ∈ O(k),

∣∣∣∣∣
∫

P1(Qp)

g(h)(z)µ(z)

∣∣∣∣∣ ≤ ||h||U ∀g ∈ B(Qp), ∀h ∈ C(k)U

}
⊗ E.(11)

On a U ∩ Qp = D(∞, n0) q
(
q1≤i≤s D(zi, ni)

)
pour des zi ∈ Qp et des entiers

ni > val(zi). Comme la norme p-adique est ultramétrique, la condition dans (11)
est équivalente à :∣∣∣∣∣

∫
P1(Qp)

g(h)(z)µ(z)

∣∣∣∣∣ ≤ ||h||U pour tout g ∈ B(Qp)(12)

pour h = (z − zi)
j1D(zi,ni) ou h = zk−2−j1D(∞,n0), j ∈ N. Soit g =

(
λ µ
0 ν

)
∈

B(Qp) et h = (z − zi)j1D(zi,ni), on a :

g(h)(z) =| λν |
k−2
2 λk−2−jνj

(
z − λzi + µ

ν

)j
1
D
(
λzi+µ

ν
,ni+val(λ/ν)

),
et un calcul montre que (12) pour h = (z − zi)j1D(zi,ni), j ∈ N est équivalent à :∫

D(a,n)

(z − a)jµ(z) ∈ Cµαjipn(j− k−2
2

)OE

pour tout a ∈ Qp, n ∈ Z et j ∈ N où Cµ ∈ E est une constante et αi ∈
E est une constante dépendant du rayon ri de Ui dans Cp (cf. §3.1) telle que
−1 ≤ val(αi) < 0. En écrivant D(a, n) = qa′≡a(pn)D(a′, n+ 1) et en développant
(z−a)j+1 = ((z−a′)+(a′−a))j+1, une récurrence sur j à la Amice-Vélu montre que

c’est encore équivalent à
∫
D(a,n)

(z − a)jµ(z) ∈ Cµpn(j− k−2
2

)OE pour tout a ∈ Qp,

n ∈ Z et j ∈ N où Cµ ∈ E est une constante. On retrouve donc la condition (ii)

précédente. Soit g =

(
λ µ
0 ν

)
∈ B(Qp) et h = zj1D(∞,n0), on a :

g(h)(z) =| λν |
k−2
2 λk−2−jνj

(
z − µ

ν

)j
(1P1(Qp) − 1D(µ

ν
,−n0+val(λ/ν)+1))
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et on vérifie que (12) pour h = zj1D(∞,n0), j ∈ Z, j ≤ k − 2 est équivalent à :∫
P1(Qp)−D(a,−n+1)

(z − a)jµ(z) ∈ Cµα−j0 pn( k−2
2
−j)OE

pour a ∈ Qp, n ∈ Z et j ∈ Z, j ≤ k − 2 où Cµ, α0 ∈ E sont des constantes avec
−1 ≤ val(α0) < 0. Si 0 ≤ j ≤ k − 2, on retrouve un bout de la condition (ii) car∫

P1(Qp)
(z−a)jµ(z) = 0. Si j < 0, on écrit P1(Qp)−D(a,−n+1) = D(∞,−val(a)+

1) q (qiD(a + xi,−n + 1)) pour des xi tels que val(a) ≤ val(xi) ≤ −n. En
décomposant (z − a)j = xji (1 +

∑
m≥1 ∗mx

−m
i (z − (a + xi))

m) où ∗m ∈ Z et en
utilisant la condition (ii) pour les disques D(a+xi,−n+1), on peut se ramener à

la seule condition
∫
D(∞,n)

zjµ(z) ∈ α−j0 pn( k−2
2
−j)OE pour n ∈ Z et j < 0. On vérifie

par une récurrence sur j qu’elle est équivalente à
∫
D(∞,n)

zjµ(z) ∈ Cµpn( k−2
2
−j)OE

pour n ∈ Z et j < 0, i.e. à la condition (i) pour j < 0. Ceci achève la preuve.

Corollaire 3.2.3. — Pour k ≥ 2, le Banach B(k) s’identifie topologiquement

et de façon GL2(Qp)-équivariante au Banach B̃(k) i.e. au quotient par les po-
lynômes de degré au plus k − 2 du Banach des fonctions h : Qp → E telles que

h |Zp est de classe C
k−2
2 et zk−2h(1/z) |Zp−{0} se prolonge sur Zp en une fonction

de classe C
k−2
2 .

Démonstration. — Soit B̃(k)0 une boule unité quelconque du Banach B̃(k). Via

l’injection continue Σ(k) ↪→ B̃(k) d’image dense, elle induit un OE-réseau ouvert

Σ(k)0 déf
= B̃(k)0∩Σ(k) de Σ(k) et B̃(k)0 s’identifie au complété lim←−Σ(k)0/pnΣ(k)0.

On montre comme dans [4],preuve de Prop.4.3.4 que le OE-module des mor-

phismes OE-linéaires HomOE(B̃(k)0,OE)
∼→ HomOE(Σ(k)0,OE) s’identifie au OE-

module {µ ∈ O(k),
∫

P1(Qp)
h(z)µ(z) ∈ OE ∀ h ∈ Σ(k)0}. Ce dernier est com-

pact dans O(k) par [26],Lem.13.1(vi)+Prop.14.2 (et le fait que OE est com-
pact). On montre comme dans [4],Prop.4.3.4 que le Banach associé s’identifie au

complété de Σ(k) par rapport à Σ0(k), c’est-à-dire à B̃(k) par ce qui précède.
Par ailleurs, ce module compact est contenu dans O(k)b par le Lem.3.2.1 et le
Th.3.2.2. Par [27],Lem.1.5(ii), il est donc commensurable dans O(k)b à O(k)U

pour un U comme au §3.1. Comme le Banach associé à O(k)U est B(k), on a un

isomorphisme topologique B(k) ' B̃(k) qui est l’identité sur Σ(k). Par densité
et continuité de l’action de GL2(Qp), il est aussi GL2(Qp)-équivariant.

3.3. Une formulation plus concrète de O(k,L)b et B(k,L). — On donne
une description explicite de O(k,L)b et B(k,L) pour k > 2. On conserve les
notations du §3.1 et du §3.2. On suppose k > 2.

Lemme 3.3.1. — Soit n et j des entiers > 0, r ∈ R+ tel que r < j et a ∈
Zp. La fonction (z − a)j logL(z − a)1D(a,n)−D(a,n+1) tend vers 0 dans le Banach
Cr(Zp, E) quand n tend vers +∞.
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Démonstration. — Par [26],Lem.9.9, il suffit de montrer que cette fonction tend
vers 0 dans le Banach dual du Banach des distributions tempérées d’ordre r sur
Zp, i.e. :

sup
µ

∣∣∣∫D(a,n)−D(a,n+1)
(z − a)j logL(z − a)µ(z)

∣∣∣
||µ||r

→ 0 quand n→ +∞.

En écrivant D(a, n) − D(a, n + 1) = qu∈Fp×D(a + pn[u], n + 1) où [·] désigne le
représentant de Teichmüller, un calcul donne pour z ∈ D(a+ pn[u], n+ 1) :

(z − a)j logL(z − a) = nL(z − a)j + (z − a)jlog

(
1 +

z − (a+ pn[u])

pn[u]

)
.

Le terme avec un logarithme se développe pour z ∈ D(a+ pn[u], n+ 1) :

(z − a)jlog

(
1 +

z − (a+ pn[u])

pn[u]

)
=
∑
m≥0

∗mpn(j−m)(z − (a+ pn[u]))m

où ∗m ∈ OE. Pour b ∈ Zp, la somme
∑

m≥0 p
−nm(z − b)m1D(b,n+1) converge dans

Cr(Zp, E) pour tout r ∈ R+ de sorte que, pour µ tempérée :∫
D(a+pn[u],n+1)

(z − a)jlog

(
1 +

z − (a+ pn[u])

pn[u]

)
µ(z) =(13) ∑

m≥0

∗mpn(j−m)

∫
D(a+pn[u],n+1)

(z − (a+ pn[u]))mµ(z).

Pour µ d’ordre r, on a par ailleurs pour tout m ≥ 0 :∣∣∣∣∗mpn(j−m)

∫
D(a+pn[u],n+1)

(z − (a+ pn[u]))mµ(z)

∣∣∣∣ ≤ ||µ||rpn(r−j)pr−m

ce qui entrâıne par (13) :∣∣∣∣∫
D(a+pn[u],n+1)

(z − a)jlog

(
1 +

z − (a+ pn[u])

pn[u]

)
µ(z)

∣∣∣∣ ≤ pr||µ||rpn(r−j).

En traitant de même le terme plus simple nL(z−a)j et en sommant sur u ∈ Fp×,
on a finalement une constante cr ∈ |E×| telle que pour µ tempérée d’ordre r :∣∣∣∣∫

D(a,n)−D(a,n+1)

(z − a)j logL(z − a)µ(z)

∣∣∣∣ ≤ cr||µ||rpn(r−j)

d’où on déduit clairement le résultat puisque r < j.

Notons L(k,L) le sous-espace vectoriel du E-espace vectoriel des fonctions
continues de Qp dans E engendré par les polynômes de degré au plus k− 2 et les
fonctions suivantes :

h(z) =
∑
i∈I

λi(z − zi)ni logL(z − zi)
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où I est un ensemble fini, λi ∈ E, zi ∈ Qp, ni ∈ {bk−2
2
c + 1, . . . , k − 2} et

deg
(∑

i∈I λi(z − zi)ni
)
< k−2

2
.

Lemme 3.3.2. — L’espace L(k,L) est un sous-espace vectoriel de D(k) et est
stable par GL2(Qp) dans D(k).

Démonstration. — Par l’application h 7→ (h1, h2) du §3.2, on a pour j ∈ N et n
entier suffisamment grand :

(z − a)j logL(z − a)1D(a,n) 7→ ((pz − a)j logL(pz − a)1D(a/p,n−1), 0) si a ∈ pZp

(z − a)j logL(z − a)1D(a,n) 7→
(
0, zk−2−j(1− az)j(logL(1− az)−

logL(z))1D( 1
a
,n−2val(a))

)
si a ∈ Qp − pZp

zj logL(z)1D(∞,n) 7→ (0,−zk−2−j logL(z)1D(0,n)).

Le Lem.3.3.1 entrâıne que les fonctions de droite sont dans C
k−2
2 (Zp, E) si j >

(k−2)/2 pour les deux premières et j < (k−2)/2 pour la dernière. Vu la définition
de D(k) et L(k,L), on en déduit facilement L(k,L) ⊂ D(k). La stabilité par
GL2(Qp) est laissée en exercice au lecteur.

On note B̃(k,L) le quotient de D(k) par l’adhérence de L(k,L) dans D(k).
Par le Lem.3.3.2 et le Cor.3.2.3, c’est un GL2(Qp)-Banach unitaire.

Théorème 3.3.3. — Pour k > 2 et L ∈ E, l’inclusion O(k,L)b ⊂ O(k)b

identifie topologiquement O(k,L)b avec le sous-espace vectoriel de O(k)b (muni
de la topologie induite) des distributions µ telles que

∫
P1(Qp)

h(z)µ(z) = 0 pour

tout h ∈ L(k,L).

Démonstration. — Soit µ ∈ O(k)b satisfaisant les conditions de l’énoncé. On va
d’abord étendre µ en une forme linéaire continue sur C(k,L). Il suffit de définir∫
D(∞,n)

zj logL(z)µ(z) pour j ∈ {0, · · · , k− 2} et n ∈ Z. Soit `j(z)
déf
=
∑

i∈I λi(z−
zi)

ni logL(z − zi) avec des λi ∈ E, des zi ∈ Qp et des ni ∈ {bk−2
2
c+ 1, . . . , k − 2}

en nombre fini tels que
∑

i∈I λi(z − zi)
ni = −zj. Alors le Lem.3.3.1 entrâıne

`j(z) + zj logL(z)1D(∞,n) ∈ D(k) et on pose :∫
D(∞,n)

zj logL(z)µ(z)
déf
=

∫
P1(Qp)

(
`j(z) + zj logL(z)1D(∞,n)

)
µ(z)(14)

où le membre de droite est bien défini par le Lem.3.2.1 et le Th.3.2.2. La condition
sur µ montre que c’est indépendant du choix de `j et donne une forme linéaire
bien définie sur C(k,L) qui prolonge µ. La continuité résulte facilement de celle
de µ et on note encore µ l’élément de O(k,L) ainsi construit. Montrons µ ∈
O(k,L)b. Comme dans la preuve du Th.3.2.2, on choisit un recouvrement U de
Qp dans Cp stable par GL2(Zp) et il suffit montrer qu’il existe une constante
cµ ∈ |E×| telle que |

∫
P1(Qp)

g(h)(z)µ(z)| ≤ cµ||h||U ∀g ∈ B(Qp), ∀h ∈ C(k,L)U .

Comme c’est déjà vrai pour h ∈ C(k)U car µ ∈ O(k)b, on peut supposer h(z) =
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zj logL(z)1D(∞,n0), 0 ≤ j ≤ k − 2 et il suffit de montrer que |
∫

P1(Qp)
g(h)(z)µ(z)|

est majoré indépendamment de g ∈ B(Qp). Fixons `j comme précédemment tel

que hj(z)
déf
= `j(z) + zj logL(z)1D(∞,n0) ∈ D(k). En utilisant (14), on voit que l’on

a : ∫
P1(Qp)

g(zj logL(z)1D(∞,n0))µ(z) =

∫
P1(Qp)

g
(
hj(z)1D(∞,n0)

)
µ(z).

Puisque µ ∈ O(k)b ' B̃(k)∨ ⊂ D(k)∨ (voir §3.2), on a cµ ∈ |E×| tel que :∣∣∣∣∣
∫

P1(Qp)

g
(
hj(z)1D(∞,n0)

)
µ(z)

∣∣∣∣∣ ≤ cµ||g
(
hj(z)1D(∞,n0)

)
||

où la norme à droite est une norme sur le Banach B̃(k). Or, B̃(k) est un GL2(Qp)-
Banach unitaire par le Cor.3.2.3 de sorte que ||g

(
hj(z)1D(∞,n0)

)
||≤ c ∀g ∈ B(Qp)

pour une constante c ∈ |E×| indépendante de g ce qui entrâıne la majoration
cherchée (par cµc). Soit maintenant µ ∈ O(k,L)b et montrons que µ, vu dans
O(k)b, annule L(k,L). Comme dans la preuve du Th.3.2.2, on a en particulier la
condition pour h(z) = zj logL(z)1D(∞,n0), 0 ≤ j ≤ k − 2 :∣∣∣∣∣

∫
P1(Qp)

g(h)(z)µ(z)

∣∣∣∣∣ ≤ ||h||U ∀g ∈ B(Qp).(15)

L’action de Qp
× se faisant via un caractère unitaire, on peut supposer g =(

λ µ
0 1

)
∈ B(Qp) et on a :

g(h)(z) =| λ |
k−2
2 λk−2−j(z − µ)j logL(z − µ)(1P1(Qp) − 1D(µ,−n0+val(λ)+1)).

La condition (15) est alors équivalente après calcul à :∫
P1(Qp)−D(a,−n+1)

(z − a)j logL(z − a)µ(z) ∈ Cµpn( k−2
2
−j)OE(16)

pour a ∈ Qp, n ∈ Z et 0 ≤ j ≤ k − 2 (Cµ ∈ E est une constante). Supposons
d’abord j < k−2

2
et a = 0, (16) entrâıne alors :∫
D(∞,n)

zj logL(z)µ(z)→ 0 quand n→ +∞.(17)

Soit
∑

i∈I λi(z−zi)ni logL(z−zi) ∈ L(k,L). Pour tout n ∈ Z, la fonction hn(z)
déf
=∑

i∈I λi(z − zi)ni logL(z − zi)1P1(Qp)−D(zi,−n+1) est à la fois dans C(k,L) et dans
D(k) (par le Lem.3.3.1 et le Lem.3.3.2) de sorte qu’il y a a priori deux valeurs
pour

∫
P1(Qp)

hn(z)µ(z) : la première en voyant µ dans O(k,L) et la seconde en

voyant µ dans O(k)b. Ces deux valeurs cöıncident pour µ ∈ O(k,L)b. En effet,
soit m ∈ N, alors hn(z)1D(0,−m+1) ∈ C(k) et les valeurs

∫
D(0,−m+1)

hn(z)µ(z)

sont donc les mêmes. En voyant µ dans O(k,L), on a
∫
D(0,−m+1)

hn(z)µ(z) →∫
P1(Qp)

hn(z)µ(z) dans E par (17) quand m→ +∞. En voyant µ dans O(k)b, on
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a
∫
D(0,−m+1)

hn(z)µ(z) →
∫

P1(Qp)
hn(z)µ(z) dans E car hn(z)1D(∞,m) tend vers 0

dans D(k) quand m→ +∞ (cela se déduit du Lem.3.3.1). Comme ni >
k−2

2
, par

(16) on a donc pour n < 0 en voyant µ dans O(k)b (quitte à modifier Cµ) :∫
P1(Qp)

∑
i∈I

λi(z − zi)ni logL(z − zi)1P1(Qp)−D(zi,−n+1)µ(z) ∈ Cµp−n/2OE.

Quand n tend vers −∞, la fonction (z − zi)ni logL(z − zi)1D(zi,−n+1) tend vers 0
dans D(k) (encore le Lem.3.3.1) et l’intégrale de gauche tend donc dans E vers∫

P1(Qp)

∑
i∈I λi(z−zi)ni logL(z−zi)µ(z). Or, le membre de droite tend clairement

vers 0 quand n tend vers −∞, d’où la nullité de cette intégrale. Tout ceci montre
que O(k,L)b est exactement le sous-espace vectoriel de O(k)b des distributions
µ telles que

∫
P1(Qp)

h(z)µ(z) = 0 pour tout h ∈ L(k,L). Par [4],Cor.4.2.3, la

topologie de O(k,L)b est induite par celle de O(k)b, ce qui achève la preuve.

Corollaire 3.3.4. — Pour k > 2 et L ∈ E, le Banach B(k,L) s’identifie

topologiquement et de façon GL2(Qp)-équivariante au Banach B̃(k,L) i.e. au

quotient de B̃(k) par l’adhérence du sous-espace vectoriel des fonctions h : Qp →
E de la forme :

h(z) =
∑
i∈I

λi(z − zi)ni logL(z − zi)

où I est un ensemble fini, λi ∈ E, zi ∈ Qp, ni ∈ {bk−2
2
c + 1, . . . , k − 2} et

deg
(∑

i∈I λi(z − zi)ni
)
< k−2

2
.

Démonstration. — Par la définition de B̃(k,L), les résultats du §3.2 et [28],§1, le

module compact tensorisé par E, Õ(k,L)b, associé à B̃(k,L) est topologiquement
isomorphe à {µ ∈ O(k)b, µ |L(k,L)= 0} muni de la topologie induite par celle

de O(k)b. Par le Th.3.3.3, on a donc un isomorphisme topologique Õ(k,L)b '
O(k,L)b d’où le résultat par [28],Th.1.2.

4. Arbre de Bruhat-Tits, symboles modulaires et invariant L

On introduit ici le formalisme de [14] et [25] (légèrement étendu) que l’on utili-
se pour démontrer le Th.1.1.4 de l’introduction (Th.4.5.2 et Cor.4.5.3 ci-dessous).

4.1. Quelques rappels classiques. — On commence par réviser les symboles
modulaires classiques associés aux formes modulaires.

On fixe une forme modulaire f parabolique normalisée de poids k ≥ 2 nouvelle
pour le groupe de congruence Γ1(M) de caractère χ : (Z/MZ)× → C× (M entier
≥ 1). On suppose f vecteur propre des opérateurs de Hecke T` pour ` - M
(ou de manière équivalente pour tout ` puisque f est nouvelle) et on note a` ∈
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Q ⊂ C la valeur propre associée. Pour ` - M , rappelons que T`f
déf
=
∑

i f |δi
où Γ1(M)

(
1 0
0 `

)
Γ1(M) = qiΓ1(M)δi et S`f

déf
= `k−2f |σ`= `k−2χ(`)f où σ` ∈

Γ0(M), σ` ≡
(
`−1 0
0 `

)
mod. M .

On note Ef l’extension finie de Q dans C engendrée par les a` et les χ(`) pour
` - M et Of l’anneau des entiers de Ef . Pour a ∈ Q et j ∈ {0, · · · , k − 2},
on désigne par

∫∞
a
f(z)zjdz ∈ C l’intégrale sur la droite verticale du demi-plan

complexe supérieur issue de a. On rappelle le théorème classique suivant :

Théorème 4.1.1. — Il existe Ω±f ∈ C× tels que pour tout r ∈ Q et tout j ∈
{0, · · · , k − 2} :

1

2

(
2iπ

∫ ∞
r

f(z)zjdz ± (−1)j2iπ

∫ ∞
−r
f(z)zjdz

)
∈ OfΩ

±
f ⊂ C.

Démonstration. — Soit f la forme conjuguée de f i.e. ayant comme coefficients de
Fourier les conjugués complexes de ceux de f et plongeons Ef dans C×C par x 7→
(x, x) où x est le conjugué de x. Les couples (2iπ

∫∞
r
f(z)zjdz, 2iπ

∫∞
r
f(z)zjdz)

pour r ∈ Q et j ∈ {0, · · · , k − 2} engendrent Ef -linéairement dans C × C un
Ef -espace vectoriel Vf de dimension au plus 2. Cela se déduit par exemple des
résultats de [31], en particulier de [31],Th.0.5, Cor.4.5 et preuve de Prop.5.7. L’in-
volution Ef -linéaire ι : (x, y) 7→ (y, x) sur C× C préserve Vf et est différente de
±Id. En effet, si par exemple ι = Id, on a pour r ∈ Q et j ∈ {0, · · · , k− 2} en re-
marquant que (−1)j2iπ

∫∞
−rf(z)zjdz est le conjugué complexe de 2iπ

∫∞
r
f(z)zjdz :∫ ∞

r

f(z)zjdz − (−1)j
∫ ∞
−r
f(z)zjdz = 0

et, si ψ est un caractère de Dirichlet primitif de niveau m tel que ψ(−1) = (−1)j−1

et fψ désigne la forme tordue de f par ψ, la formule :

L(fψ, j + 1) =
(−2iπ)j+1

j!mj+1
Gauss(ψ)

∑
a mod. m

ψ(a)

∫ ∞
− a
m

f(z)(mz + a)jdz

entrâıne alors L(fψ, j + 1) = 0 pour tout j ∈ {0, · · · , k− 2} ce qui est impossible

si f 6= 0 (voir [30],§1). La preuve de ι 6= −Id est similaire. Soit V ±f
déf
= Ker(ι ±

Id), on a donc 1 ≤ dimEfV
±
f et dimEfV

+
f + dimEfV

−
f ≤ 2 d’où dimEfV

±
f = 1

(et dimEfVf = 2). Cela donne l’assertion de l’énoncé avec Ef au lieu de Of .
Mais l’assertion avec Of se déduit du théorème de Manin-Drinfeld (voir e.g.
[31],Th.5.1).

Remarque 4.1.2. — Si Ef ⊂ R (par exemple si χ = 1), Ω+
f (resp. Ω−f ) est

réel (resp. imaginaire pur).
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On choisit Ω±f comme ci-dessus (on voit que EfΩ
±
f est bien déterminé si Ω±f

ne l’est pas) et, pour tout polynôme P (z) ∈ Ef [z] de degré au plus k − 2 et tout
r ∈ Q, on note :(∫ ∞

r

f(z)P (z)dz
)± déf

=
2iπ

2Ω±f

(∫ ∞
r

f(z)P (z)dz ±
∫ ∞
−r
f(z)P (−z)dz

)
∈ Ef .

Pour tous r1, r2 ∈ P1(Q)2 et tout P (z) ∈ Ef [z] (de degré ≤ k − 2), on note plus
généralement :(∫ r2

r1

f(z)P (z)dz
)± déf

=
(∫ ∞

r1

f(z)P (z)dz
)±
−
(∫ ∞

r2

f(z)P (z)dz
)±
∈ Ef .

Par le Th.4.1.1, on a
( ∫ r2

r1
f(z)P (z)dz

)± ∈ Of si P ∈ Of [z].

Soit V un Q-espace vectoriel muni d’une action à gauche linéaire de GL2(Q).
Comme au §2.4, on munit le Q-espace vectoriel HomΓ1(M)(D0, V ) de l’action des

opérateurs de Hecke T`φ
déf
=
∑

i δ
−1
i (φ), S`φ

déf
= σ−1

`

(
`−1 0
0 `−1

)
(φ) et w∞φ

déf
=(

1 0
0 −1

)
(φ) où φ ∈ HomΓ1(M)(D0, V ) et ` - M .

À la forme f sont classiquement associés les symboles modulaires :

φ±f ∈ HomΓ1(M)(D0, (Symk−2E2
f )
∨)

définis comme suit (via Symk−2E2
f ' ⊕0≤j≤k−2EfT

j) :

φ±f
(
{r2} − {r1}

)
(T j)

déf
=
(∫ r2

r1

f(z)zjdz
)±
.

La droite Efφ
±
f ⊂ HomΓ1(M)(D0, (Symk−2E2

f )
∨) ne dépend pas du choix de Ω±f .

Le lemme bien connu suivant se déduit d’un calcul simple et de l’isomor-
phisme d’Eichler-Shimura (via l’isomorphisme HomΓ1(M)(D0, (Symk−2E2

f )
∨) '

H1
c (Y1(M), (S̃ym

k−2
E2
f )
∨) Hecke-équivariant, cf. [2],Prop.4.2) :

Lemme 4.1.3. — On a w∞φ
±
f = ±φ±f et :

HomΓ1(M)(D0, (Symk−2E2
f )
∨)f = Efφ

+
f ⊕ Efφ

−
f .

4.2. Arbre de Bruhat-Tits et symboles modulaires. — Lorsque f comme
au §4.1 est “Steinberg en p”, on lui associe en suivant [14] et [25] une forme
modulaire sur l’arbre de Bruhat-Tits et de nouveaux symboles modulaires.

On reprend la forme f du §4.1 et on suppose M = Np avec (N, p) = 1 et χ
trivial sur (Z/pZ)×. On note encore χ : (Z/NZ)× → C×. On a dans ce cas (cf.
[22],§I.12) :

a2
p = χ(p)pk−2.(18)
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Soit Wp
déf
=

(
pu v
pNw pt

)
avec u, v, w, t ∈ Z, put − Nvw = 1 et pu ≡ 1 (N), une

autre formule importante dans ce cas est (cf. [1],§2) :

f |Wp= −apf.(19)

On note BT l’arbre de Bruhat-Tits de SL2(Qp), A(BT) l’ensemble de ses arêtes
orientées et S(BT) l’ensemble de ses sommets. On fixe un sommet central σ0

correspondant au réseau Zp ⊕ Zp et on note α0 l’arête orientée allant de σ0 au
sommet correspondant au réseau Zp⊕pZp. Le groupe PGL2(Qp) agit à gauche sur
BT, A(BT) et S(BT). Si α ∈ A(BT), α désigne l’arête avec orientation opposée
et o(α) ∈ S(BT) le sommet origine de α. Il est commode de voir A(BT) comme
l’ensemble des classes GL2(Qp)/I(Zp)Qp

× avec α0 = I(Zp)Qp
×.

On pose :

Γp1(N)
déf
=

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z[1/p]), c ≡ 0 mod. N, a ≡ 1 mod. N

}
.

On a Γ1(N) = Γp1(N)∩GL2(Zp), Γ1(N)∩Γ0(p) = Γp1(N)∩ I(Zp) et on voit que le

groupe Γ̃p1(N) du §2.4 est le sous-groupe de GL2(Q)+ engendré par Wp et Γp1(N)
et que Wp normalise Γp1(N). Pour α ∈ A(BT), on note Γα son stabilisateur dans

Γp1(N). Puisque Γ̃p1(N) agit transitivement sur A(BT) et puisque Wp normalise
Γ1(N)∩Γ0(p) et Γp1(N), on voit que Γα est conjugué dans Γp1(N) à Γα0 = Γ1(N)∩
Γ0(p).

En suivant [14],Def.1.2 et [25],§2.1, on définit Sk(BT,Γp1(N)) comme le C-
espace vectoriel des fonctions F : A(BT)×H −→ C telles que :

(i) F (γα, γz) = (cz + d)kF (α, z) pour tout γ =

(
a b
c d

)
∈ Γp1(N)

(ii) F (α, z) = −F (α, z) pour α ∈ A(BT) et
∑

o(α)=σ F (α, z) = 0 pour σ ∈ S(BT)

(iii) Fα
déf
=F (α, ·) est une forme parabolique sur H de poids k pour Γα.

On munit Sk(BT,Γp1(N)) d’une action à droite de GL2(Q)+ par :

(F |g)(α, z)
déf
=

det(g)k−1

(cz + d)k
F (gα, gz)

(où g =

(
a b
c d

)
∈ GL2(Q)+) ainsi qu’une action des opérateurs de Hecke T` et S`

pour ` premier, ` - Np, par T`F
déf
=
∑

i F|δi où Γp1(N)

(
1 0
0 `

)
Γp1(N) = qiΓp1(N)δi

pour les mêmes δi qu’en (5) et S`F
déf
= `k−2F|σ` pour le même σ`.

Soit Sk(Γ1(N) ∩ Γ0(p))p−nouv le sous-C-espace vectoriel de Sk(Γ1(N) ∩ Γ0(p))
des formes nouvelles en p. Le principal intérêt de l’espace Sk(BT,Γp1(N)) réside
dans la proposition suivante qui se démontre exactement comme [14],Lem.1.3 :
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Proposition 4.2.1 ([14],[25]). — L’application de Sk(BT,Γp1(N)) dans
Sk(Γ1(N) ∩ Γ0(p)) qui envoie F sur Fα0 induit un isomorphisme :

Sk(BT,Γp1(N))
∼→ Sk(Γ1(N) ∩ Γ0(p))p−nouv

compatible aux opérateurs de Hecke T` et S` (pour (`,Np) = 1)).

Soit F ∈ Sk(BT,Γp1(N)) associé à f par la Prop.4.2.1, on a T`F = a`F et
S`F = `k−2χ(`)F pour ` - Np. La deuxième égalité se récrit :

F (gα, gz) = χ(d)(cz + d)kF (α, z)(20)

pour g =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z[1/p]) tel que c ≡ 0 (N). On a aussi par (19) et la

propriété (ii) de F :

F |Wp= apF.(21)

Pour α ∈ A(BT) et r1, r2 ∈ P1(Q)2, considérons l’intégrale :∫ r2

r1

F (α, z)(T − z)k−2dz ∈ Symk−2C2 ' ⊕0≤j≤k−2CT j.

On a α = γα0 ou bien α = γα0 pour un γ ∈ Γp1(N). Dans le premier cas, un
calcul donne dans Symk−2C2 :∫ r2

r1

F (α, z)(T − z)k−2dz = γ

(∫ γ−1r2

γ−1r1

F (α0, z)(T − z)k−2dz

)
(22)

de sorte que, pour j ∈ {0, · · · , k−2},
∫ r2
r1
F (α, z)zjdz est une Z[1/p]-combinaison

linéaire d’intégrales
∫ γ−1r2
γ−1r1

f(z)zidz pour i ∈ {0, · · · , k − 2} ce qui permet de

définir
( ∫ r2

r1
F (α, z)zjdz

)± ∈ Ef par linéarité à partir des
( ∫ γ−1r2

γ−1r1
f(z)zidz

)±
. Le

deuxième cas se ramène au premier en posant :(∫ r2

r1

F (α, z)zjdz
)± déf

= −
(∫ r2

r1

F (α, z)zjdz
)±
.(23)

Soit E une extension finie de Qp dans Qp contenant Ef et
√
p si k est impair.

À F on associe les symboles modulaires :

φ±F ∈ HomΓp1(N)(D0, (Symk−2E2 ⊗E St)∨)

en posant pour j ∈ {0, · · · , k − 2} et α ∈ A(BT) :

φ±F
(
{r2} − {r1}

)
(T j ⊗ [α])

déf
=
(∫ r2

r1

F (α, z)zjdz
)±

(24)

où [α] désigne l’élément correspondant de E[GL2(Qp)/I(Zp)Qp
×] (on rappelle que

l’on a une surjection canonique E[GL2(Qp)/I(Zp)Qp
×] � St). L’harmonicité de F

(propriété (ii) ci-dessus) montre que φ±F
(
{r2}−{r1}

)
(T j ⊗ [α]) ne dépend que de
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l’image de [α] dans St de sorte que φ±F
(
{r2} − {r1}

)
: Symk−2E2 ⊗E St → E est

bien défini. Un calcul analogue à (22) via l’identification GL2(Qp)-équivariante :

(Symk−2E2)∨
∼→ Symk−2E2 ⊗ ε(det)−(k−2)(25)

h 7→
k−2∑
j=0

(
k − 2

j

)
h(zj)(−1)jT k−2−j

montre que φ±F commute bien à Γp1(N).

Pour tout α ∈ A(BT) et tout φ ∈ HomΓp1(N)(D0, (Symk−2E2⊗ESt)∨), on définit

φα ∈ HomΓα(D0, (Symk−2E2)∨) par :

φα
(
{r2} − {r1}

)
(T j)

déf
= φ

(
{r2} − {r1}

)
(T j ⊗ [α]).

Lemme 4.2.2. — φ±F est l’unique élément de HomΓp1(N)(D0, (Symk−2E2 ⊗E
St)∨) tel que (φ±F )α0 = φ±f . De plus, on a w∞φ

±
F = ±φ±F et :

HomΓp1(N)(D0, (Symk−2E2 ⊗E St)∨)f = Eφ+
F ⊕ Eφ

−
F .

Démonstration. — L’unicité est conséquence des définitions, de l’égalité (23) et
du fait que Γp1(N) agit transitivement sur les arêtes non orientées. Le reste découle
alors de l’isomorphisme :

HomΓ1(N)∩Γ0(p)(D0, (Symk−2E2)∨)f
∼→ HomΓ1(Np)(D0, (Symk−2E2)∨)f ,

du Lem.4.1.3 et du fait que la flèche :

HomΓp1(N)(D0, (Symk−2E2 ⊗E St)∨)→ HomΓ1(N)∩Γ0(p)(D0, (Symk−2E2)∨)

qui envoie φ sur φα0 commute aux opérateurs de Hecke.

4.3. Espaces de distributions et symboles modulaires. — On compare
les symboles modulaires à valeurs dans les espaces O(k) et O(k)b, O(k,L) et
O(k,L)b du §3. On conserve les notations précédentes. En particulier E est une
extension finie de Qp dans Qp contenant Ef et

√
p si k est impair.

Lemme 4.3.1 (Manin). — On a D0 = Z[SL2(Z)]({∞} − {0}).

Démonstration. — Un diviseur deD0 s’écrit
∑

i∈I ni({∞}−{ri}) pour des ri dans
Q et des ni dans Z. Donc il suffit de montrer {∞} − {r} ∈ Z[SL2(Z)]({∞} −
{0}) pour r ∈ Q. Un résultat dû à Manin (cf. e.g. [23],Prop.1) dit qu’il existe
(gj)j∈{0,··· ,n} ∈ SL2(Z) et (rj)j∈{1,··· ,n+1} ∈ Q tels que rn+1 = r, g0(∞) = ∞,
g0(0) = r1, gj(∞) = rj et gj(0) = rj+1. On a alors :

n∑
j=0

gj({∞} − {0}) = {∞} − {r1}+
n∑
j=1

({rj} − {rj+1}) = {∞} − {r}.
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Proposition 4.3.2. — (i) Si k > 2, on a HomΓp1(N)(D0, (Symk−2E2)∨) = 0.

(ii) L’injection O(k)b ↪→ O(k) et la surjection O(k) � (Symk−2E2 ⊗E St)∨ (cf.
§3.1) induisent des isomorphismes :

HomΓp1(N)(D0, O(k)b)
∼→ HomΓp1(N)(D0, O(k))

∼→
HomΓp1(N)(D0, (Symk−2E2 ⊗E St)∨).

(iii) Pour tout L ∈ E, l’injection O(k,L)b ↪→ O(k,L) (cf. §3.1) induit un iso-
morphisme :

HomΓp1(N)(D0, O(k,L)b)
∼→ HomΓp1(N)(D0, O(k,L)).

Démonstration. — On démontre (iii) en détail et on indique les modifications à
apporter pour (i) et (ii). Il faut montrer la surjectivité. Puisque Γ1(N) ∩ Γ0(p)
est d’indice fini dans SL2(Z), on a par le Lem.4.3.1 un nombre fini de diviseurs
({si} − {ri})i∈I ∈ D0 tels que :

D0 =
∑
i∈I

Z[Γ1(N) ∩ Γ0(p)]
(
{si} − {ri}

)
.(26)

Soit Φ ∈ HomΓp1(N)(D0, O(k,L)), il faut montrer Φ({si} − {ri}) ∈ O(k,L)b pour

tout i ∈ I. Soit O0 ⊂ O(k,L) le OE-module image inverse d’une boule unité de
C(k,L)∨U (cf. §3.1). Quitte à choisir correctement U et la norme sur C(k,L)∨U , on
peut supposer O0 stable par GL2(Zp)Qp

× et contenant les distributions en nombre
fini Φ({si} − {ri}) et Wp(Φ({si} − {ri})). Vu la définition de O(k,L)b, il suffit
de montrer que pour tout i ∈ I et tout g ∈ GL2(Qp), g(Φ({si} − {ri})) ∈ O0.
Puisque GL2(Qp) = GL2(Zp)Qp

×Γp1(N) q GL2(Zp)Qp
×WpΓ

p
1(N) et O0 est stable

par GL2(Zp)Qp
×, on peut se limiter à g = γ et g = Wpγ avec γ ∈ Γp1(N). Dans le

premier cas, on a :

γ(Φ({si}−{ri})) = Φ({γsi}−{γri}) ∈
∑
j∈I

Z[Γ1(N)∩Γ0(p)]
(
Φ({sj}−{rj})

)
⊂ O0

en utilisant (26). Le deuxième cas est similaire puisque Wp normalise Γ1(N) ∩
Γ0(p). Le premier isomorphisme de (ii) se montre de la même manière et (i)
résulte de (iii) et de (Symk−2E2)∨∩O(k,L)b = 0 si k > 2 (cf. §3.1). Le deuxième

isomorphisme de (ii) résulte de la même méthode appliquée à (Symk−2E2⊗E St)∨

et de l’isomorphisme O(k)b ∼→ ((Symk−2E2 ⊗E St)∨)b ([34],Th.17 pour k pair et
[19],Th.4.1 pour k impair) où :(
(Symk−2E2⊗E St)∨

)b déf
=
(

(Symk−2E2⊗E St)∨∩ ind
GL2(Qp)

I(Zp)Qp×
(Symk−2O2

E)∨
)
⊗OE E

(voir [4],§4.6 pour plus de détails).

On note Φ±F l’unique élément de HomΓp1(N)(D0, O(k)) par le (ii) de la Prop.4.3.2

ayant pour image φ±F dans HomΓp1(N)(D0, (Symk−2E2 ⊗E St)∨).
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Corollaire 4.3.3. — On a w∞Φ±F = ±Φ±F et :

HomΓp1(N)(D0, O(k))f = EΦ+
F ⊕ EΦ−F .

4.4. 1-cocycles et symboles modulaires. — Dans cette partie, on asso-
cie, suivant [25], deux classes de cohomologie aux symboles modulaires Φ±F . On
conserve les notations précédentes.

Soit V un Q-espace vectoriel muni d’une action à gauche linéaire de GL2(Q). On
munit le Q-espace vectoriel H1(Γp1(N),HomZ(D0, V )) d’une action des opérateurs
T`, S` et w∞ comme suit :

(T`c)(γ)
déf
=

∑
i

δ−1
i (c(γi))

(S`c)(γ)
déf
= `2−kσ−1

`

(
c(σ`γσ

−1
` )
)

(w∞c)(γ)
déf
= τ

(
c(τγτ)

)
.

où c est un 1-cocycle Γp1(N)→ HomZ(D0, V ), τ
déf
=

(
1 0
0 −1

)
et où γ, γi ∈ Γp1(N)

sont tels que δ−1
i γi = γδ−1

j (σ` et les δi sont les mêmes qu’au §4.2).

Lemme 4.4.1. — On a les égalités :

HomΓ1(N)(D0, (Symk−2E2)∨)f = 0(27)

H1(Γ1(N),HomZ(D0, (Symk−2E2)∨))f = 0.(28)

Démonstration. — Par [2],Prop.4.2, on a des isomorphismes commutant aux
opérateurs de Hecke pour i ≥ 0 :

H i(Γ1(N),HomZ(D0, (Symk−2E2)∨)) ' H i+1
c (Y1(N), (S̃ym

k−2
E2)∨)(29)

et idem avec Γ1(N) ∩ Γ0(p) au lieu de Γ1(N). (27) résulte de (29) pour i = 0
et de l’isomorphisme d’Eichler-Shimura. (28) résulte de (29) pour i = 1 et du

fait que H2
c (Y1(N), (S̃ym

k−2
E2)∨) n’a pas de valeurs propres “paraboliques” sous

les opérateurs de Hecke (il est même nul pour k > 2). On peut aussi recopier
la preuve de [25],§7.1 en remplaçant “pointes” par “pointes régulières” si k est
impair.

Comme dans [14],Cor.3.3 et [25],Prop.7.1, on déduit de ce qui précède :

Proposition 4.4.2. — (i) On a HomΓp1(N)(D0, (Symk−2E2)∨)f = 0.
(ii) On a un isomorphisme commutant à w∞ :

HomΓ1(N)∩Γ0(p)(D0, (Symk−2E2)∨)f
∼−→ H1(Γp1(N),HomZ(D0, (Symk−2E2)∨))f
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qui envoie φ±f sur la classe du 1-cocycle c±f défini par :

c±f (γ)({r2} − {r1})(zj)
déf
=

∑
α∈[σ0,γσ0]

(∫ r2

r1

F (α, z)zjdz
)±

où [σ0, γσ0] est l’ensemble des arêtes orientées reliant le sommet central σ0 à γσ0.
En particulier la classe de c±f est non nulle, w∞c

±
f = ±c±f et :

H1(Γp1(N),HomZ(D0, (Symk−2E2)∨))f = Ec+
f ⊕ Ec

−
f .

Démonstration. — (i) et (ii) résultent de la deuxième suite exacte de [29],Prop.13
p.169 appliquée à G = Γp1(N) et M = HomZ(D0, (Symk−2E2)∨) et des égalités
(27) et (28). Pour plus de détails, voir [14],§3.1 et [25],§7.3,§5.2. Notons que (i)
pour k > 2 découle aussi du (i) de la Prop.4.3.2.

Soit L ∈ E. Pour H une fonction rigide analytique E-rationnelle sur Ω (que
l’on peut voir comme un élément de O(2), cf. §3.1), rappelons qu’une intégrale
de Coleman de H relativement à la détermination logL du logarithme p-adique
est une primitive H̃ de H dans O(2,L) (définie à addition d’une constante près)
via la surjection O(2,L) � O(2) (cf. §3.1). Si Q1 et Q2 sont deux points de Ω,

H̃(Q2)− H̃(Q1) ne dépend pas de la primitive choisie et se note
∫ Q2

Q1
H(z)dz.

Soit Φ ∈ HomΓp1(N)(D0, O(k)), Q ∈ Ω et définissons le 1-cocycle :

cL,Q(Φ) : Γp1(N) → HomZ(D0, (Symk−2E2)∨)

γ 7→ cL,Q(Φ)(γ)({r2} − {r1})(zj)
déf
=

∫ γQ

Q

Φ({r2} − {r1})(z)zjdz

où Φ({r2} − {r1}) ∈ O(k) est vu comme fonction rigide analytique sur Ω. Via
l’identification (25), on a :

cL,Q(Φ)(γ)({r2} − {r1}) =

∫ γQ

Q

Φ({r2} − {r1})(z)(T − z)k−2dz.(30)

Par [33],preuve du Th.4, le 1-cocycle c0,Q(Φ±F ) (pour le choix L = 0) est le

même lorsque χ = 1 que le 1-cocycle noté l̃cf,Q dans [25],§5.1. On vérifie que
la classe de cL,Q(Φ) dans H1(Γp1(N),HomZ(D0, (Symk−2E2)∨)) ne dépend pas de

Q et on la note simplement cL(Φ). En particulier, c0(Φ±F ) est un élément de
H1(Γp1(N),HomZ(D0, (Symk−2E2)∨))f et w∞c0(Φ±F ) = ±c0(Φ±F ) ([25],§5.2).

Soit Φ ∈ HomΓp1(N)(D0, O(k)), σ ∈ S(BT) et définissons le 1-cocycle :

c∞,σ(Φ) : Γp1(N) → HomZ(D0, (Symk−2E2)∨)

γ 7→ c∞,σ(Φ)(γ)({r2} − {r1})(zj)
déf
=
∑

α∈[σ,γσ]

Φ({r2}−{r1})(zj⊗[α])
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où [σ, γσ] est l’ensemble des arêtes orientées reliant σ à γσ, Φ({r2}−{r1}) ∈ O(k)
est vu dans (Symk−2E2⊗E St)∨ par la surjection O(k) � (Symk−2E2⊗E St)∨ (cf.

§3.1) et où [α] est l’image de α ∈ GL2(Qp)/I(Zp)Qp
× dans E[GL2(Qp)/I(Zp)Qp

×].
Le 1-cocycle c∞,σ(Φ±F ) est le même lorsque χ = 1 que le 1-cocycle noté õcf,s
dans [25],§5.1. La classe de c∞,σ(Φ) dans H1(Γp1(N),HomZ(D0, (Symk−2E2)∨))
ne dépend pas de σ et on la note simplement c∞(Φ). En particulier, on voit que
c∞(Φ±F ) = c±f dans H1(Γp1(N),HomZ(D0, (Symk−2E2)∨))f (cf. Prop.4.4.2).

Lemme 4.4.3. — Il existe L+(f) ∈ E (resp. L−(f) ∈ E) unique tel que :

c0(Φ+
F ) = L+(f)c∞(Φ+

F )

(resp. avec −).

Démonstration. — C’est une conséquence directe de ce qui précède et du (ii) de
la Prop.4.4.2.

4.5. Invariant L et symboles modulaires. — On rassemble ce qui précède
avec la suite exacte (9) du §3.1 pour étudier l’espace de symboles modulaires
HomΓp1(N)(D0, O(k,L))f .

Lemme 4.5.1. — Pour tout Φ ∈ HomΓp1(N)(D0, O(k)), on a cL(Φ) = c0(Φ) +
Lc∞(Φ).

Démonstration. — Si Q ∈ Ω se projette sur un sommet σQ ∈ S(BT) par la
flèche de “réduction” (voir e.g. [34]), on a plus précisément cL,Q(Φ) = c0,Q(Φ) +
Lc∞,σQ(Φ) : en remarquant que Φ({r2}−{r1})(zj ⊗ [α]) n’est autre que le résidu
resα(zjΦ({r2} − {r1})(z)dz) (cf. [4],§5.2), l’argument est le même que celui
de [4],Prop.5.2.2.

Le résultat qui suit est essentiel :

Théorème 4.5.2. — (i) On suppose k > 2. Pour tout L ∈ E, la surjection
O(k,L) � O(k) induit une injection :

HomΓp1(N)(D0, O(k,L)) ↪→ HomΓp1(N)(D0, O(k))

et on a :

Φ±F ∈ HomΓp1(N)(D0, O(k,L))⇔ L = −L±(f).

(ii) On suppose k = 2. Pour tout L ∈ E, la surjection O(2,L) � O(2) induit
une injection :

HomΓp1(N)(D0, O(2,L))f ↪→ HomΓp1(N)(D0, O(2))f

et on a :

Φ±F ∈ HomΓp1(N)(D0, O(2,L))f ⇔ L = −L±(f).
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Démonstration. — Pour tout k, la suite exacte (9) donne lieu à une suite exacte
courte GL2(Q)-équivariante :

0→ HomZ(D0, Symk−2E2 ⊗ ε(det)−(k−2))→ HomZ(D0, O(k,L))→
HomZ(D0, O(k))→ 0

et à un début de suite exacte longue commutant aux opérateurs de Hecke :

0 −→ HomΓp1(N)(D0, Symk−2E2 ⊗ ε(det)−(k−2)) −→(31)

HomΓp1(N)(D0, O(k,L)) −→ HomΓp1(N)(D0, O(k))
δL−→

H1(Γp1(N),HomZ(D0, Symk−2E2 ⊗ ε(det)−(k−2))).

Calculons δL. Soit Φ ∈ HomΓp1(N)(D0, O(k)) et Φ̃ ∈ HomZ(D0, O(k,L)) relevant

Φ, alors δL(Φ) est la classe du 1-cocycle γ 7→ γ(Φ̃)− Φ̃ ∈ HomZ(D0, Symk−2E2⊗
ε(det)−(k−2)). Pour r1, r2 ∈ P1(Q)2 et γ ∈ Γp1(N), γ(Φ̃({γ−1r2} − {γ−1r1})) −
Φ̃({r2}−{r1}) est un polynôme en z de degré au plus k−2 où Φ̃({γ−1r2}−{γ−1r1})
et Φ̃({r2}−{r1}) sont ici vus comme fonctions “logL-rigides” de la variable z ∈ Ω
(cf. §3.1). Changeant z en T , on a donc pour tout z0 ∈ Ω l’égalité dans Cp[T ] :

γ(Φ̃({γ−1r2} − {γ−1r1}))− Φ̃({r2} − {r1}) =(32)
k−2∑
i=0

γ(Φ̃({γ−1r2} − {γ−1r1}))(i)(z0)
(T − z0)i

i!

−
k−2∑
i=0

Φ̃({r2} − {r1})(i)(z0)
(T − z0)i

i!

où (i) en exposant est la dérivée i-ième par rapport à z. Mais par [4],Lem.5.1.4
(modulo la modification sur l’action de GL2(Qp), cf. §3.1), on a dans Symk−2C2

p :

k−2∑
i=0

γ(Φ̃({γ−1r2} − {γ−1r1}))(i)(z0)
(T − z0)i

i!
=

γ

( k−2∑
i=0

Φ̃({γ−1r2} − {γ−1r1})(i)(γ−1z0)
(T − γ−1z0)i

i!

)
.

Par (32) appliqué à z0 = γzQ pour Q ∈ Ω fixé, on a δL(Φ)(γ)({r2} − {r1}) =
X(γ)({r2} − {r1})− Y (γ)({r2} − {r1}) où X(γ), Y (γ) ∈ HomZ(D0, Symk−2E2 ⊗
ε(det)−(k−2)) sont donnés par X(γ)

déf
= γ(φ)− φ avec φ ∈ HomZ(D0, Symk−2E2 ⊗



44 C. BREUIL

ε(det)−(k−2)), φ({r2} − {r1})
déf
=
∑k−2

i=0 Φ̃({r2} − {r1})(i)(zQ)
(T−zQ)i

i!
et :

Y (γ)({r2} − {r1})
déf
=

k−2∑
i=0

Φ̃({r2} − {r1})(i)(γzQ)
(T − γzQ)i

i!

−
k−2∑
i=0

Φ̃({r2} − {r1})(i)(zQ)
(T − zQ)i

i!

=
1

(k − 2)!

∫ γQ

Q

Φ({r2} − {r1})(z)(T − z)k−2dz

(30)
=

1

(k − 2)!
cL,Q(Φ)(γ)({r2} − {r1})

(la deuxième égalité résulte d’un calcul simple). Puisque X(γ) est un cobord,
on a finalement dans H1(Γp1(N),HomZ(D0, Symk−2E2 ⊗ ε(det)−(k−2))) avec le
Lem.4.5.1 :

δL(Φ) = − 1

(k − 2)!
cL(Φ) = − 1

(k − 2)!
(c0(Φ) + Lc∞(Φ)).

Donc, par le Lem.4.4.3 et le fait que c∞(Φ±F ) = c±f 6= 0 :

δL(Φ±F ) = 0⇔ c0(Φ±F ) + Lc∞(Φ±F ) = 0⇔ L = −L±(f).(33)

Si k > 2, par le (i) de la Prop.4.3.2, le terme de gauche dans la suite exacte (31)
est nul d’où la première injection et il est clair que Φ±F ∈HomΓp1(N)(D0, O(k,L))

si et seulement si L = −L±(f) par (33). Si k = 2, (31) induit une autre suite
exacte longue avec partout des f en exposant et on utilise le Cor.4.3.3, le (i) de la
Prop.4.4.2 et encore (33) (noter que HomΓp1(N)(D0, E) est un E-espace vectoriel

de dimension finie, de même que HomΓp1(N)(D0, O(2))f , et que si 0→ V1 → V2 →
V3 → 0 est une suite exacte de E-espaces vectoriels de dimension finie sur laquelle
agissent les opérateurs de Hecke avec V f

1 = 0, alors V f
2
∼→ V f

3 ).

Pour tout OE-module M muni d’une action de T`, S` et w∞, on note M f,± déf
=

{x ∈M f | w∞x = ±x}.

Corollaire 4.5.3. — Soit L ∈ E.
(i) Si L 6= −L±(f), on a HomΓp1(N)(D0, O(k,L))f,± = 0.

(ii) Si L = −L±(f), on a des isomorphismes :

HomΓp1(N)(D0, O(k,L))f,±
∼→ HomΓp1(N)(D0, O(k))f,± = EΦ±F .

On va voir dans la suite que l’on a L+(f) = L−(f).
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5. Applications

On rassemble les énoncés du §2, du §3 et du §4, dont on conserve les nota-
tions, pour démontrer la Prop.1.1.5, le Cor.1.1.6, le Th.1.1.2 et le Cor.1.1.7 de
l’introduction (Prop.5.1.1, Th.5.1.6, Th.5.1.7 et Cor.5.2.5 ci-dessous).

5.1. Applications à la cohomologie étale complétée. — On montre les
principaux résultats de l’introduction.

On fixe une forme modulaire f comme au §4.2. On a alors :

πp(f) = St⊗ nr(a−1
p )

où nr(λ) désigne le caractère non ramifié de Qp
× qui envoie p sur λ.

Proposition 5.1.1. — (i) On a :

HomΓ̃p1(N)

(
D0, O(k)⊗ nr(p−

k−2
2 ap)

)f
= HomΓp1(N)(D0, O(k))f .

(ii) Soit L ∈ E, on a :

HomΓ̃p1(N)

(
D0, O(k,L)⊗ nr(p−

k−2
2 ap)

)f
= HomΓp1(N)(D0, O(k,L))f .

Démonstration. — Comme Wp normalise Γp1(N) dans Γ̃p1(N), il suffit de montrer
(i) par le Cor.4.5.3. Il suffit pour cela de voir que tout Φ ∈ HomΓp1(N)(D0, O(k))f

est automatiquement invariant par Wp à condition de tordre O(k) par le caractère

non ramifié nr(p−
k−2
2 ap). Par le Cor.4.3.3, il suffit donc de montrer Wp(Φ

±
F ) =

p
k−2
2 a−1

p Φ±F . Par le (ii) de la Prop.4.3.2 et le Cor.4.2.2, il suffit de faire de même

avec φ±F . On calcule à partir de (24) :

Wp(Φ
±
F )({r2}−{r1})(T j ⊗ [α]) = Φ±F ({W−1

p r2}−{W−1
p r1})(W−1

p (T j)⊗ [W−1
p α])

= p−
k−2
2

(∫ W−1
p r2

W−1
p r1

F (W−1
p α, z)

(Wpz)jdz

(pNwz + pt)2−k

)±
= p

k−2
2 a−1

p

(∫ W−1
p r2

W−1
p r1

F (α,Wpz)(Wpz)jd(Wpz)
)±

= p
k−2
2 a−1

p

(∫ r2

r1

F (α, z)zjdz
)±

= p
k−2
2 a−1

p Φ±F ({r2} − {r1})(T j ⊗ [α])

où l’on rappelle que Wp =

(
pu v
pNw pt

)
(cf. §4.2) et où l’on a utilisé (21) sous la

forme :

F (W−1
p α, z) =

pk−1

ap
F (α,Wpz)(pNwz + pt)−k.



46 C. BREUIL

Dans la suite, on pose λ
déf
= p

k−2
2 a−1

p .

Corollaire 5.1.2. — (i) On a un isomorphisme :

HomGL2(Qp)

(
B(k)⊗ nr(λ), Ĥ1

c (Kp
1 (N))⊗ E

)f ' HomΓp1(N)(D0, O(k))f .

(ii) Soit L ∈ E, on a des isomorphismes :

HomGL2(Qp)

(
B(k,L)⊗ nr(λ), Ĥ1

c (Kp
1 (N))⊗ E

)f ' HomΓp1(N)(D0, O(k,L))f .

Démonstration. — Il suffit de combiner la Prop.5.1.1 et le Th.2.4.2.

Corollaire 5.1.3. — On a L+(f) = L−(f).

Démonstration. — Si L+(f) 6= L−(f), alors par le Cor.4.5.3, on a par exemple
dimEHomΓp1(N)(D0, O(k,−L+(f)))f = 1 c’est-à-dire par le (ii) du Cor.5.1.2 :

dimEHomGL2(Qp)

(
B(k,−L+(f))⊗ nr(λ), (Ĥ1

c (Kp
1 (N))⊗ E)f

)
= 1.

Cet espace est muni d’une action de Gal(Q/Q) qui agit via son action sur

(Ĥ1
c (Kp

1 (N)) ⊗ E)f . Or, sur Ĥ1
c (Kp

1 (N)), donc sur l’espace ci-dessus, on a les
relations d’Eichler-Shimura Frob−2

` +T`Frob−1
` + `S` = 0 pour ` - Np où Frob` est

un Frobenius arithmétique en `. Comme la forme f est parabolique, on voit que
l’espace ci-dessus ne peut être de dimension 1 d’où forcément L+(f) = L−(f).

On note L̃(f)
déf
= L+(f) = L−(f) la valeur commune. On a en fait :

Théorème 5.1.4 ([3],[12],[13]). — On a L̃(f) = L(f).

Pour déduire ce résultat (lorsque k > 2) de [12] (et du Cor.5.2.4 ci-après),
on renvoie à la preuve de [17],Th.7.10.1. Une autre méthode, lorsque k est pair,
consiste à passer par les fonctions L. Il est montré dans [14],§3 pour k = 2, dans
[25],§6,§7 pour k > 2 pair, et aussi (plus directement) dans [16],§5 pour tout k

pair, que L̃(f) mesure, à une période près, le rapport entre la dérivée en k/2 de
la fonction L p-adique de f (convenablement tordue) et la valeur en k/2 de la
fonction L complexe de f (idem). Or, il est montré dans [20] et [32] que ce même
rapport est précisément l’invariant L(f) associé à f . On peut en déduire comme
cela l’égalité du Th.5.1.4 pour k pair.

Comme le Th.5.1.4 est indépendant des méthodes de cet article, on conserve la

valeur L̃(f) dans la suite de cette partie. Du Cor.5.1.3 et du Cor.4.5.3, on déduit
immédiatement :

Corollaire 5.1.5. — Soit L ∈ E.
(i) Si L 6= −L̃(f), on a HomΓp1(N)(D0, O(k,L))f = 0.

(ii) Si L = −L̃(f), on a :

HomΓp1(N)(D0, O(k,L))f
∼→ HomΓp1(N)(D0, O(k))f = EΦ+

F ⊕ EΦ−F .
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Rappelons que Ĥ1
∗ signifie Ĥ1 ou Ĥ1

par ou Ĥ1
c (cf. §2.1).

Théorème 5.1.6. — (i) Si L 6= −L̃(f), on a :

HomGL2(Qp)

(
B(k,L)⊗ nr(λ), (Ĥ1

∗ (K
p
1 (N))⊗ E)f

)
= 0

(ii) Si L = −L̃(f), on a :

HomGL2(Qp)

(
B(k,L)⊗ nr(λ), (Ĥ1

∗ (K
p
1 (N))⊗ E)f

)
' σ(f)∨.

Démonstration. — Par le Lem.2.1.4, il suffit de démontrer le cas ∗ = c. Le (i) se
déduit du (i) du Cor.5.1.5 et du (ii) du Cor.5.1.2. Par le (ii) du Cor.5.1.5 et le
(ii) du Cor.5.1.2, on voit que la dimension (sur E) du membre de gauche dans
(ii) est 2 et avec le (i) du Cor.5.1.2 qu’il est isomorphe à :

HomGL2(Qp)

(
B(k)⊗ nr(λ), (Ĥ1

c (Kp
1 (N))⊗ E)f

)
.

Or, si B est un GL2(Qp)-Banach unitaire (sur E), on a une injection naturelle :

HomGL2(Qp)(Symk−2E2 ⊗ St, B) ↪→ HomGL2(Qp)(B(k), B)

puisque B(k) est la complétion unitaire “minimale” de Symk−2E2 ⊗ St (cf. §3.1)
de sorte que l’espace en (ii) contient :

HomGL2(Qp)

(
Symk−2E2 ⊗ πp(f), (Ĥ1

c (Kp
1 (N))⊗ E)f

)
.

Via l’injection ΨE du §2.2 et en se débarrassant des Symk−2E2, cet espace
contient :

HomGL2(Qp)

(
πp(f), lim−→H

1
c

(
Y (Kp

1 (N)K(pr)), (S̃ym
k−2
E2)∨

))
qui est exactement la représentation galoisienne σ(f)∨ puisque f est nouvelle. On
conclut par un argument évident de dimensions.

En passant aux vecteurs localement analytiques, on voit en particulier que

(Ĥ1
∗ (K

p
1 (N))⊗E)f contient la représentation localement analytique Σ(k,−L̃(f))

du §3.1 convenablement tordue.

Théorème 5.1.7. — Soit L ∈ E.
(i) On a HomGL2(Qp)

(
B(k,L)⊗ nr(λ), π̂p(f)

)
= 0 si L 6= −L̃(f).

(ii) Si k > 2, on a HomGL2(Qp)

(
B(k,−L̃(f))⊗ nr(λ), π̂p(f)

)
= E.

Démonstration. — Le (i) découle du (i) du Th.5.1.6. En notant + la partie sur
laquelle la conjugaison complexe agit par l’identité, on a :

HomGL2(Qp)

(
B(k,−L̃(f))⊗ nr(λ), (Ĥ1

c (Kp
1 (N))⊗ E)f,+

)
= (σ(f)∨)+ ' E

par le (ii) du Th.5.1.6. De plus, cet unique morphisme (à scalaire près) induit sur

Symk−2E2⊗πp(f) ⊂ B(k,−L̃(f))⊗nr(λ) via ΨE l’unique plongement équivariant
(à scalaire près) :

ι : Symk−2E2⊗πp(f) ↪→ Symk−2E2⊗
(

lim−→H
1
c

(
Y (Kp

1 (N)K(pr)), (S̃ym
k−2
E2)∨

))f,+
.
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En définissant π̂p(f) via ce plongement (cf. Prop.2.2.3), on voit qu’il induit pour
k > 2 un unique (à scalaire près) morphisme continu non nul comme en (ii)

puisque, dans ce cas, Symk−2E2 ⊗ πp(f) est dense dans B(k,−L̃(f))⊗ nr(λ) (cf.
§3.1).

Remarque 5.1.8. — Si k = 2, on a HomGL2(Qp)

(
B(2,L) ⊗ nr(λ), π̂p(f)

)
= 0

pour tout L ∈ E car, dans ce cas, π̂p(f) est simplement à torsion près le GL2(Qp)-
Banach unitaire B(2).

Corollaire 5.1.9. — L’unique (à multiplication par un scalaire non-nul près)

entrelacement non nul B(k,−L̃(f)) ⊗ nr(p
k−2
2 a−1

p ) → π̂p(f) du Th.5.1.7 lorsque
k > 2 est un isomorphisme topologique.

Démonstration. — Il est clair que l’image de ce morphisme est dense dans π̂p(f).

Comme π̂p(f) et B(k,−L̃(f)) sont admissibles (Prop.2.2.3 et [12],Th.5.24), ce

morphisme est surjectif. Comme B(k,−L̃(f)) est topologiquement irréductible
([12],Cor.5.21), il est aussi injectif, et donc est un isomorphisme topologique.

5.2. Applications aux distributions p-adiques de Mazur, Tate et Tei-

telbaum. — On montre comment, pour k > 2, l’invariant L̃(f) précédent (qui
est donc en fait égal à l’invariant L(f) par le Th.5.1.4) peut se voir directement
sur les distributions p-adiques de Mazur, Tate et Teitelbaum associées à f dans
[22] et convenablement prolongées de Zp

× à P1(Qp).

On reprend la forme f du paragraphe précédent. On rappelle (Th.3.2.2) que
O(k)b est le E-espace vectoriel des distributions p-adiques tempérées d’ordre
(k − 2)/2 sur P1(Qp) avec un zéro d’ordre au moins k − 2 à l’infini telles que∫

P1(Qp)
zjµ(z) = 0 si µ ∈ O(k)b et j ∈ {0, · · · , k − 2}. On rappelle aussi les nota-

tions D(∞, n)
déf
= {z ∈ Qp | val(z) ≤ −n} et D(a, n)

déf
= {z ∈ Qp | val(z− a) ≥ n}

où a ∈ Qp et n ∈ Z. Le théorème qui suit et sa preuve sont de simples variantes
de [22],§I.11 :

Théorème 5.2.1. — Pour tout c ∈ Z tel que (c, p) = 1 et tout ν ∈ Z/cZ, il
existe une unique distribution µ±f,c,ν ∈ O(k)b telle que pour tout j ∈ {0, · · · , k−2},
tout n ∈ Z et tout a ∈ ZpZ tel que a = ν dans Z/cZ :∫

D(a,n)

zjµ±f,c,ν(z)
déf
= − 1

anp

(∫ ∞
− a
pnc

f(z)(a+ pncz)jdz
)±
∈ E.(34)

Démonstration. — Notons que
( ∫∞
− a
pnc
f(z)(a + pncz)jdz

)±
dépend de a modulo

pnc et donc en particulier de ν. Commençons par l’unicité de µ±f,c,ν . Soit µ ∈ O(k)b

tel que
∫
D(a,n)

zjµ(z) = 0 pour n ∈ Z et a ∈ ZpZ. Pour n ∈ Z et j ∈ {0, · · · , k−2},
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on a aussi :∫
D(∞,n)

zjµ(z) =

∫
P1(Qp)

zjµ(z)−
∫
D(0,−n+1)

zjµ(z) = 0− 0 = 0

donc µ est nul contre toutes les fonctions localement polynômiales de degré (local)
au plus k − 2 de Σ(k), c’est-à-dire Symk−2E2 ⊗ St (cf. §3.1). Mais ces fonctions

sont denses dans B(k) d’où la nullité de µ (cf. §3.2) et l’unicité de µ±f,c,ν ∈ O(k)b.

Montrons maintenant l’existence de µ±f,c,ν et vérifions d’abord que µ±f,c,ν est bien

défini sur Symk−2E2 ⊗ St. Pour n ∈ Z, soit a quelconque dans ZpZ tel que

val(a) = −n+1 et a = ν dans Z/cZ (de tels a existent), alors P1(Qp) = D(∞, n)q
D(a,−n+ 1) de sorte que :∫

D(∞,n)

zjµ±f,c,ν(z) = −
∫
D(a,−n+1)

zjµ±f,c,ν(z)(35)

est bien défini pour j ∈ {0, · · · , k−2}. Soit a ∈ ZpZ tel que a = ν dans Z/cZ, n ∈
Z et Ia,n ⊂ a+pncZ un ensemble de p éléments {b} tels que {b−a} est un système
de représentants de pncZ/pn+1cZ ' Z/pZ. Alors D(a, n) = qb∈Ia,nD(b, n + 1) et
un calcul immédiat utilisant :∫ ∞

∓ b
pn+1c

f(z)
(
z ± b

pn+1c

)j
dz =

1

pj+1

∫ ∞
0

f
(z
p
∓ b

pn+1c

)
zjdz

et (Tpf)(z ∓ a
pnc

) = 1
p

∑
b∈Ia,n f

(
z
p
∓ b

pn+1c

)
= apf(z ∓ a

pnc
) donne :∫

D(a,n)

zjµ±f,c,ν(z) =
∑
b∈Ia,n

∫
D(b,n+1)

zjµ±f,c,ν(z).(36)

Soit I∞,n ⊂ p−nZ un système de représentants de
(
p−nZ/p−n+1Z

)×
dont la

réduction dans Z/cZ vaut ν, on a D(∞, n) =
(
qb∈I∞,nD(b,−n+1)

)
qD(∞, n+1)

et le même calcul que précédemment combiné avec (35) donne encore :∫
D(∞,n)

zjµ±f,c,ν(z) =

∫
D(∞,n+1)

zjµ±f,c,ν(z) +
∑
b∈I∞,n

∫
D(b,−n+1)

zjµ±f,c,ν(z).(37)

Les égalités (36) et (37) assurent que µ±f,c,ν est bien défini sur Symk−2E2 ⊗ St ⊂
Σ(k). Pour savoir que µ±f,c,ν se prolonge sur toutes les fonctions de B(k), c’est-à-

dire définit bien un élément de O(k)b, il suffit de montrer qu’il existe Cf,c,ν ∈ E
tel que pour tout j ∈ {0, · · · , k − 2}, on a

∫
D(∞,n)

zjµ±f,c,ν(z) ∈ Cf,c,νpn( k−2
2
−j)OE

pour tout n ∈ Z et
∫
D(a,n)

(z − a)jµ±f,c,ν(z) ∈ Cf,c,νpn(j− k−2
2

)OE pour tout n ∈ Z
et tout a ∈ ZpZ (cf. §3.2). Cela résulte facilement de (34), du §4.1, de (35) et du
fait que val(ap) = k−2

2
(cf. (18)).

Il y a des relations dans O(k)b entre les µ±f,c,ν , cf. Cor.5.2.3 ci-dessous.

Le résultat suivant, essentiellement dû à Darmon (k = 2) et Orton (k > 2, cf.
[25],§6.3) mais dont on redonne une preuve, montre que l’on peut retrouver les
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distributions µ±f,c,ν par une “spécialisation” convenable des symboles modulaires

Φ±F ∈ HomΓp1(N)(D0, O(k)b) du §4.3 :

Proposition 5.2.2. — Pour c ∈ Z tel que (c, p) = 1 et pour ν ∈ Z/cZ, on a
dans O(k)b : (

c ν
0 1

)(
Φ±F
(
{∞} − {−ν

c
}
))

= − 1

ck−2
µ±f,c,ν

où l’on désigne encore par ν un relevé quelconque de ν dans Z.

Démonstration. — Il suffit de montrer que

(
c ν
0 1

)(
φ±F
(
{∞}− {−ν

c
}
))

cöıncide

avec − 1
ck−2µ

±
f,c,ν sur Symk−2E2 ⊗E St. Comme les deux distributions sont par

construction nulles sur les polynômes de degré au plus k − 2, on peut oublier le
point à l’infini et se limiter à l’image dans Σ(k) des fonctions de C(k) de la forme
zj1D(a,n) où j ∈ {0, · · · , k − 2}, n ∈ Z, a ∈ ZpZ tel que a ≡ ν (c) et 1D(a,n) est la
fonction caractéristique de D(a, n). On laisse au lecteur le soin de vérifier que, par
l’application Symk−2E2 ⊗E E[GL2(Qp)/I(Zp)Qp

×] � Symk−2E2 ⊗E St ↪→ Σ(k),

T j ⊗ [α0] 7→ zj1D(0,0) et T j ⊗
(
pn a
0 1

)
[α0] 7→ zj1D(a,n). Supposons d’abord n

impair. On a par (24) :(
c ν
0 1

)(
Φ±F
(
{∞} − {−ν

c
}
))(

T j ⊗
(
pn a
0 1

)
[α0]
)

=

φ±F
(
{∞} − {−ν

c
}
)((c ν

0 1

)−1

(T j)⊗
(
c ν
0 1

)−1(
pn a
0 1

)
[α0]
)

=
1

ck−2

(∫ ∞
− ν
c

F (α, z)(cz + ν)jdz

)±
où :

α
déf
=

(
c ν
0 1

)−1(
pn a
0 1

)
α0 =

(
pn a−ν

c
0 1

)
α0 = p−

n+1
2

(
pn a−ν

c
0 1

)
Wpα0.

Les propriétés (20) et (ii) de F donnent :

F (α, z) = −χ(p)−
n+1

2 χ(p)p−
k(n+1)

2

(−Nwz′ + u)k
F (α0,W

−1
p z′) = −χ(p)

1−n
2

pk−1

p
k(n+1)

2

(f|W−1
p

)(z′)

où z′ =

(
pn a−ν

c
0 1

)−1

z (noter que l’on utilise ici a ≡ ν (c)). L’intégrale précédente

vaut donc en utilisant (19) et (18) :

χ(p)−
1−n

2 pk−1

p
k(n+1)

2 ck−2ap

(∫ ∞
− ν
c

f(z′)(cz + ν)jdz

)±
=

p−n

ck−2anp

(∫ ∞
− ν
c

f(z′)(cz + ν)jdz

)±
.
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On vérifie enfin par un changement de variables l’égalité :∫ ∞
− ν
c

f(z′)(cz + ν)jdz = pn
∫ ∞
− a
pnc

f(z)(a+ pncz)jdz

d’où la même égalité avec ± ce qui achève la preuve pour n impair au vu de (34).
Pour n pair, l’introduction de Wp et l’usage de la formule (19) sont inutiles : on
a un calcul analogue plus simple que l’on laisse au lecteur.

Corollaire 5.2.3. — Soit (c, c′) ∈ Z×Z tel que (c, p) = (c′, p) = 1 et (ν, ν ′) ∈
Z/cZ × Z/c′Z tel qu’il existe des relevés encore notés ν et ν ′ dans Z vérifiant
ν/c = ν ′/c′, alors dans O(k)b :

µ±f,c,ν =
ck−2

c′k−2

(
c
c′

0
0 1

)
(µ±f,c′,ν′).

Des résultats du §5.1, on déduit alors :

Corollaire 5.2.4. — Supposons k > 2. Il existe un unique L = −L̃(f) ∈ E tel
que, pour tout c ∈ Z tel que (c, p) = 1 et tout ν ∈ Z/cZ, on a µ±f,c,ν ∈ O(k,L)b ⊂
O(k)b.

Démonstration. — Par le (ii) du Cor.5.1.5, le (iii) de la Prop.4.3.2 et la

Prop.5.2.2, on a µ±f,c,ν ∈ O(k,−L̃(f))b ⊂ O(k)b pour tout c ∈ Z tel que (c, p) = 1

et tout ν ∈ Z/cZ. Inversement, supposons µ±f,c,ν ∈ O(k,L)b pour tout c, ν.

Soit r ∈ Q, il est facile de trouver γ ∈ Γp1(N) et c, ν avec (c, p) = 1 tels
que γ({∞} − {−ν

c
}) = {∞} − {r}, d’où Φ±F ({∞} − {r}) ∈ O(k,L)b par la

Prop.5.2.2 puisque Φ±F commute à Γp1(N). Donc Φ±F ∈ HomΓp1(N)(D0, O(k,L)b) et

L = −L̃(f) par le Cor.5.1.5.

Par le Th.3.3.3, on en déduit finalement :

Corollaire 5.2.5. — Supposons k > 2 et soit E une extension finie de Qp

dans Qp contenant Ef et pk/2. Alors il existe un unique L = −L̃(f) ∈ E tel que,
pour tout c ∈ Z tel que (c, p) = 1 et tout ν ∈ Z/cZ, on a :∫

P1(Qp)

h(z)µ±f,c,ν(z) = 0

pour toute fonction h : Qp → E de la forme :

h(z) =
∑
i∈I

λi(z − zi)ni logL(z − zi)

où I est un ensemble fini, λi ∈ E, zi ∈ Qp, ni ∈ {bk−2
2
c + 1, . . . , k − 2} et

deg
(∑

i∈I λi(z − zi)ni
)
< k−2

2
.
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