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« Il tenente Simeoni aveva fatto un preventivo,
aveva detto sei mesi. Ma sei mesi non sono bastati
per la costruzione, né sei mesi, né otto, né dieci.
(...) Quindici anni ci sono voluti, quindici lunghis-
sitmi anni che pure sono corsi via come un Sogno. »

— Dino Buzzati, Il deserto dei Tartari.

Résumé. —  Soit L une extension finie non ramifiée de Q,,. On s’intéresse au
probleme de savoir si certaines des représentations de GLa(L) sur F, associées
dans [11] & une représentation de Gal(Q,/L) de dimension 2 sur F, générique
peuvent apparaitre dans des espaces de formes automorphes.
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1. Introduction

Dans [12], Buzzard, Diamond et Jarvis formulent une conjecture de modulari-
té étendant la conjecture de Serre de [38] au cas des représentations continues,
irréductibles, totalement impaires p : Gal(Q/F) — GLy(F,) ot F est un corps
de nombres totalement réel et p un nombre premier non ramifié dans F' (cette
hypothese de non ramification est supprimée dans [35]). La conjecture, dans une
de ses versions « faibles », stipule par exemple que le systeme de valeurs propres de
Hecke issu des traces des éléments de Frobenius aux places ot p est non ramifiée
apparait dans un espace de formes quaternioniques :

(1) SP(U,F,) ¥ Fonctions(D*\(D @ AL)*/U,T,)

pour un corps de quaternions D convenable de centre F' ramifié aux places infinies
et non ramifié aux places divisant p et un sous-groupe ouvert compact U = [[, U,
de (D ®@p AL)* (A] désignant les adeles finis). Si [1,, Uv est pris normal dans
GLy(OF ®z Z,), ce dernier groupe agit non trivialement par translation a droite
sur 'espace de fonctions (1). L'essentiel du travail de [12] consiste a formuler une
version « forte » de la conjecture, ce qui revient a déterminer les représentations
irréductibles de GLy(Or®2Z,) sur E qui apparaissent en sous-objet dans 'espace
propre de Hecke SP (U, F,)[p"] ci-dessus (supposé non nul). Plus précisément, dans
[12, Conj.4.7], d’une part il est conjecturé un isomorphisme :

2) lim (S(U, F,)[p"]) ~ @7, (p")
U
ott 72(p") est une représentation lisse admissible de (D ®p F,,)* sur F, (F, est

le complété de F' en v) qui, lorsque v { p, se déduit des travaux de Vignéras
et Emerton; d’autre part il est prédit la liste des représentations irréductibles
de GLy(OF,) (mais sans leur multiplicité) apparaissant en sous-objet dans la
GLy(F,)-représentation w2 (p") lorsque v|p. Sous une hypotheése supplémentaire
sur /5|Ga1(@ ) (pour v|p) appelée « généricité » (voir §4, cela implique en parti-
culier p|q,@;/r,) Fontaine-Laffaille), il est communément admis que 'on peut ra-
jouter a [12, Conj.4.7] le bonus que toutes les multiplicités des représentations de
GLs(CF,) apparaissant dans le socle de 72 (p")|qLy(y,) sont égales & 1. Lorsque
F = Q, la conjecture [12, Conj.4.7] avec son bonus (plus précisément sa va-
riante avec GLy /Q au lieu de D/Q) a été (essentiellement) démontrée par Emer-
ton ([21]) en utilisant les résultats du programme de Langlands p-adique pour
GL3(Q,) ([16], [28]) mais cette conjecture reste encore ouverte si F' # Q malgré
des progres récents ([24], [25] pour p totalement ramifié dans F', [26] pour les
groupes unitaires, voir aussi les travaux a venir de Gee-Kisin et Newton).

Lorsque F, # Q,, la GLy(F,)-représentation 72 (p¥) attendue dans (2) pour
v|p reste extrémement mal comprise, méme conjecturalement. En effet, connaitre
le GLy(OF,)-socle de 72(pY) est trés loin de suffire pour déterminer une unique
représentation lisse admissible de longueur finie (ou irréductible) de GLy(F)).
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Par ailleurs, les résultats de [11], [27] et [36] montrent que, des que F, # Q,,
I’étude des représentations lisses admissibles irréductibles de GLy(F,) sur T, de-
vient tres subtile. Le but de cet article est d’aller « un cran plus loin » que [12]
dans la compréhension de 72 (p") sous I'hypotheése additionnelle que Plea@,/m)
est générique. En particulier, on conjecture que 72 (p") contient toujours une des
représentations de GLy(F),) associées & plg, g, r,) dans [11] (ce qui rentre dans
le cadre de la « compatibilité local-global ») et, en supposant vraie [12, Conj.4.7]
avec son bonus, on montre quelques cas partiels de cette conjecture de compa-
tibilité local-global. Notre approche est de relier cette conjecture a un probleme
de nature un peu différente a premiere vue : celui de la compatibilité local-global
pour les GLy(OF, )-types (au sens de Bushnell-Kutzko) sur Z, plutot que pour les
GLy(F,)-représentations sur F,,.

Rentrons plus en détail dans les énoncés de cet article.
(i) Compatibilité local-global pour les représentations de GLy(OF,) sur Z,

Soit m = &, m, une composante irréductible de dimension infinie de
14

lim SP(U,Q,) (avec des notations évidentes) et notons p : Gal(Q/F) — GLy(Q,)
U
la représentation p-adique associée a 7 (convenablement normalisée, cf. §3)

que I'on suppose absolument irréductible modulo p. En particulier, p admet a
homothétie prés un unique Z,-réseau stable dont on note p la réduction dans
[F,. Supposons qu’il existe v|p tel que d’une part m, soit une série principale

modérément ramifiée qui n’est pas non ramifiée et d’autre part p,, © ﬁ\Gal(@ IF)
soit générique. Soit :

(3) o, — (indil_a(ﬁFu) 77; ® 77u) ®Z@ cm,

le type de Bushnell-Kutzko dans 7, (cf. 'appendice de Henniart dans [9]) ou

MM, + Op, — ZTJX sont des caracteres distincts se factorisant par (Op,/(p))*.
Notons 7,7, la réduction de ces caracteres dans EX et f, = [F, : Q), la

)ﬁfj ®7, a génériquement 2/ facteurs de Jordan-Hélder

représentation indiLQ(ﬁF v
@, indexés par les parties® J de I’ensemble des plongements .7 de F, dans @p.
La GLy(OF, )-représentation o, posséde donc beaucoup de Z,-réseaux stables et,
fixant un plongement GLy(OF,)-équivariant o, < 7, on peut se demander quel

est le Z,-réseau induit par lim S P(U,7Z,) sur o, (on peut d’ailleurs se le demander

U
pour n’importe quel type de Bushnell-Kutzko).

(W Dans le corps du texte, 1/, @ 1, est noté x5 et o, est noté o(x3).
(2)En général, il faut considérer un sous-ensemble, noté &, dans le texte, de cet ensemble de
parties, mais qui lui est égal génériquement.
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Soit inj; I'enveloppe injective de 7; dans la catégorie des représentations de
GLy(OF,/(p)) sur un F,-espace vectoriel de dimension finie. Il existe & isomor-
phisme prés une unique représentation inj; de GLy(Op,/(p)) sur un Z,-module
libre de rang fini tel que inj; ®ZE ~ inj; ([37]). Soit ¢, 'unique élément de
o, en (3) a support dans [, et envoyant la matrice identité sur 1, alors, pour
chaque partie J de ., il existe par [37] une injection équivariante unique (&
multiplication pres par un élément de ZT)X) :

Yy 1o, <> inj,; @7-Q,

telle que v;(¢,) € inj; et I'image de 1;(¢,) dans inj; est non nulle. Soit (vy);
des éléments de Q>(, on note :

o%((vs)s) = (5" (v inj,)
J

ou p¥ € ZT, est un élément quelconque de valuation v;. Il s’agit d'un Zp—réseau
de o, stable par GLy(OF,).

Théoréme 1.1. — Soit ¥ l'ensemble des uplets (vy); de Q¢ vérifiant vy = 0
et 0 <wvp —wvy < |J\J| si J C J. Alors Uapplication (vs); — o9((vy)s) induit
une bijection entre ¥ et 'ensemble des classes d’homothéties de réseaux stables
par GLy(OFk,) sur o,.

Dans le texte, on démontre ce théoreme en calculant directement et explicite-
ment les réseaux stables sur o, (sans passer par les 1), cf. §2.

Pour v comme en (3), la représentation p, & Plca@, r,) (ou plutot le réseau in-
duit sur cette représentation par 'unique réseau stable de p) et son dual de Cartier
py(1) (ibid.) deviennent Barsotti-Tate sur l'extension F,[*=</—p]| ou g, & v
Un choix de plongement F, — @, permet d’identifier . & {0,---,f, — 1} en
composant ce choix avec les puissances du Frobenius absolu. Le module de Dieu-

donné contravariant de la fibre spéciale du groupe p-divisible sur O, [ *</—p
dont la fibre générique est p)/(1) est alors de la forme M x M x - x M/~

avec M7 = Zyel @ ZT,@%,V ot Gal(F,[ »~/=p|/F,) agit sur e%? (resp. ef],y) par le
caractere 7, (resp. 17/,) et ol le Frobenius ¢ envoie M7 sur M7*!. En particulier,
pour tout j on a (el ) = z;el ™t avec 0 # x; € Z, et v; « val(zy,—1-5) € Qxo
est bien défini.
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Conjecture 1.2. — Les Z,-réseauz induits par lim SP(U,Z,) sur o, en (3) via
U
les divers plongements o, — m C li_Igl SP(U, Qp) sont tous homothétiques au
U

réseau US((ZjGJ Uj)J)(3).

Cette conjecture prédit les réseaux sur le type o, C m, en termes de données
provenant du réseau sur la représentation p-adique p, (les f, nombres rationnels
v;), elle entre donc dans le cadre du « programme de Langlands p-adique », la
correspondance de Langlands classique ([31], [29]) prédisant dans ce contexte
seulement le rationnel )., v; (valuation de la valeur propre de ).

Notons 2(p,) I'ensemble des représentations irréductibles de GLy(O,) sur T,
ou de maniere équivalente de GLo(OF, /(p)) sur F,, associé a p, dans [12] (voir
84, ces représentations sont appelées poids de Serre de p,). Le résultat suivant
montre que o\ ((Z ics Vi) J) est un candidat raisonnable pour étre le réseau induit

v

sur o, par lim SP(U,7Z,) (voir théoreme 8.5).

Théoréme 1.3. — Le socle de la réduction 7, (3, v;)0) de o0 (3 e, v5)0)

sur F,, est la somme directe de tous les constituants de 62((2;’@] vj)s) qui sont
des poids de Serre de p,,.

On montre dans cet article le résultat tres partiel suivant sur la conjecture 1.2.

Théoréme 1.4. — Supposons qu’il y a un ou deux constituants du semsi-simpli-
fié modulo p de o, dans Z(p,) et supposons soit que o, est « suffisamment
générique » (voir le (i) du théoréme 10.3 pour la condition précise) soit que [12,
Conj.4.7] est vraie pour p, alors la conjecture 1.2 est vraie.

On peut montrer qu’il y a toujours au moins un constituant du semi-simplifié
modulo p de ¢, (ou de maniere équivalente de indiLZ(ﬁF ”)ﬁy ®T7,) dans 2(p,),
cf. corollaire 8.2. Lorsqu’il y en a exactement un et que p, est semi-simple, le
théoreme 1.4 résulte d’une analyse poussée des calculs et résultats de Gee ([24]).
C’est d’ailleurs cette analyse, et la description élégante ci-dessus du réseau induit
sur 0, en terme du module de Dieudonné de p) (1) qui en a résulté, qui ont suggéré
a 'auteur que cette description devait étre valable dans tous les cas. La preuve du
théoreme 1.4 utilise d'une part une étude fine de la position dans indiLQ(ﬁF”) 7,®
7, des constituants qui sont dans Z(p,) (§4), d’autre part des calculs explicites
de théorie de Hodge p-adique entiere (§86, 7 et 8). L’hypothese sur le nombre
(un ou deux) de constituants dans Z(p,) (associée au résultat de compatibilité
local-global classique de [31] et [29]) est une contrainte suffisamment restrictive

() Emerton, Gee et Savitt m’ont informé avoir trés récemment obtenu une preuve de la conjec-
ture 1.2 en utilisant des systemes de Taylor-Wiles a coefficients dans certains des réseaux
%((vy)s) et le calcul de déformations locales de [10, §5].
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sur le réseau induit sur o, pour que ce réseau ne dépende essentiellement plus
dans ce cas que d’un seul rationnel au lieu de f, rationnels en général (cf. lemme
10.2), i.e. que de la représentation de Weil-Deligne de p,. Cela le force alors a
étre celui de la conjecture 1.2.

Il serait certainement intéressant de chercher si des énoncés analogues a 1.1,
1.2, 1.3 et 1.4 existent pour des types plus ramifiés que ceux considérés dans cet
article.

(ii) Compatibilité local-global pour les représentations de GLo(F,) sur F,

Soit p : Gal(Q/F) — GLy(F,) irréductible et v|p une place telle que p,
est générique. Soit Dy(p,) la plus grande représentation pour l'inclusion de
GL2(Or,/(p)) sur F, dont le socle est @, cop 7 et telle que les 7, € 2(p,)
n'y apparaissent que dans ce socle. En admettant [12, Conj.4.7] et son bonus,
il n’est pas difficile de montrer que 72(p")|cr,(oy,,) doit contenir Dy(p,) (de
manieére unique a scalaire pres), cf. proposition 9.3. Soit I, C GL2(OF,/(p))
le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures modulo p, il découle alors
des constructions de [11] que la GLy(F, )-représentation 72 (p") contient une des

représentations de [11] associées & p, si et seulement si 'action de la matrice

(2 (1)) a lintérieur de 72 (p") (ou de lim SP(U,TF,)) laisse stable le sous-espace
U
Dy(p,)"+ des I ,-invariants.

Soit v|p et U = [],, U, un sous-groupe ouvert compact tel que U, = I; ,. Sup-
posons que I'on peut choisir U,, pour v/ # v tel que SP(U,F,)[p"] ~ =2 (p¥)hr.
Alors un tel énoncé de stabilité découlerait d’un énoncé de multiplicité 1 pour les
caractéres de I'Twahori I, en v agissant sur SP(U,F,)[p"] parce que l'on aurait
dans ce cas Dy(p, ) = w2 (p¥)11+ (c’est une conséquence facile de la maximalité
de la représentation Dgy(p,)). Ce point de vue est exploré dans I'appendice B, du
a Lassina Dembélé, ot plusieurs cas d’un tel énoncé de multiplicité 1 sont vérifiés
par des calculs explicites sur ordinateur (voir sa conjecture B.1 sur la dimension
de certains espaces SP (U, F,)[p"] qui est équivalente & la multiplicité 1 ci-dessus
par [11, Prop.14.7] ou la remarque 4.5, et voir aussi les tables qui suivent ; no-
tons que ces résultats de multiplicité 1 sont tres intéressants indépendamment
de I'énoncé de stabilité ci-dessus). Mais, en dehors du cas ou ’ensemble Z(p,)
est un singleton, I'auteur de I'article ignore comment montrer cet énoncé de mul-
tiplicité 1 méme en admettant la conjecture [12, Conj.4.7] et son bonus. Signa-
lons que cette multiplicité 1 pour les caracteres de 1'Iwahori devient en général
completement fausse si 'on remplace lespace propre SP(U,F,)[p"] par le localisé
SP(U, ]ITp)pv. De plus, les anneaux de déformations locales potentiellement cris-
tallines correspondants ne sont en général pas des anneaux de séries formelles,
ce qui rend semble-t-il difficilement applicables les techniques de multiplicité 1
issues des théoremes R = T a la Taylor-Wiles ([19], [23]).
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Pour cette raison, lauteur a essayé de déduire I'éventuelle stabilité de Dy (p, )

0 1\ ., , , o
par » 0 d’un énoncé plus en amont sur les réseaux induits par les formes
quaternioniques entieres sur certains types de Bushnell-Kutzko en v. Cet énoncé
est la conjecture 1.2 ci-dessus, qui a effectivement pour conséquence le théoreme

suivant (voir théoreme 10.1).

Théoréme 1.5. — Sila conjecture [12, Conj.4.7] et son bonus sont vrais pour p,

alors la conjecture 1.2 entraine la stabilité de Do(p,)™ par la matrice (g (1)) €

GL2(F,) a Uintérieur de lim SP(U,F,).
U

Le théoreme 1.5 découle essentiellement du théoreme 1.3 et de la définition de
Dy(p,) : comme le socle de @ ((>- ics Vi) 7) est constitué de tous les constituants

de 70 ((>2;c,v5)s) qui sont dans 2(p,), on a 70 ((3,c,v5)s) € Do(p,) d’ott on
déduit facilement la propriété de stabilité de I’énoncé.

Enfin, on déduit des théoremes 1.4 et 1.5 le résultat conditionnel suivant (voir
corollaire 10.6) :

Corollaire 1.6. — Supposons la conjecture [12, Conj.4.7| et son bonus vrais
pour p) et soit v|p une place telle que ou bien |2(p,)| < 2, ou bien f, = 2
et p, est irréductible, alors w2 (p") contient une des représentations de GLo(F,)

associées a p, dans [11].

(111) Organisation de ’article

Passons maintenant en revue les différents paragraphes de cet article. Les
résultats locaux sont présentés dans les §§2, 4, 5, 6, 7, 8 et dans 'appendice
A. Les résultats globaux sont présentés dans les §§3, 9, 10 et dans 'appendice B
du a Lassina Dembélé. Le §3, bien que de nature globale, a été volontairement
placé juste apres le §2 car il le suit naturellement (cf. ci-dessous).

Commencons par décrire le contenu des paragraphes locaux. Soit L une ex-
tension finie non ramifiée de Q, et kz son corps résiduel. Au §2, on démontre
le théoreme 1.1, i.e. on décrit tous les réseaux stables dans les séries princi-
pales en caractéristique 0 irréductibles o(x*) = ind?LQ(ﬁF v) X°ou x* =1 ®n est
un caractere du sous-groupe d’Iwahori I. Ils sont tous de la forme @ ;p*/o; ou
(vy)s est comme dans le théoreme 1.1 et o est un certain sous-module explicite
de o(x®) qui se réduit modulo p sur le poids de Serre &; apparaissant dans le

(OF,)

N ¢ § s , S
semi-simplifié de ind;" Y°. Fixons une représentation p générique. Au §4, on

(WEn vertu des résultats annoncés par Emerton, Gee et Savitt (voir la note de bas de page
précédente), ces hypotheéses suffisent pour la conclusion de ce corollaire.
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, . L . 1GLy(Or,) — . .
détermine précisément les x* tels que ind; 2(0r) X° a au moins un de ses consti-

tuants dans Z(p). Pour ces x°, on montre que les poids de Serre de Z(p) dans
les constituants de ind?LQ(ﬁF v) X° sont les &; pour J™® C J C Jmax op Jmin  jmax
sont déterminés en fonction de x* et p. Au §5, on détermine les modules forte-
ment divisibles comme en [4] avec donnée de descente n & 7' et correspondant &
des représentations de Gal(Q,/L) & poids de Hodge-Tate (0,1) dans toutes les
directions. Aux §§6,7, on détermine lesquels parmi ces modules fortement divi-
sibles ont leur représentation de Galois associée qui a une réduction réductible
non scindée lorsque celle-ci est supposée de plus générique. Au §8, on rappelle
du §3 (cf. ci-dessous) comment associer a un module fortement divisible comme
au §5 un réseau sur o(x*®) (un des réseaux du §2 donc) et on calcule la réduction
modulo p de ce réseau lorsque la représentation galoisienne est résiduellement
générique, en particulier on montre le théoreme 1.3. Notons que I'on utilise dans
les §87 et 8 les résultats de I'appendice A qui relient la réduction modulo p des
modules de Fontaine-Laffaille et celle des modules fortement divisibles comme au
85 lorsque leur représentation de Galois est résiduellement générique réductible.
Ces résultats permettent au passage de déterminer explicitement ’ensemble de
poids de Serre Z(p) lorsque p est générique réductible non scindée, détermination
qui restait conjecturale dans [11] (ce dernier point est démontré indépendamment
et différemment dans [14] en utilisant [13]).

Venons-en maintenant au contenu des paragraphes globaux. On utilise libre-
ment les notations locales précédentes ainsi que les notations globales du début
de l'introduction. Au §3, on définit certains réseaux, appelés réseaux « de Dieu-
donné », sur les types o(x®) a partir de modules de Dieudonné avec donnée de
descente n @ 1’ en procédant comme indiqué juste avant la conjecture 1.2. Puis
on formule la conjecture 1.2 de compatibilité local-global sur les types apres avoir
introduit les espaces de formes quaternioniques et on la démontre lorsque F' = Q.
Au §9, on formule le probleme de compatibilité local-global de cet article pour les
représentations de GLy(F},), c’est-a-dire la stabilité de Dy(p, )" par la matrice

0 1 . , ) _ .
p 0) et on pose quelques questions supplémentaires lorsque p,, est semi-simple

en liaison avec les « valeurs spéciales de parametres » trouvées dans [7]. Au §10,
on démontre les théoremes 1.4, 1.5 et le corollaire 1.6. Enfin, dans ’appendice B,
Lassina Dembélé énonce (dans un cadre un peu plus restrictif) la conjecture de
multiplicité 1 pour les caracteres de I'lwahori mentionnée plus haut dans I'intro-
duction, et en vérifie informatiquement plusieurs cas.

(iv) Notations

Nous achevons cette introduction avec quelques unes des notations utilisées
dans l'article.

Une représentation irréductible d’un groupe quelconque s’entend au sens
algébrique : pas de sous-espace strict invariant non nul.
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Si H est un corps local, on note 0y son anneau d’entiers et kg son corps
résiduel.

Tout au long des parties purement locales de 'article, on travaille avec une
extension non ramifiée L de Q, dans une cloture algébrique @, méme s’il peut
arriver que ’hypothese de non ramification soit inutile (par exemple au §2 ou au
§3). On note f & [L : Q] son degré et on pose ¢ & pf = |kr|. On note ¢ le
Frobenius sur &, = W (kp) tel que p(a) = a”? modulopsia € Op et [] : kp — O
I’application « représentant multiplicatif ». On note L™ I’extension maximale non

ramifiée de L (ou de Q,) dans Q,.

On rappelle que I’a un isomorphisme canonique :

s Gal(L[” V/L) > K

9(""/=p)
(4) g — ErET=

On voit tout caractere de k) comme un caractere de Gal(L[*'-Y/=p]/L) ou de
Gal(Q,/L) ou de Gal(Q,/L™) en le composant avec s et les surjections sur

Gal(L[ "' 3/=pl/L)-

On normalise la valuation val par val(p) = 1. On normalise les inverses des
applications de réciprocité locales de telle sorte que les uniformisantes s’envoient
sur les Frobenius géométriques.

On note ¢ le caractere cyclotomique p-adique et w sa réduction modulo p.
Si F' est un corps de nombres, on note A{; les adeles finis de F'.

Les autres notations seront introduites dans ’article, au fur et & mesure des
besoins.
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2. Quelques types modérés et leurs réseaux

On détermine tous les réseaux stables sur un type non trivial dans une série
principale modérément ramifiée.

On note E une extension finie de Q, telle que |Homg, (L, E)| = [L : Q] et

on fixe un plongement ¢ : L — E. On note K & GL2(0L), I C K le sous-
groupe d’Iwahori des matrices triangulaires supérieures modulo p, I; C I le sous-
groupe des matrices unipotentes supérieures modulo p et T' C [ le sous-groupe
des matrices diagonales.

Soit n,n' : kf — O} deux caracteres multiplicatifs et y « nen 1 — 0y le
caractere :

5) (5o o) = w(@i@

pc d

ot @ (resp. d) est la réduction modulo p de a (resp. d). On note x* @

On suppose 11 # 1 et on note ¢, = Z;:é ey € {0,---,q— 1} avec ¢, ; €
{0,---,p — 1} Punique entier tel que n(@)y’ " (@) = ¢([a])*. La condition n # 7'
est équivalente a ¢, ¢ {0,q — 1}.

On note o(x*) le E-espace vectoriel indf x?® des fonctions f : K — FE telles
que f(kk') = x*(k)f(K') si k € I, ¥ € K muni de l'action a gauche de K par
translation & droite sur les fonctions (notons que cette action se factorise par
GLy(kz)). On rappelle que 'on a un entrelacement o(x*) = o(x) et que, puisque
n # 1, o(x®) et o(x) sont irréductibles. La représentation o(x*) admet un Op-
réseau stable naturel induit par les fonctions sur K a valeurs dans 0g. On le note
a%(x*). Nous allons décrire tous les réseaux stables de o(x*) (& homothétie pres)
comme « modifications » du réseau o°(x*).

On identifie 'ensemble {0, --- , f — 1} a ’ensemble des plongements .7 “ {r:
L < E} en envoyant j sur ¢ o ¢/. Rien dans ce qui suit ne dépend du choix
de ¢ mais il est assez agréable de remplacer . par {0,---, f — 1}. On note &,
’ensemble des parties J de {0,---, f — 1} vérifiant les conditions :

(i)sijeJetj—1¢ Jalorse,; #p—1
(i) sijgJetj—1eJalorse, ; #0
ou l'on adopte la convention j —1 = f — 1 si j = 0. Notons que &, contient

toujours J = () et J = .. Par [11, §4], les facteurs de Jordan-Holder de 7(x*) «

o°(x*) @, ke =~ indf (x* ®g, kg) sont paramétrés par les éléments de 2, (cf.
aussi ci-dessous).

Lemme 2.1. — (i) Si J,J' € P, alors INJ € P, et JUJ € P,.
(1t) On a J € P, si et seulement si S \J € Pys.



SUR UN PROBLEME DE COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL MODULO p 11

(iii) Si J € Py, alors il existe une suite croissante pour Uinclusion Jy C J; €
c C Jpy € Jg telle que J; € Py, |Jj| =7 et J est un des J;.

Démonstration. — (i) est élémentaire. (ii) découle de [11, Thm.2.4(ii)] et (iii)
découle de [11, Cor.5.6(i)] combiné avec [11, Thm.2.4]. Les assertions (ii) et (iii)
peuvent aussi se démontrer directement par de la combinatoire élémentaire. [

Soit ¢ € 0%(x*) 'unique fonction (& valeurs dans ) a support dans I telle
que ¢(u) = 1 pour u € I;. En particulier ¢ est [;-invariante dans o°(x*) et T' agit
sur ¢ via le caractere x°|r. Pour 0 < j < ¢ — 1, on pose :

e an () §)ec o)

Aeky,

Les f; sont des vecteurs propres sous I'action de T' (pour le caractere [@'d)’ x|r)
et on a :

a’(x°) = (@?;éﬁEfj)@ﬁﬂb

q—2
= ( ﬁEfj)@ﬁE ((1) é)fo@ﬁEéb@ﬁE <(1) (1))¢

J#ex

De plus Efy @ E¢ est le sous-espace de o(x®) des vecteurs [;-invariants.

Lemme 2.2. — I existe un unique entrelacement o : a(x*) — o(x) tel que
a(fo) = q¢ et a(o) = fo (ot @, fo sont relatifs a l'induite qui les contient).

Démonstration. — Tout entrelacement « entre les deux induites induit un iso-
morphisme sur les vecteurs [-invariants et respecte 'action de T'. Puisque x # x*,
il envoie donc fy sur un multiple de ¢ et réciproquement. Quitte a multiplier par
un scalaire convenable, on peut donc supposer «a(¢) = fo. L'unicité d'un tel
« est alors claire puisque les représentations sont irréductibles. Reste a vérifier
a(fo) = qp. On a (I'action de K se factorisant par GLg(kL), on ne se préoccupe
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plus des Teichmiiller dans les matrices) :

= oS Y-Z (DD (5 )

ek, A\ p€ekyr ANuEkL
B 0 A L+ A A
N Z(u1)¢+z(u 1)¢
A u€ky, A u€ky,
14+Ap=0 14+ Au£0
(01 -2 L+ A 0
= (1o)X (0 A)er X (MY 1S )er 2o
A£0 1#0 Aekr,
1+ p#0

- (1 4) (;m—m—ln’m)w

_ 1 0
> e (a §)ora
p#0 I+
14+ p#0
= 0+0+qp=q¢
-1,/

ou 'avant-derniere égalité résulte de er’ff n(z)"'n'(x) =0 puisque n #n'. O

Si J € £, on note F; C {0,---,p — 1}/ l'ensemble des f-uplets (s;); =

(S0, -+ ,8f-1) ot les s; vérifient les conditions :
0<s; <cy, sio jéJetj—1¢J
0<s;<c¢;—1 si jéJetj—1€eJ
Cyj <s;<p—1 si jedJetj—1leld

G +1<s;<p—1 si jeJetj—1¢.J

Notons que {0, -+ ,p— 1}/ est « presque » 'union disjointe des F; pour J € P,
la seule exception étant que (¢, ;); € Fyp N Fy.

A laide des F;, on définit les sous-&p-modules facteurs directs suivants de
a%(x?®) (stables sous l'action de T') :

é 01
ap d:f ( @ ﬁEijsjpj) S%) ﬁE‘ (1 0) fO
(s5)

i€Fp\{(ex,5)5}

é 01
0y = ( LI ) ® Opd ® O (1 O) ¢
(55);€F7\{(ex,),(p—1,+ ,p—1)}
oy def @ ﬁEfzjsjpj si J#£0),.7.
(s5)i€Fs

En particulier, on a ¢%(x*) = @D jec», 0. Notons que le lemme 2.2, le (ii) du

lemme 2.1 et la commutation de o a T" impliquent 0; ®g, E = 04_1(c7y\J Rey E).
Un point important dans la suite est que, par [11, Lem.2.7], la T-représentation
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05 ®e, kg est en fait stable par K dans un quotient convenable de T (x*) et
est alors une K-représentation irréductible (i.e. un poids de Serre). Si l'on note
oy ce poids de Serre, c’est-a-dire 'image de 0; ®g¢, kr dans ce quotient, alors
la paramétrisation précédente des constituants de o(x*) par &, n’est autre que
J oy ([11, §2]).

Soit Qg “ {val(x),x € EX} C Q, siv € Qg, on désigne dans la suite par p” un
quelconque élément de E* de valuation v (son choix n’aura pas d’importance).

Proposition 2.3. — Tout Og-réseau de o(x®) stable par K est de la forme
@Je(@x p*’ oy pour des vy € Qp convenables.

Démonstration. — Soit R C o(x®) un réseau stable. Montrons d’abord que 'on
a:

q—2
Vi w0 O 1 w1 w2 0 1
(6) R= (@ﬁEpjfj> ® Okp (1 0) fo® Opp™ ¢ ® Opp (1 0) )

J#ex

pour des v;,w; € Qp convenables. Les sous-espaces isotypiques de o(x*) pour

l'action de T sont les Ef; pour 1 < j < ¢ — 2, j # ¢, et les sous-espaces
: 1 : 1 . o .

Vy dét EfooFE ((1) 0) o, V1 e EopE <(1) 0) fo. Puisque T agit via un quotient

de cardinal premier a p, R est somme directe des réseaux qu’il induit sur ces sous-

. ) : 01 ) .
espaces. En faisant agir la matrice (1 0), on voit que la seule assertion non

triviale a vérifier est que R N Vj est de la forme Ogp* fo & Ogp™? ((1) (1)) ¢. Soit

)
O =

afo+b ((1) (1)) ¢ € R (a,b € E). Nous allons montrer afy € R et b< )gb €R

ce qui démontrera (6). On a d’abord :

(1A 0 1\ \ [ bff si 1<j<q-2
> Ul (o 1 > (afo+d (1 o) 0) = {(aq Yo s =0
ek

d’ou (ag+b)fo € Ret bf; € Rsi 1 <j<qg—2. Nous allons distinguer trois cas.
Premier cas : val(b) < val(a).

De (ag +b)fo € R on déduit bfy € R d’ou aussi afy € Ret b ((1) (1)) ¢ € R.

Deuxieme cas : val(a) + f < val(b).
L’image de R par l'entrelacement o (lemme 2.2) est un réseau stable de o(y) qui

contient ag¢p + b ((1) (1)) fo et donc aussi bfy + aq ((1) (1)) ¢. Comme val(aq) <

val(b), le premier cas appliqué a «(R) implique bfy € a(R) et ag ((1] (1)) ¢ €



14 C. BREUIL

(1) (1)) onendedultafOERetb(O 1)¢€R

Troisieme cas : val(a) < val(b) < val(a) + f.
De (ag + b)fy € R on déduit bfy € R. Nous allons montrer que b € R. On a

%(b € R puisque bfy € R et afyg+ b (? é) ¢ € R. On en déduit %ao(xs) CR

puisque Val(%) > val(b) et bf; € R pour 0 < j < ¢ — 2. Par ailleurs, on déduit
facilement de [11, Lem.2.7(i)] :

a(R). En appliquant a~! puis

) (7 ) fo= 118, (116 € 500,

Si val(b) < val(a)+1, c’est-a-dire val(%£) < val(pb), on a pbo®(y*) € Lo%(x*) C R
et en multipliant (7) par b on obtient by € R. Si val(b) > val(a) + 1, alors
val(Z ) > val(b) d’on %fj € Rsi0<j<g—2. Comme ﬁ00( *) C R, on obtient
a—p(b € R en multipliant (7) par 2—2 On en déduit b—a (x°) € R. Sival(a)+1 <
val(b) < val(a) + 2, alors Val(Z—;) < val(pb) et on a pba®(x®) C O'0<Xs) C R.
En multipliant (7) par b on obtient encore b¢p € R. Si val(b) > Val( ) + 2, alors
val( *) > val(b) et on obtient %qf) € R en multipliant (7) par % et en utilisant

2 , . , .
Zpao( *) € R : une récurrence dont on laisse les détails au lecteur permet de

conclure que l'on a toujours b¢ € R, donc aussi b ((1) O) ¢ € Retafy € R. Ceci

acheve la preuve de (6).

Montrons maintenant que les puissances de p sont constantes « sur » RN (0; ®g¢,
E). Soit J # ,.. Choisissons f; dans o tel que v; est minimum (avec v; comme
en (6)) et soit f; dans ;. Comme 0;®4, kg est une K-représentation irréductible
dans un quotient convenable de (x?), il existe h € Og[K] tel que hf; = fj @

N 01 01
oz € (P . \ Osfi) &0 <1 0> Jo®Orp® Og <1 O)gb Par (6), on en

déduit p¥ f; € R puisque phf; € R, d’ou vy = v; puisque v; < vy. La preuve
lorsque J = ) ou . est la méme. ]

Pour J € £, il existe & homothétie prées un unique réseau stable o9(x*)
de o(x*) (défini sur W(F,) C Og) tel que sock(0%(x*) ®e, kp) ~ 05 Qo k.
Cela découle du fait que 0; ®g, kg intervient avec multiplicité 1 dans 7(x*)
et des propriétés du triangle cde (voir [37, §15.4], ce fait m’a été signalé par
Pagkinas). Notons que, par [11, Thm.2.4] et le lemme 2.2, on a o (x*) = 0°(x*)

et 0% (v*) = ol (x*) € qa~1(0%(x)) (e est I'entrelacement du lemme 2.2).
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Théoréme 2.4. — Soit J € P, et (K -oy) le sous Op-module de o°(x*) en-
gendré par oy sous l’action de K. On a :

® (K-os) = @ p""oy

JEePy
(9) o5(x°) = P p oy
JEPy
Démonstration. — On va démontrer (8) et (9) en méme temps. Comme o(x*)

est irréductible, (K - o) est un réseau stable de o(x*). De la structure de la
représentation o (x®) ([11, Thm.2.4(iii)] et [11, Lem.2.7(ii)]) et de la proposition
2.3 on déduit (sachant que o(x*) et les o7 sont définis sur W(F,) C Og, comme
le lecteur peut le vérifier aisément) :

(10) <K . UJ) = (@ UJ/) D (@an’JIO'J/)

J'eJ J'gJ

pour des entiers ny; > 1. Comme o' (x*) est un réseau stable de o(x*), on a par
la proposition 2.3 (sachant que a°(x*), 0%(x) et 'entrelacement « sont définis sur
W(F,) C Og) :

o (x*) = P p™oy
JEPy
pour des entiers n; tels que ng =0 et ny = f. De 0 ®g, E = a (05 Qe E),
de la structure de la représentation o' (x*) ®g, ke = 0°(x) ®g, ke ([11, Thm.2.4])
et de la proposition 2.3 on déduit :

(11) (K-p™oy)=(EPpor) e (Ppmrp™on)

J'DJ J'BJ

pour des entiers m; ; > 1. 5i J' 2 J, (11) puis (10) fournissent ny —ny; = ny ;» >
1. Ainsi la fonction J + ny est strictement croissante pour l'inclusion. Comme
ng = 0et ny = f, par le (iii) du lemme 2.1 on voit que 'on a forcément n; = |J|.
Par (11) et (10), on obtient donc pour J € &, :

(12) (K -0) = (@ op) @ (@le’\J\gJ,) @ (@pRJ*J’UJI)
J'CJ J'DJ J¢y
J'pT
pour des entiers nj; > 1.

Fixons J' € &,. Par la proposition 2.3, on a ¢9,(x*) = DB P o0 poUr
des wy» € Z (rappelons que le réseau est défini sur W (F,)) et on peut supposer
wg = 0 de sorte que wy» > 0 par (12) appliqué a (K - p*7” o) (sinon, on aurait
plog C (K - p“ o) C 0% (x*)). Soit J € P, et I(J',J) C 0% (x*) ®gy, ki la
sous- K -représentation de co-socle (p*’ o) ®¢, kr (cette représentation est bien
définie puisque (x*), donc 0% (x*) ®g, kg, n’a pas de multiplicité > 1 dans
ses facteurs irréductibles). Puisque I(J',J) a socle (p“/ o) Qg kg et co-socle
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(p“7oy) Ry kg, il existe une suite (J,)o<p<ny d’éléments distincts de &2, telle
que Jo = J', Jy = J et telle que pour tout n une extension non scindée :

0— (pwJ"O'Jn) ®@>E k)E — Xk —> (pan+10'Jn+1) ®ﬁE k’E — 0

apparait en sous-quotient de I(.J’, J). Par [11, Cor.5.6(i)], cela entraine ou bien
I C Jpi1 et | Jpr1\Jn| = 1, 0u bien Jnt1 C Jpet | I\ Jny1]| = 1. Comme 0y®p, kg
engendre (p¥7' 0 ;) Rp, kE dans 0% (x*)®¢, kg, par (12) appliqué a (K -oy) on doit
avoir wy = |J'|. Comme (p“/n+10; ) @4, kg engendre (p“/n0;, ) ®¢, kp dans
09%.(Xx*) ®gy ki, par (12) appliqué a (K - p*/»+10, ) on doit avoir wy,,, = wy,
siJ, C Jpp10uwy,,, =wy, —1siJy CJ,. Comme il doit y avoir au moins
|J'\JNJ'| valeurs de n pour lesquelles J,, 11 C J, (puisque les J,, « vont » de J' a J
dans &, ), on voit que l'on a au final w; < wy —|J\JNJ'| = |J|—|J'|+|INJ| =
|JNJ'|. Comme (p*’ o) e, ki engendre (pl/'lo ;) @4, kg dans 69,(x*) ®e, ki,
par (12) appliqué a (K - p“7o ;) on obtient wy + ny = |J'| pour J' ¢ J, J' D J,
soit ny > |J'| —|J NJ|.

Notons 59(x*) & Dco, p""'lg ;1. Nous allons montrer que 65(x*) = o9 (x*).
Par P'unicité de 0%(x*) il suffit de montrer que (i) 39(x*) est stable par K et (ii)
sa réduction a un socle isomorphe & 0; ®g,, kg. Pour (i), il suffit de montrer pour
tout J' € 2, l'inclusion (K - p’™'lg ;) C 59(x*). Mais elle découle facilement
de (12) appliqué & (K -pl’"'lg /) et des minorations ci-dessus sur les n . Pour
(i), il suffit de montrer que, pour tout J' € 2, (p’™"'lo;) ®4, kg engendre
(P10 ;) @, ki dans 39(x°*) ®e, kp. Par (12) apphque a (K - p™'lo ), on voit
que (pl/"’ ‘UJI) ®e, kp engendre (p’"'1o;0) ®p, ki dans 7%(x*) ®g, kp. Donc
on peut supposer J' = .J N .J', i.e. J' C J. Mais par (12) appliqué a (K - p!’'lo ;)
on voit que (pM'loy) ®4, kg engendre (pM'IpN\'lo)) @4, kp = (pVl0)) @6, ki
dans 09(x*) ®g, kg.

On termine enfin la preuve. Il suffit de reprendre I’argument ci-dessus : on avait
wy+ny . = |J'| qui donne maintenant nj y = |[J'| —|JNJ'| puisque wy; = |JNJ'|
par ce qui précede. O

On note 7, I'ensemble des uplets (v;)jep, vérifiant les conditions :
(i) vy €Qpet vy =0
(i) si J C J',alors 0 < vy — vy < |[J\J].
On a toujours 0 < vy < |J|.

Définition 2.5. — A tout uplet v = (vy); de ¥y, on associe le Og-réseau de
o(x*) :
o\ déf v
7 (X°) = @ proy.
JEPy

SiJ e Z,, par (9) on a en particulier 0’ )

0

J,( X*) = o%(x*). Par exemple
U(O)J<XS) - 08()(5) =0%(x*) et J(|J|)J( Y =00 (x*) =

o' (x*) = qa” ' (a"(X))-
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Remarque 2.6. — En utilisant (9), on peut vérifier que o?(x*) admet la des-

cription alternative o¥(x*) = (N, ¢;" (p”J inj J) avec inj; et ¢; comme dans l'in-
troduction.

Corollaire 2.7. — (i) Pour tout v € ¥, les Og-réseauz o0(x*) sont stables par
K dans o(x*).
(ii) Tout Og-réseau de o(x*®) stable par K est homothétique a o
un seul v € Y.

0
v

(x*) pour un et

Démonstration. — (i) Par (8), on a :
<K . pUJO'J> — @ pvavJ/+\J’|f|JﬂJ’\pvJ/O.J/
JePy

et il suffit donc de montrer v; — vy + |J'| — |J N J'| > 0. Puisque JNJ' C J, on
a par le (i) du lemme 2.1 et la condition (ii) sur les vy :

ving < vy < vgag+ [J\T N
et des inégalités similaires en échangeant J et J'. On en déduit :
INJ|—|J| <vy—vp <|J|—|JNJ

d’ou en particulier 'inégalité recherchée. Passons a (ii). Soit R C o(x®) un réseau
stable. Par la proposition 2.3, on a R = @ ez, p*/o; pour des v; € Qg et,
a homothétie pres, on peut supposer vy = 0. Puisque R est stable par K, on
doit avoir (K - p"o;) C @yep p’ oy pour tout J € F,. Par (8), on obtient
vy+|J'|—=|JNJ'| > vy. En échangeant J et J', on a de méme vy +|J|—|JNJ'| >
vy. Maintenant supposons J C J' i.e. JNJ' = J. La premiere inégalité donne
vy — vy < [J\J| et la deuxieme 0 < vy — v,. O

3. Réseaux de la théorie globale et réseaux de Dieudonné

On définit certains réseaux sur o(x®) (§2) appelés réseaux de Dieudonné et
on conjecture que les réseaux induits par les espaces de formes quaternioniques
entieres sont des réseaux de Dieudonné donnés par la théorie de Hodge p-adique
entiere.

On conserve les notations du §2. On rappelle que tout Og-réseau stable de
o(x*) est homothétique & un réseau o0(x*) pour un unique v € ¥ (corollaire
2.7).

Définition 3.1. — On dit qu'un Og-réseau stable o0(x*) de o(x*) (v € ¥y) est
un réseau de Dieudonné si v = (vy); est tel que vy, = vy + vy — Vg pour
tous J,J' € P,.
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Par exemple, les réseaux stables 6 (x*) (cf. (9)) sont tous des réseaux de Dieu-
donné puisque l'on a vy = [JNJ'| =375 [JN{j} = > e vijy- Le lemme qui
suit m’a été signalé par le rapporteur.

Lemme 3.2. — Soit 00(x*) un réseau de Dieudonné dans o(x*) (v € ¥4,). Alors
il existe un unique f-uplet (vg,--- ,vp_1) d’éléments de Qg N [0,1] tel que vy =
> jes Vi pour tout J € Py.

Démonstration. — Pour j € {0,---, f — 1} soit J; € &, la plus petite partie
telle que j € J; (J; existe car &, est stable par intersection par le (i) du lemme
2.1). Par le (iii) du lemme 2.1 on a alors J;\{j} € &,. L’unicité dans I'énoncé
résulte du fait que l'on doit avoir v; = vy, — v\ (j}. Pour l'existence, posons
or e vy, — vy € Qe N[0,1]. On montre que vy = . ;
sur |J|. Cest trivialement vrai pour J = () puisque vy = 0 par définition. Soit
J e Py et je Jtel que J\{j} € &, (un tel j existe par le (iii) du lemme
2.1). Par minimalité de J; on a J; C J et donc J = J; U (J\{j}). Par récurrence
on a v = Zj,EJ\{j} vy. Par la condition dans la définition 3.1 on a v; =

v; par recurrence

Vg, FUNGY — VINGE = Vi D ey Vi O

De tels uplets (vg, - - - ,vy_1) s’obtiennent naturellement a partir de modules de
Dieudonné avec donnée de descente, comme on 'explique maintenant.

Définition 3.3. — On appelle Og-module de Dieudonné un Oy @z, Ogp-module
libre de rang fini M muni d’un endomorphisme injectif ¢ : M — M tel que :

(i) sia € O, b€ O, me M, p((a®b)m) = (¢(a) @ b)p(m)

(i) pM C o(M).

Les Og-modules de Dieudonné forment une catégorie additive en un sens
évident. Le résultat principal sur ces structures, bien connu et di a Dieudonné,
est que la catégorie des groupes p-divisibles GG sur k7 munis d’une injection de
Z,-algebres O — Endy, (G) est anti-équivalente a la catégorie des &g-modules
de Dieudonné.

On a un isomorphisme :
O ®z, Og 5 O0px - x O, a®bw (1(a)b, (e (a))b, - ,L(gplff(a))b)

(rappelons que ¢ : L — E a été fixé au §2) qui permet d’écrire tout Op-
module de Dieudonné M sous la forme M = M x M x --- x M/~1 ou M7 &
(0,--+,1,-+-,0)M avec 1 en position j. L’injection ¢ envoie alors M7 dans M7t
(avec la convention usuelle « (f — 1) +1 = 0»). De plus la condition (ii) de la
définition 3.3 est équivalente & pM7T C (M7) pour tout j.

Supposons M muni d’une action 0y, ®z, Op-linéaire de Gal(L[ *' /—p|/L) qui
commute a ¢ (une telle action est parfois appelée donnée de descente). Cela re-
vient, pour chaque j, & munir M7 d’une action @g-linéaire de Gal(L[»'/—p]/L),
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ces actions commutant a . Puisque, par (4), ce groupe de Galois est de car-
dinal premier & p, toute action de Gal(L[»'/=p]/L) sur un Og-module libre
de rang fini est une somme de caracteres. En particulier, pour chaque j,
Gal(L[»' /=p]/L) agit sur M7 par une somme de caractéres qui ne dépendent
pas de j (car on peut passer de M7 a M’*! par ).

Définition 3.4. — On appelle Og-module de Dieudonné de type x =n®1n (x
comme au §2) tout Og-module de Dieudonné qui est libre de rang 2 sur O, ®z,0F
muni d’une action Oy, ®z, Op-linéaire de Gal(L[*' ~/=p|/L) commutant a ¢ et
telle que, sur un (ou de manicre équivalente tout) M7, l'action est donnée par
noxr®n ox.

Soit M un @g-module de Dieudonné de type . On peut écrire M7 = & Ee% &)
Oge], pour tout j ol I'action de Gal(L] ' —p|/L) sur eJ (resp. e%,') se f@it par
le caractere n o s (resp. 7' o s¢;). Comme n # 7/, les vecteurs €] et e, sont
uniquement déterminés a multiplication pres par un élément de €. L’action
de Gal(L[»'~/=p]/L) commutant avec ¢, on a donc ¢(el) = z;el™ pour j €
{0,---, f—1} ot z; € O est tel que val(z;) est bien défini. De plus la condition
pMIT C (M) implique pOge)™ C Opxjelt!. On voit donc que 'on a 0 <
val(z;) <1 pour tout j. On associe & M le uplet de rationnels :

(13) (v7); € (val(z;-1-5));-

Par le début de ce paragraphe, on peut associer au uplet (v;); un réseau de
Dieudonné sur o(x*) que 'on note 02()(8) (en fait, 02()(3) dépend aussi de M,
pas seulement de 7 et x). En remplagant n par 7/, on obtient de méme un réseau

de Dieudonné a7, (x) sur o(x).

Lemme 3.5. — Soit M un Og-module de Dieudonné de type x. Supposons
2 2
@(/\ﬁL@azpﬁE M) = p/\é’L(g)Zp(jE M, alors on a :

s =1y
a(oD(x*)) = p*1=0 ol ()

ot « est Uentrelacement du lemme 2.2.

Démonstration. — Avec les notations précédentes, soit 2’; € O tel que (,0(6%/) =
xgefifrl et v} © val(z’;_, ;). La condition de I'énoncé est équivalente a ;2" 0p =
pOp pour tout j ie. v; +v; = 1. Comme 0; Qg, £ = a Hopy Qe E) et

g (0%(x)) = qa " (Brer,05\7) = Brer p’lo; (voir preuve du théoréme 2.4),
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on a:
o o) = @D P Ertla,
JePy
et @ pzjg‘](véil)a‘]
JePy
— @ p—ngﬂng
JePy
— p*Zf;olUj @ ijEJUjo'J
JEPy
e Sl
d’olt p=i=0 Yy Hop (X)) = op(x°)- O
Remarque 3.6. — Les x; et x’; ne sont définis qu’a multiplication pres par un

élément de € mais les produits IT;z; et [Tz’ eux sont bien définis car il s’agit
des valeurs propres de ¢/ sur M.

On fixe maintenant F' un corps totalement réel extension finie de QQ et on note
Or son anneau d’entiers. Si v est une place finie quelconque de F', on note F),
le complété local en v, @, une uniformisante de O, et q, = p/* le cardinal du
corps résiduel kp,.

Soit D un corps de quaternions de centre F' ramifié aux places infinies. On
note ¥ 'ensemble (fini) des places finies ot D est ramifié. On fixe Op un ordre
maximal de D et pour chaque place v ¢ 3 un isomorphisme de Of -algebres
Op @0, Or, ~ Ma(OF,).

Soit A une Z,-algebre, ¢ : F*\(AL)* — A* un caractére localement constant
et U C (D®p A{;)X un sous-groupe ouvert compact tel que w’Un(Ag)x = 1. On
note Sy (U, A) le A-module des fonctions :

f:D\(D®p AL /U - A

telles que f(zg) = ¥(z)f(g) si z € (AL)*, g € (D @p AL)*. On note :
SD(A) = lim SP(U, A)
U

la limite inductive étant prise sur les sous-groupes ouverts compacts U précédents.
Le A-module S} (A) est naturellement muni d'une action A-linéaire lisse de (D®p

AL par (90)(¢) € £(d9), 9.9 € (D ©p ALY,

La théorie de Jacquet-Langlands dit que 55 (@p) est une représentation semi-
simple de (D ®@p A?)X sur Q,, somme directe de caracteres et de représentations
irréductibles de dimension infinie 7 = ®! 7, apparaissant avec multiplicité 1 ou
v parcourt les places finies de F' et ol m, est une représentation lisse admissible
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irréductible de (D®p F,)* sur @p de caractere central ¢, (®' est le produit tenso-
riel restreint et ¢ =[], ¢,). En particulier 7, est une représentation irréductible
de GL3(F,) de dimension infinie si v ¢ ¥ et est une représentation irréductible
de (D ®p F,)* de dimension finie si v € 3.

Soit m = ®!,m, une composante irréductible de dimension infinie de Sg (Q,) et

choisissons une extension finie suffisamment grosse £ de Q, telle que 7 se réalise

dans SJ)(E). Si v ¢ X est une place finie premiére a p oul rotaOr) # 0, on note

Wy

a, € Of la valeur propre de l'opérateur de Hecke GLy(OF,) < 0 (1)) GL2(OF,))

agissant sur 7o >”"). Par les travaux de divers mathématiciens (voir [41]), il

existe une unique représentation continue absolument irréductible :
p:Gal(Q/F) — GLy(E)

telle que det(p) = e, p est non ramifiée aux places v comme ci-dessus et, si v est
une telle place et Fr, un Frobenius arithmétique en v, trace(p(Fr,)) = ¢, (w,) ta,
(et det(p(Fr,)) = 9,(w@,)"'q,). De maniere équivalente, on a trace(p(Fr;')) =
¢, a, et det(p(Fr; 1)) = ¢, "4, (w,), ou encore, en notant p*(1) le dual de Cartier
de p, det(p¥(1)) = e et trace(p¥(1)(Fr,)) = a,. On note p, la restriction de
p a un sous-groupe de décomposition en une place finie v. On suppose dans la
suite que p est absolument irréductible modulo p, ce qui assure que p possede un
unique Og-réseau stable par Galois (& homothétie pres).

Le sous-Op-module S;(Og) de Sj/(E) est stable par (D ®p AL)*. Puisque
D*\(D ®p AL)*/U est un ensemble fini, le Op-module SP(U,O%) est un
Op-réseau dans SJ(U, E) et SJ(Og) est donc un sous-Op-module générateur
de SJ)(E). Puisque SJ(0g) est inclus dans le @p-module des fonctions sur
D*\(D ®p AL)* & valeurs dans @p, il ne contient pas de E-droite. On voit
donc que SJ(0g) est un Op-réseau stable de SJ(E). En particulier, chaque
représentation T = ®’,m, est munie d'un @g-réseau invariant 7° induit.

Supposons maintenant que D est non ramifié en une place v divisant p. Fixons
un plongement GLs(F,)-équivariant &, : 7, < 7 et notons 7TB7§V le Op-réseau
stable de 7, induit par 7°. Une des questions fondamentales du programme de
Langlands p-adique (dans ce contexte restreint du moins) est de comprendre le
complété :

(Llﬂl Wg,gu ®ﬁE ﬁE/pn> ®/fE E
n

avec son action induite de GLy(F,) (qui, en fait, ne dépend pas du choix de &,()),
tout en le reliant si possible a la théorie de Hodge p-adique de la représentation
galoisienne p. La réponse n’est connue pour l'instant que lorsque F,, = Q, (voir

) Car les réseaux 778 ¢, sont tous commensurables, comme il suit du fait que & (vy) = v, @Y

pour un v” € ®,,_,m, et de I'action de GLQ(A{;:V) qui préserve 7° et commute & GLy(F,).
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[21]) et ne permet pas une généralisation a F, # Q,. Notre objectif ici est bien
plus modeste. Supposons ¢, > 2 et notons :

(14) o, Cm,

le GLy(OF,)-type alors défini dans I'appendice de [9]. C’est une représentation
lisse irréductible de dimension finie de GLy (O, ) sur E qui apparait avec multipli-
cité 1 dans 7, et qui en général a beaucoup de facteurs de Jordan-Holder modulo
p et donc en général possede beaucoup de classes d’homothéties de O'g-réseaux

stables par GLy(OF, ).

Question 3.7. — Quel est le Op-réseau JB@ induit par 7T197£V (ou par Sg(ﬁE)
via le plongement &,) sur o, ?

Supposons F' non ramifié en v. On va s’intéresser a cette question dans le cas
le plus simple : celui ou 7, est une série principale modérément ramifiée. Il s’agit
donc, a torsion pres par un caractere modérément ramifié de F)*, soit d'une série
principale non ramifiée, soit de la représentation de Steinberg, soit d'une série
principale modérément ramifiée qui n’est pas non ramifiée. On autorise g, = 2
dans ce qui suit (toutes les séries principales modérément ramifiées sont dans ce

cas non ramifiées).

(i) Si c’est une série principale non ramifiée (a torsion pres), le type o, dans
7, en (14) a dimension 1, et admet donc a homothétie prés un unique O'g-réseau
(stable) que I'on note 6%(p,) (cette notation prend plus de sens ci-dessous).

(i) Si c’est la représentation de Steinberg (a torsion pres), alors o, en (14)
est (a torsion pres) 'inflation de GLy(kp,) & GLyo(OF,) de la représentation de
Steinberg de GLy(kp,), qui est absolument irréductible modulo p. Il n’y a donc
qu'un seul Og-réseau stable & homothétie pres sur o, que 'on note encore a(p, ).

(iii) Si ¢’est une série principale modérément ramifiée qui n’est pas non ramifiée
(& torsion pres), alors o, en (14) est isomorphe a o(x%) pour un caractére modéré-
ment ramifié y, = 7, @ 1, avec 1, # 7, comme au §2. On a 1,7, = 1, |,x . Par

Fy

ailleurs, on sait par la compatibilité local-global de [31] et [29] que la restriction a
Gal(Q,/F,) de I'unique Og-résean galoisien sur le dual de Cartier p¥(1) de p est le
module de Tate d’un groupe p-divisible sur 'anneau des entiers de F,[ #</—p] et
que le module de Dieudonné contravariant M, de la fibre spéciale de ce groupe p-
divisible est un &'g-module de Dieudonné de type x, . De plus I'égalité det(p) = e
entraine facilement ¢( /\2@, 95 0y My) =D /\2@” 9, 0 My Par le lemme 3.5 et ce
qui le précede, on peut donc associer & M, un ﬁpE—réseau de Dieudonné sur o,
que I'on note 02(p,), bien défini & homothétie prés, & savoir le réseau :

(15) op, (x3) = P Wjeszs1-5)0.
TPy
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(avec les notations du §2) ot (e, ) = xjes et action de Gal(F, [ »~/=pl/F,)
sur e} se fait par 7, (composé avec I'isomorphisme (4) pour L = F),). La notation
0%(p,) devient ainsi claire puisque ce réseau est défini & partir du réseau sur la
représentation p-adique p,.

Conjecture 3.8. — Soit m une composante irréductible de S{f(E) de dimension
infinie telle que p est absolument irréductible modulo p. Soit v une place divisant p
ou D et F sont non ramifiés. St w, est une série principale modérément ramifiée,

0

alors les Og-réseaux o, sur o, sont tous homothétiques a a(p,) .

La signification de la conjecture est qu’aux places v|p ou 7, est modérément
ramifiée, alors le réseau sur le type o, induit par la cohomologie entiere, c¢’est-a-
dire par la théorie globale, est déterminé par le réseau induit sur la représentation
galoisienne p-adique p,. En particulier, il ne devrait dépendre ni de D ni de &,. En
fait, comme on vient de le voir, la conjecture est non triviale seulement si 7, est
une série principale modérément ramifiée qui n’est pas non ramifiée a torsion pres.
Seul un « petit morceau » de la représentation p-adique p, est alors utilisé pour
décrire le réseau conjectural induit, mais il serait déja impossible, pour F, # Q,,
de reconstituer ce réseau sur o, a partir seulement de la représentation de Weil-
Deligne associée a p,. En ce sens la conjecture 3.8 s’inscrit donc vraiment dans
le « programme de Langlands p-adique ».

Remarque 3.9. — On pourrait facilement formuler la conjecture 3.8 sans ’hy-
pothese F, non ramifié puisque, coté GLg, tout se passe sur le groupe GLo(kp,)
et, coté Galois, la filtration de Hodge n’intervient pas.

Proposition 3.10. — La conjecture 3.8 est vraie si F' = Q.

Démonstration. — Notons que v = p ici. On suppose que , est une série princi-
pale modérément ramifiée qui n’est pas non ramifiée a torsion pres sinon il n’y a
rien a montrer. Dans ce cas le module de Dieudonné contravariant M,, ci-dessus
est donné par M, = Oge,, ® Ope, avec p(e,,) = ey, et p(e,) = 2'e, pour
x,x" € O tels que val(x) 4+ val(2’) = 1. On a par ailleurs en utilisant [31] et avec
les conventions qui précedent :

X GL2(Qp) ~ . GL2(Q ~
Ty = 1nd3(6i)p) - | ® ﬁp =~ mdg(éi)p) ﬁp‘ @,

(induites paraboliques lisses non tordues) oti | - | est le caractere x +— p~va(®),

~ ~ . 0 1 ,
Bolss = M Moy = 7 B(p) = @, W(p) = ' La matrice (p 0) préserve

A 0 3 L _ I _
le réseau e, POUT tout plongement £, et aussi le sous-espace T, = 0,0 =

(®)Emerton, Gee et Savitt m’ont informé avoir une preuve de cette conjecture, voir la note de
bas de page dans la conjecture 1.2 de I'introduction.
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ind 1, ® 1y, donc induit un automorphisme de (ag’gp)l 1. Soit ¢, fy € ind¥ 7, @1y

comme au §2, un calcul facile dans indg%éi?p) || @7, donne :

(2 é) ¢ = ﬁp}()m fo ou encore (2 é) fo=1n,(p)p =z¢

ce qui entralne Ug’gp ~ gy @ roy (voir §2) qui est par définition le réseau 02 (pp)-
0

D’autres cas non triviaux de la conjecture 3.8 seront démontrés au §10
(théoreme 10.3).

4. Poids de Serre et types modérés

Pour une représentation de dimension 2 générique fixée de Gal(Q,/L) sur
kg, on détermine le nombre et la position des poids de Serre associés dans la
représentation o(x*) = 0°(x*) Q¢, kg (§2).

On conserve les notations du §2 et on dit qu'un caractere x : I — Op est
modéré s’il s’agit d'un caractere comme en (5). On suppose que kg contient une

extension quadratique de k. On note Wy le caractere composé kj H g <l O
et wy la réduction de w; dans kj. On note encore wy et wy les caracteres de
Gal(Q,/L) ou de Gal(Q,/L"™) obtenus en composant Wy et w; avec le caractére
s en (4). Enfin, on note wyy : Gal(Q,/L™) — kj un caractére tel que wg}rl = wy.

On définit une application bijective ¢ de I'ensemble des parties J de {0, - - -, f—
1} dans lui-méme en posant j € §(J) si et seulement si j + 1 € J (autrement
dit 6(J) est le translaté d'un cran a gauche de J). On appelle poids de Serre une
représentation irréductible de GLy (&), ou de GLy(ky), sur kg. Si o est un poids
de Serre, alors o't est de dimension 1 et on note [071] le représentant multiplicatif
du caractere donnant I'action de I sur ot

Siosg,---,8p-1 sont f entiers dans {0,---,p — 1}, on note (sg,---,s7-1) le
poids de Serre :

(Sym® k3) @y (SYm® K2)? @p -+ D (Sym—1 k)7
o’ j
& qr

ou par définition (CCL Z) agit sur (Sym® k%)’ via <

wf.

) puis le plongement

On fixe p : Gal(Q,/L) — GLy(kg) une représentation continue générique (voir
[11, Def.11.7]), c’est-a-dire une représentation de la forme (i) ou (ii) ci-dessous :
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N wzf;é(wl)pf
(1) Pleaa, ) = f

{(07 70)7(]9_37"' 7p_3)}

’{)@9 avec 0 < r; < p—3et (r;) ¢

fﬁl('r"—i-l) J
j=0\Tj D
Y 0

0 ¥ fz;-‘;&(ml)pi

12

(i1) Pl Lo ®havecl <ryg <p—2et0 <

Tjép_37j>0

pour un caractere 6 de I'inertie qui s’étend & Gal(Q,/L). Si p =2 il n’y a pas de
représentations génériques, et si p = 3 il n’y a pas de représentations génériques
réductibles. La présence de I’hypothese de généricité dans un énoncé suppose
donc implicitement p > 2.

A une telle représentation générique 7 est associé dans [12] un ensemble 2(p)
de poids de Serre. On rappelle brievement la définition de cet ensemble en suivant
la description de [11, §11].

Soit (xo,- - ,xr-1) f variables (formelles) et A = (Ao(x0),- -+, Ap—1(xp_1)) ol
Ai(x;) € Z £ z;. On convient que z; = x¢ et Af(xy) = Ao(x) dans tout ce qui
suit. On pose :

T
0

( > v - Aj(a:j))) si Aj_1(2p1) € Z+ 35y

<
I
o

-1
() %(pf_uzpf(xj — () ) sinon.
=0

Notons & P(xg,--- ,x5—1) I'ensemble des A tels que :
(i) sij #0, \j(z;) € {wj,x;+1,p—3—x;,p—2—x;} (resp. Ao(xo) € {x0, o —
Lp—2—x0,p—1—1x0})
(i) sij#0,7<f—1et N(z;) € {zj,z; + 1} (resp. 0 < f — 1 et Ao(xp) €
{zo —1,20}) alors A\j41(xj11) € {xjr1,0 — 2 — 41}
(i) sij#0, < f—1let N\j(z;) e{p—2—xj,p—3—x;} (rtesp. 0 < f—1et
Mo(zo) € {p—2—1g,p—1—ax0}) alors N\j11(zj41) € {p—3 — 41,2541+ 1}
(iv) siAj_q(zpq) € {p—2—2f_1,p—3—xf_1}, alors A\g(zo) € {p—1—x0,20—1}
(v) st Ap_y(zy_q) € {xy_y, 251 + 1}, alors No(xg) € {zo,p — 2 — z0}.
Si p est générique irréductible on a Z(p) « {Xo(ro), -+, Apm1(reo1)) ®
detWrori-0g N € FP(xo, -+, x5-1)}.

Si p est générique réductible, la définition de Z(p) est un peu plus subtile.
Notons d’abord Z%(xy, - - ,xs_1) 'ensemble des A tels que :

(i) Aj(zy) €{zj, 05+ 1,p =3 —x5,p — 2 — 2;}
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(i) si A\j(z;) € {z;,z; + 1} alors \j11(zj41) € {xj01,p —2 —xj41}
(iii) si Aj(z;) € {p—2—w;,p—3—a;} alors A\ji1(2j11) € {p—3— 211,751 +1}

et récrivons :
B wa:_ol(SjH)p*j .
P|Ga1(@/Lm) =17/

0 1

N déf L . :
ou s; = 7ry_;. Les conditions sur les r; impliquent que le kg-espace vectoriel
des extensions entre les deux caracteres de p (avec le caractére non ramifié en
quotient) est de dimension f, d’out on déduit facilement qu’il existe un objet M
de la catégorie de Fontaine-Laffaille muni d’'une action linéaire de kg tel que
p ~ Hompy o (M, Agis ®z, Fp) (avec des notations évidentes, cela se déduit par
exemple de [22, Prop.6.6] et de (16) ci-dessous). En particulier, M est un kz, ®p,
kp-module libre de rang 2 et on peut écrire M = M° x --- x M/~ avec M7 =
kpel @ kpf?, Fil°M7 = M7, Fil' M7 = Fil¥ T M = kg7, Fil% 72 M7 =0 et :

(16) { ole) = et
ws;41(f7) = Bia(fH + pje?th)

ouje{0,---,f—1}, a;,0; € kg, p; € kg. Notons que 'on a bien s;+1 < p—1.
Les aj, 35, ;t; ne sont pas uniquement déterminés mais la nullité ou non de y;
pour tout j est indépendante du choix de la base (¢/, f7); comme ci-dessus. On

associe a p le sous-ensemble Z(xg, -+ ,x5_1) de ZD(xg, -+ ,x_1) des X tels que
Aj(zj) € {p—2—xj,p—3—x;} implique py_; = 0. Notons que Z(xg, - ,Ts_1) =
RHD(xg,--- ,xp_1) si et seulement si p est scindée. On a alors par la proposition

A.3 ou par le résultat principal de [14] :

D) = {olro) -+ s Aga(ry-1)) @ det 0710 X € Dy, ap0)}
On note dans la suite :
(17) J; « {13 X€ D(xp, - ,x5-1) avec \j(z;) € {p —3 —zj,x; + 1}}
de sorte que :

(18) 0(Jp) ={f —Jj [y =0}

Remarque 4.1. — Voir la preuve de la proposition A.3 pour la définition ori-
ginelle de Z(p) donnée dans [12].

On note maintenant P#Z Y (xo,- - ,xy_1) I'ensemble des X tels que :
() X(x;) e{wjooj + Loy +2,p =3 —aj,p—2—xj,p— 1 — x5}
(i) si Aj(z;) € {zj,z;+1,2;+2} alors A\jy1(zj41) € {2j41, 251 +2,p—2—2j41}

(iii) si Nj(z;) € {p — 1 —x5,p — 2 — xj5,p — 3 — x;} alors A\j11(zrj11) €
{p—1—2j401,p— 3 —xj1, 2501 + 1}
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Autrement dit les uplets de ZZZ(xo,--- ,x5-1) sont de la forme :

—3 - -3 =Ty
p—2 -y, p | AE p | JHI-1 S+ 1,
p—1—=Tjn p—1=Tjti1
€T, X, ’_
GA+1 G -1 9
PEEEEY J— _— x . l l, o« ..
{ xj+l+1+2 ) 7{ xj+l+l’—1+2 P JHIHU
our des entiers positifs I,1’.--- arbitraires ou une accolade veut dire I'un des
p b y Uy

. . x; .
deux termes au choix (noter les deux cas extrémes { :1;] Lo Pour tout j ou
J

P — 3 — X .
{ p—1—u, pour tout j).

Pour p générique réductible, on note % (xg,- - ,x5-1) CLPRAD (20, -+ ,Tf-1)
le sous-ensemble des A tels que \;j(z;) € {p — 3 — z;,2; + 2} implique j €
Jz. On a p scindée si et seulement si J; = {0,---,f — 1} si et seulement si
gz.@(&?o, ce ,l’ffl) = 9%.@(%0, ce 7$f,1).

On note S P (xy,--- ,xs-1) 'ensemble des A tels que :
(i) sij#0, \(z;) €{zj,z;+1L,z;+2,p—3—x;,p—2—xj,p—1—x;} (resp.
Ao(zo) € {wo, 20 — Lzg +1,p =2 —20,p — 1 — 29,p — T0})
(i) sij#0,7<f—1et \(x;) € {xj,x;+1,2; +2} (resp. 0 < f — 1 et
Ao(20) € {xo—1, 20, xo+1}) alors Aji1(2j41) € {41, 2541 +2,p—2— 211}
(i) sij#0,5<f—1letN(z;) e{p—1—2j,p—2—2x;,p—3—z;} (resp.
0<f—1et N(zg) € {p—2—20,p—1—z0,p—x0}) alors \j11(z;41) €
{p—3—2j1,p—1—2j41,2j41 + 1}
(iv) st Apoi(zpor) € {p—1—2p1,p =2 —wp_1,p — 3 — wp_1}, alors A\o(zp) €
{p—1—x¢,20— 1,20+ 1}
(v) st Apoi(zpo1) € {zpo1, xpo1 + 1,251 + 2}, alors Ao(z0) € {xo,p—2—x0,p—
ZL’[)}.

Autrement dit PSP (xg, -+ ,x5-1) est défini comme PLZP(vo, - ,x5-1)

N , p—2—1x p—3—2xp
mais ol p — 2 — x est remplacé par , ar p— 1 —xo,
p 0 p p P — 10 {p—l—xop p 0
zo+1 par To—1 e o ar xg. Ces définitions tres combinatoires vont
0 b Zo -+ 1 To -+ 2 p 0

trouver leur raison d’étre dans la (preuve de la) proposition 4.2 ci-dessous.
Si p est générique réductible, on pose :
P2[B) = {(o(r0), -+, Ap_1(rp_1)) @ det®Norr-0g X € PP (xg,--- ,x5-1)}
et si p est générique irréductible on pose :

gZ(ﬁ) = {()\0(7'0), cee ,)\f,l(rf,l)) ®dete()‘)(r°""’rf*1)(9, A € ng.@(l’o, s ,$f,1)}.
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On peut vérifier que deux A distincts donnent toujours deux éléments dis-
tincts de Z(p), on a donc une bijection entre PP (xg,---,xp_1) (resp.
PID(xo,- ,v5-1)) et P(p).

Proposition 4.2. — L’ensemble des caractéres modérés x : 1 — O tels que
a(x®) contient en sous-quotient un poids de Serre de P (p) est exactement l’en-
semble des caractéres [o!t] pour o € P(p).

Démonstration. — Rappelons que, si x # x*, il existe un unique poids de Serre
o tel que x = [0"'] et ce poids de Serre est le socle de 7(x*) ([11, §2]). Comme,
dans les deux ensembles de I’énoncé, les caracteres y sont tels que x # x?, il est
équivalent de montrer que ’ensemble des poids de Serre o tels que I'unique 7 (x*)
de socle o contient en sous-quotient un poids de Serre de Z(p) est exactement I’en-
semble Z(p). Soit LS (xg,--- ,x5-1) C PRAD(xy,--- ,x5_1) le sous-ensemble
des A tels que \(z;) € {zj,z;+1,p—2—x;,p—1—2x;} pour tout i et supposons
d’abord p réductible. Il résulte immédiatement de la structure des constituants
de 7(x*) ([11, Lem.2.2]) que I'un d’entre eux est dans Z(p) si et seulement s’il
existe A = ()\j<IJ))] S yy(xo, ,l‘f_l) et on = (,uj(xj))j S .@(Z‘o,"' ;xf—l)
tels que :

o = ()\1 (/_1/1 (7‘1))’ KN >\f*1<lu’f*1</r.f*1>>) ® dete(lu‘)(TO"" ’Tf71)+e()‘)(:u(7‘0)7"' Hu’(rffl))e'

Mais un calcul immédiat montre d’une part que les uplets de la forme
Ao p = (N(p(z;))); pour A\, pu comme ci-dessus sont ezactement les uplets
de PP(xo, -+ ,xp-1) (c'est en fait lorigine de la définition ci-dessus de
PD(xg,--- ,xy-1)!), d’autre part que :

e(p)(zo, -+ s xp—1)+e(N)(p(zo), -+, p(xpo1)) = e(Aop)(xg, -+ ,xp—1) mod. g—1.
On en déduit la proposition dans le cas réductible. Le cas irréductible est
completement analogue avec . P(xg, -+ ,T5_1). O]

Si x, &, sont comme au §2, on rappelle que o°(x*) = @Je,@X oy et que les

facteurs de Jordan-Holder de &(x*®) sont en bijection avec les éléments de &, par
JHEJ (Cf §2)

Proposition 4.3. — Soit x : I — O un caractére modéré tel que x°* # x
et soit p : Gal(Q,/L) — GLa(kg) une représentation continue générique. Si
(x®) contient au moins un poids de Serre de P(p) comme sous-quotient, alors il
existe un unique couple (J™®, JmX) € P x P, (dépendant de x et p) vérifiant
Jmin - gmaxtel que les facteurs de Jordan-Hdlder de (x*) qui sont des poids
de Serre pour p sont exactement les o; pour J™» C J C Jmax (et tous ces J
sont dans P, ). De plus |J™\ J™0| est un entier pair si p est réductible scindée,
impair si p est irréductible et on a JU\J™™ C §(J5) si p est réductible non
scindée.

Démonstration. — Par la proposition 4.2, on a x = [¢/'] pour un unique o €
2 (p) correspondant a un unique A € XY (zg, -+ ,x5-1) ou LI D(xg, -+ ,T5-1)
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suivant p réductible ou irréductible (notons que o = (¢y 0, -, Cy.f—1) @ 7' (det)
avec les notations du §2). Si p est réductible on pose :

Jmn o({7 [ Nj(ay) € {p = 1 — ), 25 + 2} ou
Nj(zj) =a;+ et j ¢ Jp)})
(19) e déf .
J = 0({J | \j(xy) ¢ {p—3—xj,2;} et
j€ JysiN(x;) =p—2—x;})

déf

et si p est irréductible :

Jmin 4 6({j|j#0et Aj(z;) € {p—1—zj,2; + 2} ou

j=0et A(z0) € {p — o, 0+ 1}})
Jmax (151540 et \j(;) & {p— 3 — xj,2;} ou
j=0et A(zo) & {p — 2 — 20,19 — 1}}).

Supposons p réductible. 11 est évident sur leur définition que 'on a toujours
Jumin C Jmax et jmax\ ymin C §( J). Si\;(z;) € {wj,x;+1,p—3—x;,p—2—z;}
alors ¢, ; = Aj(r;) # p — 1 car p est générique. De méme si \;(z;) € {z; +
Lz;+2,p—2—ux;,p—1—ux;} alors ¢, ; = A\j(r;) # 0. Cela entraine facilement
que tout J C .7 tel que J™» C J C J™ est dans £2,. Montrons que, si
J & Jm alors o5 ¢ P(p). Soit j — 1 € J\J™>. Comme j — 1 ¢ J™*, on a soit
Ni(z;) € {p—3—xj,z;} soit N\j(z;) =p—2—=z;etj¢ J5 Commej—1€.J, on
a soit p — 1 — A;(r;) soit A;(r;) — 1 qui apparait dans le poids de Serre 7; (cela
découle de la structure des constituants de (x*)). Si \j(z;) € {p—3—=x;,x;}, on
voit que ni p — 1 — A;(r;) ni A\j(r;) — 1 ne peuvent étre dans un poids de Serre de
2(p) (sauf peut-étre sir; € ’%1, p%g, 1%5} mais une analyse plus poussée montre
que cela ne peut quand méme conduire a a; € Z(p)). Si \j(z;) = p — 2 — x5,
on voit que p — 1 — X\;(r;) = r; +1 et A\j(r;) =1 = p—3 —r;, et aucun des
deux ne peut étre dans un poids de Serre de Z(p) puisque j ¢ J; (la valeur
particuliere r; = %3 ne pouvant de méme conduire a un poids de Serre de Z(p)).
Montrons que, si J C J™" alors 7, ¢ 2(p). Soit j—1 € J™n j—1¢ J. Comme
j—leJ™ onal(z;) €E{p—1—a;,z; +2} ou \j(z;) =x;+1et jé& J,.
Comme j — 1 ¢ J, on a soit p — 2 — \;(r;) soit A;(r;) qui apparait dans le poids
de Serre 7 ;. Dans tous les cas, on voit comme précédemment qu’il ne peut s’agir
d’un poids de Serre de Z(p). Donc, si @(x*®) possede au moins un poids de Serre
77 qui est dans 2(p), on doit avoir J™ C J C J™a On laisse au lecteur le soin
de vérifier qu’alors tout J entre J™™ et J™** vérifie 5; € Z(p). Enfin, si p est
scindée, on a :

| Jme\ Jmin| = | A\ | \j(25) € {p— 3 — xj,xj,p — 1 — xj,2; + 2}}]

cest-a-dire [Jm\ Jmin| = [{j | A\j(x;) = p — 2 — x; ou \j(z;) = x; + 1}| qui est
pair car il y a par définition autant de p — 2 — x; que de x; + 1 dans un uplet de
PRD(xg,- - ,x5-1). Ceci acheve la preuve dans le cas p réductible. La preuve
pour p irréductible est analogue et laissée au lecteur. O

(20)

L’énoncé 4.3 était déja connu de Diamond (dans le cas p semi-simple au moins).
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Proposition 4.4. — Soit p: Gal(Q,/L) — GLy(kg) une représentation conti-
nue géenérique.

(i) Supposons p scindée (resp. irréductible). Alors pour chaque couple (J™®, Jmax)
de parties de . telles que J™™ C Jmax e | Jmax\ Jmin| oot pnajr (resp. | Jmax\ Jmin|
est impair), il existe exactement deux caractéres modérés distincts x : I — O
tels que les constituants de 7(x*) qui sont dans Z(p) sont exactement les G ; pour
Jmin g J g Jmax.

(11) Supposons p réductible non scindée. Alors pour chaque couple (J™®, Jmax)
de parties de .7 telles que J™» C Jmax et Juax\ Jmin C §(.J;), il existe un unique
caractére modéré x : I — O tels que les constituants de 7(x*) qui sont dans
9(p) sont exactement les Gy pour J™» C J C Jmax,

Démonstration. — On ne donne la preuve que pour p réductible, laissant le cas
p irréductible au lecteur.

(i) Supposons p scindée. Fixons J™" C J™ et reprenons les notations de la
preuve de la proposition 4.3. Si J™* = J™* il y a deux A € PR D (xo, - ,T5-1)
distincts vérifiant (19) : l'un o \j(x;) =p—1—x; si j € 6 H(J™") et \;j(x;) =
p—3—x;sij ¢ o (J™m), Pautre o \;(z;) = z;+2sij € 6~ H(J™") et \j(x;) = x;
sij ¢ 0~ 1(J™n). Supposons J™™ C JmaX T ’ensemble §~!(J™*¥\ J™n) correspond
aux indices ou \;(z;) € {p — 2 — z;j,x; + 1} (voir preuve de la proposition 4.3).
Comme les p — 2 — z; et les x; + 1 se suivent alternativement dans A, on voit
qu’il y a exactement deux fagons de les distribuer de la sorte sur les indices de
§—L(Jmax\ Jmin) (on utilise ici que | J™*\ J™2| est pair). Les p—1—az; se distribuent
alors uniquement sur les indices de §~1(J™) de telle sorte qu’ils soient entre un
p—2—x; etun x;, + 1, j1 < Jo, et les x; + 2 sur les indices de §~1(J™") de telle
sorte qu'ils soient entre un z;, +1 et un p — 2 — x;,, j1 < jo. Puis on «finit de
remplir » en distribuant sur les indices restants les p — 3 — z; de telle sorte qu'’ils
soient entre un p — 2 — x;, et un x;, + 1, j1 < Jjo, et les x; de telle sorte qu’ils
soient entre un x; +1 et un p —2 — x,,, j1 < j2. Au final, on voit qu’il y a donc
deux A € LD (xo,--- ,x5-1) distincts vérifiant (19). Ces deux A correspondent
a deux poids de Serre distincts o € Z2(p) tels que y = [0]! est comme dans la
proposition 4.3.

(ii) (La preuve qui suit est due a Y. Hu.) Par les propositions 4.2 et 4.3, il
s’agit de montrer que pour (J™*, J™%) comme dans I’énoncé, il existe un unique
ANe PD(xg,- - ,x5-1) tel que :

Jun = 6({j | Aj(zy) € {p —1—=j,2; + 2} ou
T = 5({g | M) € {p — 3 — xj, 25} et
je JgsiN(z;) =p—2—u;}).

Prouvons d’abord 'unicité. On déduit facilement de (21) et de la définition de
J les relations suivantes (notons que cela couvre tous les cas grace a 'hypothese



SUR UN PROBLEME DE COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL MODULO p 31

5 (JmaX\Jmm) ) :
AR
(

= Aj(z;) €{p—1—xj,x; +2}

j E 5 Jmm)\J = N(z;,)e{p—1—xj,2;,+1}

(22) JEOTIIMNIM) = Nj(x;) € {p—2—xj,x; + 1}
je LB\ = N(zy) € {p—3—axj,;}
J& SUs(Jme) = N(x;) € {p—2— a2}

D’apres la définition de PP (xo, - ,x7_1), on en déduit que pour j ¢ J; :

Aj—l(xj—l) S {p—1—xj_l,p—2—xj_1,p—3—xj_1} si
(23) JEOTHIMMN\I;
)\j_1($j_1) € {[l?j_l,l’j_l + 1, Tj—1 + 2} si j ¢ 571(Jmax) U Jp.

Notons de plus que chaque sous-ensemble de {z;,z;+1,2;+2,p—1—z;,p—2—
xj,p — 3 — x;} apparaissant sur le coté droit de (22) consiste en un élément de
la forme x; 4 - et un de la forme p — - — z;. Fixons maintenant j ¢ J; ce qui est
possible puisque p est réductible non scindée (et donc J5 C 7). Alors A\j_1(z;-1)
est uniquement déterminé par J5, J™" et J™** suivant les 5 cas dans (22) pour
Jj — 1 et les 2 cas dans (23) pour j. Puis, A\j_1(z;_1) étant connu, \;_o(x;_3)
est uniquement déterminé par (22) et la définition de PP (g, - ,x_1). De
méme, \;_3(z;_3), A\j_a(Tj_4), -, Aj41(xj41) sont aussi uniquement déterminés,
ainsi que A;(x;) lui-méme par la définition de % (xy, - - - ,xs_1). Prouvons main-
tenant I'existence de A tel que la condition (21) soit satisfaite. On remarque que
cette condition est en fait équivalente aux relations dans (22) (par exemple, (22)
implique que j € 6~ H(J™®) = (6~ (J™™ N J5)) U (6~ H(J™™)\J5) si et seulement si
Ni(z;) €e {p—1—2xj,2;+2} ou A\j(z;) = z; +1 mais j ¢ J5). Pour définir A, soit
J ¢ J5. On définit \;_1(x;_1) comme l'unique élément de {z;_1,z,1 +1,2;_1 +
2,p—1—x1,p—2—xj_1,p— 3 — x;_1} vérifiant a la fois (22) (pour j — 1)
et (23) On définit de la méme fa(;on )\j_g(l'j_Q), >‘j—3(xj—3)7 st 7)‘j+1 (.Tj+1> et on
pose (rappelons que j ¢ J; donc j ¢ ¢~ (Jmax\ Jmin)) .

déf . - min
Ni(r) = p—l—w; si GETTHIMNTG et Aja(wj)
Nz € a1 st JESTNIMNG et Ajpa(rj) €A
M) S p2ay s g U, o A € B
def . 4 i1/ rmax
Aj(z;) = Z; st JEoTI (M) Uy et Aja(wiia)
ot 'on a noté A < {Tjs1, 251 +2,p—2—x;41} et B « {p—1—2j41,p—3—
Zji1, %41 + 1}. Clest bien I'élément cherché. O
Remarque 4.5. — (i) Tous les J de la proposition 4.4 qui sont entre J™" et

J™ sont automatiquement dans &, .

(ii) Soit p générique semi-simple, (J™1, Jmax) deux parties de .7 telles que J™" C
JM¥ et Ao, A1 les deux uplets de PRZ D (vg,- - ,x5-1) ou PID(xg,--+ ,T5-1)
associés & p et (J™0, JmaX) par le (i) de la proposition 4.4. On vérifie facilement
que Pon a A\;(zg, -+ ,x5—1) = M—i(p —3 — o, ,p —3 — xy_1) si p est scindée
et Ai(-%.Oaxl? e 7xf71) = >\17'i<p —1- To, P — 3— Ty, P — 3— l'f,1) si ﬁ est
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irréductible (i € {0,1}). Si 'on suppose J™" = ) et J">* = & le (i) de la
proposition 4.4 est alors di a Diamond et contenu dans [20, Th.0.1].

(iii) Les propositions 4.3 et 4.4 permettent une nouvelle preuve (bien que basée
sur les mémes formules) de [11, Prop.14.7] donnant la dimension des invariants
sous [; de la K-représentation Dy(p) de [11, §13]. De maniere équivalente par les
propriétés de Dy(p), cela revient a calculer le nombre de caracteres modérés y tels
que o (x*) contient au moins un poids de Serre de Z(p) comme sous-quotient (voir
preuve de [11, Cor.13.6]). Par les propositions ci-dessus, cela revient a compter
les paires (J™, JmaX) convenables (et a multiplier par 2 si p est semi-simple).
Par exemple, si p est réductible non scindée, |J5| =d et i € {0,--- ,d},ily a (‘f)
parties Jm\ J™" de §(.J;) de cardinal i et 2/~ parties J™" d’un ensemble & f—i
éléments, de sorte que les paires (J™" J™*) comme au (ii) de la proposition 4.4
sont au nombre de 0 (2!t = 2=y (9)24-1) = 2/793 qui est bien la

7

formule de [11, Prop.14.7].

5. Groupes p-divisible et réseaux de Dieudonné

Lorsque p > 2, on calcule les modules fortement divisibles de tous les groupes
p-divisibles sur I'anneau des entiers de L P’/ Zpl avec donnée de descente de

type o(x*).

On suppose p > 2 et on conserve les notations des §§2, 3 et 4. On suppose de
plus | Homg, (L[ " /=p|, E)| = [L[*’~/=p] : @,). On pose ¢ © p/ — 1 et on
définit .S comme le complété p-adique de 'enveloppe aux puissances divisées de
O'glu] par rapport a I'idéal (u®+ p)Og[u] compatibles avec les puissances divisées
sur Iidéal p&plu]. On note Fil'S le complété p-adique de l'idéal engendré par
W pour i > 1 et Fil’S celui de I'idéal engendré par @ pour 7 > p. On
munit S d'un Frobenius Og-linéaire p-adiquement continu ¢ défini par ¢(u') =
uP?. Il est tel que p(Fil'S) C pS.

On rappelle ([4, 32]) qu'un groupe p-divisible G sur & [/—p] muni d’une
injection de Of dans son anneau d’endomorphismes peut se décrire comme un
Op-module fortement divisible :

(M =M% - x ML Fil'M = Fil'M° x -+ x Fil'M/ ™1, )

ot M7 est un S-module libre de rang fini, Fil! M7 C MY un sous-S-module conte-
nant (Fil'S)M tel que M7 /Fil'M/ est sans p-torsion et ¢ : M — M une applica-
tion semi-linéaire par rapport au Frobenius sur S envoyant M’ dans M/ (avec
«(f =1)+1=0>%), telle que p(Fil'M’) C pM/*! et o(Fil'M’) engendre pM/*!
. déf

sur S pour tout j. On pose p1 = £ gy

Définition 5.1. — On appelle Og-module fortement divisible de type x = 77®17f
(x comme au §2) tout Op-module fortement divisible M tel que, pour tout j, M
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est libre de rang 2 sur S, o(Na M) engendre p Nz MI*! sur S et MV est muni
d’une action Og-linéaire de Gal(L[/—p|/L) telle que :

(i) g(u'm) = (@5(9)""u)'g(m), g € Gal(L[/=p]/L), m € W
(ii) laction de Gal(L[y/—p|/L) préserve Fil'M/ et commute d ¢

(iii) sur chaque MV il existe une S-base sur laquelle laction de Gal(L[y/—p]/L)

est donnée par no sy & n' o ;.

Pour plus de détails sur ces modules fortement divisibles avec donnée de des-
cente modérément ramifiée, on renvoie a [24, §3.2] et a [33]. Noter que '’hypothese
(A% M) engendre p A% M/ sur S pour tout j est équivalente au fait que la
représentation de Gal(Q,/L) de rang 2 sur Of associée au module de Tate du
groupe p-divisible correspondant & M a comme poids de Hodge-Tate (0,1) dans
toutes les directions de ..

On rappelle que ¢, = Z{;ol cipt € {1,--- ;e — 1} est I'unique entier tel que
n= Z}?‘n’. Comme w$ =1, on a aussi 7' = Z)Jefcxn. On pose :

i) déf i
(24) =D eigp
onfi—j] ¥ i—jsii>jet[i—j] %< f+i—jsinon (donc ¥ =c,).

Proposition 5.2. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x et

=~ dé . Sl o déf . ; . . . L ) )
notons S & S/Fil’S et Fil MY © Fil'M7 /(FilPS)M. 11 existe (e,e),) € M x M
pour tout j € {0,---, f — 1} tel que :

(i) M7 = Se&) @ Sel, V j

(ii) Gal(L[/=p]/L) agit sur e} (resp. /e\f],) par no sxp (resp. 0 o sxp) Y j



34 C. BREUIL

(iii) il existe a; € Og pour tout j, o, € Of et \, N € Op tels que 'une des
trois situations sutvantes est vraie :

~1_
(Fiw = S@+aut's) @ S+
i | oot - g
(1 _ .
Fil W7 = S+ p)e ® 5@, + a8
cas Ly : o1 ((u® —|—p)é\%) . — ”e%-kl
—~] J . Y
\ ¢1(€f7/ +CLJ'U€_CX 6777) = e‘Z;rl
(0 <l val(a;) < 1
Fil M7 g )
Fil 30 = S +u'E) @ F(- 2, +ua)
cas II : , o
901(ajA7 + uc&ﬂéf?) — @T)Jrl
e— c<]) j ~+1
| w12, +uNE)= &
avec w1 modifié comme suit si j = f —1 :
cas 1, : <p1(ef ttap 1U DAf o= Oé(é?y—i—)\upc;ffl)é?w)
or((u+ ) = (@ + e )
cas Iy : S01((u6 +p)€f_1) = a(e) + AupcifJ)@?y,)
T @ o) = @+ Nt )
11 or(ape] 7 +u T = a(@ e )
cas 1T : Gy ),
901(_(1;11 g/ 1+U,e ox ! fﬁl) — O/(é\g,_‘_)\/up(efcx )/é{))

De plus, on peut prendre X = N = 0 s%l existe j € {0,---,f — 1} tel que
¢ £{0,1,p—2,p—1}.

Démonstration. — Fixons d’abord une S-base (€),¢,,) de M satisfaisant (ii).

La décomposition de M°/(Fil' S)M? en sous-espaces isotypiques pour l'action de
Gal(Q,/L) est donnée par :

e—c(O)—l
X
M = (FI'SM @ @D (0pue @ Opu/*'e)
j=0
(O
&) @ ﬁEue D Ogu/™e C§< )
7=0

Puisque Fil' M° est stable par Gal(Q,/L), Fil'M°/(Fil' $)M" a aussi une décom-
position analogue en sous-espaces isotypiques pour l'action de Gal(Q,/L). En



SUR UN PROBLEME DE COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL MODULO p 35

utilisant de plus que v’z € Fil'MP si et seulement si 2 € Fil'MP et que o( Az M)
engendre p A% M" sur S, on en déduit facilement qu'il existe (ag,a)) € O% tel
que :

e— c&o) 1

Fil' M° = (Fil' $)M° & EB Opu’ f) & EB Opul )

cgco)fl

0) (0)
oufOE{aoe @UCXA?] ey @ agus }foe{ae D u X/ég ey D agu~ e}

et fo, , vérifient dans /\S MO
(25) Sf /\f C S(u® + p)e) ey,

En calculant J?,? A ]/C;(]), dans chacun des cas ci-dessus, on voit que 'inclusion (25)
laisse comme possibilités :

-~ (0) 5 _0

cas I, © f) =€ ®aux ¢, et f) = —paoég, B ut~x €Y avec ag € Op

~ (0) ~ _(0)
cas Ly : f) = —page) S ux ), et f) =€) ®agu> ’ég avec ay € Og
~ (0) -~ (0)
R S I PR 0 _ _» -0
cas Il © f = ao€; @ ux'e, et f,=—= ey Dusx e avec 0<val(ag)<1.
O ©) (0) :

Comme —paoéy, & u~x €y = —ag(u’ + p)ey, +u> (€) ® agu™ €)), on voit que

le cas I, ci-dessus correspond bien a FlllMO comme dans le cas I, de I’énoncé,
et de méme pour le cas I,,. Ayant fixé une S-base (), ¢),) de M” comme en (ii),
on voit donc qu’il y a trois possibilités pour Fil'M? : les trois cas I, Ly et II de
I’énoncé. Changeant de notations, posons :

é O e
casly: () fy) = @%a%uxﬁhw-+m%>
déf (0
cas In'i ). 1) = ((uf +p)e), &) @ agu™> )
olt aj est maintenant noté ag dans le cas I, Si f > 1, soit e, « gpl(ﬁ?) et
e, & gpl(f ), alors (€,,€,,) est une S-base de M satisfaisant (ii) et, par le méme

ralsonnement que précédemment, on a de méme trois cas I, I,y ou II pour Fil'm?.

Partant de (€),€),) comme en (ii), on voit donc que I'on peut choisir des bases
(e, en) de M pour 0 < j < f — 1 satisfaisant (ii) et telles que I’énoncé (iii) est
vérifié si j < f — 1. Pour j = f — 1, on a seulement a prior: par la commutation

a Gal(Q,/L) :
o777 = (@ +Gn0)
o)) = (@ +Gio)

ol a, oy € Oy, Gno € M) N (u, “i—e!i)J\/[O et Gyo € My, N (u wYMO, M, (resp. M)

711

désignant le sous-Ox-module de M? sur lequel Gal(Q,/L) agit par multiplication
par le caractere 7 (resp. 7). On remplace alors la S-base (€),¢),) par la S-base
(€ + 900, €y 4Gy 0) (satisfaisant encore (ii)) ce qui amene a modifier les éléments

(/;(7), ]/”;?,) (pour qu'ils aient la forme voulue dans cette nouvelle base) et donc aussi
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(€, €), et ainsi de suite avec tous les (], n) ( f]) On obtient au bout

d’un tour dans les nouvelles bases apres calcul :

na N S
e1(fI™) = (@ + wpgy1 + MuPx e

. -1
pi(fy ) = al(@) + wegya + AN CX &)

ol @y est une uniformisante de O, o — ap € WpOp, &) — oy € WEO, Go1 €
Mgﬂ( 5 )MO Gy € M N (u, E!Z)MO et A\, \] € Op. Quitte a modifier g, ; et
@7/,1, on peut récrire :

~ N LD .

Spl(fg 1) = 0«41(/6\O +wEgn1 +)\1’LLPX (/éﬂ/ +wEgn/71))
~ oD .

or(fI7 = ol (@) + @Gy + M (@ + wiegy)

20

et en remplagant (€}, ),

deuxieme tour :

) par (e + wEgy, 1,6 + wggy 1) on obtient au bout du

f- -0 ~ oD 20
901(f7{ 1) - a2(e + EJ%JQWQ + ApuPx )

7= e— C )
o1(fITY) = b€ + ThGy . + My v &)

oll ay — v € WH0p, Ay — oy € WHOp, Gno € M) N (u, 4 MO, Ga € wp(M), N

(u, “Z,)MO) et \o—A\ € wpOp, \,—\| € wrpOg. En itérant cet algorithme, on voit
qu’il converge vers une forme comme dans 1’énoncé. Supposons maintenant ¢, o ¢
{0,1,p—2,p—1}. On a wN Y = oy X e yple=a ) = yelr—1-evo)ye—e

En écrivant ux0 = ((u® + p) — p)>° € (Fil'S)? + pFil' S +p2S, ueP=1=ex0) =
((u + p) — p)P~ 10 € (Fil'S)? + pFil'S 4 p?S, on voit qu’en remplacant la S-
base (€)),€),) apres le premier tour par la S-base (€) + wpgy1 + MuP )A?),, e+

~ (f=1) . N
WEGya + )\’lup(efcxf ' )ég) on obtient au bout du deuxieme tour des Ay, A, dans

wp Ok (et pas seulement Of), c’est-a-dire quitte a changer g, 2 et Gy 2 :

pr(f7) = (@) + @egy.)
of-1\ 1 (20 ~
‘Pl(fn/ ) = 042(677’ + @WEGy 2)-

En itérant cela, on voit bien que 'on a au final A = X = 0 dans I’énoncé. Enfin,
silonac,; ¢ {0,1,p—2,p— 1} pour un autre j (pas forcément j = 0), il suffit
de reprendre ce raisonnement en modifiant le plongement fixé ¢+ pour que j se
retrouve « en 0 » (le raisonnement ne dépendant bien str pas du choix de ¢). [

Corollaire 5.3. — Soit M = Hj M un Og-module fortement divisible de type
X, G le groupe p-divisible correspondant et M son Og-module de Dieudonné
contravariant. Alors M est un Og-module de Dieudonné de type x tel que
go(/\?ﬁmeﬁE M) = p/\2ﬁL®2pﬁE M et, si (vj); est le uplet de rationnels associé a
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M en (13), on a :

v, =1 si M/ est de type 1,
v; =0 si M/ =179 est de type 1
v;=1—val(ay_1_;) si M7 est de type 11.

Démonstration. — Le Or-module de Dieudonné M n’est autre que M ®g O ou
la fleche S — O est la surjection de Og-algebres qui envoie u et ses puissances
(divisées) sur 0. On déduit alors trivialement la premiere assertion, puis la valeur
de v; par la proposition 5.2. O]

Pour M comme dans la proposition 5.2 posons :

min  déf 1 =1 J
(26) { J = {f =1—J M est de type [}

Jgmax 44 ymin 71 {f—=1—7|M estde type IIT}.
Avec (26), on voit que l'on a :

v;=1 st jeJmn
(27) v =0 si jeS\J"™
0<wv; <1 si je Jmax\jmin

En général, les a; et o, o de la proposition 5.2 ne sont pas uniquement détermi-
nés (méme lorsque A = X' = 0).

Proposition 5.4. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x comme
dans la proposition 5.2. On suppose qu’il existe j € {0,---, f — 1} tel que ¢, ; ¢
{0,1,p — 2,p — 1} de sorte que l'on peut supposer X\ = X' = 0. Soit (J™n, Jmax)
comme en (26).

(1) Pour tout j, val(a;) est uniquement déterminé.

(ii) Si |J™aX\ J™n| est pair, alors a et o sont uniquement déterminés.

(iii) Si |J™aX\ J™0| est impair, on peut supposer a = 1 et o' est alors uniquement
déterminé.

Démonstration. — Notons I, (resp. L, resp. II) 'ensemble des j € {0,---, f—1}
tels que M7 est de type I, (resp. Ly, resp. II) et soit (/f;f],/i;f%,)j, (b;);, 8,5 (au lieu
de (e}, 677 )i, (aj);, o, a’) une autre description de M comme dans la proposition
5.2 (avec A = X' = 0). Supposons d’abord que l'on a E{Z = ;e et TL;/ = Oz;/e\f],
pour des a;,a); € 0. Les relations de commutations avec ; montrent alors que
I'on a pour tout j < f —1:

.. _ / —
sijel, alors b; o = et iy =a

R Q
xn\xn\
N I

sijel, alors b;=a,

— / —
;o =05 et oy =a

o8

11 — .1 . — A/ ! _
sijell alors b—a]aj a1 =a; et o =«
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et,pour j = f—1:

sif—1€l, alors bpq=as Z;:, Bag = aapy et flafy=a'd,
sif-1e€l, alors
si f—1€ell alors

f—1 — [PV AN B
— Bag = aayq et flag=ad'al

«
f-1 _ / [P AN
s Bag = | et fag=das.

Comme aj;,o; € Of, on voit que val(b;) = val(a;) pour tout j. Si [J™»\ J™|
est pair, on a fag = aag et f'ay = d’af) ce qui entraine f = a et ' = /. Si
| Jmax\ Jmin| est impair, on a Sag = aa) et f'af = /. En choisissant o et af
tels que ap = aqyy, on voit que I'on peut se ramener a 5 = 1 et ' = aa’ (de sorte
que, sia =1, on a ' =da). En général, par la commutation a Gal(Qp/L) on a
seulement hj = oz](/7 + gno) et 1’ o= aj(e), + gnlo) ou gno e M/ N (u, 5 )M,
,7/ 0 € Mi], ( (T “)M (les notations sont comme dans la preuve de la proposition
5.2). Supposons d’abord ¢, ¢ {0,1,p — 2,p — 1}. Par ce qui précede on peut

7,1

remplacer /};9] par o 1’};2’ /f;g, par aa_l/f;g, et les /f;{], h%, en conséquence. En partant
de la S-base (&) +Jn,0, €y +Gy,0) et en reprenant I'algorithme dans la preuve de la
proposmon 5.2 (dans le cas ¢, o ¢ {O 1 D~ 2 p 1}), on voit que lon a 8 = a,,
B =al et hO ,7+/7\EEM2 (u, L5 )MO, ho ey +w}}3\/[z/ﬁ( , & )MO pour tout
entier n, c’est-a-dire by =€) et hg, =2 On a donc aussi h), = € et h;, = en, pour
tout j. Quitte a « décaler 0 » ceci reste vrai lorsque ¢, ; ¢ {0,1,p—2,p— 1} pour
(au moins) un j. Ainsi il n’y a pas d’autre changement de base que ceux considérés
ci-dessus en multipliant par des unités dans 0. Cela acheve la preuve. O

Remarque 5.5. — (i) 1l n’est pas vrai que l'on peut toujours se ramener a
A = X = 0 dans la proposition 5.2. Le lecteur pourra considérer par exemple le
cas L =Q,, ¢, =1et:

{ ©1(€) + aou 77,) = if?—l—)\ueu@g/
((ue p) n’) = 677’

(ot A # 0) en notant que uu = uP = uPx.
(i) Lorsque ¢y 0 ¢ {0,1} (resp. ¢yo ¢ {p — 2,p — 1}), en procédant comme
dans la preuve de la proposition 5.2 on voit que l'on peut se ramener a A = 0

(resp. A = 0) : remplacer au bout du premier tour (€),e),) par (€) + @wrgy1 +
(F-1)

A )50/, ey +wpgy 1) (vesp. (&) +wrdy1, € + WEgy 1 + Nupleme “%)) et
itérer...

(iii) Pour les j € I on a toujours que val(a;) est uniquement déterminé méme si
(A, \) #£(0,0), comme il résulte par exemple du corollaire 5.3. Ceci est faux en
général pour j ¢ II lorsque (A, X') # (0,0) (cf. (i) ci-dessus par exemple).

(iv) On montre dans la section suivante (voir proposition 7.1) qu’en plus des cas
ou il existe j avec ¢, ; ¢ {0,1,p — 2,p — 1}, l'algorithme a la fin de la preuve de
la proposition 5.2 converge encore vers (A, \') = (0,0) au moins lorsque (le dual
de Cartier de) la réduction modulo @y de la représentation de Gal(Q,/L) de
rang 2 sur O associée au module de Tate du groupe p-divisible correspondant a
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M est générique. La preuve de la proposition 5.4 reste aussi valable dans ce cas
résiduellement générique.

6. Les cas résiduellement génériques et réductibles I

On montre un lemme technique important sur les &p-modules fortement
divisibles de type x dont la représentation galoisienne résiduelle associée est
réductible et générique.

On suppose p > 2 et on conserve les notations du §5. Si M est un &g-module
fortement divisible de type x, on note p le dual de Cartier de la représentation

de Gal(Qp / L) associée au module de Tate du groupe p-divisible correspondant

a M et ,0 = ,0 ®¢y kp. On note egalement s g Qo ke, MY M Qo ki,

7 I'image dans M de z € M et Fil'M I'image dans M de Fil! M. L’application
@, @ Fil'M — M induit une application encore notée ¢; : Fil'M — M. On
rappelle que 'on a :

(28) ﬁ = HomFill,<p1 (Ma A\Cris ®Zp Fp)\/(l)

ou l'on renvoie a [32, §3] pour plus de détails sur le membre de droite. Rappelons
juste que 'action de Gal(Q,/L) sur f € Homgy (M, Acyis ®7, F,) est définie par

(gf)(m) = © g(f(@'m)) ot m € M et g est I'image de g dans Gal(L[/—p]/L).

On fixe M un 0g-module fortement divisible de type x avec une base (5{7, 6n 1)
comme dans la proposition 5.2. On note I, (resp. Ly, II) 'ensemble des j €
{0,-++, f — 1} tels que MY est de type I, (resp. Ly, II). On note 7 (resp. 7)
I'image de n (resp. n’) par la surjection & — kj. Enfin, I’égalité suivante sera
utile dans les calculs (0 <d<j< f—1):

(29) D —ptU™D = —e(cy gy + porpriog + o+ DT O prao1-g).

Lemme 6.1. — Soit M comme ci-dessus et supposons que M contient un sous-
@1-module filtré (avec filtration induite) de rang 1 facteur direct comme S-module
et stable par Gal(Q,/L) (au sens de [33]).

(i) Ce sous-module est de la forme Hf;l ggj‘ oun; € {n,n'} et :

~ G-1) .
e = 6] + A\juPx e%, st mp=mn

e =@ +>\up(ec )ej si n; =1

pour un \j € kg.
(ii) Soit hj € {0,--- ,e} le plus petit entier tel que uh@%ﬂ_ e Fil'M, on a :

h; € {0,e}  siet seulement si Nit1 = 1,
(30) hj = e—c si n = et ni =1
o= & st nj =1 et =1
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(en particulier h; € {cg), e— c§f’} si et seulement sinj11 # ;).

] def

Démonstration. — Soit M’ = M Roy, ke et M (resp. ﬁfﬂ) la composante 7-

isotypique (resp. 77-isotypique) de M.Ona:

m (@izo kvi(u)e)) @ (®izo kpyi(u®)u C(j)éfﬂ)

et une égalité analogue pour ﬁff avec w4 la place de u (vi(u®) est la i-
itme puissance divisée de u¢). Comme ¢y (y;(u)e} ") = cpl(%( Yu " )_J =0

sii>1 (car p > 2), un examen de 'opérateur ¢, sur JV[ "AFIM & partlr des
différents cas de la proposmon 5.2 montre que, dans tous les cas, on a @1(3\/[ n

(—

Fil'M) = kEeJ D kpuPx Ve n" De méme, on trouve 901(3\/[57,_ NFil'M) = kEen, D

kpure— ) J&l. On en déduit (i). Le (ii) est alors immédiat & partir de (29) pour

d =1 et de la proposition 5.2. O

Remarque 6.2. — Le lemme 6.1 est en fait un cas particulier de [33, §3].

Le lemme, technique mais important, qui suit est le résultat principal de ce
paragraphe.

Lemme 6.3. — On conserve les notations et hypotheses du lemme 6.1 et on
suppose de plus que la représentation p associée a M en (28) est générique.
(i) On a les inégalités suivantes :

2 < ¢ 55 < p—1 si hj=0 et nj=n
0 < ¢y—j < p—3 si hj=0 e n=1
(31) 2 < ¢y < p—1 si hj=e et nj=1
0 < ¢ 55 < p—3 si hj=e et =1
1 < ¢y < p—2 st hjE{cgg),e—cgg)}.

(i) On a uhﬂ'EZ]j € Fil'M et oy (u hiel ;) = pi(u hiel ;) pour tout j.
(111) Les m; satisfont la récurrence :

Nji+1 = 1j st ] € 177 U 177' et Gj =0
Nit1 = 1 st Jjel, et a; #0
(32) Njg1 = N S jely, e a; #0
ni+1 = 1 st jeIl et ni=n
Nit1 = 1n St jell et n=1.
Démonstration. — (i) On calcule explicitement la restriction a linertie de la

représentation (réductible) p dans le cas ou le sous-objet du lemme 6.1 est tel
que 19 = 7, laissant le cas strictement analogue 7y = 1’ au lecteur. Soit 0 < j; <
Jo < o+ < Joy—1 < jou < f — 1 les indices j tels que n;41 # n; (notons quil y
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en a forcément un nombre pair) et N C M le sous-p;-module filtré de rang 1 du
lemme 6.1. Par [33, Ex.3.7] appliqué a d = f on obtient :

~F A _ Z pf*jh.
Homgz ,, (N, Aais ©z, Fp)” (Dlgaigy o) = w5 "
Posons h & 2 Zj:& p’~Ih;, en utilisant (30) et (29) on déduit :

@) n=( X pfj%>+(ipszsl>

J#{Js,1<s<2t}
t
—1—j s— —J s
_ Z (pf J2 ey _|_pf J2 nyf—j%)

ce qui entraine h € Zsq car, par (30), h?] €{0,1} sij ¢ {js,1 <s<2t}. On a
donc :
= h
—_— o Twy *
plGal(Qp/Lm) = ( 0 ﬁ/w;hw>

cx+2h 1
(Wf O“’ ’{)@ﬁ’w;%

Soit J & H1<s<t{j23 17j23 1 +1,--- jas} et (s5); € {0,---,p — 1}f tel que
¢ + 2h — Z z] o S;P7. Un calcul utilisant (33) donne Z oS =
Z;:&(rj +1)p? modulo e ol :

rr; ey -2+ 2k siojo¢ J

(30 r S p—3—c 24 s o€ J\{jnl<s<2)
Trj d:(ff P—2—Cyfj si j € {jos, 1 <s<t}
Tf—j < Cx,f—j — 1 st 7 € {jas—1,1 <s<t}

(on convient que ry = ry et ¢, 5 = ¢y,0). Par 'hypothese de généricité de p (§4)
ona1<5j<p—2avec(s])7é() (p—2);. omme0<cxfj<p—1pour
tout j et 2 € {0,1} pour tout j ¢ {]S, < s < 2t}, on a rj +1e{-1,---,p}
pour tout j On en déduit s; — (r; + 1) € {— (p —1),---,p — 1} pour tout j
avec (s; — (r; +1)); # (=(p — 1)), (p — 1);. Comme Z —o(sj — (rj + 1)p/ est
divisible par e, on a en fait Zj:&(sj — (r; 4+ 1))p? = 0 qui implique s; = r; + 1
pour tout j (car s; — (r; + 1) n’est divisible par p que sil est nul). On a donc
0 <r; <p—3pour tout j cest-a-dire 1 < ¢, p_; <p—2sij e {j,1<s <2t}
2<c¢, - <p—1sihj=0etj¢ Jousihj=cetjeJ\{js1<s<2t}, et
0<cyjj<p—3sihj=ecetj¢ Jousih;=0etje J\{js,1 <s <2t} Cela
correspond exactement a 1'énoncé (i).

(ii) On vérifie les cas n; = n laissant les cas analogues 1, = 7’ au lecteur. Si
(= 1)+€ = e(cy s j—|—1)+c(])
et de uc(x)e NS Fil'M. Si j € II, alors hj = e — c(]) et l'assertion découle de

Jj € Iy, alors hj = e et I'assertion découle de pcy
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pcgg_l) +e— c§3) = (ecy r—j) +eet dec,sj > 0par (i). Sij €I, et a; # 0,
alors h; = e — c§3 ou h; = 0, ce dernier cas n’arrivant que lorsque ¢, ;—; = 0.
Par (i), cela est impossible et on a h; = e — ¢?. On conclut comme avant. Si
Jj€l,eta; =0,alors hj = 0ouh; =e— c;j), ce dernier cas n’arrivant que
lorsque ¢, s—; = 0. Par (i), cela est impossible et on a h; = 0. Comme alors

. G-1)_s o G) i o (3) .
Cy.f—j > 1 par (i), on a uPX g, = ucler—i—DHex ue), € ut -~ DU RV,

1)_ s o .

&) =0et i(e)) = (&)
(iii) Pour n; = n cela découle des valeurs de h; (suivant le type de M7) trouvées
au (i) et du (ii) du lemme 6.1. Le cas n; = 1’ est analogue. O

N (G-
d’ont py (uP=

Remarque 6.4. — Si p = 3, il n’y a pas de p générique réductible, et donc le
lemme 6.3 est vide dans ce cas. Néanmoins, si I'on relache la contrainte (r;) #
(0,---,0) dans I'hypothese de généricité de p (notons que p—3 = 01ici!), le lemme
6.3 est encore valable tel quel. En effet, la seule différence dans la preuve se situe
pour la partie (i), ou il faut maintenant considérer les deux possibilités (r;_;+1) €
{(=1,---,=1),(p,--- ,p)} (les seules pouvant conduire au cas nouveau autorisé
pour p). Mais les égalités (34) (toujours valables) montrent que, pour chacune de
ces possibilités, on doit avoir {js,1 < s <2t} =0, et donc J =0 et rp_; +1 =
Cr.f—j — 1+ 2% pour tout j. Or (¢, s—; — 1+ 2%]) e{(-1,---,=1),(p,--,p)}
si et seulement si soit ¢, s—; = h; = 0 pour tout j soit ¢, s ;j =p—1let h; =e
pour tout j. Comme x # x°, ces possibilités sont exclues.

7. Les cas résiduellement génériques et réductibles 11

On montre d’abord que les Og-modules fortement divisibles de type x dont
la représentation galoisienne résiduelle associée est générique sont tels que A\ =
A" = 0 dans la proposition 5.2. On montre ensuite que, si de plus I'un des a;
est une unité, alors cette représentation résiduelle est réductible non scindée (ce
dernier énoncé aura une réciproque dans le (i) du théoréme 8.1 sous '’hypothese
de généricité).

On conserve toutes les notations de la section précédente. Soit L’ I'unique
extension quadratique non ramifiée de L dans Q,. Fixons // : L' — E qui se
restreint sur le plongement ¢ fixé au §2 et, comme au §2, identifions 1’ensemble
{0,---,2f — 1} & 'ensemble des plongements L' < E en envoyant j sur ¢/ o ¢ ~7.
En remplagant L par L', e par ¢ « p —1 = (1+q)e et /—p par /—p
tel que 5\'/—_p1+q = /—p, on a une notion de Or-modules fortement divisibles
M =M% x - x M comme au §5 ot Chaqge M est un module libre de
rang fini sur S’ “ complété p-adique de Og[u/, %E,Z] (ces modules correspondent
donc & des groupes p-divisibles G’ sur 0,[ {/—p| munis d’une injection de g
dans leur anneau d’endomorphismes). Si M est un &g-module fortement divisible
de type x, on peut lui associer le &g-module fortement divisible M’ de type
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X o noNormey, , /., ®1'oNormey, , /i, suivant : (M’ = MO x M FilM! =
Fil'M° x -+ x Fil'M™2 ™ ;) avee (M7, Fil'M”, 1) et (M7 Fil'M™, )

comme (M7, Fil' M7, ;) mais en remplacant partout u par u''*? (notons que
Cyrj = Oyt f+j = Cyj €t c(,) = c;fﬂ) = (14 )¢ pour tout j € {0,---, f —1}).

On voit facilement sur (28) pour M et M v ®e, kg que la representatlon

de Gal(Q,/L’) associée a M est la restriction de la représentation de Gal(Q,/L)
associée & M (en utilisant par exemple que M peut-étre vu comme un module

] ®F, kE

IEZ

ei ~rd . . <
sur kzlu, %] ®r, kp et que M en est I'extension des scalaires a kr[u/,

: i
via u s u'' ).

Proposition 7.1. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x. Sup-
posons que la représentation p associée a M en (28) est générique, alors on peut
supposer A = X =0 dans la description de la proposition 5.2.

Démonstration. — Par la proposition 5.2, on peut supposer ¢, ; € {0,1,p—2,p—
1} pour tout j. Fixons une base (&},€],); de M comme dans cette proposition.
En reprenant sa preuve, on voit qu’il sufﬁt de montrer que si I’on modifie (en, €?) )
n (en + NPy )gg,’”ﬂ + MNyple= & >)’2) pour des i, A quelconques dans O,
alors au bout d’un tour on a modifié (¢1(f] "), gpl(fg,_l)) par un élément dans

(wep' M), wep'M;),) ot 1 % Min(val()), val(N)) (cf. §2 pour p!). Il suffit de le

montrer avec [ = 0 et donc de vérifier que si 'on modifie (€),2),) en (e, +
1) )
APy _0,,_?7 4 Nt g0 ) pour des A, N quelconques dans kg, alors on

ne modifie pas (gpl(ff ) g@l(ff 1)) 11 suffit de le démontrer dans les deux cas

A0, N =0)et ( A=0,N# 0) En procédant comme dans la preuve du lemme
6.1, on voit que, pour chaQue j, soit on modifie & en & + AP 71)@;,, soit on

modifie € e77 en eT7 + \uPle- o )_1 (pour un A € kg). Nous allons en fait supposer

que (gpl(ff 1) gol(ff 1)) peut etre modifié en changeant soit €, en e} 0 4 AP )EO,,

. -1
soit Eg/ en en + upte— )en, (pour A convenable dans kg) et montrer que cela

implique p non générique.

Soit M’ le Og-module fortement divisible « sur O, » associé a M ci-dessus.
Comme plg, g, ) est réductible (méme si p ne 'est pas), la méthode de
I'adhérence schématique ([30, §2]) combinée avec 1’équivalence de catégorie de
[4] comme généralisée dans [33, §1] montre que M contient un sous-¢1-module
filtré de rang 1 facteur direct stable par Gal(Q,/L’). Si p > 3, la Gal(Q,/L)-
représentation p est générique si et seulement si sa restriction ﬁ|Gal(@/ Ly est

générique et on peut alors appliquer les résultats du lemme 6.3 a M. Si p =3,
E|Gal(@/y) n’est pas générique mais on vérifie facilement qu’elle est dans le
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cas (r;) = (0,---,0) (voir §4) et la remarque 6.4 montre que 'on peut encore
appliquer les résultats du lemme 6.3 a M.

Revenons & M et montrons d’abord que I’ensemble II est vide. S'il n’est pas
vide, alors j € II implique ¢, s—; € {0,p — 1}. En effet, si ¢, s—; € {1,p — 2}, ou
. i crs — (@) _j . _j cpo —j _ ) s
bien &) est modifié en & + Aufusy e, ou bien €, est modifié en €, + Auu® o el
et dans les deux cas Cela ne change pas (eJle e’ +1) lorsque j € 11 et donc pas non

C
plus (¢1(f f77 ),gol( fg, 1)) Maintenant regardons M : on a aussi en particulier

jellet eyop; =cpr—; € {0,p—1}. On applique alors le lemme 6.1 et (31)
a M qui donnent h; € {cgg,),e’ — c;],)} et 1 < cyap_j < p—2cequiest une
contradiction.

Supposons d’abord ¢, j_1 = 0, ce qui implique f > 1 (puisque ¢, # 0) et
. _ g —1 —1

(€,,e,) modifié en (€} + \u™g),,e.) (avec A # 0). Comme (¢1(f,), e1(f,))

est modifié par hypothese, la seule possibilité qui reste par ce qui précede (et un

calcul facile) est 1 € I,/ avec @; # 0. De plus, pour que la modification sur (€, ), )
induise la modlﬁcatlon ci-dessus sur (€, €,,), on vérifie que I'on est forcément dans

I'un des deux cas suivants : ¢, o = 1 et 0 € I, ou bien ¢, g = p—1,0 € I, et @y # 0.
On considere maintenant M oit lon a donc un sous-module de rang 1 comme dans
les lemmes 6.1 et 6.3. Sin; =1/, alorson a hy = c( Y (puisque 1 € I,y et @3 # 0) et
(31) implique en particulier ¢,/ 051 = ¢y p—1 > 1 Ce qui est 1mp0881ble On a donc
m=mn.Sin =n",onahy=c¢e etn =n (puisque 0 € I,) ce qui est impossible.
On a donc aussi 1y = 1. Si ¢,/ 0 = ¢y0 = p—1, alors hg = €' — C;O/) (puisque 0 € I,
et @y # 0) et (31) implique en particulier ¢,/ o < p — 2 ce qui est impossible. On
a donc ¢ = ¢ 0 = 1. Si @y = 0, alors hy = 0 et (31) implique en particulier
¢y 0 > 2 ce qui est impossible. On a donc @y # 0 et hg = €' — ! ,), ce qui implique
m = 1 et est encore impossible. Finalement, on ne peut donc avoir ¢, r—1 = 0.
Des considérations analogues que I'on laisse au lecteur montrent que I’on ne peut
avoir non plus ¢, s—1 = 1 (noter que f =1 doit étre considéré ici, cf. le (i) de la
remarque 5.5). Enfin, les cas ¢, y—1 € {p — 1,p — 2} sont symétriques. O

Si M un Og-module fortement divisible de type x dont la représentation p
associée est générique, on supposera toujours dans la suite que A = X' = 0. On
X ’ - 1
note I (resp. In’) I'ensemble des j € {0,---, f — 1} tels que M7 est de type I,
(resp. I,/) avec a; € O};. Noter que ¢’est un ensemble bien défini par la proposition

5.4 et le (iv) de la remarque 5.5.

Proposition 7.2. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x tel que
la représentation p associée a M est générique. Supposons 1 U I;, # (). Alors p

est réductible et M contient un sous-p1-module filtré de rang 1 comme au lemme
6.1.
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Démonstration. — Considérons le &'gz-module fortement divisible M’ de type x’
associé a M. On a vu dans la preuve de la proposition 7.1 que I'on pouvait appli-
—/
quer les résultats du lemme 6.3 a M . Par les lemmes 6.1 et 6.3, on a donc trois
suites (n;')OSjSQf—lu (,é%;)ogjggf_l et <h9)0§j§2f—1 qu1 vérifient les pI‘OpI‘iétéS de ces
lemmes. Soit j le plus grand entier dans {0, -+, f —1} tel que j € [XULY (un tel
J existe par hypothese). Comme j € I U I:;,, 111 est alors fixé indépendamment
de 773- par la récurrence (32). Comme tout i tel que 7+ 1 < i < f — 1 est dans
(I, \ L) U (Ly \ 1)) ou dans II, par cette méme récurrence on voit que n; = n;, ;
pour tout i € {j +1,---, f} (avec ny; = ny). En particulier, pour i = f on a

11+q

0y = Ny = 1y. En remplacant partout u par u dans 'expression de é%,, et en

J
posant 7, & n; pour 0 < j < f —1, on obtient une suite (féf}j)ogjgf—l de vecteurs

de M dont il est clair qu’elle est comme dans le lemme 6.1. En particulier, 7 est

réductible. O
Proposition 7.3. — On conserve les notations et hypotheses de la proposition
7.2. Soit J5 comme en (17), alors on a :

(35) Js =A{f —Jj | val(a;) > 0}.

En particulier, p est non scindée.

Démonstration. — On remarque d’abord que J; = J5v (1) car les représentations p
et p¥(1) sont isomorphes a torsion pres. On va déterminer J5v (1), ce qui permettra
de travailler avec le foncteur contravariant de I'appendice A plutot qu’avec son
dual de Cartier. Par le (i) de la proposition A.2 et un calcul explicite, M provient
du ¢p-module de type Y (cf. définition A1) D = D x --- x D/7! ot D/ =
ke((u)e] © k‘E((u))e‘;,, Gal(Lo[v/=p]/Loo) agit sur ¢ (resp. e%,) par le caractere
no sy (resp. M osp) et sij# f—1:

@)

p(el™h) = ued — a;u ef], el
71 j st el
@(en/ ) == 277/
L
gD(e% ) B 8% . G) si gely
w(e‘Z]Tl) e uef%/ - a/jue_cx 2'777 "
ej_l — UCXJ e‘j . .
eley) g si jell

go(effl) = u"x¢)

Pour j = f — 1, on a une description analogue de /=2 faisant intervenir en plus
a et o/ que l'on laisse au lecteur. Rappelons que, par le (ii) de la proposition A.2,
D permet de rerouver 2" (Dlgaiay /1.y Soit ¢ « ¢) et / e )e%,, le groupe
Gal(Q,/L) agit sur chacun de ces vecteurs par le caractere 77. En écrivant les
matrices de ¢ ci-dessus dans la nouvelle base (¢/,§7);, on se rend compte qu’elles
ne font intervenir que des puissances de u® sur lesquelles la donnée de descente
agit trivialement. En remplagant u® par w, l'isomorphisme (46) de I'appendice A
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nous dit que le p-module [];(kz((u))e’ @ kg((u))f’) obtenu suivant (sans donnée
de descente) permet de retrouver (p*(1) @ M)|gag,/r..)

o) = wued —a,;f .
o) = uiip * el
el = o o
i B e ) B
pe?™h) = o
o(F1) = utur-itle si jell

(ouj # f—1 et avec des ¢équations analogues pour j = f—1 tenant compte de o et

o). Par la proposition 7.2, M contient un sous-objet N comme dans le lemme 6.1.
On suppose que N vérifie 7y = 7 et on laisse le cas 7y = 1/’ (strictement analogue)
au lecteur. On va calculer le module de Fontaine-Laffaille de p¥(1) ® nwh 1 (h
est défini juste avant (33)), qui est bien une représentation de Fontaine- Laffaille
car générique et telle que :

—v — h -1 Wit =1y
P’ (1) ®Nwiw |Ga1(@/Lnr) =~ ( f 0 1)'

Cela permettra de déterminer J;v( = J5v(1). Un calcul utilisant (33)

®nww 1

- 12 wip? .
donne w?w 1= wy 0 avec (on utilise les notations de la preuve du lemme

6.3 et on convient que wy = wy €t ¢y = Cyp) :

wy; = p—2+7 siojo¢ J
h; . . X
(36) wpj = p=2=cy+ 7 st joe J\ {1 <s<2)
Wij = P=2=Cfj sio j o€ {jos, 1 <s<t}
wy—j = p—1 sioj € {jas1,1 <5<t}

et notons que les quatre cas dans (36) correspondent dans l'ordre aux quatre cas
(puisque 179 = 1 et en revenant a la définition de J) :

n; = Nj+1 =N et soit j € Ly avec hy = e soit j € [, \ [ avec h; =0
1 = Mj+1 :77/ et SOitj 6177 avec hJZGSOIt] 6177/\1;;/ avec hj:O
n=mn, i =mnetjeclluly
n;=mn, njx1=1netjellULr

(37)

pf—3 . .
Tordre par w, " " coté Galois revient & multiplier ¢(e'=1) et (1) par u®s-s

coté p-modules. En utilisant (36) et (37), on peut donc calculer le p-module
donnant la représentation (p" (1) @Twjw™")| Gal(T@, /L) B0 exprimant ce p-module
dans les bases (17!, L7 1) sin; = pet (77, 1f71) sin; = o, un calcul explicite
montre qu’il provient comme dans la preuve de la proposition A.3 de 'unique
module de Fontaine-Laffaille M = M° x --- x M/~! avec M7 = kgpel @ kpf’
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comme suit :

ngi)a'l(fj) z ']ej:l | st jely\Ietn=n
AR s jelictn =y
f R
Zgijf)frl(fj) - ;inl — a;eltt st jelyetn =n
zif,]f)_j(fj) i gj: | st j€lletn; =n
ng?)cx»fj(ej') i j:;:l si o jely \1;/ et =1
zlz};gcx’f_jée]) z ;inll — a;e*! si jelyetn =1
ZZI()}(J:‘X)’Fj ¢ z jcjgill —af siojel,etn =1
gzz};;cx,f—j(ej) i gj:ll S jellctn -y

(on a supposé j < f —1, le cas j = f — 1 est analogue en tenant compte de « et
a/). En suivant I'image de ¢, on voit que M contient le sous-objet de Fontaine-

Laffaille H;;Ol kgel suivant (5 > 0) :

(¢ sioma=n et j-1¢ LU
el — aj_lfj si Ni—1 =1 et j —1€ I;;
5 I? si mj_1=n et j—1ell
st oga=n et j-1¢ 15Ul
fl—ajqe st =1 et j—1el
e’ sio mioi=1n et j—1ell

(la définition de €° est analogue en tenant compte éventuellement de a et o).
Avec les notations de (16), on vérifie que p; = 0 si et seulement si val(a;_;) > 0.

Explicitons 1'un des cas. Soit f7 € {e’, f/} qui engendre le sous-espace Fil M7 de
M (donc f7 = fisin; = " et fI =¢l sin; :~‘77’) etlconsi:.iérons IQ cas j € I}
et n; = n. Par (37) on a n/*' = 9 et donc f7 = f7 et fIt! = eIt Comme
et = et —q; I ona @, (f7) = It =a; ' (fIT — &) et en particulier
tj+1 7 0. Par (18), on a bien que J5v(1y est comme dans I’énoncé. O

8. Les théorémes locaux

On détermine la réduction modulo p des réseaux de Dieudonné provenant des
O'g-modules fortement divisibles de type x dont la représentation galoisienne
associée en (28) est générique. En particulier on montre que cette réduction a
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exactement pour socle les poids de Serre de p qui apparaissent dans le semi-
simplifié modulo p de o(x?).

Comme au §2, on fixe x =n®n' : I — O un caractere modéré tel que x* # x
et on conserve toutes les notations des paragraphes précédents, en particulier
celles des §86, 7 et des preuves qu’ils contiennent. On rappelle que, pour J €
P, a; désigne I'unique facteur de Jordan-Holder de (x*) = o%(x*) ®g, ki
correspondant a J (voir §2).

Théoréme 8.1. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x tel que
la représentation 7 associée & M en (28) est générique.

(i) La représentation p est scindée (resp. irréductible, resp. réductible non
scindée) si et seulement si val(a;) > 0 pour tout j et |II| est pair (resp.
val(a;) > 0 pour tout j et |II| est impair, resp. val(a;) = 0 pour au moins un j).
(ii) Les facteurs de Jordan-Hélder de @(x*) qui sont des poids de Serre pour p
sont exactement les &5 pour J™® C J C J™ guec (J™m J™) comme en (26)
(en particulier tous ces J sont dans 2, ).

Démonstration. — On va démontrer (i) et (ii) en méme temps. Notons que, pour
(ii), par les propositions 4.2 et 4.3 il suffit de montrer d’une part que (¢, ;) ®
n'(det) € Z(p) (cf. §4) et d’autre part que J™* et J™*> en (26) s’obtiennent a
partir de p par les formules (19) et (20).

Premier cas : on suppose d’abord que tous les a; € O apparaissant dans Fil'M
(cf. proposition 5.2) sont de valuation > 0, et donc nuls dans M.

Premier sous-cas : |1I| est pair.

On définit par la récurrence (32) deux suites (1;)o<j<s—1 €t (17j)o<j<y—1 d’éléments
de {n,n'} telles que 1y et 7 © (noter que I = I, = (}). Comme |[II| est
pair, on a 7(f—1)+1 = No, 77Ef_1)+1 = 1), et sur les formules de la proposition 5.2

(réduites modulo p et avec A = A" = 0) on voit que J M est la somme directe des
deux ¢i-modules filtrés de rang 1 stables par Gal(Q,/L) :

f—1

nga' H .

La méme preuve que pour le (i) du lemme 6.3 donne (avec les mémes notations) :

_ S0 (ry+1)p? _
Pl i) = ( Y @1)@”7,%0’1
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et p est donc scindée. Si on explicite les égalités (34) donnant les r;, on trouve
sachant qu’ici {js, 1 < s <2t} =11 :

(Ti_j = Cyf—j — 2 si jel, et mn=n

Ti—j = P—=1l—=cysy S% ] €L, et m=vq

28 ri_j = Cy,f—j si gely et mn=n

(38) N B A =7

Tf—j = P Cx.f—j SU J €Ly et my=mn

Ti—j =  Cyf—j—1 si jell et n=n

( rj_j = p—2—c—; si jell et n=n.
Définissons un f-uplet A = (Ao(@o), -+, As—1(xs_1)) en posant \;_;(xs_;) «

rpi+2sijeletn=mn, Az ])difp l—xp_jsijel,etn; =10, etc de

sorte que (A;(7;)) = (¢y ;). Les relations de récurrence (32) sur les 7; impliquent
facilement que A € PZ P (xg,--- ,x4_1). Un calcul explicite de h en (33) donne :

_h+zpfj_zpfjcxf]+00u1 +prj

jel»,]
n;=n

avec 1 si j € Iy Ull et 0 si j € I,. On vérifie alors que —h + Z;:é p/ 77 est
congru & e(A)(rg,- -+ ,7;—1) modulo p/ — 1 (notons que sy (77 1) € Z+ 2z &
m=n<%<0¢Il o A\(ro) € {00+ 2} de sorte que e(N)(rg, -+ ,7—1) =
%Zj:& p' I (rp_; — As—j(rs—;)) modulo p/ — 1). Ainsi on a 'égalité entre poids
de Serre :

(Aj(r))) ® det*M o= det =Ry (det) = (¢x.i)

c’est-a-dire (c, ;) ® 1'(det) € Z(p). Par la proposition 4.2, on en déduit que
(x?®) contient toujours un poids de Serre de p. On peut donc appliquer la pro-
position 4.3 et la comparaison entre les formules (19) et les formules (26) montre
immédiatement que 1'on trouve exactement les mémes ensembles.

Deuziéme sous-cas : |II| est impair.

On reprend les notations de la preuve de la proposition 7.2. En particulier, M
« se restreint sur O » en M ~ M0 x -+ x M* ! tel que, dans M/, le nombre
de cas II devient pair. Comme dans la preuve du (i) du lemme 6.3 on a :

_ ! ~W+33 5 p _
Plaa@m = (wof  @wy )®77'

ol wqy est défini comme wy mais avec ¢/ au lieu de ¢ et ou A’ est donné par (33).
Onnote 0 < j; < Jo < -+ < Jop—1 < Jor < 2f — 1 les indices j € II, i.e. par (32)
tels que nj+1 # n; (en partant de g =17). Ona0<j; <jo <--- <jp < f—1
et jorpv = js si 1 < s < t'. En se souvenant que ¢ = |II| est impair et que

Cy'j = Cy/ f+j = Cy,; (sl j < f), on trouve apres calcul que l'entier —h' + ZQf !
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est congru modulo 1+ p/ & :

= > Pl ED) + D PlegED) — Y PlegEl) + oo

0<j<f=jy f=ip<i<f-jv_1 f=dy 1<i<f=Jy_o
T Z Pl £1) + ij(cw-ﬂ:l)
f=72<ji<f-ij f=i<i<f
avec +1si f—jelyUllet —1si f—je€l, (0<j<f—1). Cela donne que
—h'+ Z?iglzﬂ est congru modulo 1+ p’ & Zj.:é (r; +1)p’ ou les r; sont comme
en (38) pour j # 0 et pour j =0 :

rTo = P—Cyo si 0el,
ro = p—2—cyo si 0€ly
ro = p—1—-cp,o si 0ell

Les bornes (31) sur les ¢,/ 27—; = ¢y p—j pour 0 < 5 < f — 1 impliquent que
Z;:é (r;+1)p? n’est pas divisible par 1+¢ = 1+p/ et donc que p est irréductible
de la forme :

g 2o (rj+1)p7

=Y ri41)pd
(w%ﬂ*(’( 5+1)p? EBWQf )®ﬁ/w‘>;

Pleaa, /) =

ou * est un entier convenable. On vérifie alors comme dans le premier sous-cas
que (¢, ;) @ 1/(det) € P(p) et que (26) donne bien les mémes J™" et J™™ que
(20).
Deuzieme cas : on suppose qu’au moins un des a; € O apparaissant dans Fil'M
est de valuation nulle. L’assertion (i) dans ce cas est contenue dans les propositions
7.2 et 7.3. Par la proposition 7.2, M contient en facteur direct un sous-p;-module
filtré | j;01 ?E%j. On a comme dans la preuve du (i) du lemme 6.3 (et en supposant
1o = 1 comme dans cette preuve, le cas 1y = 7’ étant analogue) :

_ wzf;émﬂ)pj * 1 —h
Plea@y L = ! 0 . @nwy w

et si on explicite les égalités (34), on trouve :

(rr = o —2 st GELNDLY et =1
rig = pml—cypy st j€ IIn et =1
Tf—j = Cx.f=j S1 J €Ly et =1
Tr—j = p—3—cyp; st jely\L, et ni=1n
Tr—j = Cyf—j—1 si gelyUIl et ny=n

| Tfj = pP—2—c—; st JeLLUIL et n=1.

On définit A = (\j(z;)) comme dans le premier cas et on vérifie avec (32) que
N€ PRAYD(xy,- - ,xp_1). Parla proposition 7.3, 'ensemble J; associé a p en (17)
est aussi donné par (35), ce qui implique A € ZP(zy,--- ,x¢—1). Enfin, un calcul
analogue donne (¢, ;) ® 1/ (det) € Z(p) et la comparaison entre les formules (26)
et les formules (19) (en utilisant (17) = (35)) montre encore que 1’on trouve bien
les mémes ensembles. ]
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En particulier le corollaire suivant (démontré dans la preuve) mérite d’étre
énoncé a part.

Corollaire 8.2. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x tel que
la représentation p associée a M en (28) est générique. Alors T(x*) contient
toujours au moins un poids de Serre associé a p.

Remarque 8.3. — (i) Le corollaire 8.2 était déja connu pour p semi-simple mais
sans hypothese de généricité (voir [24, Prop.3.5.4)).

(ii) Les cas particuliers du théoréme 8.1 formés des M tels que IT = () (et donc
Jmin = Jmax) sont essentiellement déja traités dans [24].

Lemme 8.4. — Soit (J™0, J9) deuz parties de ./ telles que J™ C Jmax,
Pour tout J € P, tel que J™™ C J C J™ et tel que T = (S0, ,S5-1) @ det”
avec 0 < s; < p—2, il existe une unique représentation o ;(J™", J™*) de GLg (k1)
sur kg dont le socle est G5 et dont les constituants sont les @y pour J\Jmin -
J C IO\ et J € P,.

Démonstration. — Par [11, Prop.13.1], il existe une unique représentation o'7**
de GLa(kp) sur kg dont le socle est @, dont les autres constituants sont distincts
de 7, et qui est maximale pour ces propriétés. Soit J' € 2, tel que J\J™" C
J' C J I .#\J", alors par [11, Lem.3.2] G, est un constituant irréductible

de I'enveloppe injective injgy,,) s (car, en notant o, = (sg, -+ ,s;_;) @ det”,
on passe de (sg,- -+ ,87-1) & (85, ,8%_;) par une succession de séquences p —
2—s,---,p—2—s=£1,---,s5.£1). Comme 0 < s; < p— 2 pour tout j, [11,

Cor.3.12] montre qu'il existe une unique représentation /(a;, 7 5) de GLy(ky) sur
kg de socle o5 et de co-socle 7 dont tous les constituants sont distincts. La
représentation (7,7 ) est donc aussi 'unique sous-représentation de a7** de
co-socle @ ;. Par [11, Cor.4.11] les constituants de cette représentation sont les
G pour JNJ CJ"CJUJ et J' € &, En particulier ces J” vérifient encore
J\J™in C J” C JII .7\ J™**. La somme des sous-représentations I(c,7 ) dans
o7 pour tous les J' comme dans I’énoncé donne la représentation cherchée,
unique par construction. (Notons que, si J & (J\J™m) U (L\Jmx) € P, alors
T (Jme, Jm) = [(5,,57).) O

Théoréme 8.5. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x, G le
groupe p-divisible correspondant, M le Og-module de Dieudonné de type x associé
a G (voir corollaire 5.3) et 0)(x*) le Op-réseau de Dieudonné sur o(x°) associé

a M au §3. Supposons la représentation p associée ¢ M en (28) générique. Alors
on a avec les notations du lemme 8.4 :

OS(XS) ®ﬁE kE' _ @ E‘](t]min7 Jmax)

Jmin g Jg Jmax
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ou J™n C Jmx sont les éléments de P, définis en (26). En particulier :

sock (0, (x°) ®ay, ki) = @ Ty
Je,€2(p)

Démonstration. — Rappelons que 02(){8) dépend de M (et pas seulement de 7 et
X)- Notons que I'hypothese de généricité implique p > 2. La deuxiéme assertion
découle de la premiere, du théoréme 8.1 et de la définition de & ,(J™®, Jmax).
Montrons la premiére assertion. Par (8) on a dans o)) (x*) pour tout .J' € &, avec
les v; comme dans le corollaire 5.3 :

<K .ijEJ’ UJO'J,> — @ p‘J”|—|J’ﬁJ”|+2jEJ, Uj—ZjEJ” Uj (ijGJ” UjO'JN)
J"e Py
— @ pszJ/\J/mJ// ”jJijeJ”\J/mJ”(l*Uj) (pszJ" ’UjO.J”)
J"e Py

ou 'on convient qu'une somme est nulle lorsque son ensemble d’indices est vide.
Notons que l'image de (K - p>ic” % ;) dans o) (X*) @y kp est I'unique sous-
représentation de oy (x*) ®¢,, kg de co-socle . Si on pose :

wye g < Z vj + Z (1 —wvy),

FEINI'NT" jermJnJ"

les J” tels que @ j» apparait dans cette sous-représentation de 02 (X°) ®p, kg sont
exactement ceux tels que wy j» = 0. Mais on voit avec (27) que wy y» = 0 si et
seulement si J'\J'NJ" C #\J"* et J"\J' NJ"” C J™» De maniere équivalente,
wyr g = 0 si et seulement si J” s’obtient a partir de J’ en rajoutant des éléments
de J™™ et en enlevant des éléments de .7\ J™*. Pour J € &, posons :

2, C T e 2| (JUTN\JI N A\T) =T},

on a une partition &, = Il minc jcmx PPy s et par ce qui précede wy j» = 0
implique que J' et J” sont dans le méme &, ;. De plus chaque &, ; (pour
Jmin C ] C J™ma) contient un unique J' tel que wy v = 0 implique J” =
J', a savoir J' = J (qui est toujours dans #,). On voit donc finalement que
op(X*) ®e,, kp est une somme directe indexée par les J entre J™ et J™ de
représentations de K sur kg (se factorisant par GLy(kz)) de socle isomorphe a
o7 et dont les constituants sont les & pour J' parcourant &, ;. Comme &, ;
s'identifie trivialement aux J' de £, tels que J\J™» C J' C JII.7\Jm
le résultat découle du lemme 8.4, en remarquant que 7; € Z(p) vérifie bien

I’hypothese du lemme 8.4 par généricité de p. [
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9. Un probléeme de compatibilité local-global modulo p I

On énonce le probleme de compatibilité local-global principal de cet article qui
précise les conjectures de [12] : les « diagrammes » associés a une représentation
galoisienne générique en [11] apparaissent-ils dans les espaces Sg (kg) du §37

On reprend les notations du §3 et on suppose que D et F sont non ramifiés
en toutes les places divisant p. On note F une extension finie quelconque de Q,
telle que |Homg, (F,, E)| = [F,,Q,] pour tout v|[p. On fixe une représentation
continue irréductible totalement impaire :

telle que p, « ﬁ|Gal(@ /) est générique au sens du §4 pour toute place v de F

divisant p (cela implique en particulier p > 2). Onnote ¢y = [[, ¢, : F “\ (ALY —
k7, 'unique caractere tel que det(p) = 1w via la réciprocité du corps de classes
telle que normalisée dans l'introduction.

Soit U = [[,U, C (D ®p A?)X un sous-groupe ouvert compact tel que

zﬁ\m( ALy = 1 et S un ensemble fini de places finies de F' contenant X, les places
divisant p, les places ou p est ramifiée et les places ou U, n’est pas maximal.
Pour v ¢ S, on note a, © Y(Fr,)"'trace(p, (Fr,)) = g trace(p, (Fr, ') € kg (voir
§3, Fr, est un Frobenius arithmétique en v). On note Tg (U, kg) la sous-algebre

commutative de Endy,, (85 (U, kE)) engendrée par les opérateurs de Hecke :

T, % GLy(0p,) (T) (1’) GLa(0,)

pour v & S, mgv I'idéal de Tf(U, kg) engendré par les opérateurs T, — a, pour
v ¢ S et on pose :
déf
SPU kp)[md] = {f € SJ(U,kp) | Tf =0V T € m)}.
Par [12, Lem.4.6], le sous-espace S} (U, kE)[m:gV] ne dépend pas de S comme
ci-dessus, et on le note SJ(U, kg)[mzv]. Enfin on note :
S9 (k) [ ] = T S (U, k) [ ]
U

Rappelons la conjecture suivante ([12, Conj.4.7]) :
Conjecture 9.1 ([12]). — Supposons S))(kg)[mzv] # 0. Avec les notations
précédentes, il existe un isomorphisme (D ®p A?)X-équwarmnt :
Sy (kp)mgv] ~ @m. (p)
ou, dans le produit tensoriel restreint de droite, w2(p") si v t p est la

représentation lisse admissible de (D ®@p F,)* associée a p, en [12, §4]

(basée sur les travauz de Vignéras et Emerton) et ot 72 (p") si v|p est une
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représentation lisse admissible de (D ®@p F,)* ~ GLqo(F,) dont le GLy(OR,)-socle
est o,e9(5,)0v-

En fait, la conjecture de [12, Conj.4.7] est énoncée sans I'hypothese de
généricité sur p, pour v|p mais est du coup légerement moins précise puisqu’elle
demande que le socle de 72 (") soit constitué des poids de Serre de Z(p,) avec
éventuellement des multiplicités > 1.

N

A ce jour, a la connaissance de 'auteur, aucun cas de la conjecture 9.1 n’est
completement connu lorsque 'un des F, pour v|p n’est pas QQ,, méme en autori-
sant d’éventuelles multiplicités > 1 (noter néanmoins les résultats de multiplicité
1 de [15] et de [8] dans ce contexte). Soit Z(p,) « {®upov, 0, € 2(p,)}. Dans

[24] (complété par [1], [2]), Gee montre que, si '0|Ga1 (@/rvm) est irréductible (+

une hypothese technique si p = 5) et si SJ(kg)[mzv] # 0, le GLy(OF ®z Zy)-
socle de S (U, kg)[mzv] (pour U suffisamment petit) est formé des poids de Serre
«réguliers » de Z(p,,) (avec des multiplicités inconnues > 1), et éventuellement de
poids de Serre «non réguliers ». (Récemment Gee et Kisin, et indépendamment
Newton, ont annoncé avoir une preuve que ce socle était exactement formé des
poids de Serre de Z(p,,), toujours avec d’éventuelles multiplicités. Signalons aussi
les résultats de Barnet-Lamb, Gee, Geraghty, Liu et Savitt dans le contexte ana-
logue des groupes unitaires compacts ([3], [26]).)

Notons que, si 77 (p") ne dépend par définition que de pY pour v { p, cela n’est

absolument pas clair pour v|p (du moins lorsque F' # Q). Nous allons d’abord
« pousser un cran plus loin » la conjecture 9.1 pour les places v|p en utilisant
les constructions de [11], puis donner au §10 quelques résultats tres partiels en
faveur de cette conjecture « renforcée ».

Fixons une place v de F' divisant p et, suivant les notations de [11], soit Dy(p,,)
la plus grande représentation (pour l'inclusion) de GLg(kp,) sur kg dont le socle
est @y ecq(5,)00 et telle que les 0, € Z(p,) n'apparaissent pas ailleurs que dans
le socle (comme facteurs de Jordan-Holder). Le fait qu'une telle représentation
existe est montré dans [11, Prop.13.1], de méme le fait qu’elle se décompose sous
la forme :

Do(ﬁu) = @UVE.@(E,)DOJV (ﬁy)
oll S0CGLy (kg ) Doo, (p,) = 0,.

Lemme 9.2. — SoitU C U’ C (D®FA£)X deux sous-groupes ouverts compacts
tels que w]Um(Alfw)x =1 et tels que U est normal dans U'. Soit R C R deux

représentations de U'/U sur des kg-espaces vectoriels de dimension finie telles
que :

(i) R contient socyry R
(i) R’ est contenue dans S} (U, kg)[mgsv]



SUR UN PROBLEME DE COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL MODULO p 55

(ili) R/R’ etsocyy S5 (U, kg)[mgzv] n'ont pas de composante irréductible en com-
mun.

Si U est assez petit, la restriction a R’ induit un isomorphisme :
(39) HomU//U (R, Sg(U, ]{ZE)[mﬁv]) ;> HOl’IlU//U (R/, Sg(U, kE>[mﬁv])

en particulier R est contenue dans SJ (U, kg)[mgv].

Démonstration. — Soit V & S{Z (U,kg) et fixons un ensemble fini de place S
comme précédemment tel que V[m‘gv} = V[myv]. Pour toute U’/U-représentation
R de dimension finie, on fait agir les opérateurs de Hecke sur Homy (R, V') par
leur action sur V. Si U est assez petit, il est alors standard que toute suite exacte

0— R — R— R"— 0de U'/U-représentations de dimension finie donne lieu a
une suite exacte compatible a ’action des opérateurs de Hecke :

(40) 0 — Homy,y(R", Vs, — Homprjy (R, V)ys, —
” IromU//U(R', V)m%qv — 0.
Soit R’ C R comme dans ’énoncé. On a par (iii) :
Homyy (R/R',VImzv]) = Homyy (R/R', V) [m3] =0,
d’ou aussi :
(41) Homy iy (R/R/, V)m%qv =0
car W[mgv] = 0 si et seulement si ngv = 0. Appliquant (40) a la suite exacte :

0— R — R— R/R — 0,
on a avec (41) un isomorphisme compatible & Hecke :
HOHIU//U<R, V>m§v ;> HOIIlU//U(R,, V)m§v
P P

d’ou l'isomorphisme de I’'énoncé en prenant des deux cotés les vecteurs propres
sous Hecke. Par (ii), il existe f € Homgy (R, V)[m%v] qui est une injection. Soit
g € Homy (R, V)[nufv] I'unique élément s’envoyant sur f. Si g n’est pas injectif,
alors ker(g) N socy,y R # 0. Comme ker(g) Nsocy,y R C ker(g) N R par (i),
on a donc 0 # ker(g) N R’ = ker(f) ce qui est impossible. L’injection g donne
l'inclusion (39) cherchée. O

Proposition 9.3. — Si la conjecture 9.1 est vraie, alors pour tout v|p il existe
une injection GLa(OF,)-équivariante unique a scalaire pres :

Do(p,) = m,)(p")-
En particulier, on a une injection (D @p AJP)* x GLy(Or @7 F,)-équivariante :

(@, (")) ® (®up Do(p,)) = Sy (kp)mpv].
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Démonstration. — Soient U = [[, U, C U = [], U] deux sous-groupes ou-
verts compacts de (D ®@p AL)* tels que IMUm(AQ)X =1, U, = U sivftp,

U, ¥ ker(GLy(Op,) — Gly(kg,)) et U, % GLy(0F,) si v|p. En particulier U

est normal dans U’ et U'/U ~ GLy(0F ®zF,). Si 'on suppose vrai I’énoncé 9.1,
on a en particulier un isomorphisme U’/U-équivariant :

9 (U, kp)lmy] = @, (p7)"
et notons que l'espace de gauche, donc celui de droite, est de dimension fi-

nie sur kg. En prenant quelques U, suffisamment petits pour v { p, les U’/U-
représentations de dimension finie :

déf _
R = (®pr WE(PV)U") ® (@ae@(pp)U)
déf _ _
R - (®;/Tp Trlf)(pv)Uy) ® (®V|P D0<10V>)7
vérifient bien les hypotheses (i), (ii) et (iii) du lemme 9.2. Par ce lemme, on
obtient une injection U’/U-équivariante :

R=(®,m)(0")") ® (&up Do(p,)) = (&1, (7)) @ (&up m,(0")™).
En considérant I’action de GLy(OF,) pour une seule place v|p, on voit qu’il doit

exister une injection GLy (O, )-6quivariante Dy(p,) < 72 (p"), unique a scalaire
pres par la conjecture 9.1 et les propriétés de Dy(p,). Ceci acheve la preuve. [

Pour v|p soit I, C GL2(OF,) le sous-groupe des matrices unipotentes supérieu-
res modulo p. Si la conjecture 9.1 est vraie, alors par la proposition 9.3 la GLy(F),)-
représentation 72 (p") pour v|p contient la GLy(OF,)-représentation Dy(p,) de
maniere unique, mais il n’est pas du tout clair en général si, a l'intérieur de

7 (p") (oude S (kg)), Vaction de la matrice (g (1)) préserve le sous-kg-espace
vectoriel Dy(p,, ).

Congecture 9.4. — On conserve les notations précédentes. A Uintérieur de

1> € GLy(F),) préserve le sous-

Sy (kg) pour tout v|p, Uaction de la matrice (2 0

kg-espace vectoriel Dy(p,) (7).
Si les conjectures 9.1 et 9.4 sont vraies, alors en particulier 72(p") contient
une des représentations de GLo(F),) associées a p, dans [11].

Six € k et v|p, notons ju, le caractére non ramifiée de Gal(Q,/F,,) envoyant un
Frobenius arithmétique Fr, sur =!. Notons F,» I'unique extension quadratique
non ramifiée de F,, dans @ et fixons des plongements ¢, : F, — E pour tout
v|p, ce qui permet de définir pour chaque v le caractere wy, : Gal(Q,/F,) — kj

(MEn vertu du théoreme 10.1 et de résultats récents de Emerton, Gee et Savitt (cf. les notes
de bas de page précédentes), cette conjecture ne dépend plus que de la conjecture 9.1.
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comme au §4. Supposons également que kg contient le corps résiduel kg , pour
chaque v|p. Comme det(p,) = ¥,w, on peut écrire p, sous I'une des deux formes
suivantes (cf. §4) :

. wzfu 1(7"u,j+1)pj « «
<1> p, = fv 0 e 0 ® 0, avec a, € kp, 0 < Tvj S
-1

p=3et (ry;) €{(0,---,0),(p=3,---,p=3)}

fv—1 Ty i j
(ii) p, = <1ndgaiﬁg”§?i)w§:f” ( ’J+1)pju—1> ®0,avec 1 <rg, <p—2et0<
P

Ty <p—3,75>0

ou 6, : Gal(Q,/F,) — kj est tel que 62 = bywy, Lo rep? (way, est défini comme
wy, a partir d'un plongement quelconque k:FVQ — kg étendant le plongement

v

Ty : kg, — kg induit par ¢,). Si (2 (1)) préserve Dy(p, )" et si p, est semi-

simple, il est défini dans [7] une application kg-linéaire bijective :

B @

Uﬂej pu Uuej(pu

. . I
qui envoie un vecteur de base v, de 0" sur :

S(v) < 2 w0) (3 [?]> v

oll s, est unique entier entre 0 et g, — 1 tel que 0 # S(v,) € o'’ pour un
o, (unique) dans Z(p,) (voir [7, §4] pour plus de détails). De plus l'applica-
tion induite o, + o/, est une permutation sur les poids de Serre de Z(p,) que
'on peut décomposer en cycles ¢,.1, - - - , ¢, (la numérotation est arbitraire). On

note d,; > 1 la longueur du Cycle Cm Pour tout ¢ et tout 0, € ¢y, on a donc
un isomorphisme S%i : g} — o " qui, comme dimy,, o = = 1, est la multipli-
cation par un élément z,; € kj qui ne dépend pas de o, dans ¢,;. On peut de
plus montrer que, pour chaque couple de poids de Serre o, = (\j(r,;)) ® det™ et
o, = (Ni(r,;)) ® det” de ¢,; (voir §4 pour la notation) tels que la permutation
ci-dessus envoie o, sur o), le nombre des j tels que 'un seulement de \;(z;) et
N;(z;) est dans {p — 3 — x,p — 2 — xj,p — 1 — ;} ne dépend que de c,; et pas
des poids de Serre o, o/, (cf. [7, §5 et §6]). On note h,; cet entier. Lorsque p,
est scindée et o, = (\j(r,;)) ® det™ € ¢,;, on pose enfin :

by, ¥ nombre des j tels que Ni(z;) e {p—3—xj,p—2—u,}
qui ne dépend encore que de c,;.

Question 9.5. — On conserve les notations précédentes et on suppose vraies
les conjectures 9.1 et 9.4. Soit v|p tel que p, est semi-simple.
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(i) Si p, est réductible scindée, est-il vrai que l'on a :

h

dl/,i 1253

d .
v . V_2‘€l/7: -t .
Tys = (_1) ol 252017",,,Ja1(/f i) fu ey(p)d””?

(ii) Si p, est irréductible, est-il vrai que l'on a :

du,i dl/,ihu,i fv— i
T, =(=1)72 +T(1+2j:01r“x])gy(p>du,i?

Notons que les valeurs des x,; ci-dessus sont les «valeurs spéciales» de [7,
Th.6.4] apres torsion par le caractere 6,.

10. Un probléeme de compatibilité local-global modulo p II

On relie le probleme de compatibilité local-global du §9 (conjecture 9.4) au
probleme de compatibilité local-global du §3 (conjecture 3.8) et on donne quelques
résultats tres partiels en direction de ces deux conjectures en utilisant les résultats
locaux du §8 et des résultats globaux ([24]).

On fixe p comme au §9 et on conserve toutes les notations de ce paragraphe.
On suppose S} (kg)[mzv] # 0.

Théoréme 10.1. — Si les conjectures 9.1 et 3.8 sont vraies, alors la conjec-
ture 9.4 est vraie. En particulier Sy} (kg)[mzv] contient pour chaque v|p une des
représentations de GLo(F,) associées a p, dans [11].

Démonstration. — Fixons v une place divisant p. Rappelons que 72 (") contient
Dy(p,) par la proposition 9.3. Soit donc x € Dy(p,) un vecteur non nul fixé par
I, que 'on peut supposer vecteur propre sous 'action de I, ou I, C GLy(OF,)
est le sous-groupe d’Iwahori des matrices triangulaires supérieures modulo p,

=V

on veut montrer que (2 é) T € W,f’ (,0 ) est encore dans Do(ﬁ,,)hv”

. On note

X, =7, ®T17, : I, — ki le caractére propre associé, et on remarque que la
généricité de p, implique X, # X% (voir [11]). Pour U C (D ®p A})* sous-
groupe ouvert compact tel que ¢|Um( Alyx = 1 et S ensemble fini de places fi-

nies de F suffisamment grand, la méme preuve que [12, Lem.4.6] montre que
les localisés S (U, ﬁE)mgv et S (U, kE)mgv ne dépendent pas de S (voir §9) et
on les note respectivement Sy (U, OB)m, et SP(U, kp)m, . Pour U assez petit,
on rappelle que 'application Sf(U, @g)mEv — Sqf(U, kE)mﬁv est surjective. Soit
SP(Op)wr, E 1im SP(U, Op), et SH(kp)m, = lim SD(U, kg)w , ot la limite
inductive est prilsje sur les U de la forme U"1[;, ou UU Y est un sous-groupe ouvert

compact de (D ®p ALY)* (AL désignant les adeles finis hors la place v), on a
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par ce qui précede une surjection :
D Iy D Iy
S¢ (ﬁE)mlﬁv - Sw (kE)mlﬁw

Soit x, = n, ®mn, : I, = Of oun, =[n,],n, = [7,], comme I,/ , est de cardinal
premier a p, on a encore une surjection :

Homy, (X, Sﬁ(ﬁE)Qg\l/) — Homy, (X, Sg(k:E)Qﬁ”v) # 0.

Il existe donc un vecteur non nul w dans 55 (0 E)Qﬁ’; sur lequel I, agit par x,
et que l'on peut prendre tel que, dans S{E(E), w € 7l = (®pyTr) @ T
ol m = ®,m, est une composante irréductible de dimension infinie de S(E).
La représentation 7, est alors une série principale modérément ramifiée dont
le GL2(OF,)-type en (14) est o(x?) (voir §3). La conjecture 3.8 prédit que le
réseau induit sur o(x?%) est isomorphe & 0%(p,). Le théoréme 8.5 montre que le
socle de la réduction @%(p,) de ce réseau est entierement constitué de poids de
9(p,) et que tous les autres constituants de o> (p,) ne sont pas dans Z(p,). La
propriété de maximalité de Dy(p, ) montre que cette réduction est donc contenue
dans Dy(p,). En particulier, la réduction @ € Sy (kg)[mzv] de w se trouve dans
le sous-espace ( ®/, 4y T (7)) ® Do(p,)", donc est de la forme y ® z avec
Yy € ®,,,m(p") (cariln’y a a scalaire prés que  dans Dy(p,) " sur lequel 1, agit

. 1
par ). Comme o(x%)tv = T est stable par la matrice (2 0) € GLy(F,),
. 0 1 D L P 14
on voit que p o) € S;(Og)n’ va encore se réduire sur un élément de

(@2, 72 (p")) ©Do(p,)"+, et donc que (g (1)) x est encore dans Dy(p, ). O

On aura besoin du lemme suivant, ot 'on reprend les notations du §2.

Lemme 10.2. — Soit x = n®n' avec n # n' un caractére modéré comme en
(5), (Jmin, Jmex) deuz éléments de P, tels que J™M C Jmax ef Jmax\ jmin egf
un singleton, et 6 € Qg tel que 0 < & < 1. Alors il existe a homothétie prés un
unique Og-réseau stable R = ® jep, p*’ o5 sur o(x®) (cf. proposition 2.3) tel que :
(1) SOCGL2(ﬁL) R ®0E kE — EJmin @ Ejmax
(ii) vp =0 et vy = [J™"| 4 4.

De plus, ce réseau est un réseau de Dieudonné (définition 3.1).

Démonstration. — Supposons d’abord que R = @ ec», p*’/ o, existe satisfaisant
(i) et (ii). Par le corollaire 2.7 et la condition vy = 0, on a (vs)jep, € ¥4. Par
(8) on a pour tout J,J' € &, :

<GL2(ﬁL) .p’UJo-J> — @ p|J"_\JﬂJ/|+vJ—v_,/ (pv‘]'O'J/)
JeP,
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et rappelons que l'image de (GLy(0) - p*/ o) dans R ®g, kg est 'unique sous-
représentation de R ®4,, kr de co-socle o ;. De plus, 7 est un facteur de Jordan-
Holder de cette sous-représentation si et seulement si :

(42) |J/|—|JﬂJ/|+UJ—UJ/:O.

En particulier, pour tout J € £, , on a toujours (42) pour J' = J™" ou J' = Jmax
par (i). Soit jo € .7 tel que J™™* = J™TT{jy}, on a aussi v jmin < vjmax < U ymin+1
(cf. §2).

Etape 1:

Si U ymin = vymax, alors par (42) :

|Jmin’ - |Jmaxm Jminl + Umax — Ujmin = ’Jmin‘ o ’Jmin‘ +0=0

ce qui implique que @ min est un sous-quotient de la sous-représentation de co-
socle T jmax dans R ®g¢, kg. C’est impossible car cela contredit (i). De méme, si
Vymax = U ymin + 1, alors par (42) :

| T | — [ MO T 4 e — Vgmax = 1 — 1+ 0=0

ce qui implique que 7 ymax est un sous-quotient de la sous-représentation de co-
socle @ ymin dans R ®g, kg et contredit encore (i). On a donc vymin < vVymax <
U jmin + 1.
Etape 2
Soit J € 2, tel que J C J™". Si (42) est vrai pour J' = J™> on a vy — v jmax =
|J] — |Jmax| = |J| — |J™®] — 1. Mais v; — vjmax > vy — vymin — 1 (étape 1) d’olt
|J] = [J™0] > vy — v gmin c'est-a-dire |J™| — [J| < vjmi — vy, ce qui est impossible
puisque J C J™ et (vy)jemn, € Yy (cf. §2). Donc on a forcément (42) pour
J = J"0 e vy — v = |[J| — [J™0]) ce qui implique v jmin = |J™"| (prendre
J =10) puis vy = |J|.
Etape 3
Soit J € P, tel que jo ¢ J, alors JNJ™™ = JNJ™2 donc v jmex = [JNJ™*| par
I'étape 2. Si on a (42) avec J' = J™* alors v; — v ymax = v max — |J™¥| ¢’est-a-
dire vy —vjn max = Vgmax — [ JP| = v ymax — | J™| — 1. Or le membre de gauche est
positif ou nul (car J D J N J™) alors que celui de droite est strictement négatif
par 'étape 1. On en déduit donc (42) avec J™", i.e. v —v gmin = |J N J™0[— | Jmin|
soit vy = [J N J™1| par I'étape 2.
Etape 4
Soit J € 2, tel que J™** C J. Si (42) est vrai pour J' = J™" on a vy — vjmn =
|J N Jmin| — | jmin| = | jmin| — | jmin| = (), Mais v; > vjmax puisque J 2 J™* d’ou
par 'étape 1 :

0<v;—vmax <Vj—Vmin =0

qui est impossible. On en déduit vy — vymax = |[J N J™| — | J™**] = 0 d’ou
vy = vmax si J D J™*. En particulier, on a vy = vjmax = |J™"| + § par (ii).
Etape 5 :

Soit J € P, tel que jo € J et supposons que l'on a (42) avec J' = J™". On en
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déduit vy = |J N J™| par I'étape 2. Par 'étape 4, on a :

(43) UJH(Jmax\(Jmeax)) = UJmax.

On doit avoir par ailleurs puisque (vy)jep, € ¥4 :

(44) U i(gmas\ (Jngmax)) < U7 + | ST\ (J 0T
Or :
vy + |Jmax\(<]ﬂ Jmax)| f— |Jﬂ Jl’l’lin| + |<]max\<(]m Jmax)|

— (|Jmin| o |Jmin\<Jm (]mm)‘) 4 |Jmax\(Jﬂ Jmax)l
— (|Jm1n| _ |Jmax\(Jm Jmax)|) + |Jmax\<Jm Jmax)|
— |J1’l’l11’1|
Aol v yp(gmaxy (jomaxy) < |J™| par (44). Par (43), on en déduit vymax < [J™"| ce
qui est impossible par les étapes 1 et 2. Donc on a forcément (42) avec J' = J™ma*,
On en déduit vy = vymax + [ J N J| — | J0| est-a-dire vy = [J N J™| +§ — 1
avec 'étape 4.
On déduit de toutes ces étapes que I'unique Op-réseau possible satisfaisant (i) et

(i) est :
= (@) o (@)
JEPy

JEPy
Jjo¢J Jjo€J

et, en reprenant la preuve précédente, il est facile de montrer que ce réseau vérifie
bien (i) et (ii). On laisse au lecteur la vérification (immédiate) du fait qu’il s’agit
bien d’un réseau de Dieudonné. O]

Théoréme 10.3. — Soit v|p et x, = n, ., avec n, # n., un caractére modéré
comme en (5). Supposons que :

(1) pour tout j € {0,--- , f, —1}, onal<¢,, ; <p—2

(ii) la semi-simplifiée modulo p de o(x?) sur kg contient au plus deuz poids de
Serre de 9(p,,).

Alors la conjecture 3.8 est vraie pour toute composante irréductible ™ dans Sf(E)
telle que m, contient o(x3) et telle que la représentation p associée (cf. §3)
déforme p.

Démonstration. — L’hypothese (i) implique que les constituants irréductibles
(S0, ,Sf,-1) @ det”™ de T(x;) sont tels que 0 < s; < p — 2 (i.e. sont « fai-
blement réguliers » au sens de [24]). Soit 7 comme dans 1’énoncé et fixons un
plongement GLy(F),)-équivariant &, : m, < m comme au §3. Rappelons que l'on a
défini au §3 un Og-réseau WB@ sur 7, provenant de Sf (Og). Via l'unique plonge-
ment GLy(Op, )-équivariant o(x}) < 7, 7, induit un Op-résean o°(x; ), sur
o(x%) et on en déduit une injection GLa(OF,)-équivariante 6%(x%)e, ®g, kp —
S (kg)[mzv]. Tout constituant irréductible o, de socary(ey,)(0°(X5)e, @ ki)
est donc tel que Homgr,(gy, ) (00, S5 (kp)[mzv]) # 0. La méme preuve que [24,
Lem.5.1] (basée sur une idée de Schein [34]), mais en utilisant le corollaire 8.2
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de cet article au lieu de [24, Prop.3.5.4] pour les cas p, non semi-simple, montre
que l'on doit avoir nécessairement o, € Z(p,) (notons que cette preuve utilise
que o, est « faiblement régulier » par (i)). Par (ii), il y a un ou deux tels o, dans
(x2). Nous traitons séparément ces deux cas.
Supposons d’abord qu’il n’y en a qu’un, alors :

SOCGLQ(ﬁFU)(UO(X}i)fU Ko kE) = Oyp.

Mais le réseau oy(p,) = o) (x;) de o(x;) défini en (15) vérifie aussi par le
théoreme 8.5 :

SOCGLQ(ﬁFU)(US(pV) ®ﬁE kE) =0y

puisque o, est le seul constituant dans Z(p,). Or, il n'y a & homothétie pres
qu'un seul tel réseau sur o(x?), a savoir le réseau o4(x?%) ou J correspond a la
position de o, dans 7(x3) (cf. §2 et (9)). On en déduit que les réseaux o®(x?)e,
et 0%(p,) sont nécessairement homothétiques.

Supposons maintenant que deux constituants exactement de @(x?) sont dans
2(p,). Soit p : Gal(Q/F) — GLy(FE) la représentation associée a 7 au §3, par hy-
pothese p a un unique Op-réseau stable qui déforme p. De plus par [29, Th.1.0.2]
la restriction & Gal(Q,/F,) du dual de Cartier de ce réseau est le module de Tate
d’un groupe p-divisible sur I'anneau des entiers de &, [ »*/—p] dont le module
fortement divisible M, associé ([4]) est un &g-module fortement divisible de type
Xv- Par le théoreme 8.5 et la définition de J™™ et J™#* en (26), on voit qu'il y a
un unique jo € {0,---, f, — 1} tel que M/ est de type II. En particulier avec les
notations comme en (15) on a :

fu—1

o (eh) = (] zi)e),
=0

avec val(x;) € {0,1} si j # jo et 0 < val(zj,) < 1. Soit z « ;”:_0

5 val(z;,) alors val(z) = |.J™™®| 4 & par (26) et le corollaire 5.3. Ecrivons :
(e, ~ B poy

JEDy,

1
x; et

comme dans le corollaire 2.7 avec (vy) e, € ¥y. La méme preuve que celle de la
proposition 3.10 utilisant [29, Th.1.0.2] montre que I'on doit avoir vy = val(z)
donc vy = [J™| + 4. Or, si s0CGLy(0,)(0°(X5)e, @0y kE) est irréductible, c’est-
a-dire si 0%(x3)e, est homothétique & un des réseaux o9 (x3), on a forcément vy
entier par (9), ce qui n’est pas le cas ici car 0 < 6 < 1. Donc 0%(x%)e, ®op
kg a exactement pour socle ses deux constituants qui sont dans Z(p,). Par le
théoreme 8.5, il en est de méme de 00(p,) ®g, kg. Par le lemme 10.2 (que I'on
peut appliquer par le (ii) du théoréme 8.1 et I'égalité vy = |J™P| 4 §) un tel
réseau est unique a homothétie pres. Les réseaux a®(x2)e, et 00(p,) doivent donc
encore étre homothétiques. O
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Remarque 10.4. — Si x,, comme dans le théoreme 10.3 vérifie seulement 1'hy-
pothese (ii) mais si I'on suppose vraie la conjecture 9.1, alors la méme preuve
que celle du théoreme 10.3 montre encore que le réseau induit sur o(x5) est le

. 0 oo . .
réseau o, (p,) défini en (15). En effet, par la conjecture 9.1, on a automatique-
ment que tout constituant irréductible o, de socgry(op)(0°(X5)e, Qo ki) est
nécessairement dans Z(p,) (cf. début de la preuve).

Corollaire 10.5. — Supposons vraie la conjecture 9.1. Soit v|p tel que, pour
tout caractére ,, de I, apparaissant sur Do(p,), la semi-simplifiée modulo
p de o(x;) sur kg contient un ou deux poids de Serre de Z(p,) (ou X, est le
relevé de Teichmiiller de X, ), alors la représentation 72 (p") contient une des

représentations de GLo(F,) associées a p, dans [11].

Démonstration. — C’est une conséquence immeédiate des théoremes 10.1 et 10.3
et de la remarque 10.4. O

L’hypothese sur Z(p,) dans le corollaire 10.5 est vérifiée en particulier dans les
cas du corollaire ci-dessous (cf. [11, §16] pour le cas f, = 2 et p, irréductible).

Corollaire 10.6. — Supposons vraie la conjecture 9.1. Soit v|p tel que l'on a
soit |2(p,)| < 2, soit f, = 2 et p, irréductible, alors w2 (p") contient une des
représentations de GLy(F,) associées a p, dans [11].

Remarque 10.7. — (i) Lorsque |2(p,)| = 1, il existe une preuve bien plus
rapide du corollaire 10.6 qui n’utilise pas le théoreme 10.3 et qui consiste a re-
marquer que, si o, est I'unique poids de Serre de Z(p,), alors Dy(p, )" est
dans ce cas isomorphe & (injer, (s, ) 0,)11v (en général, il est seulement inclus de-
dans). Il est alors automatique que Dy(p, )™ est stable par (g é) dans 72 (p")

puisqu’alors Dy (p,)1v = 72 (p¥)1v (cela découle de Dy(p, )t C n2(p")hw C
(INjGry ks, ) 0,)1v). Je remercie Pagkiinas pour m’avoir signalé ce fait.

(ii) Rappelons que les représentations de GLg(F, ) associées a p, dans [11] restent
encore largement mystérieuses (voir [27] et [36]). Méme si I'on suppose que la
conjecture 9.4 est vraie et que les réponses aux questions (i) et (i) de 9.5 sont
oui, on semble encore loin de comprendre la représentation adélique S (kg)[mgv].

Appendice A

Un peu de théorie de Hodge p-adique entiere

On rappelle brievement et on étend un peu quelques résultats de [6, §3|. Puis on
détermine explicitement ’ensemble des poids de Serre pour les représentations
génériques réductibles non scindées (détermination qui était conjecturale dans
[11]).
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On suppose p > 2 et on fixe une extension finie non ramifiée L de Q, dans @
comme au §2, dont on reprend les notations, une extension finie £ de QQ, comme
au §5 (en fait, on a seulement besoin ici de | Homg, (L[/=p|, E)| = [L[/—p] : Q)
olt e = p/ — 1) et un plongement ¢ : L < E comme au §2. On fixe également un
systeme compatible p, de racines p™-iemes de —p dans @p pour n € Z>( et on
note Lo, C @, le sous-corps engendré par L et les p,,.

Appelons ¢g-module tout kz((u)) ®r, kg-module libre de rang fini ® muni d’'un
endomorphisme kg-linéaire ¢ : © — D tel que p((s ® 1)m) = (s* @ 1)p(m)
(s € kr((w)), m € ®, on dit que ¢ est kr((u))-semi-linéaire) et tel que I'image de
¢ engendre le kr((u)) ®r, kp-module D.

Soit R la limite projective --- % ZT,/pZT) 4 Zp/pr ol ¢ est 1’élévation a
la puissance p. C’est un anneau integre parfait de caractéristique p muni d’un
Frobenius ¢ (I'élévation a la puissance p) et d’une action de Gal(Q,/L) (via

Paction sur Z,) commutant & ¢. On note p o

pn dans Z,/pZ,.

Tjn)nEZZO € R ou p,, est 'image de

En munissant Frac(R) de la structure de kp((u))-espace vectoriel qui consiste
a envoyer u sur p, on peut associer a tout ¢-module ® le kg-espace vectoriel
Hom,, (D, Frac(R))* des applications kr,((u))-linéaires f de ©® dans Frac(R) com-
mutant a ¢, l'action de kg sur f se faisant via la multiplication sur . Il s’agit
d’un kg-espace vectoriel de dimension finie égale au rang de © sur kz((u)) ®r, kg.

En posant (gf)(m) & g(f(m)) si g € Gal(Q,/L) et m € D, Fontaine a montré
que 'on obtenait ainsi une anti-équivalence de catégories entre les p-modules et
les représentations linéaires continues de Gal(Q,/Ls) sur des kg-espaces vecto-
riels de dimension finie (voir par exemple [6]).

On fixe une racine e-ieme 7 de —p dans Q, et on pose pour n € Zxq :

déf e
Tn = =7
i=0 Pn—if
our > 1et g > 0 sont les uniques entiers tels que n = fg —r avec 1 < r < f.
Alors les (Wn)nezzo engendrent L., [m| sur L et forment un systeme compatible

de racines p™-iemes de 7w dans @p tel que 7& = p, pour tout n (la vérification,

s . . . ., déf . _
élémentaire, est laissée en exercice au lecteur). Soit © = (7 )nez., € R ou 7, est

I'image de 7, dans Z,/pZ,. On a donc dans R :
(45) T =p.

Munissant Frac(R) d’une deuxieme structure de kr((u))-espace vectoriel qui con-
siste a envoyer w sur 7, on peut aussi associer a tout p-module © le kg-espace
vectoriel Hom, (D, Frac(R))? des applications kr((u))-linéaires commutant a ¢ et
obtenir cette fois une anti-équivalence de catégories entre les p-modules et les
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représentations linéaires continues de Gal(Q,/Lo[7]) sur des kp-espaces vecto-
riels de dimension finie. Soit ®’ le p-module obtenu par extension des scalaires :

DD By (e ki (1),
il est clair par (45) que I'on a un isomorphisme compatible & Gal(Q,/Lao[7]) :

Hom,, (D, Frac(R))' | gu@; /1o ) — Homy (D', Frac(R))%.

En fait, le ¢-module ©’ possede une donnée de descente naturelle de
Lo[n] & Ly qui permet d’étendre directement l'action de Gal(Q,/Loo[7])
sur Hom,, (D', Frac(R))? & Gal(Q,/Ls). Le morphisme composé :

Gal(Q,/Ls) — Gal(Q,/L) — Gal(L[r]/L)
se factorise par Gal(Ly[7]/Lao) et induit un isomorphisme de groupes :
Gal(Loo[7]/Ls) = Gal(L[x]/L).

Le caractere s¢; @ Gal(Q,/L) — k du §1 induit en restriction & Gal(Q,/L)
un caractere qui se factorise par Gal(Loo[7]/Laso) €t que I'on note encore s¢. En
particulier on a g(m) = s(g9)r dans R pour g € Gal(Q,/Lw). Munissant le

@p-module ®" de I'action k; ®p, kg-linéaire de Gal(Q,/L) définie par g(m ®
u) € m @ (3¢5(g)u)’ (ot m € D) et Hom, (D', Frac(R))? de 'action kg-linéaire
de Gal(Q,/Ls,) définie par (gf)(m’) “ g(f(g7'm’)) (ot m' € @’), on a un

isomorphisme compatible & Gal(Q,/Ls) (qui est utilisé dans la preuve de la
proposition 7.3) :

(46) Hom,, (D, Frac(R))' — Hom, (D', Frac(R))*.

On a besoin pour la preuve de la proposition 7.3 de certains autres p-modules
avec action de Gal(Luo[7]/Ls) que I'on introduit maintenant.

On fixe n,n' : kj — O} deux caracteres multiplicatifs distincts comme au
§2 et on note 7, 7 leurs images par la surjection 05 — kj. En décomposant
ki ®p, kp ~ kp X -+ X kg, a®b — (1(a)b, (¢~ (a))b,- -+ ,i(¢* "/ (a))b) o0 T :
kr < kg est induit par + : L — E, tout ¢-module ® s’écrit ® = D% x - - - x -1
ol ®7 est un kg((u))-espace vectoriel de dimension finie et ¢ : D7 — DIt est
kp-linéaire tel que p(u'm) = uP'p(m) (i € Z, m € D7).

Définition A.1. — On appelle p-module de type X & 7 ®7 tout g-module
D tel que chaque D7 est de dimension 2 sur kg((u)) et est muni d’une action
kg-linéaire de Gal(Ly|m|/Loo) telle que :

(1) g(u'm) = (wy(9)" "u)'g(m), g € Gal(Lu[7]/Lec), m € D
(i) l'action de Gal(Loo[]/Ls) commute a

(iii) sur chaque 7 il existe une kgp((u))-base sur laquelle [laction de
Gal(Ly|7]/Ls) est donnée par 7 @ .



66 C. BREUIL

A tout p-module de type Y on associe comme ci-dessus Hom,, (D, Frac(R))? que

'on munit d'une action kp-linéaire de Gal(Q,/Ls) par (gf)(m) « g(f(@'m))
oum € ® et g est 'image de g dans Gal(Leo[7]/Leo).

Si M est un 0'g-module fortement divisible de type y “ n®n' (définition 5.1) et

MY M®g,, kg (§6), on considere la représentation Homgy (M, Agis ®z,Fp) de

Gal(Q,/L) (voir (28)). Dans la preuve de la proposition 7.3 on a besoin de savoir

que la restriction & Gal(Q,/L) de cette représentation provient d'un ¢-module
de type X par le foncteur ci-dessus, ce que l'on vérifie maintenant (proposition

A.2).

Soit M un k[[u]] ®r, kp-module libre de rang fini muni d'un endomorphisme
kg-linéaire et ki ((u))-semi-linéaire ¢ : M — M tel que le kr[[u]] ®F, kp-module
engendré par 'image de ¢ contient u®I1. On peut écrire comme d’habitude 9t =
MO x -+ x ML ot MY est un kg[[u]]-module libre de rang fini et o1 ¢ induit des

applications (nécessairement) injectives ¢ : 9 — ML Pour j € {0,--- , f—1},
on pose :
) déf =
M= S @ kplpu DV
ot S est vu comme kg[[u]]-algebre via kg[[u]] = S, u + u? (d’out la notation ®,,)

etouj—1=f—1sij=0.On définit :

Fil'M % {2z e M | (Id®y)(z) € Fil'S @, TV}
ol Fil'S est cette fois vu comme kg[[u]]-module via kg[[u]] — S, u + u. On
définit enfin ¢, : Fil'M — M comme le composé :

FIl'M % Fil'S @ g DY 225 S @ o 0V = M

On peut alors associer un triplet (M, Fil'M, ¢;) & tout 9 en posant M L x
a1 e v N RN
- x M " et en définissant Fil'M et 1 de maniere similaire.

Proposition A.2. — Soit M un Og-module fortement divisible de type x

comme au §5 et M = V) Roy kE-

(i) Il existe un unique ki [[u]] ®r, kg-module libre M comme ci-dessus tel que le
triplet associé soit isomorphe a (M, Fil'M, ;).

(i1) Soit © < o Qo)) kr((w)) et munissons © de 'endomorphisme ¢ ki ((u))-
semi-linéaire induit par celui de M. Alors D est un p-module de type X et on a
un isomorphisme kg-linéaire compatible a l'action de Gal(Q,/Lw) :

Hom, (D, Frac(R))? ~ Hompy (M, Aesis @2, Fp)l gy /0.0

Démonstration. — Le (i) découle de la preuve de [6, Th.3.3.2]. L'unicité de I
en (i) implique qu’il est naturellement muni d'une action de Gal(Ly[7]/Loo)
provenant de I'action de Gal(L[x]/L) sur M et il est clair (cf. preuve de [6,
Th.3.3.2]) que cela fait de ©® un ¢-module de type Y. En munissant R de la
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structure de k [[u]]-module qui consiste a envoyer u sur 7, on a des isomorphismes
de kg-espaces vectoriels :

Hom,, (D, Frac(R))? +— Hom, (M, R) — Homgpy (M, A ®z, Fp)

induits par les applications R < Frac(R) et R — Auis ®z, Fp — A\Cﬁs ®z, Fp
(Iisomorphisme de gauche ci-dessus résulte de [5, Lem.2.3.3] et celui de
droite se démontre comme dans [5, Prop.4.2.1]). Comme ces applications sont
Gal(Q,/ L )-6quivariantes, la commutativité & Gal(Q,/Ls) est immédiate. [

On reprend maintenant les notations du §4 et on convient ci-dessous que f en
indice ou exposant doit étre vu comme 0. Soit p : Gal(Q,/L) — GLa(kg) telle

que :
p’G = ("’f ]f;()l (g 1)p? x| ~ fz]f;ol (sj+1)p~7 .
al(Qp/LAr) 0 | w . 1

avec 0 S r'j S p_37 (Tj) ¢ {(O’ 70)7(p_3’ 7p_3)} et Sj d:éf Tf—j (en

particulier 7 est générique). Alors p provient du module de Fontaine-Laffaille
M = M°x - x M~ avec MV = kpel @ kgf?, Fil'MI = M7, Fil'M/ =
Fil5 M = kpfi, Fil 2 M7 = 0 et :

ple)) = ajyrel™!
(47) {Spsj—i—l(fj) = 5j+1(fjfl+,uj+1€j+1)

ouje{0,---,f—1}, a;,6; € kg, 1 € kg (cf. §4).
Proposition A.3. — On a (avec les notations du §4) :
9(?) = {O‘O(TO)> T )‘ffl(rffl)) ® dete(/\)(m’m’rfil): A€ -@(x(h T 7xf*1)}

ou Z(p) est l’ensemble des poids de Serre associés a p dans [12].

Démonstration. — Pour tout J C . on peut écrire p sous la forme :
) L4 1)pd
W waJEJ(T] )p nry % 7Zj$‘,(r;+l)p]’ .
p= Y (rj+1)p’ B wy ou -
0 WY nroy

p—3—r; si j¢J et j—1¢J

, ) p—2-—1r; st jé¢J et j—1lelJ
(48) Ty a1 s jed et j-1¢J
T si o gedJ et j—1€J

et olt nry, nry sont des caracteéres non ramifiés (indépendants de J). Disons qu'un
. r+1 J

J C .7 est p-cristallin si 'extension * dans p ® w%”“( TP se releve en une

extension cristalline :

[Tje) @ (ep)a iy *
0 )7“;-Jr11,’l\r2

ngzj @ (g
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ol ¢/(gf) est le caractere (cristallin) de Lubin-Tate de Gal(Q,/L™) qui, via la

réciprocité locale, est Lo’ sur & (en particulier il reléve w?) et ol nry, nry sont
des caractéres non ramifiés qui relevent nry, nry. Par définition (cf. [12], [24]),
2(p) est I'ensemble des poids de Serre (Ao(7o), - -+, Ay_1(r_1)) @ det?Mro=rr=1)
pour A\ € ZP(xo,---,xp-1) tel que {j | Ni(z;) € {zj,x; + 1}} est p-
cristallin. Soit L., C @ le sous-corps précédent engendré par L et un
systeme compatible de racines p"-iemes de —p. Puisque toute extension dans

f-1 T J
Extéal(@ / L)(nrg,w%]:(]( AR nry) provient d'un objet de Fontaine-Laffaille, par

[5, Cor.4.2.2 et Lem.5.1] la fleche de restriction :
(49) Ext. (nr Xy a1 ) —
Gal(@,/L) \T2; Wy nry
f7

L .
1 =0 (Tj +1)p’
ExtGal(@/Loo) (nrg, ar J nrl)

est une injection.

Pour tout J C .¥ posons ¢(J) « {(f—J7lJjeJ}ets] « r'e_; avec 1
comme en (48). Considérons les modules de Fontaine-Laffaille de la forme M) =
M0 MY~V avee MY = kged, @ kg f5, Fil° M7 = M7 Fil5it> M7 = 0 et -

Fil'lM) = FisH MY = kg, si j o))
Fil' M) = FilsH MY = kgf) si jeulJ)

[ pua(eh) = e st j & u(J)
ple)) = ey sij €u(J)
o(f) = B f7 st j¢uJ) et j+1¢u))
o(f7) = Bim(f7 ey st @) et jH1leuJ)
es11(f7) = B fT st jeu]) et j+1¢u))
| pona(F) = B +uel™) st jeud) et jt+1eu)

ou «j, f; € kg, p1; € kg. Soit £} le sous-kg-espace vectoriel de :

def I (r Dy
E= Extéal(@/m(nrg,wf =0 )

des extensions isomorphes & Hompi o (M7, Acris ®z, Fp) ® w; 2 Tyt OP? pour
M, comme ci-dessus (avec les a;, §; convenables pour obtenir nry, nry). Il est de
dimension |¢(J)| = |J|. Pour tout J C .#, notons M les modules de Fontaine-
Laffaille comme en (47) tels que j ¢ «(J) implique p; = 0 (et avec les a;j, f3;
convenables pour obtenir nry, nry). Soit £ le sous-kg-espace vectoriel de E des
extensions isomorphes a Hompy o (M7, Aeris ®z, Fp). Il est de dimension |J|. Par
définition de Z(zo,--- ,x5—1) (cf. §4) et de Z(p), on voit facilement qu’il suffit
de montrer que, pour tout .J, les deux sous-espaces E; et E’, de E sont les
mémes, et par (49) il suffit de le vérifier aprés restriction & Gal(Q, /Ly ). Notons
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que l'on passe par Gal(Q,/Ls) car il est alors facile d’expliciter la torsion par
w; s (TP sur les p-modules qui apparaissent (cf. ci-dessous).

Par le résultat de Fontaine rappelé au début de cet appendice, se donner une
représentation de Gal(Q,/L.,) sur un kg-espace vectoriel de dimension 2 est
équivalent par le foncteur © — Hom, (D, Frac(R))' & se donner un ¢-module
D =D x - x D7 ot D7 est un kg((u))-espace vectoriel de dimension 2
et o : D7 — DI est kp-lindaire tel que p(u'm) = uPp(m). L’équivalence de
catégories de [5, Th.4.1.1] montre qu’a 'objet de Fontaine-Laffaille M’, qui peut
étre vu par [5, Lem.5.1] comme un objet de la catégorie M’Sz de loc.cit. avec un
plongement de kg dans ses endomorphismes, correspond un &z, [[u]] @, kg-module

', qui est un objet de la catégorie 9MP~* de [5, Déf.2.3.4] (le passage de MY,
a M/, est analogue au passage de I a M précédent la proposition A.2). Cest
ici 'endroit clef ou I'on passe des modules de Fontaine-Laffaille (mod. p) aux ¢-
modules. Le k((u)) ®r, kg-module D’ © ' @y kL ((u)) est alors 'unique -
module comme ci-dessus tel que Hom, (D', Frac(R))" = Hompy ,, (M}, Acris @z,
Fo)lca@,/r.) ([5, Lem.2.3.3] et [5, Prop.4.2.1]). Quand on explicite le calcul
donnant M, (puis ®’;) a partir de M/, (cf. partie (2) de la preuve de [5, Th.4.1.1]),
on obtient que ®’; = ©,%x- - -x®"/ ! est de la forme D) = kg ((u))e!,®kp((uv))f)
avec :

p(eh) = Yipau e st j+1¢u(J)
gp(efj) = 7j+1ef]+1 sio j+1eu)
e(fy) = 8 st j+1¢u(J)
o(fy) = 5]-&-1“8”1“%4_1 + VJ-&-IQ?JJF si j+1€u))

ou v;,0; € kj, et v; € k. Apres torsion par w; , ce qui correspond a
multiplier go(e?}) et gp(ff]) par u~ 0 i j 41 ¢ 1(J), et en remplacant ff] par

uf); st j+ 1 ¢ «(J), on obtient les ¢-modules suivants :

{s@(ef}) = ) 7j,+1f7)+1 .
o(F)) = Gu i + v

ouv; =0sij¢uJ])et:

p—2—s; si j¢uJ) et j+1¢&u(J)

v ) p—=1=38 si jguJ) et j+1euJ)
i s/ siojeud) et jH+1¢uJ)
i+ 1 siojeud) et j+1eu(J).

Comme s’ = 1%, et j € «(J) (vesp. j+ 1 € ¢(J)) si et seulement si f —j € J
(resp. f—1—j € J), en utilisant les formules (48) pour r;_; ainsi que ry_; = s;,
on obtient finalement les ¢-modules :

R T A
o(f)) = 5j+1usj+1+1ff] + vji1e)

ou;,0; €k, vi€kgetv;=0sij¢uJ).
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Or, par le méme calcul (en plus simple) que précédemment utilisant [5,
Th.4._1.1], ces p-modules correspondent précisément aux représentations de
Gal(Qp/Loo) de la forme HOHIFH-W‘ (MJaAcris ®Zp Fp)‘Gal(@/Lw)‘ Ceci montre

E; = E' et acheve la preuve. O
Remarque A.4. — Le résultat de la proposition A.3 peut aussi se déduire de
[13], voir [14].

Appendice B

Appendice par Lassina Dembélé

Soit F' un corps totalement réel et p > 3 un premier inerte dans F. Soit D un
corps de quaternion sur F' totalement défini et ramifié en un ensemble de places
finies ¥ telles que (p) ¢ X et v € ¥ n’est pas congru & 1 modulo p. Soit n un idéal
entier tel que v {n, v € XU {(p)}. Soit g € SP(U(n,p);F,) une forme nouvelle
telle que la représentation galoisienne associée :

P, Gal(Q/F) — GLy(F,)

est globalement irréductible et générique en (p). (On réfere a I'article et au reste de
I'appendice pour les diverses définitions et notations.) En notant Py p la Testriction
de p, a un sous-groupe de décomposition en (p), 'ensemble des poids de Serre
9(p,,) a comme cardinal 24 avec 0 < d < f, ou f désigne le degré d’inertie en
(p). De plus, on a d = f si et seulement si Pyp €8t semi-simple.

La conjecture suivante est mentionnée dans l'introduction de I'article.

Congecture B.1. — Soient F', D, n et g comme ci-dessus, et soit my, ["idéal
de l'algébre de Hecke TP engendré par tous les opérateurs T(p) — ap(g) tels que

g|T(p) = ay(g)g avecp ¢ (XU {p:p | np}). On pose :
SP(Un,p);F,p)" ¥ [g] € {h € SP(U(n,p); Fp)™™™ | Th=0,¥Y T € m,}
(que nous abrégeons dans la suite par SP[g]). Alors on a :
(i) Sid < f, dimg; SP(U(n, p); Fy)*mevg] = 2/~434.

(i) Sid = f, dimg SP(U(n,p); F,)""[g] = 3/ + 1, avec + si b, est scindée
et — si py,, est irréductible.

Dans cet appendice, nous vérifions quelques cas de cette conjecture par ordina-
teur. Pour ce faire, nous avons calculé des systemes de valeurs propres de Hecke
de formes automorphes algébriques modulo 3 et 5 sur des corps de quaternions
définis sur les corps totalement réels ' = Q(v/2), Q(¢)F, Q(¢)T et Q(¢ig)t. Si-
gnalons que nous n’avons pas cherché a énoncer une conjecture générale puisque
nous ne nous limitons qu’a la vérifier avec les conditions restreintes ci-dessus (p
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X ={ps},n=(1)
Np p ap(91) ap(g2)
3 P3 2 0
] Py R o7
17 p§17) b7 a3
17 p§27) 87 ot
17 pgi) Ql13 %8
19 p%) 59 Ql18
19 p%) 97 Q%
19 pg) 2 04
dimg. SP[g] 4 8
2 (Pyp) 0(23.3),(4,22) 0(2,1,1),0,2,2)

TABLE 1. Exemples de systémes de valeurs propres de Hecke sur Q(¢o)™
a coefficients dans Fgs (ici o est un générateur de F;).

inerte, v € ¥ non congru & 1 modulo p, n premier a 3 et niveau Uy(n)), mais
un énoncé plus général devrait étre vrai. Précisons aussi que le cas d = 0 de la
conjecture B.1 peut se déduire de la Remarque 10.7 et de la Conjecture 9.1 sur
les poids de Serre dans I'article.

B.1. Exemples. — Pour chacun des corps F' ci-dessus et pour quelques corps
de quaternions D sur F', nous avons calculé tous les systemes de valeurs propres
de Hecke a coefficients dans F5; ou F5, pour divers niveaux n. Nous avons effectué
ces calculs en utilisant la méme méthode que dans [18] auquel nous référons pour
plus de détails.

Pour chaque systeme de valeurs propres g nous avons, par la méme occasion,
calculé I'ensemble des poids de Serre Z(p,,,) ainsi que la dimension dimg S Plg].

Les poids de Serre 2(p,,) sont obtenus en déterminant I’ensemble des IF)-re-
présentations irréductibles (o, V') de GLy(OF/(p)) pour lesquels le systeme g
apparait dans ST (Uy(n); V) (voir §B.5 pour les notations). De fagon analogue,
on obtient dimg SP[g] en énumérant tous les caracteres de I'Iwahori y en (p)

pour lesquels le systéme g apparait dans SP(U(n, p), x;F,). (A titre illustratif,
nous avons donné deux exemples de tels systemes dans la Table 1; le lecteur
s’apercevra en regardant les poids de Serre que le premier n’est pas générique.)

B.2. Cas f =2 et p=3. — Il est relativement facile de trouver des exemples
satisfaisant la Conjecture B.1 tels que 2(p,,,) soit maximal avec p > 5. Ici, nous
nous limitons au cas p = 3 qui est un peu plus délicat. On rappelle que, dans
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Np| p | x(p)]|ag)

2 1 2—w 0 a?

7 15—=3w| af 0

T3-w a0 ¥ =0,n = (40)
197 7 +3 w| a | o dimg, 570g] = 57— 1
17 |5+20 || ® | « a b

23| b—w al 0 (0,0) (0,1)
23 | 5+w | o 0 (1,0) (1,0)
25 5 . 1 (1, 1) (O, 1)
31 |9+45w| a | af (2,1) (1,0
31 [7T+3w | o® | o

41 | 7T—2w | o3 0

41 | 74+ 2w « 0

TABLE 2. Une forme nouvelle sur Q(v/2) de niveau (40) & coefficients
dans Fy, irréductible en p = (3). (Ici, w = /2, et « est un générateur
de Fy'.)

ce cas-ci, si p,, est générique alors elle est irréductible (voir §4). Sur le corps
quadratique F' = Q(+/2), le plus petit niveau pour lequel on a une forme nouvelle
dont la représentation galoisienne associée soit générique est n = (40). Dans la
Table 2, nous avons énuméré les premieres valeurs propres de Hecke d’une telle
forme g. (Voir [18] pour plus de détails.)

- -

Dans les Tables 2, 3, 4 et 5, les (a@,b) sont les poids de Serre de p,, ou (d,b) =
((a;), (bj)) désigne le poids de Serre (avec les notations du §4) :

-1 | |
Q) (det ™ gy, Sym® k2)* = (bo, -+ by 1) @ det=i=0 ",

J=0

B.3. Cas f =3 et p=5. — Soit F = Q(a), ot @® +a? —2a —1=0. Cest
le sous-corps totalement réel maximal de Q((;). Il se distingue par le fait que
c’est I'extension cubique totalement réelle de plus petit discriminant, soit 49. Le
premier (5) est inerte dans F. Soit D/F le corps de quaternions ramifié en (2)
et en les trois places archimédiennes de F'. Pour ’exemple suivant, nous avons
calculé les formes de niveau Uy(3) C (Op @ Z)*.

Proposition B.2. — Soit py 5 : Gal(F/F) — GLy(Fs) la représentation galoi-
sienne modulo 5 associée a la courbe elliptique E : y? + xy = x° + 2% — 252 + 85.
Alors pg s est générique en (5) et satisfait la Conjecture B.1. De plus, on a
PEs ™ Pgs 0U g est la forme donnée dans la Table 3.
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> =1{(2)}, N(n) =27
dimm SD[g] = 33 —1
Np ay(9) a b
7 0 (4,1,1) (1,1,2)
13 4 (1,4,3) (1,1,2)
29 4 (1,4, 1) (2,1,1)
41 2 (1,1,4) (1,2,1)
43 2 (3,1,4) (2,1,1)
711 (4,3,1) (1,2,1)
83 1 (3,3,3) (2,2,2)
97 3 (1,1,1) (2,2,2)

=

TABLE 3. Une forme nouvelle générique sur Q(¢7)™ & coefficients dans

Fs5, irréductible en p = (5).

Démonstration. — 1l est clair que la courbe elliptique E est un changement de
base provenant de Q; c’est la courbe 735061 dans les tables de Cremona. (Elle
est donc modulaire.) Sur Q, elle a pour conducteur 2-3-5% - 72. Mais elle acquiert
bonne réduction en le premier au-dessus de 7 dans F. Ainsi, son conducteur
sur F' est (2)(3)(5)?. En comparant les traces du Frobenius modulo 5 avec les
coefficients des formes propres, on obtient que g est 'unique forme nouvelle de
niveau n = (2)(3) telle que pg 5 ~ p, 5. Les données de la Table 3, nous permettent
alors de conclure que pg 5 est générique et satisfait a la Conjecture B.1. O]

Remarque B.3. — 1l est utile de noter que nous nous sommes servis de la
connaissance de la forme ¢ pour déterminer la courbe E. En effet, les valeurs
propres de g dans la Table 3 permettent de voir que im(p, 5) = GLy(F5). Par [39,
Thm 3.4.], on voit alors que p, 5 peut étre réalisée dans les points de 5-torsion
d'une courbe elliptique. Comme, les valeurs propres de g suggerent également
qu’une telle courbe est un changement de base, cela nous permet de la déterminer.

Proposition B.4. — Soit p : Gal(F/F) — GLy(F5) la représentation galoi-
sienne associée a la forme de la Table 4. Alors, p est générique et irréductible en
(5). Elle peut étre réalisée dans les points de 5-torsion d’une courbe non change-
ment de base, et vérifie la Conjecture B.1.

Remarque B.5. — La généricité de la représentation p résulte de la maniere
dont elle a été construite. Par le [39, Thm 3.4 précédemment mentionné, on sait
que p provient d’une courbe elliptique. Cependant, une telle courbe ne peut étre
un changement de base comme 'indique les valeur propres de la forme. Comme
son conducteur est également trés gros, soit de norme 13 - 83 - 56 = 16859375, il
nous est impossible de déterminer la courbe explicitement.
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Y ={pi3}, N(n) =83
dimm SD[g] = 33 —1

Np ay(9) a b
70 | [GLD) (I,L2)
13 1 (1,4,3) (1,1,2)
132 | [(1,4,1) (2,1,1)
130 | |(1,1,4) (1,2,1)
29 2 ||(3,1,4) (21,1
29 3 (4,3,1) (1,2,1)
29 0 |[(3,3,3) (2.22)
a1 1 (1,1,1) (2,2,2)
41 0

41 1

TABLE 4. Une forme nouvelle sur Q((7)T a coefficients dans [Fs,
irréductible en p = (5).

B.4. Cas: f=4et p=5. — Soit F = Q(a), avec a* —4a? +2 = 0. C'est le
sous-corps totalement réel maximal de Q((y6). Le premier (5) est inerte dans F.
Soit D/F' le corps de quaternions ramifié en les quatre places archimédiennes de
F. Nous avons calculé les formes de niveau Uy(p3) C (Op®Z)* (ici, ps est Punique
premier au-dessus de 2). La Table 5 donne I'exemple d’une forme nouvelle qui
satisfait le (i) de la Conjecture B.1.

En guise de complément aux exemples précédents, nous avons réparti dans les
Tables 6, 7, 8 et 9, selon le cardinal de Z(p,,), tous les systemes de valeurs
propres (pour les niveaux indiqués) qui satisfont a la condition :

9@(7’0, T Tf—l) S @(pg,p) =0<r,<p-—-2
(nécessaire pour la généricité de p,, ).

On observe que dimg, S Plg] est en accord avec la Conjecture B.1.

B.5. Méthode de calcul des formes automorphes mod p sur F'. — Dans
ce paragraphe, nous expliquons comment nous avons effectué les calculs pour les
formes automorphes algébriques modulo p.

Nous conservons les mémes notations que dans ’article. Ainsi D est un corps de
quaternions sur F' qui est ramifié en toutes les places a l'infini et éventuellement
en un ensemble fini quelconque de places finies . Nous choisissons un ordre
maximal &p dans D. Pour chaque place finie v de F', on désigne par F, et O,
les complétés de F' et de OF en v respectivement. On pose D, = D ® F, et
Op, = Op ® O,; et pour chaque place finie v ¢ ¥, on fixe un isomorphisme
Op, = My(0,) que l'on étend a D, = My(F,). Les adeles finis de D et &p sont
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% =0, N(n) = 32, dimg_ SP[g] = 3" + 1

Np  ay(9) a b

2 0 4,1,1,2)  (1,1,2,0)
17 a% | | (1,4,1,2)  (2,1,1,0)
17 o8 | | (4,1,4,3)  (0,1,1,2)
17 a0 | | (4,3,1,2)  (1,2,1,0)
17 a®2 | | (4,1,4,1) (1,1,1,1)
310 (4,1,1,3)  (0,1,2,3)
31 0 | (4313 (0,3,1,3)
310 (1,1,1,2)  (2,2,2,0)
31 0 | (4333 (0,2,22)
A7 0 (4,3,3,1)  (1,2,2,1)
AT 0 (1,1,4,1)  (2,2,1,1)
AT 0 (1,4,3,1)  (2,1,2,1)
A7 0 0,4,1,3)  (3,1,1,3)
49 o® | (0,1,43)  (3,21,2)
49 o' | ](0,4,3,3)  (3,1,2,2)
625 7 0,1,1,3)  (3,2,2,3)

~—

TABLE 5. Une forme nouvelle sur Q((16)" & coefficients dans Fsa,

scindée en p = 5. (Ici, a est un générateur de F7, ).

2= {p3}7 n= (1)
#Systemes propres de Hecke  [2(p,,)| dimg S”[g]
48 1 8
12 2 12
Y ={ps}, n=(2)
#Systemes propres de Hecke  [2(p,,)| dimg S”[g]
300 1 8
96 2 12

TABLE 6. dimg, SP[g] pour systémes de valeurs propres de Hecke sur
Q(¢o) ™ a coefficients dans Fss.

notés par D et Op respectivement ; cela détermine un isomorphisme :
o5~ ] ¢5 * ][] GLa(0v)
vEY vEY

par lequel nous allons identifier ces deux groupes par la suite.



76

Y= {pr}, n=(2)

C. BREUIL

#Systemes propres de Hecke

[2(py,)|_dimg, S7[g]

292 8
48 12
12 18

TABLE 7. dimF5 sb [g] pour systemes de valeurs propres de Hecke sur

Q(¢7)™ A coefficients dans Fys.

Y=0,n=(1)
#Systemes propres de Hecke [2(p,,)| dimg S”[g]
636 1 16
64 2 24
8 4 36
Y= ®7 n= (p2>
#Systemes propres de Hecke |2 (ﬁ%p)] dimg, S Plg]
852 1 16
208 2 24
36 4 36

TABLE 8. dimﬁ5 Sb [g] pour systemes de valeurs propres de Hecke sur
Q(¢16)™ & coefficients dans Fsa, (po est le premier au-dessus de 2).

YN =0,n=(p3)
#Formes nouvelles |9 (ﬁgjp)| dimg_ S Plg]
4824 1 16
512 2 24
168 4 36
48 8 54
24 16 82

TABLE 9. dimg, SP(g] pour les formes nouvelles Q(¢16)" & coefficients
dans Fs4, (p2 est le premier au-dessus de 2).

Nous fixons un idéal entier n dans O tel que v 1 n pour tout v € ¥ et nous
définissons les sous groupes compacts ouverts de D* suivants :

Up(n) « {veﬁg:fyz(g I) modn}
é s 1

Ullp) = {VG@’DWE(O T) modp}

Uln,p) = Up(n) N UL (p).
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Soit (o, V) une F,-représentation irréductible de GLo(Ox/(p)). Pour vérifier la
conjecture B.1, nous avons besoin de calculer les espaces des formes automorphes
algébriques :

=\ déf

SPWUw,p)F,) © Lo DD U, p) > Ty}
Py V) £ 2 DAD*JUs(0) 5V flu= [, Ve op )
ol ﬁg(p) agit par la surjection ﬁg(m — GL(OF/(p)) et ou l'on pose flu(x) =
f(zu)u=t. Pour ce faire nous allons les décomposer en sous-espaces plus faciles a
calculer.

Soit Cl(0p) un ensemble de représentants de toutes les classes a droite de Op ;
on rappelle qu’il existe alors une bijection naturelle entre Cl(&)) et le double-

quotient D*\D* /&7%. Soit S un ensemble fini de premiers dans @ disjoint de
¥ qui engendre le groupe des classes « étroites » C1*(F) (narrow class group) et
tel que, pour tout q € S, on a (q,np) = 1. Par le théoreme de I'approximation
forte, on choisit les représentants a € Cl(0p) tels que le support de nr(a) est
contenu dans S. (On désigne par nr : D — F' la norme réduite.) Pour chaque
a € Cl(Op), on désigne par Op, l'ordre (maximal) a gauche de a. Il existe

alors des surjections ﬁg}a — GLo(OF/n) dont les images dans GLg(Or/n) sont
conjuguées par lesquelles les 0 lx),a agissent de facon transitive et compatible sur
PY(Or/n).
L’espace des formes automorphes algébriques de niveau Uy(n) et de poids V'
sur 'ordre O)p 4, est défini par :
SPU(n); V) E {f : PYOp/n) =V | flv=f, V7 € OF,}.
Pour chaque (a, b) € Cl(0p)? et chaque premier p dans Or, on pose :

#opa{ueats )

ou Op , agit par multiplication & gauche. On définit application linéaire :
Too(p) : SPP(Up(n); V) — SP(Us(n); V)

f = Z flu.

u€O(®) (p; a, b)

0 (p; a, b)

Par [17], on sait alors qu’il y a un isomorphisme de modules de Hecke :
SP(Us(m):V) = P SP(Uo(n): V),
aeCl(0p)

ou l'action de l'opérateur de Hecke T'(p) a droite est donnée par la famille d’appli-
cations linéaires (T, y(p)) avec (a, b) parcourant Cl(&p)?. On désigne par T? la
F,-sous-algebre de EndE(SD (Up(n); V) engendrée par les opérateurs T'(p) pour
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tous les premiers p n’appartenant pas a X U {p : p | np}. La décomposition ci-
dessus et une adaption de 'algorithme présenté dans [17] permettent de calculer
plus facilement I'espace SP(Uy(n); V') et son algebre de Hecke TP.

Pour calculer le premier espace, posons G (Or/(p)* x(Or/(p))* et définis-
sons :

A, (p) ot {(a, b) € (Op/(p))*: ad+bc=lavecc, d € Or/(p)}.

On rappelle que J#(p) ~ P'(0r/(p)) x (€/(p))* et que Uy(p)/Ui(p) ~ G. Le
groupe 07} agit transitivement sur J# (p) x (Op/(p))* par :

v (2,u) € (, det(v,)u),

oll v, est 'image de v dans GLy(Or/(p)). Le stabilisateur de ((1,0), 1) est U} (p).
On en déduit les bijections :

05 /U (n,p) = PO /np) x Uy(p)/Ui (p) = P (O /np) x G.

On définit alors I'espace des formes automorphes algébriques sur l'ordre Op , de
niveau U(n, p) par :

déf

SPYUm,p);Fy) = {f: O5 \P (Or/np) x G = TF,}.
I1 est alors facile de voir que :

SPUnp);F,)~ @ S”Uw,p)F,)
aeCl(6p)

comme modules de Hecke lorsque 1'on définit I'action de T'(p) a droite comme
précédemment.

Maintenant, on observe que le groupe G agit sur P!(Op/np) x G par multi-
plication sur le second facteur. Cela induit une action sur SP*(U(n, p);F,) que
I’'on peut donc décomposer suivant les caracteres de G. Soit x : G — pr un
tel caractere, c’est-a-dire un caracteére de I'lwahori en (p). (On rappelle que cela
équivaut a se donner une paire de caracteres n, ' : (Or/(p))* — ]ITpX dans le
langage de I'article). On peut alors définir 'espace SP*(U (n, p), x;F,) des formes
automorphes algébriques sur 'ordre Op, de niveau U(n,p) et de caractere de
ITwahori x en (p) comme étant I'ensemble des fonctions f € SP*(U(n,p);F,)
telles que :

f(uz) = x(u) f(x), pour tout x € P*(Or/n) x Getu € G.

Ainsi, on obtient :

SP(U(n, p);F,) = @ SP (U, p), x; Fp).

X
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En définissant 'espace SP(U(n), x;F,) des formes automorphes algébriques sur
D* de niveau U(n,p) et de caractere de I'Iwahori x en (p) par :

SP(U(n,p VS P SPUnp), T,

aeCl(0p)

on obtient alors la décomposmon :
SP(U( @ SP(U .F,).

Comme précédemment, cette decomposmon permet de calculer plus facile-
ment SP(U(n,p);F,) et lalgebre de Hecke TP correspondante (définie comme
ci-dessus).

B.6. Espaces des formes anciennes et des formes nouvelles. — Pour
vérifier la Conjecture B.1, nous avons besoin de calculer les espaces de formes
nouvelles. Dans ce paragraphe, nous expliquons comment cela est effectué.

Soit q | n un idéal premier, et posons m = nq~'. Par le théoréme de I’approxi-
mation faible, on choisit u € F tel que vq(u) = —1 et v,(u) = 0 pour p | n et
p # q. Pour définir les applications de dégénérescence en ¢, I'on a besoin d’une
traduction en termes globaux de leur description adélique (donnée par exemple
dans [41]). Pour cela, rappelons que :

XP(m) = D\D*/Uo(m)~ [ €5.\P"(Or/n)
acCl(6p)

XP(m) = D\D*/Uym)~ [[ 03,\P'(Or/m).
aeCl(0p)

La surjection naturelle 7, : PY(0p/n) — PY(0p/m) induit de fagon évidente une
application :
Xo(m) — Xg'(m)
x = m(x).
La premiere application de dégénérescence est tout simplement le « pullback » par

1 -

ay(q) : SP(Up(m); V) = SP(Up(n); V).

Pour définir la seconde, soient z € Op \P'(Op/n), et (a,b) € (Op/n)* un
représentant de x. Une interprétation de la définition adélique de la seconde
application de dégénérescence en termes globaux implique qu’il existe un unique
b € Cl(Op) et un unique v € O (p; b, a) tels quen posant (c,d) = v - (a,b)
on a min{v,(c),vq(d)} = 1. On désigne alors par y la classe de (cu,du) dans
056 \P*(Or/m). Cela donne une autre application :

T XP(m) — XP(m)
AT
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La seconde application de dégénérescence est le « pullback » par s :
az(q) = SP(Up(m); V) — SP(Up(n); V).
La combinaison de ces deux applications donne :
g2 SP(Up(m); V)2 — SP(Uy(n); V)
(f1, f2) = aa(a)fi + a(q)fo.

On définit alors I'espace des formes anciennes par :

SP(Up(m); V)™ E Y T im(ig).

qn

Pour des raisons pratiques, et comme nous ne disposons pas d'un produit sca-
laire en général, nous travaillons plutot avec le dual de SP(Uy(n); V) pour le
calcul de I'espace des formes nouvelles. Soit :

SP (Uy(n); V)* = Homg(S (Up(n); V), F,),

muni de 'action naturelle & droite de TP définie par :

déf

(T)(f) = @(fIT), ¢ € SP(Uo(m); V)™, [ € SP(Uo(n); V).
L’accouplement naturel :
() SP(Uo(n); V)* x SP(Uy(n); V) = F,
défini par (¢, f) = p(f) satisfait alors a lidentité (oT, f) = (o, f|T). En se
rappelant que TP C EndE(SD(UO(n); V), Papplication tranposée T' +— T nous

permet alors de voir S (Uy(n); V)* comme un TP-module & gauche. On obtient
ainsi la transposée :

LZ : SP(Up(n); V) = SP(Up(m); V)2,
qui nous permet de définir :
SP(Uy(n); V) Fmmew & ﬂker(L;).
qln
Comme nous nous intéressons seulement a la partie semi-simple de TP, le résultat

suivant de Stein [40, Proposition 3.14] est encore valable.

Proposition B.6. — Soit M C SP(Uy(n); V)™ un sous-TP-module irréduc-
tible et I = Annypn(M). Alors, pour chaque p, le polynéme caractéristique de
T(p) agissant sur SP(Uy(n); V)L[I] est le méme que celui de T(p) agissant sur
M.

Cette proposition nous permet de ramener le calcul de 'action de Hecke sur
SP(Up(n); V)*2ew i celle sur son dual, ce qui est plus facile en pratique. On calcule
SP(U(n,p); V)*2e¥ de fagon similaire.
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