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1. INTRODUCTION

Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W (k) I'anneau des
vecteurs de Witt, Ky = Frac(W) et Ky une cloture algébrique de Ky. On sait

le role crucial joué par la tour cyclotomique Ko(? V1) C Kq en arithmétique
(théorie d’Iwasawa). Dans cet article, court et élémentaire, on s’intéresse a une
autre extension infinie de Ky qui, bien qu’a priori moins riche que la tour cy-
clotomique, présente des propriétés vis a vis des représentations cristallines de
G = Gal(Ky/Ky) que ne possede pas cette derniere. Fixons 7 une uniformisante
de Ko, T, (n € N) des éléments de Kj tels que my = 7 et 72 =, 1 sin > 1et
soient K,, = Ko(7,), Koo = Upen K, et Hy = Gal(Ky/K,), nous montrons ici :
Théoreme 1.1. (5.2) Soient g et h deux entiers tels que 0 < h —g < p— 2,
@[g’h}(G) la catégorie des représentations cristallines de G a poids de Hodge-

cris

Tate entre g et h et RepQ (Hy) la catégorie des représentations p-adiques de
T

cris

pleinement fidele. Son image essentielle est stable par sous-objet et quotient.

Ho, le foncteur restriction de l'action de Galois : @[g’h](G) — Rep,, (Hy) est

Il est probable que ce résultat s’étende a toutes les représentations cristallines

mais il est trivialement faux si I'on remplace K, par la tour cyclotomique : Q, et
1
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Q,(1) sont des représentations cristallines distinctes, mais deviennent isomorphes

sur Ko(” V1)!

La preuve utilise la théorie du corps des normes de Fontaine-Wintenberger
([Wi]) et certains résultats de [Brl]. On se rameéne d’abord & g = 0 et, par
dévissages, a des représentations modulo p (ce qui utilise les catégories de Fontaine-
Laffaille et explique la restriction sur les poids de Hodge-Tate). Puis on relie
la construction des représentations modulo p de H., par le biais du corps des
normes de K., (en substance due a Fontaine) avec la construction de telles
représentations de H, par le biais de modules filtrés (catégories Mg,k de [Brl]) :
le résultat central est ici I’équivalence (4.1.1), d’ott on déduit que le foncteur de
Mg}k dans les représentations modulo p de H,, est pleinement fidele et que les
représentations construites ainsi sont exactement les représentations de H,, de
“hauteur” plus petite que p — 2 (c.f. 2.3). Comme les représentations cristallines
modulo p qui interviennent sont classifiées par les catégories de Fontaine-Laffaille
MF i’h (voir section 5), il n’y a plus qu’a vérifier la pleine fidélité du foncteur natu-
rel MF g’h — Mg . (5.1). Signalons que certains résultats devraient se généraliser
dans plusieurs directions (p-torsion, ramification, etc... : voir 4.3) et que, dans le
contexte (différent) de la tour cyclotomique, plusieurs études ont déja vu le jour
sur la facon de retrouver les représentations cristallines en termes de modules sur
le corps des normes correspondant ([Col,[Fol],[Wal],[Wa2]).

Voici le plan : en 2, on donne la classification, en utilisant le corps des normes de
K, des représentations modulo p de H, et on définit la hauteur. En 3, on utilise
des modules filtrés (catégories Mgk) pour construire aussi des représentations de
H... En 4, on décrit exactement quelles sont les représentations construites en 3
dans la classification de 2 et en 5, on donne la preuve du théoreme.

Je remercie J.-M. Fontaine pour ses explications sur le corps des normes.

2. REPRESENTATIONS EN CARACTERISTIQUE p DE H

On rappelle la classification des représentations en caractéristique p de Hy, a
I’aide du corps des normes de K.

2.1. On renvoie a ([Wi],1.2) pour la définition de ce qu’est une extension APF
et strictement APF.

Lemme 2.1.1. L’extension K /K, est strictement APF.

Preuve. — La cloture galoisienne de K, dans K est égale & K pio{ﬁ) et on
vérifie que Gal(Koo(” V1)/Ko) ~ Z,(1) - Z; (produit semi-direct) donc est un
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groupe de Lie p-adique. Par ([Wi],1.2.2), K.o(” V1)/Ky est strictement APF,
donc aussi K.,/ Ky par ([Wi],1.2.3,(iii)).

Soient Ok, ~ @Y 'Wni I'anneau des entiers de K,, (donc O, = W), Nk, /K
la norme de K, a K1, on pose X = (lim(K, \ {0})) U{0} et X = (lim(O, \

{0})) U {0}, les applications de transition K, \ {0} — K,—1 \ {0} et Ok, \ {0} —
Ok,_, \ {0} étant induites par Nk, /k, ,. On a X C X et, la norme étant multi-
plicative, X et X sont munis d'une loi multiplicative par (a,) - (by) = (anby).
Sia= (a,),b = (by) € X (resp. X), Nk,,/k,(am + bn) converge dans K,
(resp. Ok, ) quand m — oo vers un élément ¢, et ¢ = (¢,) est un élément
de X (resp. X) ([Wi],2.1.3,(i)). En posant a + b = ¢, on définit une loi ad-
ditive sur X (resp. X). Pour cette structure d’anneau, X est un corps de ca-
ractéristique p ([Wi],2.1.3,(ii)), X est un anneau de valuation discréte complet
et Frac(X) = X ([Wi],2.3.1 et 2.2.4). En fait, 7 = (m,) est un élément de X
(puisque Nk, /k,_,(7,) = Tp—1) et comme sa valuation est 1 (voir [Wi],2.1.2), on
a X ~ k[[x]] et X ~ k((m)). Dans la suite, on identifiera souvent X a k[[x]].

Plus généralement, soient L une extension finie de K, contenue dans Ky,

X, = ( lim (B \ {0})> U {0} et X;, = ( lim (O \ {0})) U {0}, la limite
KoCECL KgCECL
étant prise sur les extension finies E' de K contenues dans L, d’anneaux d’entiers
notés O, et avec la norme comme application de transition. Comme L est encore
strictement APF ([Wi],1.2.3,(ii)), on peut de méme munir X d’une structure de
corps de caractéristique p > 0 complet pour une valuation discrete et d’anneau
de valuation X ([Wi],2). De plus, par ([Wi],3.1.2), X est une extension finie
séparable de X de degré [L : K]. Si L C L’ sont deux extensions finies de
K, on a des injections canoniques X C X et X, C Xz ([Wi],3.1.2) de sorte
qu’on peut considérer X° = lim Xpet X*= lim X, lalimite étant prise
Koo CLCK Koo CLCK(

sur les extensions finies de K., contenue dans K, : on montre que X* est une
cloture séparable de X et que Hy, = Gal(Ky/K,) s'identifie canoniquement a
Gal(X°/X) ([Wi],3.2.3).

2.2.  Dans ce paragraphe, on désigne par I’ un corps quelconque de caractéristique
p > 0 et F* une cloture séparable de F. On note H = Gal(F*/F) et Rep (H) la
- P

catégorie des représentations linéaires continues de H sur un F,-espace vectoriel
de dimension finie. La condition de continuité équivaut, dans ce cas, a dire que
la représentation se factorise par une extension finie séparable de F.

Soit ® 5 la catégorie suivante :



— un objet est la donnée d'un F-espace vectoriel de dimension finie ® muni
d'une application ¢ : ® — D injective et semi-linéaire par rapport au
Frobenius de F'

— un morphisme est une application F-linéaire qui commute a ¢.

On vérifie facilement que D est une catégorie abélienne (i.e. on s’assure de
Iinjectivité de ¢ sur les “conoyaux”). Si T" est un objet de Rep (H), on définit
le F-espace vectoriel Dp(T) = (F* ®@p, T)" : il résulte de H'(H,GL,(F*)) =
{1} ([Se],X.1.3) que l'application naturelle F* @ Dp(T) — F* ®p, T est un
isomorphisme et donc que D (7T") est de dimension finie sur F' égale a dimg, (7).
En posant ¢(f®t) = ¢(f)®tsi f € Fett € T, on munit © ¢(T") d’une structure
d’objet de D .

Proposition 2.2.1. (Fontaine) Le foncteur Rep, (H) — Dp défini par T —

Dp(T) est une équivalence de catégories.

Preuve. — Voir ([Fol],p.259). O

Le foncteur qui a ®, objet de D, associe Tp(D) = ([ @p D)pgp=1 st un
quasi-inverse. Nous utiliserons dans la suite la version contravariante 77 de ce
quasi-inverse définie par ThH(D) = Homy(D, F*) (il s’agit des applications F-
linéaires qui commutent a ¢) et ou H,, agit par g(f)(z) = g(f(z)) si g € He,
feTH(®)etxe®. On vérifie que Tp(D) = Homy, (T(D),F,) : Tj induit donc
une anti-équivalence de catégories entre D, et @FP(H ).

2.3.  En appliquant les résultats de (2.2) au cas ot F' est le corps X de (2.1), on
obtient :

Corollaire 2.3.1. Le foncteur :
Ti: Dy —  Rep, (Hy)
D — Homy(D,X?)

induit une anti-équivalence de catégories entre Dy et Rep, (Heo).
D

Dans la suite, on abrege Dy en ® et T% en T™. On va étudier d'un peu plus
pres les objets de . Soit I la catégorie suivante :

— un objet est la donnée d’'un X-module libre de rang fini 9% muni d’une
application ¢ : 9T — 9N injective et semi-linéaire par rapport au Frobenius

de X

— un morphisme est une application X-linéaire qui commute a ¢.

On a un foncteur “extension des scalaires” fidele : 91 — D et il est clair que
tout k[[r]]-réseau stable par ¢ d'un objet de @ est un objet de 9.



Lemme 2.3.2. Tout objet de D contient un k[[x]|-réseau stable par ¢.

Preuve. — Soient (ey,...,e4) une base de ® et n la plus grande puissance
de 7 en dénominateur qui intervient dans les coefficients de la matrice de ¢
+oo
dans (eq, ..., eq). Si m désigne la partie entiere de n( g —j) + 1, on vérifie qu’en
— D
J=1

remplagant chaque e; par 7¢;, la nouvelle matrice est a coefficients dans k[[x]].
]

Lemme 2.3.3. Soit ® un objet de ® et M un k[[x]]-réseau de © stable par ¢,
alors Homy(9M, X*) = Homy(D, X*).

Preuve. — Notons v la valuation sur X* normalisée par v(w) = 1. Soient
f € Homy(®D,X?), (e, ...,eq) une base de M et n = mini<;<4{v(f(e;))}. Pour
tout x € M, onan " f(x) € X*. Soit i € {1,...,d} tel que f(e;) = "y, y € (X?)*,
alors £(&(e0)) = 07 (F(e0)) = 7767 (), & (y) € (X*)* donc —n +p'n > 0 pour
tout 7 € N ie.n>01ie. f(OM) C X°, Vf € Homy(D, X®) d'ou le résultat. [

Soient 9 un objet de M, M? = X ®(p),x M le X-module déduit de IM par
'extension des scalaires ¢, v la valuation m-adique sur X = k[[r]] normalisée par
v(m) =1 et v(IM) la valuation du déterminant de ¢ dans une base (indépendante
de la base choisie) : il est clair que M/(Id ® ¢)(IM?) est tué par 7.

Définition 2.3.4. 1) On dit qu’un objet de M est de hauteur inférieure ou
égale a h si M/(Id @ ¢)(IMN?) est tué par ©".
2) On dit qu’un objet de © est de hauteur inférieure ou égale a h s’il contient un
k[[x]]-réseau stable par ¢ de hauteur inférieure ou égale a h.

Tout objet de M est donc de hauteur inférieure ou égale a h pour h suffisam-
ment grand et de méme pour tout objet de ® par (2.3.2). On note D" (resp. M")
la sous-catégorie pleine de ® (resp. M) formée des objets de hauteur inférieure
ou égale a h.

Lemme 2.3.5. Soit ® un objet de ®" et ®' un sous-objet (resp. quotient) dans
D, alors ®' € D"

Preuve. — Supposons d’abord ® C D et soit M un k[[x]]-réseau de ® stable
par ¢ et de hauteur inférieure ou égale a h, il suffit de montrer que 9" = D' NIMN,

qui est stable par ¢, est dans 9". Comme le Frobenius X L X est plat, on
a facilement M = D¢ N M?. Soit x € M, il existe y € M? unique tel que
e = (Id® ¢)(y) et il existe z € D'? unique tel que "z = (Id ® ¢)(z). Comme
Id® ¢ : D% — D est un isomorphisme, y = z € D¢ NM? = M'?, d’ot1 le résultat
dans ce cas. Si ©’ est un quotient de ®, soit 9’ I'image de M dans ®’ muni du
& quotient : il est clair que M € MW". O
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Corollaire 2.3.6. Les catégories D" sont abéliennes pour h € N.

Pour les catégories m" , on a le résultat suivant :

Proposition 2.3.7. (Fontaine) Pour 0 < h < p — 2, 9" est abélienne et le
foncteur “extension des scalaires” MM — D" est une équivalence de catégories.

Preuve. — Voir ([Fol],B.1.7.1). O

Remarque : Pour A > p — 1, le résultat général ci-dessus est faux. Un contre-
exemple standard consiste & prendre M = (Xe;, ¢(e;) = P ey) € PP~ M =
(Xey, p(er) = e1) € M C M et f: M — M donné par la multiplication
par m. On vérifie que f est bien un morphisme dans PP~' qui n’est pas un
isomorphisme, que f n’a ni noyau, ni conoyau dans 9” ' et que f devient un
isomorphisme apres extension des scalaires a X.

Notons T} le foncteur de 9" dans Repy, (Heo) qui a 90T associe Homy, (90T, X°).
De (2.3.7), (2.3.3), (2.3.1) et (2.3.5), on déduit :

Corollaire 2.3.8. Pour 0 < h <p— 2, le foncteur T} est exact et pleinement
fidele. Son image essentielle est stable par sous-objet et quotient.

3. LES CATEGORIES M),

Il existe une deuxieme facon de construire des représentations de H,, qui

~ h
consiste a utiliser, pour 0 < h < p —2, les catégories M&k ou M, de ([Br1},2.2).

3.1. Soit S = k<u>la P.D. algebre polynomiale en I'indéterminée u, on munit
S d’une filtration positive décroissante F'il*S_ I'idéal engendré par les ~;(u) pour
i > h (on rappelle que 7;(u) est la 7™ puissance divisée de u, c’est-a-dire mo-
ralement “%”. Voir ([BOJ,3) pour plus de précisions). Soit ¢ = —y,(u) — @ € S*
ol @ est la réduction modulo p de 'unité w = 7/p = mo/p. On note ¢ le Fro-
benius de S et, pour 0 < h < p — 2, on définit des opérateurs semi-linéaires
én @ Fil"S — S en posant ¢y (ys(u)) = Ch—}: et ¢p(vi(u)) =0sii > h. On a donc
¢ = ¢ et ¢p(Fil"*1S) = 0.

Pour tout h € {0, ...,p — 2}, soit Mg’k la catégorie suivante : les objets sont la
donnée :

— d’'un S-module M libre de rang fini
— d’un sous-S-module Fil"M de M contenant Fil"S - M
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— d’une fleche ¢-semi-linéaire ¢, : Fil"M — M telle que, pour tout s €
Fil"S et x € M, ¢p(sz) = thgs)qﬁh(uhx) et telle que ¢, (Fil"M) engendre
c
M sur S.

Les fleches sont les morphismes S-linéaires qui préservent Fil" et commutent &
on. Les catégories Mg i sont des sous-catégories pleines les unes des autres quand i

augmente ([Br1],2.1.2.1), par exemple, S est un objet de M&k pour 0 < h <p-—2.

En fait, on peut se débarrasser des puissances divisées : soient S = Klu]/(u?),
¢=—w e S* Fil"S) =uhS (0 < h <p-2)et ¢, : Fil"(S) — S l'unique
~ ~h

opérateur semi-linéaire tel que ¢p,(u") = &. Pour h € {0,...,p — 2}, soit My, la
catégorie dont les objets sont la donnée :

— d’un S-module M libre de rang fini

— d’un sous-S-module Fil"M contenant u"M

— d’une application S-semi-linéaire ggh . Fil"M — M dont I'image engendre

M sur S.

et dont les floches sont les morphismes S-linéaires qui préservent Fil" et com-
mutent & ¢,. On a un isomorphisme k[u]/(u?)-linéaire S ~ S[X,]/(XP);en- ofl
i (1) +— X;. Soit o la surjection de k[u]/(uP)-algebres S — S, X; — 0 pour tout
1. Pour M dans M&k, posons T,(M) = S ®(0),s M et soit s la surjection canonique
M — T,(M). On définit :

— FilT,(M) = s(Fil"M)

—si x € s(Fil"M), én(z) = s(¢p(2)) ot & est un relevé quelconque de =
dans Fil"M (c’est indépendant du relevé).

~h
On obtient ainsi un foncteur J7, : Mg e — Mo k-

Proposition 3.1.1. Le foncteur T;, induit une équivalence de catégories entre
~h
Mg,k: et Mo,k~

Preuve. — Voir ([Brl1],2.2.2.1) ou on notait ce foncteur simplement 7. [J

~h
On montre que les catégories Mg’k et My, sont abéliennes ([Brl],2.2.3.2). Si-
gnalons enfin le lemme suivant dont nous aurons besoin :

Lemme 3.1.2. Soit M un objet de ﬁg’k, alors :

(1) La fleche Id ® ¢y, = S ®(4),k Fil"M/uFil"M — M est un isomorphisme de
S-modules. o B B B

(2) La fleche canonique S &y, ¢ (Fil"M) — M est un isomorphisme de S-modules.



Preuve. — Voir ([Brl],2.2.1.2). O

ainsi que sa variante avec Mg’  qu’on laisse au lecteur le soin d’écrire ([Brl],2.2.2.2).

3.2. Soient Ok, 'anneau des entiers de Ky et R la limite projective du systéme
projectif :
Frob Frob
O%,/POx, < Ok, /POk, < Ok, /PO,

par exemple (7o, 7y, ...), olt ; est 'image de m; dans Og,/pOg,, est un élément
de R qu’on note encore 7. Soit RPF I'enveloppe aux puissances divisées de R par
rapport a l'idéal (7), comme (x) est principal, on a un isomorphisme canonique
R-linéaire :R[X;]/(x?, X )ien+ — RP¥ qui envoie X; sur (). Pour 0 < h < p,
on pose Fil"(RPP) = T'idéal engendré par 7" et X; (i € N*) et, pour 0 < h <
p—2, ¢p : Fil"(RPY) — RPP T'unique application additive telle que ¢ (ra’) =
rP(=X; — @) (r € RPP) w = my/p) et ¢p(Fil""*RPP) = 0. L’anneau RPP
est muni d'une action naturelle de H,, (et méme de Gal(K,/Kj)) qui commute
avec les structures précédentes. Enfin, on fait de RP¥ une S-algébre en envoyant
yi(u) sur () : application qui laisse stable les Fil" et commute avec les ¢y,
et 'action de H,, en faisant agir H,, de fagon triviale sur S. A tout objet M
de M&k, on peut alors associer une représentation de Hy, en posant T7; , (M) =
Hompgn 5, (M, RPT) (il s’agit des applications S-linéaires qui laissent stables Fil"
et commutent avec ¢) et en faisant agir Hy, par g(f)(z) = g(f(z)) si g € Hwo,
f € T}, (M) et x € M. Bien sir, T;’hﬂ‘%’ﬁ,k = T4, (voir ([Brl],2.1.2.1) et
([Br1],3.1.2.2)).

Lemme 3.2.1. Soit M un objet de Mg’k, alors dimg, (T3, ;,(M)) = rgsM.

Preuve. — Soit (eq, ..., eq) une base de M dans ¢y, (Fil"M) ((3.1.2) version
Mgk) et (y1,...,yq) € Fil"M tels que ¢p(y;) = e;. Quitte & modifier y; par des
éléments de Fil"*1.SM, on peut supposer y; = u" f; oll r; est un entier convenable
de {0,...,h}, fi € M, f; ¢ Fil'SM. Alors, (fi,..., fa) est une autre base de M
(exercice). Soit G la matrice des ¢, (u™ f;) dans la base (fi,..., fa), alors § €
GL4(S) et il y a une bijection entre Hompgn 4, (M, RPT) et les solutions dans
RPF du systeme :

Gn(m" 1) 1
: =5
Gn(m"ixq) Tq
ol z; € Filh™"iRPP et ™G est la transposée de G. Cest un résultat mainte-
nant classique que les solutions d'un tel systeme forment un F,-espace vecto-

riel de dimension d (c.f. par exemple la fin de la preuve de ([Brl],3.2.2.1) ou
([Wa2],2.3.2.2)). O
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On a donc un foncteur 77, , : M — Repy, (H). Nous verrons dans la suite
k) bl —Lp
que ce foncteur est exact et pleinement fidele.

4. LES CATEGORIES M[, COTE CORPS DES NORMES

En 2, on construit tous les objets de RepF (Hy), en 3, on en construit certains :
E— o)

on compare ici les deux approches.

4.1. Notons 6 : X = k[[z]] — S = k <u > l'unique application de k-algebres
telle que () = u. Soit 0 < h < p — 2 et M un objet de M", on lui associe un
objet M de Mg,k de la facon suivante :

— en tant que S-module, on pose M = S ®(gop),x M = 5 D(4),x M/7M. On
a un “Frobenius relatif” :
Ild® ¢ : S ®(¢09)’x9ﬁ — S ®(9)7x9ﬁ ~ 5 ®(9),x Qﬁ/ﬂpgﬁ

— on pose Fil'" M = {y € S ®gop),x M/(Id @ ¢)(y) € Fil"S @), M}

— on définit ¢, : Fil"M — M comme la composée de Id ® ¢ : Fil"M —
FillS &), I avec ¢, ® Id : FillsS Ko, x m— S @ (¢o0),X oM ~ M.

Puisque 90 est de hauteur h, tout élément  de M est tel que e = Zs,(b(a:z)

iel
ous; € Xetx; €M, dou on déduit que ZQ(Sz‘)@)% € Fil"M et Qbh(zsi@%‘) =
i€l iel

(o @ Id) (7" @ ) = " ®  ce qui montre bien que ¢p,(Fil"M) engendre M sur
S puisque ¢ € S*. On vérifie qu’on obtient ainsi un foncteur ), : PM" — Mg"k.

- ~h
On note ©, = T), o0 O le foncteur composé : mh— Mo -

Théoréeme 4.1.1. Le foncteur ©), induit une équivalence de catégories entre
M et My, O<h<p-—2)

Preuve. — Par (3.1.1), il suffit de montrer que le foncteur O}, est pleinement
fidele et essentiellement surjectif.
(1) Pleine fidélité : soient 90, M deux objets de M", M = (M) = k[u]/u? @4 &
M/aM, N = 0,(N) = kfu]/uP gy, N/TN et f M — N un morphisme de
ﬁg’k : nous allons montrer qu’il existe un et un seul morphisme f N — N de
M" tel que (:)h( f) = f. Remarquons que les objets étant de hauteur inférieure
ou égale & h, on a ¢p(Fil"M) = M/xM et ¢ (Fil"N) = N/zxN et comme f
laisse stable ¢p,(Fil"), f envoie M/aM dans /7M. Soient (e1, ..., eq) une base
de M, (1 ®éq,...,1 ® &) la base correspondante dans M=2S (g, M/TIM et

fi des relevés quelconques dans 9t des f(1® &) € 1® N/7N. Si M,, désigne la
matrice de ¢ dans (e, ..., eq) et "M, sa transposée, on a f”Md)_l € My(k[[x]]) car
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9N est de hauteur plus petite que i et on montre facilement que les conditions

f(lehJ\/[) C Fil"N et f oy, = ¢, o f entrainent :

¢(f1) f1 + T
M | =1t :
¢(fd) fa+ mya
olt (Y1...,yq) € N4, c’est-a-dire :
é(f1) fi+mn
Lo =M
o(fa) Ja+ Tya
On cherche des &; € M tels que, en posant f(e;) = f; + w6;, on ait fo¢d = ¢o f
ou encore : ) A
o(f(e1)) f(er)
: ="My |
¢(f(ea)) f(ea)
On en déduit I’équation :
01 Y ¢(01)
= HEM
Od Ya ¢(0a)

Mais comme h < p — 2, les coefficients de ¥~ 1T]W sont tous dans mwk[[x]] et
I'unique solution est donnee par la formule :

51 00 ¢’L(y1)
| =DM (@MY T @MY |
dd =0 ¢'(ya)

qui converge bien dans ¢

(2) Surjectivité essentielle : soit M un objet de ﬁgk, par (3.1.2,(2)), on peut
choisir une base de M de la forme (1® ¢y, ..., 10 ¢&,), avec & € ¢y (Fil"M). Soient
(Y1, -, Ya) € Fil"M tels que gbh(yl) =1 ® é;, de (3.1.2,(1)), on déduit facile-
ment que (yi,...,yq) engendre F il"M. Soient N la matrice des y; dans la base
(1®61,...,1®¢,4) et N une matrice quelconque de My(k[[z]]) qui releve N (par la
surjection 000 : k[[x]] — k[u]/(u?) (3.1)), je dis que #" N~ € My(k[[x]]). En effet,
puisque u"M C Fil"M et que (y1,...,yq) engendre F' zth on déduit I'existence
d'une matrice M € Mq(k[u]/(u”)) telle que M - N = uMId. Si M releve M dans
My (k[[z]]), on a donc M - N = x"Id + n? P pour une matrice P de My(k[[z]]),
d'ott M-N = z"(Id+72"P), i.e. a" N~ = (Id+z?~"P)~'- M € My(k[[z]]). On
pose alors M = & k[[x]]e; avec pour ¢ l’gnique application semi-linéaire dont

N7! (cf. (3.1) pour é) : on laisse

la matrice dans la base (eq,...,eq) est

(@)
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au lecteur le soin de vérifier que ©p,(9) ~ M. O

Remarque : Comme les catégories 9" sont abéliennes pour 0 < h < p — 2
(2.3.7), on en déduit une autre démonstration du fait que les catégories Mg’k sont
abéliennes ([Brl1],2.2.3.2).

4.2. Soit L une extension finie de K, contenue dans K, et K, C Cc L,
Ly C ... C L une tour croissante d’extensions finies de K telle que UneN L,
L. On montre que [L,, : K] tend p-adiquement vers 0 quand n — +oo ([Wi],1.4
Soient Oy, les entiers de L,, a = (a,) € X ~ (lim(Og, \ {0})) U {0} (1.1)

et m € N, pour n >> 0, [L, : Ky|/p™ est défini et on montre que la suite
(C—LLLniKo}/pm)

C
4.

est constante dans Og, /pOg, & partir d’'un certain rang, de valeur
limite 7,,(a) indépendante de la tour (L,,) choisie ([Wi],4.2.1). Comme il est clair
que Tpt1(a)? = ry(a), (rpm(a))men € R (3.2) et définit ainsi une application
X — R. Par (|Wi],4.2.1) et ([Wi],4.1.4.2), ¢’est un homomorphisme injectif de
k-algebres. Par passage a la limite inductive, on obtient ainsi un homomorphisme
injectif canonique de k-algebres ¢ : X* — R compatible avec I'action de H,, et
qui envoie I'élément 7 de X* (2.1) vers I'élément 7 de R (3.2).

Proposition 4.2.1. Soit h € {0,....,p — 2} et M un objet de M", on a un
isomorphisme F,-linéaire canonique et fonctoriel compatible a l'action de H

Homg (M, X%) = Hompn 4, (04 (M), RPT).

En d’autres termes, Ty, 0 Op >~ T} .

Preuve. — Notons 7 la composée X* = R — RPP.Si f € Homy(9M, X*), on
lui associe 'unique application S-linéaire x(f) de ©4(M) ~ S ®(gop),x M dans
RPP telle que x(f)(1®x) = ¢(n(f(x))). Comme ¢ et n commutent & 'action de
H,,, on a clairement x(g(f)) = g(x(f)), Vg € Hy. Soit >_s; @ x; € Fil"©, (M)
(s; € S, x; € M). Quitte a retrancher de s; un élément de FilPS, on peut supposer
s; € klu]/(uP) < S et si §; en désigne un relevement quelconque dans X = k[[x]]
(par la surjection o o @ : k[[x]] — k[u]/uP (3.1)), il est facile de voir qu'on a
S 8ip(z;) = mha pour un z € M, d’on :

XN si@a) = Y sion(f(x:))
= > si0(f(x
= n(fQ_ %ip(x:)))
="n(f(x)) € Fil"RP".
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Donc x(f) préserve Fil" et ¢n(x(f)(D" si @ ;) = c"¢p(n(f(x))). Mais :
(X s 0) = x(P((n 0 1D 5@ 6(a))) (e.f.(41)
= Xx(N)((¢n ® Id)(v" @ )
= ()" @)
"o(n(f(2))).

Donc x(f) € Hompgn 4, (0,(9), RPT). Pour montrer I'isomorphisme, il suffit
de montrer I'injectivité puisque par (2.3.1), (2.3.3) et (3.2.1) les deux F-espaces
vectoriels ont la méme dimension. Comme Ker(¢ on) = wX°, si on suppose
X(f) =0ona f(x) € #X* pour tout x € M. Comme IM est de hauteur h < p—2,
on en déduit facilement f(x) € 7P~"X* C 72X*, Vo € M, puis f(z) € 7P~ "X°,

c... Une récurrence facile donne donc f(x) = 0 pour tout = d’ott le résultat. [J

@)

En mettant bout a bout (2.3.8), (4.1.1) et (4.2.1), on obtient le :

Corollaire 4.2.2. Le foncteur T%, : M, — Rep,, (Hx) est exact et pleine-
’ ’ - P

ment fidéle. Son image essentielle est stable par sous-objet et quotient (0 < h <

p—2).

Remarque : La pleine fidélité dans la preuve du théoreme (4.1.1) découle aussi
de (2.3.8), (4.2.1) et de la surjectivité essentielle.

4.3. On termine cette section par quelques remarques d’ordre spéculatif.

Comme le lecteur 'aura stirement remarqué, il y a des chances pour que la
théorie précédente s’étendent au cas de p-torsion, vraisemblablement en rem-
plagant k[[z]] par W][[z]], R (ou X*) par W(R), Mg’k par M} ([Brl],2) et en
définissant correctement la notion de hauteur. Cela dit, le cas tué par p est a la
fois simple et suffisant pour 'application qui suit, et ¢’est pourquoi nous nous y
sommes limités.

Du coté “module filtré”, on passe de représentations de H., a des représenta-
tions de tout le groupe de Galois en rajoutant un opérateur N sur les objets de
M&k (on obtient une catégorie notée M} dans [Brl]). Dans I'esprit de [Fol], on

peut se demander s’il n’est pas possible de généraliser (4.1.1) a MZ en rajoutant
sur les objets de 9" une action semi-linéaire de Gal(Kx(” V1)/Ky) triviale sur
Gal(Koo(” V1)/KL), quitte & étendre les scalaires & Panneau de valuation du
corps des normes de Koo(” V1).

On peut aussi s’attendre a des résultats dans le cas ou on travaille sur une
base ramifiée K, ou plutot sur 'anneau de ses entiers Ok, et non plus sur Ky ou
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W. Par exemple, on peut généraliser la définition des catégories M’g,k (voir [Br3]
pour le cas h = 1, p > 3) ainsi que I’équivalence de catégories (4.1.1) sans restric-
tion sur I'indice de ramification e (en définissant convenablement la hauteur). Les
catégories ne sont plus alors forcément abéliennes et, bien str, on perd certaines
propriétés de pleine fidélité si e est trop grand.

Enfin, dans [Br2], on construit des objets de Mg’k d’origine géométrique (par
voie cohomologique) donc, par (4.1.1), des objets de 9" d’origine géométrique.
Il serait intéressant d’avoir une interprétation cohomologique directe, si une telle
interprétation existe, de tels objets de 9.

5. APPLICATION A CERTAINES REPRESENTATIONS CRISTAL-LINES

Soient G = Gal (Ko/Kp), L une extension totalement ramifiée de K, dans Ky,
Gr = Gal(Ko/L), Rep_. (G) la catégorie des représentations cristallines de G
([Fo2],5.1.4) et Rep Q (GL) la catégorie des représentations linéaires continues de

I 0
G, sur un Q,-espace vectoriel de dimension finie. Si [L : Ky < 400, le foncteur
restriction : Rep . (G) — Repg, (GL) est pleinement fidele (et d’image essen-
— =P

tielle contenue dans Repcm(GL)) : cela se voit immédiatement a partir de la
classification des représentations cristallines en termes de modules filtrés admis-
sibles ([Fo2],5.3.5). En revanche, si [L : Ko] = +o0, le foncteur Rep . (G) —
RepQ (G) n’est plus pleinement fidele en général (voir contre-exemple avec la
— =%p

tour cyclotomique en introduction). Nous montrons ici, comme application de ce
qui précede, que la pleine fidélité est conservée lorsque L = K, au moins pour
une sous-catégorie pleine de Repm,s(G).

On fixe deux entiers g et h tels que 0 < h— g < p— 2 et on note Rep([i’i}j(G) la
sous-catégorie pleine de @CMS(G) formée des représentations cristallines a poids
de Hodge-Tate entre g et h ([I1],1.3.3). On rappelle la définition de la catégorie
abélienne MFI" 0 < h <p—2([FL],3.2) : les objets sont la donnée :

— d’un k-espace vectoriel de dimension finie M

— d’une filtration de M par des sous-k-espaces vectoriels (F' il'M ) ez telle
que Fil'M = M pour ¢ <0 et Fil' M =0 pour i > h+1

— pour chaque entier i, d'une application semi-linéaire ¢; : Fil'M — M,
ces applications étant telles que ¢;|pgi+1ar = 0 et > Im ¢; = M.

Les fleches sont les applications k-linéaires compatibles avec la filtration et
qui commutent aux ¢;. On a un foncteur exact et pleinement fidele M F {’h —

Rep,, (G) défini par M +— Hompy 4 (M, RPT) (([FL],6.1) ou ([Br1],3.2.1)). Soit
Iy MF£’h — Mgvk le foncteur qui & M associe (M = S ®, M, Fil"M =
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Z?:o Fil'S @y, Fil"™'M,¢), = Z?:o ¢; ® ¢p_i), on vérifie qu’on a un isomor-
phisme Hompi 4 (M, RPY) = Hompyn g, (Fp(M), RPY) = T7, ,(Fu(M)) dans
Rep, (He) (méme preuve que ([Brl],3.2.1.1)).

Lemme 5.1. Le foncteur F), est pleinement fidéle et son image essentielle est
stable par sous-objet et quotient (0 < h <p—2).

Preuve. — Soient M, M' € MFI" et f € Homyg (Fn(M), Fp(M")), il suffit
de montrer f(M) C M’ pour la pleine fidélité. Mais si € Fil'M :
1 y 1 y
F1L© 62)) = Fmsnu™ @) = Su(u™ (1L 0 )
done f(1® ¢i(x)) € k[, (u)] @k M’ et comme M = > ¢;(Fil'M), on a f(M) C

1 .
k[yp(u)] @ M'. Mais alors mgbh(uh_zf(l ® x)) € M’ puisque ¢;(y,(u)) = 0,
done f(1 ® ¢i(x)) € M' Vo € M, doun f(M) C M'. Pour le reste, il suffit de

montrer que les objets simples de M F {’h et Mg’k se correspondent par Jj, et la
méme preuve qu'en ([Brl],2.4.2) s’applique. [

Théoréme 5.2. Le foncteur restriction Repl9™(G) — Rep,, (H) est pleine-
——cris —Qp
ment fidele. Son image essentielle est stable par sous-objet et quotient.

Preuve. — Quitte a remplacer une représentation V' par sa tordue “a la Ta-
te” V(—g), on se ramene au cas g = 0, 0 < h < p — 2. Commencons par la
pleine fidélité : soient V,V' € Rep®™(G), D = Dgis(V)* et D' = Dis(V')*
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([Fo2],5.1.4 et 5.3.7), D et D’ sont admissibles ([Fo02],5.3.3), donc faiblement
admissibles ([Fo2],5.4.2) et par ([La],3.2) contiennent des réseaux fortement di-
visibles ([La],3.1) qui correspondent & deux Z,réseaux 7' C V et TV C V'
stables par G ([FL],7.14). Comme Homg(V,V') = Homg(T,T") @z, Qp (resp.
Homp, (V,V') = Homp, (T,T") ®z, Qp), il suffit de montrer Homg(T,T") =
Hompg (T, T"). Soit @E,);hlm(G) Pimage essentielle de la catégorie M F" par le
foncteur M — Hompy 4 (M, RPT), par un dévissage standard il suffit de mon-
trer que la restriction Rep®" (@) — Rep,, (Hw) est pleinement fidele. Mais le

Fp,cris
diagramme :
MF£’h = Repi?’h] (@)
p,CTis
Fn | !

*
Tst,h

Mg,k - @Fp (Ho)
étant commutatif, cela se déduit de (5.1) et (4.2.2).
Soient V' € @[Sﬂﬁ](G}, T comme précédemment, V' C V dans @QP(HOO)
et 7" = V' NT. Par (4.2.2) et (5.1), I'image essentielle de @Eﬂm(G) dans
@FP(HOO) est stable par sous-objet et quotient. Donc tout sous-module de T'/pT

stable par H,, est en fait stable par GG. Par un dévissage, on en déduit que pour
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n € IN*, tout sous-module de T'/p"T stable par H,, est stable par G, d’ou 7",
puis V', stables par G. Soient V € Repii’iz](G) et V. — V'’ une surjection dans

RepQ (Hy), en appliquant ce qui précede a Ker(V — V') C V| c’est une surjec-
T =p
tion dans Rep®"(@). O

cris

Remarque 1 : Comme d’habitude, on peut s’attendre a ce que ce résultat soit
vrai sans restriction ni sur les poids de Hodge-Tate ni sur la ramification (i.e. Ky
remplacé par une extension finie totalement ramifiée K).

Remarque 2 : Ce résultat ne s’étend pas aux représentations semi-stables
quelconques ([Fo2],5.1.4), car la tour K y joue un role important. Soit 7' =
lim[l,pn(Ko/ﬂ'Z) le module de Tate de la courbe elliptique de Tate, V' = Q, ®z, T'

est semi-stable et donne lieu & une extension non scindée 0 — Q,(1) — V —
Q, — 0 qui devient triviale sur K.

Enfin, on a aussi :

Proposition 5.3. Soit V une représentation de Rep[ci’;j(G), alors V' est irréduc-
tible modulo p si et seulement si V' [’est en tant que représentation de H..

Preuve. — Exercice. U
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