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Résumé. — Soit F' un corps totalement réel, v une place de F' non ramifiée di-
visant p et p : Gal(Q/F) — GL2(F,) une représentation continue irréductible dont
la restriction ﬁ|Ga1(FT /F,) €st réductible et suffisamment générique. Si p est modu-
laire (et satisfait quelques conditions techniques faibles), nous montrons comment
retrouver P'extension correspondante entre les deux caracteéres de Gal(F,/F,) en
terme de l'action de GLy(F,) sur la cohomologie modulo p.

Abstract. — Let F be a totally real field, v an unramified place of F' dividing
p and p: Gal(Q/F) — GLy(F,) a continuous irreducible representation such that
ﬁ|Ga1(F7 JF,) 18 reducible and sufficiently generic. If p is modular (and satisfies some
weak technical assumptions), we show how to recover the corresponding extension
between the two characters of Gal(F,/F,) in terms of the action of GLy(F,) on
the cohomology mod p.
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1. Introduction

Soit F' un corps totalement réel, v une place de F' divisant p et F,, le complété de
F en v, le H' étale modulo p de tours de courbes de Shimura sur F de niveau en v
arbitrairement grand fournit des représentations lisses de GLy(F,) sur F,, que 'on
aimerait comprendre. Si f est une forme de Hilbert propre pour les opérateurs de
Hecke de représentation galoisienne modulo p associée p; irréductible, on aimerait
par exemple déja savoir décrire la partie ps-isotypique de ces représentations de
GLy(F,). Ceci est chose faite lorsque F,, = Q, (au moins lorsque F' = Q [19],
mais cela devrait s’étendre a tout F') mais demeure largement mystérieux lorsque

FU%QP'

Une des premieres tentatives a été de comprendre les représentations de
GL3(Op,) apparaissant (& multiplicité pres) dans le GLy(Op, )-socle de cette par-
tie ps-isotypique : dans [8], les auteurs donnent une liste conjecturale explicite de
ces “poids de Serre” lorsque F;, est une extension non ramifiée de Q,,, conjecture
qui vient d’étre completement démontrée par Gee et Kisin ([25], voir aussi le
travail a venir de Newton). Cette liste ne dépend que de la représentation locale
PtlGam/p, (et méme seulement de sa restriction a l'inertie). A la suite de [8],

des représentations lisses admissibles de GLy(F,) sur F, avec les GLy(Op, )-socles
de [8] ont été construites dans [5] de maniére purement locale en supposant
Ptlcar/p, suffisamment générique. Des résultats récents d’Emerton, Gee et
Savitt ([20]) (faisant suite a des résultats partiels dans le cas de variétés de
Shimura compactes a l'infini (cf. [3]) et des calculs informatiques de Dembélé
(dans le méme cadre, cf. [15])) montrent que la partie p,-isotypique ci-dessus
contient 1'une des représentations de [5] (lorsque pylg.7/r,) est générique).
Mais I'une des nouveauté de [5] est que, des que F, # Q, (avec F, non ramifiée),
alors il y a énormément de représentations lisses admissibles de GLy(F,) sur
F, de socle fixé (celui correspondant a Pflca@ k). Plus précisément, dans
les “diagrammes” que contiennent les représentations de [5] apparaissent de
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multiples “parametres” dont le nombre grossit exponentiellement avec le degré
[F, : Q] et dont les valeurs sur la partie ps-isotypique ci-dessus (supposée
contenir I'un de ces diagrammes) sont pour la plupart a ce jour mystérieuses (par
exemple, on ignore si toutes sont locales, i.e. ne dépendent que de ﬁf|Gal(E / Fv))'

Du coté représentations de Galois, il n’y a pas de parametres nouveaux
qui apparaissent lorsque l'on passe de Gal(Q,/Q,) & Gal(F,/F,), sauf si la
représentation de Gal(F,/F,) est une extension non scindée entre deur ca-
ractéres : on sait en effet que l'espace de ces extensions est génériquement de
dimension [F, : @,] sur F,. Une question naturelle se pose alors : est-ce que
parmi les nombreux parametres qui apparaissent coté GLy(F,) il s’en trouve
au moins quelques uns dont les valeurs déterminent completement 1’extension
entre les deux caracteres de la représentation de Gal(F,/F,) lorsque celle-ci est
(générique) réductible non scindée 7 Le but de cet article est de montrer que
oui : lorsque p¢|ga/r,) est générique réductible, nous montrons d’une part
que certains des parametres de [5] coté GLy(F),) sont bien définis (sans aucune
conjecture) sur la partie p-isotypique du H 1 étale ci-dessus, et d’autre part que
leurs valeurs permettent de retrouver effectivement 1’extension précise entre les
caracteres de Pyl r,)- Notons que ce genre de résultat n’a d’équivalent ni
modulo ¢ # p (puisque génériquement il n’y a pas d’extension non scindée entre
deux caracteres de Gal(F,/F,) modulo ¢ # p) ni modulo p pour Gal(Q,/Q,)
(puisque génériquement il y a alors une seule extension non scindée).

Enongons maintenant plus précisément les résultats principaux de l'article.
On suppose donc F, non ramifiée et on note k, son corps résiduel. On fixe
une représentation continue, irréductible, totalement impaire p : Gal(Q/F) —
GLy(F,) et on suppose que PlGa#;/F,) est réductible générique, c’est-a-dire de la
forme (quitte & tordre par un caractere) :

nr, ” wreeth

12

Pleam /)

ok —TFp
/
0 nr,
ou 7,5 € {0,---,p— 3} (non tous égaux a 0 ou a p — 3), w, est le caractere

fondamental de Serre associé au plongement o et nr,,nr, des caracteres non
ramifiés. On peut alors décrire explicitement p|g, 7 r,) Par le truchement de
son module de Fontaine-Laffaille contravariant :
[ (M7 =F,e @F, /7 Fil"="" M7 =F, /)
a:kv‘%ﬂ

-1
p(e) = e X S

avec k _ _ ou « elF, etax,, €

B { Spru,aJrl(fg) _ ﬁv,a(]wo(p 1 +$u,a€go<p 1) ’U70'76U70' p v,0

F,. Maintenant, on suppose p modulaire, c’est-a-dire :

_\ déf _ =
Tp(p) = HOIHE[GM(@/F)} <ﬂ7hﬂH§t(XU,@an)(1)> # 0
U
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ou (Xy)y est une tour de courbes de Shimura sur F' associée a une algebre
de quaternions D sur F' déployée en une seule des places infinies de F' ainsi
qu'aux places divisant p (U parcourant les sous-groupes ouverts compacts de

~

(D ®z 7Z)*). Sous quelques hypothéses techniques sur p (que nous n’avons pas

~

cherché a optimiser, cf. début du § 3.3), on peut utiliser I'action de (D ®z Z)*
sur mp(p) aux places différentes de v pour définir un “facteur local” 7p,(p) en
v qui est une représentation lisse admissible de (D ®p F,)* = GLy(F,) sur F,
(mais dont on ignore si elle ne dépend que de ﬁ|Gal(F7 / Fv))' Notons que 1’'on ne
dispose pas ici a priori d'une factorisation de 7wp(p) “ala Flath” (bien que cela soit
conjecturé, cf. [8, Conj.4.7] et le § 3.1), d’ott la nécessité de définir soigneusement

ce facteur local 7p ,(p).

Si J est un sous-ensemble des plongements de k, dans E, on définit la “frontiere
de J” F(J) comme I'ensemble des plongements o : k, — F, tels que ou bien
c€Jetogop ¢ J oubien o ¢ Jetoop ! €J ol p est le Frobenius usuel
x — 2P sur k,. Notons [(OF,) le sous-groupe de GLy(OF,) des matrices triangu-
laires supérieures modulo p et 1;(Op,) C I(Op,) celui des matrices unipotentes
supérieures modulo p. Le premier théoreme associe a mp,(p) certains invariants
x(J) de F,” qui apparaissent naturellement dans les diagrammes de [5, § 13]
(bien qu'ils n’y soient pas explicités).

Théoréme 1.1. — Soit J tel que F(J)N{o,z,, =0} = 0. Il existe a scalaire
prés un unique vecteur v € mp () OF) non nul sur lequel I(OF,) agisse par le
caractere [, ;0" 1,0 @1, 0™ g, 07" de (OF,)/I1(OF,) = k) <k

et un unique élément x(J) € T, tel que U'on ait Iégalité dans mp ,(p) :

(L) D - (er )1 )

s€ky No€J s€ky NodJ

ot [s] est le représentant multiplicatif de s dans Op,.

Lorsque {0, z,, = 0} = 0, les invariants x(J) ci-dessus sont les seuls invariants
de [5], mais il en apparait bien d’autres lorsque {0, z,, = 0} # (). Les résultats
de [5] montrent par ailleurs que I'on peut construire des représentations lisses
admissibles de GLy(F,) sur I, avec le GLy(Op, )-socle correspondant a Pleam/r)
et des valeurs presque quelconques de ces invariants x(J) (voir § 2.6), de sorte que
les valeurs prises par les scalaires z(J) du théoreme 1.1 ne peuvent pas du tout
étre prédites a priori. Le deuxieme théoréeme donne ces valeurs précises.
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Théoréme 1.2. — Soit J tel que F(J)N{o,2,, =0} =0, on a :

H Tyo(Tpo + 1)

oeJ

1 &/
oo ¢J =X
x(J):_(Hav,oHBv,o) 4 EFP .
ol gl I zoo(roo+1)
o¢J
cop~leJ

En particulier, on voit que ces valeurs sont locales, i.e. ne dépendent que de
ﬁ|Gal<F7 /F,)» €€ qui n’était pas évident a priori. Notons que les scalaires ay, o, fy,0 €t
Ty, e sont pas définis de maniere unique (comme le lecteur peut immédiatement
le voir en faisant un changement de base sur M7 qui respecte les structures), mais
on peut vérifier directement que les scalaires x(.J) du théoréme 1.2 ne dépendent
pas des choix faits. En particulier, on peut supposer tous les o, , (resp. Buo)
égaux & 1 sauf un, donné alors par nr/ (p~!) (resp. nr,(p~!)) et, quitte & faire un
changement de base, on peut également supposer que l'un des z,, vaut 1 (du
moins s’il existe un z,,, non nul, mais dans le cas contraire p|q, 7, r,) est scindée
et les invariants x(J) donnés par les théoremes ci-dessus se limitent & nr,(p) et
nr! (p)). Le lecteur pourra alors vérifier, en prenant par exemple des J de la forme
{o,00p,--+ ,00¢l} pour o et j convenables, que I'on retrouve facilement les
valeurs de tous les autres z, , non nuls a partir des valeurs des x(.J) du théoreme
1.2 et des r,, (cf. la remarque 2.1.2(iii)).

Le travail récent d’Emerton, Gee et Savitt ([20], voir aussi [3]) montre que, sous
nos hypotheses, la GLy(F,)-représentation mp,(p) contient un des diagrammes
construits dans [5], notons le D,(p). Une conjecture naturelle supportée par le
Théoreme 1.2 ci-dessus est que D, (p) est entierement [ocal, c’est-a-dire ne dépend
que de la restriction de p & Gal(F,/F,) (c’est par exemple le cas si {0, 7,, = 0} =
(). Silon est optimiste on peut méme penser que toute la GLy(F),)-représentation
Tpw(p) pourrait elleeméme étre locale. Bien que nous espérons que ces énoncés
sont vrais, nous avons néanmoins choisi de ne pas les présenter sous forme de
conjectures. Une raison est que, en dehors des résultats de cet article et de
'article de Hu [29], nous ne savons pour 'instant rien de plus sur les diagrammes
D,(p), qui demeurent donc en général largement mystérieux (sans parler des
GLy(F),)-représentations mp ,(p)).

Disons quelques mots sur les preuves des théoremes 1.1 et 1.2. Le coeur du
théoreme 1.1 est de montrer que le poids de Serre ®, ., 7 (Sym"™” E2)U (voir
§ 2.1 pour les notations) apparait avec multiplicité un dans le GLy(Op,)-socle
de mp,(p) (le fait qu'il apparaisse était essentiellement déja connu). Cela se
démontre en utilisant les techniques de multiplicité un issues de la méthode de
Taylor-Wiles comme inauguré par Fujiwara ([23]) et I'un d’entre nous ([16]). Un
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deuxiéme ingrédient essentiel est que la représentation de GLy(Op,) sur F,, :

indﬁézp(vt’;m) <H0_p—1HO_7“v,a ® Haru,a ng—l)

oedJ o¢J oed o¢J
n’a qu'un seul de ses constituants qui apparait dans ce GLy(OF,)-socle : a savoir

le poids de Serre ®,(Sym"™” IE‘_p2)" ci-dessus. Cela se déduit par exemple di-
rectement de [25] et d'un calcul facile (mais peut aussi se démontrer de maniere
plus élémentaire sans utiliser [25]). Une fois ces deux ingrédients disponibles,
'existence de x(J) se rameéne essentiellement a de la théorie des représentations
(cf. proposition 2.6.1).

Le coeur du théoréme 1.2 est un calcul local coté Gal(F,/F,) et un autre
coté GLy(F,). Coté Gal(F,/F,), on calcule la réduction modulo p des valeurs
propres du Frobenius (multipliées par les bonnes puissances de p) sur les modules
de Dieudonné des représentations potentiellement Barsotti-Tate de Gal(F,/F,)
de donnée de descente [[],. Jw§*1HJ¢ qwo’] @ [[L,e Jw§“’0H0¢ Swb™t relevant
Plaa r,) ([ est le représentant de Teichmiiller). Coté GLy(F,), on calcule

la réduction modulo p d’un scalaire Z(J) € Z, défini essentiellement comme le
scalaire z(.J) du théoreme 1.1 mais a l'intérieur de la série principale lisse usuelle
en caractéristique 0 associée (par la correspondance de Langlands locale clas-
sique) a la représentation de Weil-Deligne d’une représentation potentiellement
Barsotti-Tate comme ci-dessus, au lieu de la représentation mp,(p). Comme
ce calcul fait intervenir les valeurs propres du Frobenius via la compatibilité
local-global classique ([37]), en mettant bout a bout les deux calculs, on obtient
la formule du théoreme 1.2. Signalons que ces calculs locaux ont été étendus
par Hu ([29]) pour déterminer les valeurs de quelques autres parametres de [5]
analogues aux parametres z(.J).

Au passage, on donne aussi dans le cours du texte un résultat annexe qui a
un intérét indépendamment des deux théoremes ci-dessus. Méme lorsque D n’est
pas déployée en v, on peut définir un facteur local 7p,(p). On montre que cette
représentation de (D ®p F,)* est alors toujours de longueur infinie (méme si
F, = Q,, cf. corollaire 3.5.4). La preuve utilise I'existence de représentations
irréductibles en caractéristique 0 de dimension (finie) arbitrairement grande de
(D ®Fp F,)*, le calcul de la réduction modulo p des types de Bushnell-Kutzko
présenté en appendice et des arguments de congruence. Evidemment, elle ne
marche plus si D est déployée en v.

Passons maintenant brievement en revue les différentes sections de I'article. La
premiere partie rassemble tous les calculs locaux et la seconde tous les résultats
globaux (dont les deux théoremes 1.1 et 1.2). Apres des préliminaires (§ 2.1),
on calcule explicitement aux §§ 2.2 et 2.3 le module de Fontaine-Laffaille con-
travariant de la réduction modulo p de certaines représentations potentiellement
Barsotti-Tate de donnée de descente [[ [, ;wb™ [ 4,057l © [ [, ;w5 [1pg 0h "]
Au § 2.4, on en déduit le calcul de la réduction modulo p des valeurs propres de
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Frobenius mentionné ci-avant (théoreme 2.4.1). Au § 2.5, on calcule la réduction
modulo p des invariants Z(J) dans les séries principales modérément ramifiées
provenant des représentations potentiellement Barsotti-Tate des §§ 2.2 et 2.3
(théoreme 2.5.2). Au § 2.6, on donne des conditions suffisantes pour pouvoir
définir (abstraitement) des invariants x(J) comme dans le théoreme 1.1, on rap-
pelle des résultats de [5] et on donne le résultat local sous sa forme finale (corol-
laire 2.6.5). Au § 3.1 on introduit le cadre global et la représentation mp(p)
ci-dessus. Au § 3.2, on rappelle (et généralise tres légerement) des résultats de
Barnet-Lamb, Gee et Geraghty ([24], [1], [2]) sur Pexistence de représentations
galoisiennes globales modulaires avec certaines conditions locales fixées que 1’on
utilise pour déterminer quand 7p(p) est non nul (corollaire 3.2.3). Au § 3.3, on
définit le facteur local mp,(p) précédent. Au § 3.4, on introduit les anneaux de
déformations de représentations galoisiennes locales et globales qui serviront a la
preuve du théoreme de multiplicité un. Aux §§ 3.5 et 3.6, on introduit les systemes
de Taylor-Wiles dont on a besoin puis on les utilise pour montrer qu'un certain
module est libre de rang 2 sur 1’algebre de Hecke (théoreme 3.6.3). Au § 3.7, on
en déduit le théoreme de multiplicité un (théoreme 3.7.1), puis on l'utilise (ainsi
que tout ce qui précede) pour démontrer les théoréemes 1.1 et 1.2. Enfin, en ap-
pendice, on calcule la semi-simplification modulo p des types de Bushnell-Kutzko
(ou K-types) pour GLy ou pour les unités d’une algebre de quaternions.

On acheve cette introduction avec quelques notations générales. Dans tout
le texte, I est une extension finie de @, qui désigne le corps des coefficients,
Opg est son anneau d’entiers et kg son corps résiduel. On suppose toujours E
“suffisamment grand” (cela sera explicité dans le corps du texte). Tout ce qui
est réduit modulo une uniformisante wgr de O est surligné : par exemple, si
x € Op, T est sa réduction dans kg, si M est un Og-module, M désigne M/wg,
ete.

On note ¢ le caractere cyclotomique p-adique usuel et w (plutdt que €) sa
réduction modulo p. On note [z]| le représentant multiplicatif d’'un élément
x d'une extension finie de F,. On normalise 'application de réciprocité de la
théorie du corps de classes local en envoyant les Frobenius géométriques sur les
uniformisantes.

Si L est une extension finie de Q, d’anneau d’entiers O, on note B(L) C
GL2(L) le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures et 1(Or) C GLy(Oy)
(resp. 1;(Or) C 1(Oy)) le sous-groupe des matrices triangulaires (resp. unipo-
tentes) supérieures modulo une uniformisante de Oy,

Les autres notations seront introduites au fur et & mesure des besoins.

Les auteurs remercient Toby Gee pour leur avoir signalé les résultats récents de
[2] et [25] qui leur ont permis d’alléger les hypothéses techniques dans les énoncés
globaux, ainsi que Colin Bushnell et Guy Henniart pour leur avoir signalé des
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références utiles pour 'appendice. Ils remercient également deux rapporteurs
anonymes pour leur lecture minutieuse et leurs remarques pertinentes.

2. Résultats locaux

2.1. Quelques préliminaires. — Cette partie contient divers rappels, nota-
tions, définitions et résultats élémentaires qui seront utilisés dans la suite.

On désigne par L une extension finie de Q, non ramifiée de degré f > 1 et
d’anneau d’entiers O, et on suppose que le corps des coefficients E est tel que

| Hom(L, E')| = f. On pose g X pf et on note ¢ le Frobenius z — 2? sur F,. On
note S I’ensemble des plongements de F, dans kg (qui s’identifie & I'ensemble des
plongements de L dans E puisque L est non ramifiée). Si o € S, on note w, le
caractere (fondamental) induit sur Gal(Q,/L) par o composé avec :

pff\l/__p )

Via le corps de classes local on a w,(p) = 1 pour tout ¢ € S. On note [o] :

Gal(Q,/L) —» Gal(L[*'¥/=p|/L) S FY, g+

déf

F, — Og le caractere multiplicatif tel que [o](x) = [o(z)] pour = € F, et nr(y)
le caractere non ramifié de L* ou Gal(Q,/L) envoyant p sur y.

On fixe une représentation linéaire continue p : Gal(Q,/L) — GLy(kg)
réductible et générique au sens de [5, Def.11.7], c’est-a-dire de la forme :

(nr(/\)wa;")w *

ceS ® 0
0 ()
ou A\ p€ky, e €{0,--- ,p—3} avec (ry)oes # (0,---,0),(p—3,--+ ,p—3) (ce
qui implique donc p > 3) et 6 : Gal(Q,/L) — kj. Quitte & modifier A et u, on
ne restreint pas la généralité en supposant 6(p) = 1. La représentation p ® 6!
est alors toujours dans la catégorie de Fontaine-Laffaille, ¢’est-a-dire s’écrit :

15 ® 071 = HomFil‘,go. <M7 Acris ®Zp ]Fp)

ot M est un @-module filtré de Fontaine-Laffaille ([22]) de la forme M =
[[,es M7, FiI'M =], s Fil' M7 avec pour o € S :

I

D

M = k’EGU D k‘Efo

FillMe = Me i<0

Fil'M? = kg fo 1<i<r,+1
Fil'Me = 0 re +2 <

o‘ogo_l

o) = age
@ {wmmﬁ>=,@mwl+%wwv
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ol ap, By € ki et 2, € kp.

On pose :
2) Z(p) = {0 €, 2, =0}
et on note que Z(p) = S si et seulement si p est scindée.

Les scalaires ay, 5,, T, ne sont pas bien définis mais on voit que 1’on doit avoir
par exemple (], 3,)"" = X et (I[, as)™! = pu, de sorte que les deux scalaires
(I'L, Bs)~* et (I1, @)~ * ne dépendent que de p (i.e. ne dépendent ni de 6 ni de
I'écriture (1)). On voit aussi que l'ensemble de plongements Z(p) ne dépend que
de p. Plus généralement, on a le lemme élémentaire suivant, dont la preuve est
laissée au lecteur comme (plaisant) exercice.

Lemme 2.1.1. — Pour tout J C S tel que Z(p)N{c € S,0 ¢ J,oop~t € J} =
0, les scalaires :
II =

o€J

-1 =1
Oy 50 Zﬁf__fi___ e k

o¢J
cop~leJ
ne dépendent que de p.
Remarque 2.1.2. — (i) Noter les deux cas extrémes J = () et J = S qui cor-

respondent aux deux scalaires ci-dessus (lorsque Z(p) = S, i.e. lorsque p est
scindée, ce sont d’ailleurs les deux seuls cas du lemme).

(ii) Lorsque p est scindée (ce qui n’est pas le cas important de cet article), il
y a deux possibilités pour (A, u, (75)ses, @), autre choix étant (u, A, (p — 3 —
To)oes, 0 [1,eswie™t). Nous choisissons dans ce cas une des deux possibilités.
(iii) Pour J fixé, le scalaire correspondant du lemme 2.1.1 est non nul si et seule-
ment si 'on a de plus Z(p) N{o € S,0 € Jyoop™' ¢ J} = 0. Il est facile de voir
que I'on peut retrouver p (a torsion pres par un caractere de la forme [] g ws?)
a partir de la connaissance des r,,, de Z(p) et des valeurs de tous les scalaires du
lemme 2.1.1 (voir la discussion de I'introduction apres le théoreme 1.2).

On rappelle qu’'un poids de Serre est une représentation irréductible de
GL3(OL), ou de maniere équivalente de GLy(F,), sur kg. A torsion pres par
un caractere, il est de la forme ®,cs(Sym® k%)° ol s, € {0,---,p — 1} et ou
GLy(F,) agit sur (Sym®* k%)? via o : F, < kg et I'action sur la base canonique de
k. A toute représentation 7 de dimension 2 est associé dans [8] un ensemble de
poids de Serre que 'on note D(p). Dans le cas ci-dessus, par [3, Prop.A.3] (voir
aussi [11] pour un résultat a posteriori équivalent), ¢’est I’ensemble des poids de
Serre :

( ®oes (Sym™ k7)7) ® ( H oo det_(sd+1)> ® 0 o det

copel
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pour lesquels il existe I C Z(p) tel que :

A) H wio Tl *

— A cop¢l —(se+1)
P = so+1 ® 4 H Wo :
0 nr(p) H ws sopel
gopel
Avec nos hypotheses sur les r,, on a [D(p)| = 2/4®|. De plus on a toujours

(®pes (Sym™ k%)7) @ 0 o det € D(p).

Pour J C &, on définit les caracteres multiplicatifs de F)* & valeurs dans OF :

n(J) = Ol [Tl [le

(3) e oelJ :;gEJ
W) = Bl [ ]l
ocelJ o¢J

Les hypotheses sur 7, entrainent 7(.J) # n'(J). Notons que n(S\J) = n/(J) pour
tout J et que 7(0) = ((Haesw(’;")é’)hm;] = ((mr()) Haeswgg)e)hwg] et 7(0) =
Olegy = (x()0) ez

Nous aurons besoin du lemme qui suit (un calcul élémentaire laissé au lecteur).
Lemme 2.1.3. — On an(J) =1'(J)[[,eslo] ot :

¢ = p—2—1, si og&J et copltel]
¢ = p—1—1, si o¢J et coplé¢glJ
e = To+1 si oc€J et coptgl]
c, = Ty si o€J et copteld

On note n/(J) @ n(J) : I(Or) — Of le caractere :
() (3o 0) = /D@D

pc d

et deCéIg ©L) (1) ® n(J) le E-espace vectoriel des fonctions f : GLy(Oy) — E

telles que :
fRE) = (0'(J) @ n(J))) (k) f (K)

(k € 1(Op), k¥ € GLy(Op)) que 'on munit de Paction a gauche de GLy(Oy)
par translation a droite sur les fonctions. Notons que cette action se factorise
par GLy(Fg). On note de méme ind; LQ()OL)W’(J) ® 7(J) le kg-espace vectoriel
des fonctions f : GLy(Or) — kg telles que f(kk') = (@'(J) @ 7(J))(k)f(K)
muni de la méme action de GLy(Op). Rappelons que, si la E-représentation
indGLQ(OL)n/ (J) ® n(J) est irréductible, il n’en est pas de méme de

la  kg-représentation mdGL2 OL)ﬁ’ (J) ® 7(J). En effet, ses constituants sont

naturellement indexés par un certain sous-ensemble de cardinal > 2 de I’ensemble
des parties de S (qui coincide génériquement avec ’ensemble des parties de S),
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cf. [5, § 2] ou [3, § 2]. Par exemple son socle (irréductible) correspond a ) et son
co-socle (ibid.) a S

Pour J C &, on pose :

5) FNY{oeSoedoop et l{ceS o¢d Joop et

(F(J) pour “Frontiere de J”). On note que |F'(J)| est toujours pair (éventuelle-
ment nul) et que l'on a F(S\J) = F(J).

Lemme 2.1.4. — Soit J C S tel que Z(p)NF(J) = 0. Un seul des constituants
de 1ndICéI(;2 O () @ 7(J) est un poids de Serre associé @ p, et c’est ( ®oes
(Sym" k’Q) ) ® 0 o det. Dans lindexation ci-dessus, il correspond a S\J.

Démonstration. — Fixons o¢ € S. Pour j € {0,--- , f — 1}, I'indice j dans cette
preuve signifie oy o /. Le socle de ind 02()0 2 (J) @ 7(J) est irréductible, donc
est un poids de Serre qui, par le lemme 2.1.3 et avec les notations de [3, § 4],
correspond au f-uplet A = (X\;(x;));eq0,..,f—1} avec :

Ni(m;) = p—2—1x; si ogopl éJ et cpopitel]

(6) N(z;) = p—1—a; si ogopi @ J et ogoit¢.J
Aj(xj) = z;+1 si ogop/ €J et ogoiT! ¢ J
Ajlzy) = x;j si opopl €J et gpopited

(attention qu’ici x; est une variable formelle comme dans [3, § 4] et ne désigne
pas l’élément xaowj € kg de (1)), c’est-a-dire qu’il s’agit du poids de Serre :

( (Sym i) |2 )UOO@]) ® Uo(det) Mo, ri-1)0 o det

ot GLy(F,) agit sur le j-itme facteur du produit tensoriel via oy o ¢/ et ol
e(A) est défini comme dans [3, § 4]. Par [5, § 2] (en particulier [5, Lem.2.2])
et (6), on en déduit que ( Roes (Sym" k:%)o) ® 6 o det est un constituant de
indlcééi()oL)ﬁ’(J) ®7(J) pour tout J C S. Par ailleurs on a par 1’égalité (18) de
3, § 4] (attention que I'élément pij41 = figpop-i-1 € kg de [3, (16)] est égal a
Topop—i = Logopi—i € kg en (1)) :

(7) Z(p) ={o0o¥’,j € J}.

Si\j(z;) € {p—2—xj,x;+ 1}, alors ogo ¢’ € F(J) par (6), donc ogo ¢’ ¢ Z(p)
(puisque Z(p) N F(J) = 0) et donc j ¢ J5 par (7). En particulier les deux
ensembles J™1 et Jm* de (3, Prop.4.3] (cf. les égalités (19) dans la preuve de
loc.cit.) sont tous les deux égaux a :

(8) {5€{0,-- . f =1} Aja(zje) €{p— 1 — zj41, 2501 + 1}}.
Par [3, Prop.4.3], l'ensemble des constituants de 1nd§g2 ©5(J) @ 7(J) qui

sont dans D(p) est un singleton, nécessairement constitué du poids de Serre
(®pes(Sym™ k2)°) @60 odet. Ce poids de Serre est indexé par {ogo¢’, j € JMn}
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c’est-a-dire en utilisant (8) et (6) par lensemble des gy o ¢/ pour j tel que
o9 0 UL ¢ J cest-a-dire par S\J. O

2.2. De Barsotti-Tate a Fontaine-Laffaille I. — Cette partie et la suivante,
qui seront utilisées au § 2.4, ont pour but de calculer le module de Fontaine-
Laffaille de représentations réductibles de Gal(Q,/L) sur kg provenant de certains
modules fortement divisibles (ou groupes p-divisibles) avec donnée de descente
modérément ramifiée.

On conserve les notations du § 2.1 et on fixe un plongement o¢ : F, — kg.

Comme dans [3, § 5], on pose e e p/ — 1 et on note S le complété p-adique de
'enveloppe aux puissances divisées de Og[u] par rapport a 'idéal (u® + p)Og|u]
compatibles avec les puissances divisées sur idéal pOglu], et Fil’S C S le
complété p-adique de l'idéal engendré par (“ejp S pour ¢ > p. On renvoie a
(3, § 5] (et aux références données dans loc.cit.) pour le rappel de ce qu’est un
Op-module fortement divisible et, si n,7" : F) — OF sont deux caracteres multi-

plicatifs distincts, pour la définition d'un Og-module fortement divisible de type
.

On fixe n,n’ : FX — Of distincts et on note ¢ € {1,---,¢ — 2} I'unique entier
tel que n = wg 7', que l'on écrit ¢ = Z{;(} cipt avec ¢; € {0,-++ ,p— 1} (¢; doit
8tre vl comme ¢,0,:). Pour j € {0,---, f — 1}, on note c¥) © S Cr—(j—iD" +
> cgpt € {1l g2}

On considere dans la suite des Og-modules fortement divisibles M de type

7 ®n' qui ont la forme suivante :

(i) M = M x M0 o x M2 ayee Moo = Seqoor et

(i) Gal(L[/—p]/L) agit sur egooﬂ"*j (resp. ef]?wij) par n (resp. 1)

(iii) pour tout j € {0,---, f — 1}, on a I'une des deux possibilités ci-dessous
pour I'application ¢, : Fil! M@0o¢™" — Meoee™ Y (ot 'on remplace gy o ¢~ par
J pour alléger I’écriture) :

Fil' M/ = (S(eZ7 + ajuc(j>e%,) ® S(u+ p)eZ],> + FilP SMJ
(9) p1(e) + ajucsj)ef;,) = et
o1 +plel) = et
(10)
Fil' M7 = (S(ue +ple} ® S(e%, + ajuefc(j)e{])> + FilPSMI
e1((u® +plej) =e"
i+l

: O
pi(ey, +au"e)) = e
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pour des a; = s, € Op, et avec ae) et a’e), au lieu de e/t et 6{77_1 dans
I'image de 1 si j = f — 1 (pour des a,a € (’)g) On note I, (resp. I) le
sous-ensemble de S formé des oy 0 o7 pour M? = M°?"" comme en (9) (resp.
comme en (10)) et 1, (vesp. 1) le sous-ensemble de I, (vesp. I,/) des og o ¢~/
tels que a,0,-i € Of.

Jusqu’a la fin de cette section, on fixe (7,),cs €t § comme au § 2.1, c’est-a-dire
re € {0,---,p — 3} pour tout o avec (ry)ses # (0,---,0),(p—3,--- ,p—3), et
0(p) = 1.

Définition 2.2.1. — Soit J C S et n(J), n'(J) comme en (3). On dit qu’'un
Og-module fortement divisible M est de type J si M est comme ci-dessus avec
n=n(J),n =n(J) etsilona:

Iiy S {o€800p7 ¢ J}

Liy S {c€8,00ptcJ}
IH(J)\[;(J) - {U €S, o g_ﬁ J,oo gp_l ¢ J}
Lyin\Lyy € {o0€80€ oo ol e ).
Remarque 2.2.2. — (i) Les modules fortement divisibles de type J sont donc

des modules fortement divisibles de type n(J) ® /(J) (au sens de [3, Déf.5.1])
particuliers.

(ii) On a I,y C {0 € S,o0¢™' ¢ J} et Iyy) C {0 € S,o0¢™! € J}h
Or Iy I Iy = S ce qui force en fait I,y = {0 € S,00¢™" ¢ J} et
Ly = {0 € S,00¢~! € J}. En particulier on a toujours |I,;| = |S\J| et
| L) = 1]

(iii) Etre de type J implique en particulier a, € O si o € F(J) (voir (5)).

(iv) Un module fortement divisible de type J est de type S\J si I'on échange «
et o/, n et n' et si 'on remplace ¢ par e — c.

Nous montrons dans cette section et la suivante que les Og-modules forte-
ment divisibles de type J sont exactement les Og-modules fortement divisi-
bles de type n(J) ® n'(J) (au sens de [3, Déf.5.1]) tels que la représentation
p = Homgy , (M, Ais ®z,Fp)Y(1) (voir [3, § 6] pour les notations) est réductible
générique avec Z(p) N F(J) = 0.

Proposition 2.2.3. — Soil p réductible générique et J C S tel que Z(p) N
F(J) = 0. Soit M un Og-module fortement divisible de type n(J) @ n'(J) tel
que :

p =~ Hompgn (M, A\cris ®z, Fp)Y(1).
Alors M est de type J.
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Démonstration. — Par le lemme 2.1.4 et [3, Thm.8.1(ii)], on doit avoir § =
In(J) 1I ITI'(J) et :

Lypy={0op,ceS\J}={ceS, 000" ¢ J}.

On a donc aussi Ly = {0 € S,00¢ ' € J}. Par [3, Thm.8.1(i)] si p est
scindée, (7) et [3, Prop.7.3| si p est non scindée, on a Z(p) = {0 € S,a, = 0}.
Avec Z(p) N F(J) =0, on en déduit les inclusions :

In(J)\I;(L]) - {U€S7U¢J70-OS0_1¢J}
In/(J)\I;(J) C {ce8,0€Jooptcl}

Soit M un Og-module fortement divisible de type J, on pose :

déf L
A= ],epn @ st oo ¢ J

et on remarque que A € kj par la remarque 2.2.2(iii).

(11)

Proposition 2.2.4. — Soit J C S, M un Og-module fortement divisible de
type J et p & Homgpy (M, Auis ®z, Fp)V(1). On a:

ﬁ = €S ® 0.
0 nr(A™ o)
Démonstration. — On montre d’abord que M contient un sous-module libre de

rang 1 facteur direct stable par toutes les opérations (yp; sur le Fil' induit et
action de Gal(L[/—p]/L)). On pose pour j € {0,---, f — 1} :

o @ é%(J) si ogpop UV e et gpopie]

el ¥ égy(J) si oo VTV T et ogop ¢ J
Codef 1 pelimD : (i .

g d:’f ,eil(J) —a; ur’ _ eiz/(J) si ggop U ¢ J et gpopiel]

¢ = &, —a e s ogop UV e ] et ogop i ¢ ]

en remplacant a; ', par @', (%)"" (resp. @;1, &) si j = 0 et g € J (resp.
oo ¢ J). Montrons que le sous-module Se® x --- x Sef~t de M est stable par
toutes les opérations. La stabilité par Gal(L[/—p|/L) est élémentaire et laissée
au lecteur. Considérons d’abord les cas o o ¢ € F(J). En utilisant :

e _ C(]) +pc(]71) — G(Cf_j + 1) = € + ecaow—j
C(]) —+ p(e — C(J_l)) = €(p — Cffj) = e+ e(p —1- CUOOKP*j)
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on a par un petit calcul :

uefc(j)ej € Fil'M si opop7eJ et ogpop Ut ¢ J
uel € Fil'M si opop i ¢ J et ggop Ut e J

(noter que ggop ™ € Iy 7y dans le premier cas, og opd el 77X, () dans le deuxieme).
Comme Cyyop-i = Toyop—i+1 > 1 dans le premier cas, p—1—cyjop-i = 7’0-0_0907]'_—’—1' >
1 dans le deuxieme (cf. lemme 2.1.3), on vérifie que (rappelons que Fil' MNSe/ =
ue"Sed | resp. Fil'lM N Sel = u’ Sed) :

—e) j i) —j — :
pr(ue) = pi(ue) ) = —a;e’t! dans le premier cas
) _ ) —j T N

er1(uel) = pi(u €y J)) = —a;e’™" dans le deuxieme

(en remplacant @; par ap_ja si j = f—1let op € J, par ay & sij = f—1
et o9 ¢ J). Dans les autres cas, c’est-a-dire og o o7 ¢ F(J), on vérifie qu’on a
toujours o1 (ue?) = et sij < f—1, p1(ue’ 1) = @e si og € J, o1 (utel 1) =
@'’ si g ¢ J. Pour résumer, on a donc :

(12) S01 (uc(J)lej) — —E]:ej"‘l Si 0 © SO_J ¢ J et g © 90_(]4‘1) c J
o1(ue?) = et si o ggop i ¢ F(J)

en multipliant & droite par @ si j = f—1let og € J, para si j = f —1
et op ¢ J. Donc ?ef\) x --- x Sef~! est stable par toutes les opérations et
Homgy: ,, ( Hj:é Sel, Auis 2, ]Fp)v(l) est une sous-représentation de p de dimen-
sion 1 (sur kg). Notons 0 < j; < jo < +++ < Joy1 < Jor < f — 1 les éléments de
{0,---, f — 1} tels que g o o7 € F(J) (il y en a un nombre pair) et supposons
d’abord o € J. On a alors par le lemme 2.1.3 :

Cogop—i = P — 2 - Togop—i Sl j = J2s . ‘
(13) Copop=i = P — 1- Togop—i Sl J2s—1 < <2

Cogop=i = Tgpop—i 1 L J = Jas-1

Copop—i = Togop—i SI J2s < ] < J2s+1

pour s € {1,--- ,t} et en identifiant {jo; + 1, -+ ,joys1 — 1} & {jor + 1,--+ , f —
1}1040,--- ,j1 —1}. Par [38, Ex.3.7] (et un petit travail de traduction), [3, (33)],
(12) et (11), on a :

f-1 v
Homgy o, (ngj, Acris ®z, Fp> (1) = nr(A)f(J)wl,
=0
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t
ouh = Z p/ =+ Z pl = — Z Z pf_jcaow_j. On explicite h

J¢{js,1<s<2t} j€{jos—1,1<s<t} s=1 jas_1<j<jas
avec (13) :
t
ho= D 0= 0= 2= raees) =Y D P01 = ragap)
Jé¢{j2s} Jj€{jas} s=1 jas—1<j<Jos
1 t

/
DD DD DI Al RN S

j=0 s=1 jas—1<j<jas
-1
— p‘f—‘] —_ Z pf_'] (p — 1 - TO'()OQD_j)
Jj=0 ogop=I¢J
f—1
= > P e = Y P -1+
agpop—idJ coop~IigJ Jj=0

. —(p—1 _ . _
donc Wl = 1, q; w7 [ ey wo ®-1) [[eswo Comme(J) = 0[], w5 [1,qwh"
(cf. (3) vu coté Galois), on a bien :

(14) n(J)wlk = w H whe.

La forme du quotient de p se déduit de son déterminant, qui, vu les hypotheses
sur M, est war(a@)7(J)77 (J) = 0wnr(ad) [[,cgwie (cf. (3)). Le cas op ¢ J
est strictement analogue au cas oy € J et laissé au lecteur. O]

Une des conséquences de la proposition 2.2.4 (et des hypotheses sur les r,) est
que p est en particulier générique au sens de [5, Def.11.7], et donc est comme au
§ 2.1.

2.3. De Barsotti-Tate a Fontaine-Laffaille II. — Dans cette partie, on
détermine completement le module de Fontaine-Laffaille contravariant de la
représentation p ® 0! provenant d'un Og-module fortement divisible de type J.

On conserve les notations du § 2.2. La preuve de la proposition qui suit est
contenue dans celle de [4, Prop.5.1.2] (en particulier, notons que par rapport a
[3, §7] nous tenons compte ici dans les modules fortement divisibles des torsions
par des caracteres de Galois non ramifiés). Pour la commodité du lecteur, nous
redonnons les détails dans le cas particulier qui nous concerne.

Proposition 2.3.1. — Soit J, M et p comme dans la proposition 2.2.4. On a
P ® 607" = Hompir . (M, Acis ®z, Fp) ou M est le module de Fontaine-Laffaille :

M = M x M x ... x pooee” ™"
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avec (cf. (11) pour A) :

MO'OO@fj — kE,UO'()ozpfj D kEwg—Oo@*j
FﬂiMUOO@_j — MUOOSD_j i S 0
Fil' Mooee™ = kpw?oo¢ 1< i <rggop-i +1
Fil Mooor™ = 0 Fopop—s +2 < i
J o~ G+
% pP0°%¥ = O0°% .
( ) O—Oogpfj _ Uoo(pf(jﬁ’l) A 000907(3'*1) 0 S j S f — 2
Pryos j4+1(w ) = w — A
g0(,00'0O<p*(f*1)) _ Aa—la’—lvao
=(f=1) _
Pt A1 (@)= AT — A g0
ol :
_ __9 . iy
Aj = Gyyopi H (—aoow_i) si ogop I & F(J)
0<i<j—1
(15) coop E€F(J)
——1 92 . .
AJ - aaoogp*j H (_aaooap*i) S1 0p©O @ J e F(J)
0<i<j—1

cooptEF(J)

en multipliant le membre de droite de (15) par Aa—'a’~! si j = f — 1.

Démonstration. — On pose 71(J) € [0-Yn(J), 7(J) € 077 (J) pour J C S.

On définit d’abord une suite (1,),es avec 1, € {N(J),7'(J)} comme suit : si
(

J =10, n, dﬁfn(J) pour tout 0 € S, 81 J =S8, 1, ©

J ¢ {08}

(J
= n(J) pour tout o € S et si

déf ~ déf ~,

Ne = N(J), Noop—1 = 17 (J) si oe€J et coptgJ
(16) déf ~, déf ~ . 1
Ne = (), Noop—1 = 1(J) si o ¢ J et coptelJ
No = Noop—1 si o¢ F(J).

Un examen facile de (16) montre que l'on obtient n, =n(J)sio € Jetn, =1 (J
si o ¢ J. Par ailleurs, par la définition 2.2.1 et [3, (32)], on voit que (16
implique 7yy0p-i = 7; pour tout j € {0,---, f — 1} ou 7; est comme dans |3,
6]. Supposons d’abord o € J dans ce qui suit, ce qui revient donc a 7y = 7(
Par la proposition 2.2.4 et (14), on a :

)

)

8

)-
(peo ) ()en)hw ! =@Eeo)ou@ @)

Le module de Fontaine-Laffaille contravariant de p ® 0! est donc donné par les

formules a la fin de la preuve de [3, Prop.7.3] tordues (coté Galois) par nr(aa’).
Nous explicitons completement ce module dans ce qui suit. La définition 2.2.1 et
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ce qui précede donnent les équivalences :

gpop I € I;(J) et n,=n(J) & opoplel]
0 © gp*]i €Ly et n;=n(J) & oo gp*]i eJ
oo €l et n=1(J)) & oop &J
ooy €Ly et m;=T(J) & opop¢J

et

et
et

et

oo Ut ¢ J
oo Ut ¢ J
oo Ut e J
ggop Ut ¢ J.

Avec le lemme 2.1.3, on voit donc que le module de Fontaine-Laffaille contrava-
riant M = M0 x . . . x Mooce™ ™Y de la preuve de [3, Prop.7.3] (tordu par nr(aa’)
coté Galois) est donné par Mo0°% " = ke @ kp o0 = kpel @ kpf’ avec

(la définition de la filtration étant implicite) :

o) ot _ g fitl ' »
AT AR

T3 .
p(e?) = eIt : —j

~ - _ si o0po eJ

90rj+1(f]) = fitl_ ajeg+1 00

C(ef) = pitl . »
i(?jl)( ) = fitl_geitt si opop ™l ¢ J
N i ooy g

et g0 Ut ¢ J
et opop Ut ¢ J
et oo Ut ¢ J

et opo Ut ¢ J

OU T} = Typopis Gj = Gggop—i et avec @ 1e? et @1 fO au lieu de e/t et f7! dans
I'image de ¢ et ¢, 41 si j = f—1 (les formules précises avec @' et @ pour j = f—1
ne sont pas explicitées dans la preuve de [3, Prop.7.3] ou 'on se contentait de
décrire I'action de l'inertie seulement, mais un petit calcul les donne en notant
que l'on a ici tordu coté Galois par nr(aa’), ce qui revient coté Fontaine-Laffaille
a multiplier ¢ et ¢, 1 par (@@’)~! au cran j = f—1). Pour j € {0,---, f—1} on

pose f1 Y tisigpopi e Jet £9 % ¢i sigpopi ¢ J. Pour je{l,--- f—1}

on pose :
¢ s oo UTeT et gpopel]
D mereNgs a mers g
¢ d:(ff e —a; 1 fl si ogop UV e et gpopi ¢
S P g0 s e UV ¢ ot ooy €
et pour 7 =0 :
ROEC e? si oo U e

g0 X eo—ﬁjﬂl(,&)_lfo si gpop ¢ J

a/
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en se souvenant que oo € J par hypothese. Un calcul au cas par cas, un peu
. . . , ! ! .
laborieux mais sans difficulté, donne alors ¢(e?) = €' puis :

o(el) = & s opop D ¢ F(J) |
{ p(e?) = et st ggopTUTh e F(J) <j<f
S%H(f”:) = f/jfl — Eje/j“‘ si ggo gp—j ¢ F(J) o
{ SOTjJrl(flj) — a;lff]-i-l o a;lef]—i-l si 0g 0 90_] c F(J) 0 <7 = f 2
etsij=f—1
So(e/f ]-) e a/—le/o Sl 0.0 o SO—(f—2) E J et 0_0 o S0_(]0_1) e J
So(e/f—]-) — —af_Qa/_lelo Sl 0_0 o QO_(f_z) ¢ J et 0_0 o g0_(Jc‘_:|_) e J
@(e’ffl) — —af_la/—lelo gi 00 0 (pf(f72) g J ot 00 © sOi(fil) ¢ J
sp(e’ffl) — af_gaf_la’—lelo Si 00 © pr(f72) c J ot 00 © ()Di(fil) ¢ J

~—

S07“.)‘—1‘|r1(fI]L1 = ailflo — Gy e si 0p © SO*(ffl) eJ
QDT’f_l'f'l(f’f*l) = a;ila_lf/[) —1—5’_1@'0 si 00 © Spf(ffl) ¢ J

() a e

Oro41(f0) = a lfo —aa e )-

I
Q
)

(lorsque f = 1, on obtient simplement {
Le changement de base :

o7 60 o L e E (] i (<@))€Us2< < f -

déf i déf Toee 1EF)
w0 1¢1 f’O’ wJoOS@*J 1c] (H 0icj1 6;1)f'j sil S] < f —1
cooptEF(J)

donne alors par un calcul facile exactement la présentation de I’énoncé (en re-
marquant que o o ¢~ ™Y € F(J) si et seulement si og o =1 ¢ J et que

II o<i<s1 (—a@) = [],es @0 car |F(J)| est pair). Le calcul lorsque oo ¢ J est
cpopteF(J)
analogue (on peut aussi utiliser la remarque 2.2.2(iv)). O

Si J, M et p sont comme dans la proposition 2.3.1 (ou la proposition 2.2.4),
on voit avec (2) et (15) que l'on a :

Z(p) = {000 977, Uppops = 0} = {0 € S,a, = 0}
ce résultat découle aussi de [3, Thm.8.1] (cas scindé) et de [3, Prop.7.3] et (7)

(
(cas non scindé)). En particulier, on a toujours Z(p) N F(J) = () par la remarque
2.2.2(iii) si p provient d'un Og-module fortement divisible de type J.

2.4. Valeurs propres de Frobenius. — On calcule la valuation et le “coef-
ficient dominant” des valeurs propres de Frobenius sur le module de Dieudonné
d’un groupe p-divisible provenant d'un Og-module fortement divisible de type J
dont la représentation galoisienne résiduelle associée est réductible générique.

On conserve les notations des sections précédentes. Le théoreme suivant est le
résultat local clef de cet article.
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Théoréme 2.4.1. — Soit p réductible générique, J QAS et M un Og-module
fortement divisible de type J tel que p ~ Hompy (M, Aais®z,Fp)V(1). Soit G le
groupe p-divisible avec donnée de descente correspondant a M et D le module de
Dieudonné contravariant associé a G. Alors la valeur propre de ¢! sur la partie
isotypique de D pour le caractére 1/(J) de Gal(L[/—p]/L) est égale a pW’la/ ot
o' € OF a pour réduction dans kj, :

Il -

oeJ

(17) a = (=) TT e TT 8, “loopigs
(e 1) =5

oo;%{eJ
avec (g )oes, (Bo)oes €t (Ty)oes comme en (1).
Démonstration. — Le module de Dieudonné D vérifie D = M ®g E ou la fleche

S — O C F est le morphisme de Og-algebres qui envoie u et ses puissances
divisées sur 0. En revenant a la définition de I,, et I,y en (9) et (10) (pour (n,7') =
(n(J),n'(J))), on voit que la valeur propre de o/ sur la partie isotypique de D
pour le caractere 7/(J) de Gal(L[/=p]/L) est p™la’. Mais on a |Ly 5| = |J]
par la remarque 2.2.2(ii). Il reste donc a démontrer (17).

Notons d’abord que le terme de droite en (17) est dans kj (car Z(p) N F(J) = 0,
cf. fin de la section 2.3). Comme il ne dépend que de p et de J par le lemme 2.1.1,
il suffirait de montrer (17) avec le module de Fontaine-Laffaille de la proposition
2.3.1. Néanmoins, comme nous avons laissé la preuve du lemme 2.1.1 au lecteur,
donnons ici une preuve directe de 'identité (17) qui n’utilise pas ce lemme. Fixons
un plongement oy : F, < kg. En explicitant le changement de base qui permet
de passer du module de Fontaine-Laffaille contravariant de p®6~! du § 2.1 & celui
de la proposition 2.3.1, on voit que l'on a les égalités a@a’ = A\ et A = X\ (notons
que, si p est scindée, il y a deux choix de 6 comme dans la Remarque 2.1.2(ii),
mais une fois que l'on a fixé 'un de ces choix, on a ces égalités en considérant le
module de Fontaine-Laffaille correspondant). De plus par (11) on a :

(18) a=p ] @ si ot @@= a;l sioog ¢ J
cEF(J) oeF(J)

Nous allons expliciter [], . F(7) G- Posons «; « Qgop—is Bi “ Bogop—i €t ; “
Tpyop—i, ON VOiIt que l'on a aussi A; = _(H0<i<j a—l)xj pour 0 < 5 < f—2
et Ay y = —A7'z; ;. Un calcul immédiat a partir de (15) donne alors pour
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J€{0,---, f =1} (avec @ = Uppop-i)

( Bi _ : »
a; = —ux, H — H (—a3) si gpop & F(J)
0<i<j Y 0<i<j—1
(19> ~ B Oéiaoogo eFr(J) ., ' .
aj = —u; — H (—a; %) si ogop? € F(J).
0<i<y 6’ 0<i<j—1
\ o0op EF(J)

Comme dans la preuve de la proposition 2.2.4, notons 0 < j; < jo < +++ < Jor_1 <
Jor < f — 1 les éléments de {0,--- , f — 1} tels que o9 o o7 € F(J). Nous allons
déduire de (19) par récurrence les formules pour 1 < s < |F(J)] :

s—1 [ i

(073 093

11 B I = 11 Br

_ _ s N0<i<jo, 1 U/ i=1l | 0<k<j2i—1

(20)  @pay, @, ., = (1) : — -
x]Zs—l H ( ak)

v (112

J2i—1

L - ' e/
=1 0<k<j2i d

vy
&
IS
I
N
o
AN
Bl
AN
Q|Q
- Bl
~_

=1

(21) @, @y, -+~ aj,, = (—1)"—= — =

»
8
—
—
SE
SN—

i—1

~

Pour s = 1, I'égalité (20) est juste la deuxieéme égalité en (19) pour j = j;.
Montrons comment (21) se déduit de (20). La deuxieme égalité en (19) pour

J = Jas se récrit :
a4
| @ ——2
Ajrs = xj2s< H ) Aj -
=1

En multipliant des deux cotés par @j aj, - - - @j,, , on obtient :

jy Ay - Ay, = :U]_21< H %) (ajlan o 'ajzs—l)il'
0<i<jas
En remplacant @; a;, - - - @;,, , a droite par la valeur donnée en (20), on obtient
exactement (21). En utilisant la deuxieme égalité en (19) pour j = jasi1, On
montre de maniére analogue (20) pour s+1 a partir de (21) pour s. En appliquant
(21) a s =t, on a en particulier :

LD o T
ijil( H B_k)
SIF(J)]
c€EF(J) Qo
‘Tj21'< H 5_)
=1 | 0<k<nior 77|
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qui se récrit, en distinguant les deux cas gy € J et g & J :

I =
oeJ
H a, = LIF() <H )aow—lw si op€J
o¢J Ii[ Lo

ogJ
cop~leJ

Il -

H G, = 2lF ()] (H )Uw = si o9 & J.
JEJ ]?I Lo

oed
cop~ldJ

Avec (18) on en déduit (17) puisque pp =[], g0, et A =], s 65" O

Remarque 2.4.2. — Pour J =S8, onad@ = ([[,cs)" = pet pour J =0,
omad = ([],cs8,)" = A

2.5. Séries principales et sommes de Jacobi. — On calcule la réduction
modulo p de certains invariants associés aux séries principales modérément ra-
mifiées de GLy(L) sur E provenant des représentations de Gal(Q,/L) issues de
certains Og-modules fortement divisibles de type J.

On conserve les notations précédentes. On note val la valuation p-adique (sur
| déf 4

une extension finie de Q,) normalisée par val(p) =1 et |- priol

Rappelons d’abord le théoreme suivant di a Stickelberger qui donne la valua-
tion p-adique ainsi que le “coefficient dominant” de certaines sommes de Jacobi.

Théoréme 2.5.1 ([34]).
q — 1 ne diwvise pas a +b. Ecrivons :

T
)

a = j{:lﬂaj7 b = Zﬁbj
j=0

<.
I
o

a+b = ipf(a+b)j+(q—1)c2

ot a;,bj,(a+b); € {0,--- ,p—1} et Q > 0. Soit 0¢ : F, — kg un plongement
quelconque. On a dans Op :

> [oa(9)]*[L = oo(s))” = Up" + C

s€ly
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ol :
1 &
u = ]Tl(zp_l_<aj+bj_(a+b)j)>EZZO

15!
U = (-1)/- 1+“MEZ;
H]:O(a+b)]'

et o val(C) > u.

Six,x' : L* — E* sont deux caracteres multiplicatifs localement constants,
on note x' ® x : B(L) — E* le caractere :

(6 %) = ¥t

et Indg X' ® x le E-espace vectoriel des fonctions localement constantes f :
GLo(L ) —> E telles que :

GL2 (L

fbg) = (X' ®@x)(b)f(g)

(b € B(L), g € GLy(L)) que 'on munit de I'action a gauche de GLy(L) par
translation a droite sur les fonctions.

Théoreme 2.5.2. — Soit p réductible générique, J C S et M un Og-module
fortement divisible de type J tel que p ~ Hompy , (M, Acis @z, Fp)¥(1). Soit G
le groupe p-divisible avec donnée de descente correspondant a M, D le module
de Dieudonné contravariant associé a G et V (resp. V') la valeur propre de ¢’
sur la partie n(J)-isotypique (resp. n'(J)-isotypique) de D. Considérons la série
principale modérément ramifiée :

7, Indg 27 (J)ur(V1)] - | @ () )oe(V)

oun(J) et n'(J) sont vus comme des caractéres de L* en envoyant p et 1+ pOy,
vers 1 et soit 0 € 7" %" non nul sur lequel I(Or) agit par n'(J) @ n(J) (un tel
vecteur existe). Si J ¢ {0,S}, il existe un unique élément T(J) € Of tel que

dans p, :

> (H[U(S)]p1rg> ([i] (1)) (2 é)ﬁ: FJ)> (H[U(S)]Plrg) <[i‘] (1))6

s€F, “oeJ selFy “odJ
De plus, la réduction de T(J) dans kg est :

H To(ry + 1)

ocJ

(22) t ﬁo cop—l¢J
<E }g] ) H Ty(ry + 1)

o¢lJ
cop~led

avec (y)oes, (Bo)oes €t (Ty)oes comme en (1).
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Démonstration. — Notons que la série principale 7, correspond a la représenta-
tion de Weil associée a D muni de la donnée de descente (selon [21]) par la
correspondance de Langlands locale convenablement normalisée. Un calcul direct
et élémentaire dans m, donne :

ce qui améne & calenler X Y (T fo(s)) 1) ([f] é) (@ é) 5. On
o (0 -5 s
(

d’ou :
e 1)
3 (e <[S]TW (1)) ([tol] _1[t]) N

s€Fg tefy o€J

Comme ((1) [i]> U =V et comme ) p [Leslo(s)P~ 17 =0 (car J # 0), la

premiere somme dans X est nulle. Par (3) et la définition des ¢, (lemme 2.1.3),
ona:

<)

() )= nieyse ([Teor)

c€ES

et la deuxieme somme dans X se récrit avec un changement de variables évident
(en utilisant encore que U est invariant sous I;(Op)) :

X = ni-v=e S ([eer)([ewr) (P77 g)e

- [9(_1)}(_1)Zaeﬂoz<z (H[a(t)]“’““)(H[o(s—ﬂf“)) <[i] (1)) v,
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Comme J #8, ona Y,cr, (HUGJ[U(t)]p_l_T”)(HUGS [0(—75)]0") =0, dott :

X = [B(-1))(~ )= 3 [( [T ) (TTiots1+)

(o)

soit en utilisant le lemme 2.1.3 :

x = p-vj-n=err S (Thewr) () g)e

s€Fq  ogJ
ot T 9 5 ez, (Ioes o)) (I eslo (1 = D)) On a donc

~ To 1 /
(24) #(J) = BD)(-D)Zeer " SVT.

Comme J ¢ {(;S}, on peut appliquer le théoreme 2.5.1 a T (avec
o D opopics PP =1 = Topopi) et b © Y ovopics P Cagops ). Un calcul élémentaire
utilisant le lemme 2.1.3 donne :

(a+b);, = 0 si ggogl € J
(a‘i_b)j - p_ ]-_To'oocpj Si O-OOSOJ ¢ J
d’ou on déduit :

0 si opop! @ J et opopité J
-1 st ggop/ ¢J et gpop’te ]

aj +bj = (a+b); = p—1 si opop! €J et ogopi~te]

p si opopl €J et ogopiTté J
On a ainsi :
1
u:p—_1< Z p—1 + Z p — Z 1) = |S\J]|
Uoog-7¢J O'OOL?]%J Uoo(gJEJ
ogo¢]—1¢J 0’0050]_1€J UOQ(pj—1¢J
et :

H(p —1- TU)!HCO!

U — (_1>|J|+1 oced o€ES

H(p— 1—r,)!

o¢J




26 C. BREUIL & F. DIAMOND

En utilisant n!(p —1—n)! = (=1)""! modulo psin € {0,--- ,p—1} et le lemme
2.1.3 on obtient :
H re + 1

oceJ
[F()] cop~l¢J
U= (—1) 5 4 e e 78

H re+ 1

o¢J
cop—leJ

modulo p.

Par ailleurs les valeurs propres de ¢/ sur D sont (avec les notations du § 2.2)
V = plhla = plSVlg et V' = plvola/ = plla/ (cf. remarque 2.2.2(ii)). On a
donc avec ce qui précede et (24) :

H re + 1

R 1 UOO’EJ
2(J) = [9(_1)](_1)2[,@raﬁlela/(_l)H'F(JMZaeﬂaWW—HPIS\J +6
To

o¢J
cop~leJ

H e +1

oceJ
1+ \F(QJ)\ cop—l¢J

H re + 1

o¢J
cop—leJ

= [0(=1)]e/(=1) +0

ou 0 € O a une valuation strictement positive. On obtient alors 1'égalité (22)
avec (17). O

Remarque 2.5.3. — Si J = S, un calcul analogue a celui de la preuve du
théoreme 2.5.2 donne (rappelons que V = plS\la et V! = pl/la/) :

) (H[0<S)]P—1—ra> <[i] é) (g é) b= _[9(_1)]0/2([i‘] é)a+

scFy “oeS s€lfy

0(=1)]ga’ (? é) 7.

On en déduit I’équation pour J = ) en remplacant (2 (1)) v par U et en utilisant

(§2) 7 = aa's et la remarque 2.2.2(iv) :

2 <[i] (1)) (2 (1)) U= _[6(_1)]O/Z<H[o'(3)]plrg> ([i’] (1)> ~

s€lfg s€Fy NoeS
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2.6. Valeurs spéciales de parametres. — On définit des parametres x(J)
sur certaines représentations lisses de GLy(L) sur kg et on montre comment les
résultats des parties précédentes permettent de “distinguer” des valeurs spéciales
de ces parametres.

On conserve les notations des sections précédentes, en particulier on fixe une
représentation p réductible comme au § 2.1. Pour J C &, on note 7(J) 'unique
poids de Serre tel que I'action de 1(O}) sur 7(J)1(©) est donnée par le caractere
7 (J)@n(J) (cf. (3), notons que 7(J) dépend aussi de p). Un tel poids est unique
car 77 (J) #7(J). On a par exemple 7(0) = (Ryes(Sym’ k%)) ® 6 o det € D(p)

et 7(S) = (®pes(Sym’ 77 k%)7) @ [, o5 0 © det" @6 o det. De plus 7(S\J) est

le socle de la représentation 1nd§é2 )OL) 7(J)®@7(J) du lemme 2.1.4, 7(J) est son

co-socle ([5, § 2]) et 7(0)) un de ses constituants (voir la preuve du lemme 2.1.4
ou celle du 1emme 2.6.2(ii) ci-dessous).

La proposition suivante définit abstraitement les parametres qui sont au coeur
de cet article.

Proposition 2.6.1. — Soit J C S et m une représentation lisse de GLy(L) sur
kg avec un caractere central et vérifiant les propriétés suivantes :
(i) 7(0) apparait dans le GLo(Oyr)-socle de cwec multiplicité 1

(i1) T(0) est le seul constituant commun a 1nd 2(OL) 7 (J)@n(J) et au GLo(Op)-
socle de
(iii) ™ contient l'unique quotient de 1ndGL2 ©r) 7(J)@7(J) de socle 7(0).

Alors il existe (a multiplication par un scalama non nul prés) un unique vecteur
v € 1O non nul sur lequel 1(OL) agisse par 7'(J) @7(J) et un unique élément
x(J) € ki tel que U'on ait I’égalité dans T :

(o) 96 -0 ()0 )

s€F, “NoeJ s€Fy Nog¢J
Démonstration. — Par (i), (ii) et (iii), on a un unique (& homothétie pres) mor-
phisme non nul GLy(Oy)-équivariant :
. 1GL2(Or) — _
(25) indjige)?7(7) @ 7(J) — 7

et ce morphisme se factorise par 'unique quotient de I'induite de socle 7((). Tl
envoie de plus 'unique vecteur non nul de (indlcé(L;L()O vy (J) @ n(J ))h(oL) sur
lequel I(Oy,) agit par 77'(J) ® 77(J) vers un vecteur non nul v € 7 avec la méme
propriété. L’unicité d’'un v € 7 comme dans ’énoncé résulte par réciprocité de
Frobenius de 1'unicité du morphisme (25). Comme 7((}) est en “position S\J”

dans 'induite de(O ©)m (1) @7(J), par [5, Lem.2.7] le vecteur :

S I o) (55w

s€Fq  oeS\J
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est un générateur de 7(0)"(©2) dans w. Comme [(Oy) agit sur (5§)v € 71(©r)
par 77(J) @7 (J), on en déduit par réciprocité de Frobenius une surjection canon-
ique :

indyi2 (7 0()) @7 (J) - (GLa(O1) (§3) v) C
vers la sous-GLy(Op)-représentation de 7 engendrée par (2(1)) v. Comme les

constituants de 1ndGL2 )OL) 7'(J)@n(J) et de mdGL2 L) 5(J)@1 (J) sont les mémes

(mais dans 1" “ordre 1nverse”), par (ii) cette surJectlon se factorise nécessairement
par 'unique quotient de I'induite de socle 7(0). Par (i), ce socle est aussi celui de
I'image du morphisme (25). Par le méme ralsonnement que précédemment (

remplacant 1nd OL)_’ J)®mn(J) par 1nd OL)_ D7 (J) et v par (2}
p n n p n n p

ST (Lot ) (5 (54)

seFy, o€eJd

le vecteur :

est donc aussi un générateur de 7()"1(°2) dans 7. Comme dimy, 7(0)1(©8) = 1,
il doit exister un scalaire non nul z(J) comme dans I’énoncé. [

Notons que si J et 7 vérifient les hypotheses de la proposition 2.6.1, alors
S\J et 7 les vérifient aussi et on a la relation z(J)x(S\J) = w,(p) ou w, est le
caractere central de 7 (cela vient du fait que (0 1) (0 ! ) agit par la multiplication

par wx(p)).

Bien que nous n’en ayons pas strictement besoin pour les applications globales,
il est éclairant de replacer la proposition 2.6.1 dans le contexte de [5].

On rappelle que p est réductible générique et que D(p) désigne I’ensemble de ses
poids de Serre (cf. § 2.1). Soit D(p) la représentation maximale (pour I'inclusion)
de GLy(FF,) sur kg vérifiant les deux conditions :

(i) le socle de D(p) est @rep) T

(ii) les constituants de ce socle n’apparaissent pas ailleurs dans D(p).

On peut montrer qu'une telle représentation existe (cf. [5, Prop.13.1]). De plus,
D(p) est alors de la forme @,cp) D-(p) ot D-(p) est 'unique facteur direct de
D(p) de socle T et les caracteres de I(Of) qui apparaissent sur D(p)1(©r)
tous distincts (i.e. apparaissent avec multiplicité 1).

sont

Lemme 2.6.2. — Soit J C S.

(i) Le poids de Serre 7(J) est un constituant de D(p) (rappelons que T(J) dépend
de J etp).

(it) Le poids de Serre T(J) est un constituant de D.)(p) si et seulement si
Z(p)N{ceS,o¢ JoopteJt=0.

Démonstration. — (i) Comme indICé(L;()O 2 77 (J) ®7(J) a certains de ses constitu-

ants dans D(p) et comme 7(.J) est son co-socle, on en déduit qu’elle possede un
quotient de socle un poids de Serre dans D(p), de co-socle 7(J) et dont aucun
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constituant a part le socle n’est dans D(p). Par maximalité de D(p), on en déduit
que ce quotient est un sous-objet de D(p), d’ou (i).
(ii) On fixe 09 € S et on reprend les notations de la preuve du lemme 2.1.4.

Les constituants de mdﬁ?; ©L)7(J) @7(J) qui sont dans D(p) sont les poids de

Serre indexés par les parties de S contenant {ogo @’ j € J™"} et contenues dans
{og 0!, j € J"} ot J™™ et J™™* sont comme suit (cf. [3, Prop.4.3] et les
égalités (19) de la preuve de loc.cit.) :

Jmin _ {j, M\jr1(zjs1) =p—1—xj41 ou (>\j+1(Ij+1) =41+ 1
et o0 " ¢ Z(p))}
JU = {j N (zj) €e{p—1—2xj11,2511 + 1} ou ()\j+1(93j+1) =p—2—-Tj4
et oo 0 @' € Z(p))}

avec (Aj(x;))jeqo,,f—13 comme en (6). En particulier, on a toujours (cf. fin de la
preuve du lemme 2.1.4) :

{ogo¢’,je ™} CS\JC{ogoy!,jc Jm*}.

De plus 7(()) est indexé par S\J dans md 2()OL) 7(J)®@7n(J). Par construction

de D(p) et par [3, Prop.4.3] (avec [5, Thm 2.4]), on voit donc que 7(J) est un
constituant de D, (p) si et seulement si S\J = {ogo¢?, j € J™*}. En procedant
comme dans la preuve du lemme 2.1.4, cela est équivalent & og 0 /™! ¢ Z(p) si

Nit1(Tjp1) = p — 2 — xj4q, cest-a-dire si g 0 /! ¢ J et ogo ¢l € J par (6).
C’est donc équivalent a Z(p) N {oc € S,0 ¢ J,oop ! € J} =0. O

La proposition suivante n’est pas utilisée dans la suite, mais donne une variante
plus précise de la proposition 2.6.1.

Proposition 2.6.3. — Soit ™ une représentation lisse de Glio(L) sur kg avec
un caractere central et vérifiant les propriétés suivantes :

(i) m contient D(p)

(i1) le GLo(Op)-socle de 7 est celui de D(p)

(iti) D(p)"©r) est stable par (J4) dans 7.

Soit J C S tel que Z(p)N{oc € S,0 ¢ Joopt € J} =0. Alors il existe (a
multiplication par un scalaire non nul prés) un unique vecteur v € Do )(p)h(oL) -
71O non nul sur lequel 1(Or) agisse par 77 (J) @7(J). De plus, si Z(p) N{o €
S,0€ Jyoopt & J} =0, alors il existe un unique élément x(J) 6 ky, tel que
Uon ait ’égalité de la proposition 2.6.1. Si Z(p)N{oc € S,0 € J,00¢™ ¢ J} #£0,
alors on a dans 7 :

= (T ) (T8 )0

Démonstration. — Notons que les hypotheses (i) et (ii) et la définition de D(p)
font que Homgr,0,)(D-(p), ) = kg pour tout 7 € D(p) de sorte que 7 contient
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chaque D, (p) de maniere unique. Par le lemme 2.6.2, 7(.J) est un constituant de
D+ g)(p) et les deux cas correspondent respectivement a 7(S\J) est un constituant
de D-p)(p) et 7(S\J) n’est pas un constituant de D, (p). On ne démontre que
le deuxieme cas, la preuve du premier étant analogue a celle de la proposition
2.6.1. Notons que par le lemme 2.6.2(ii), on a alors J ¢ {(), S}. Par les hypothéses
et par les définition et structure de D(p), ona (5 §) v € D,(p) pour un 7 € D(p)
qui n’est pas 7(0). La sous-GLy(Oy)-représentation (GL2(Op) ( 0)v) de D(p)
engendrée par (2 é) v est contenue dans D, (p) et en particulier n’a donc pas 7(0)
dans ses constituants. Considérons la surjection canonique :

1nd§é2 OL)ﬁ(J) @1 (J) —» <GL2(0L) (g (1)) U>

donnée par réciprocité de Frobenius. Dans cette surjection, le constituant 7(()
de indlcz(L;L()o ) 7(J) @7 (J) est nécessairement envoyé vers 0 a droite puisqu’il n’y
apparait plus comme constituant. Par [5, Lem.2.7], le vecteur :

S (Tt ) ([j] (1)) (2 é)ve (GLs(01) (23) 0)  ,

sefFy, oed

s'il est non nul, est tel que T(OL) (le tore de I(Op)) agit sur lui comme
sur 7(()1(©). Or le caractere correspondant de T(OL) n’apparait pas dans
(GLy(OL) (9 6)v) car aucun autre constituant que 7(0) ne peut le donner
(utiliser J ¢ {0, S} et [5, lem.2.5]). Ce vecteur est donc nul. O

Remarque 2.6.4. — (i) Soit m comme dans la proposition 2.6.3 et J C S tel
que Z(p)NF(J) = 0. Alors par le lemme 2.1.4 (et la proposition 2.6.3) le couple
(J,m) vérifie les hypotheses de la proposition 2.6.1, et en particulier il existe un
unique v € 71(°2) non nul (forcément dans D, g (p)"(©L) par la proposition 2.6.3)
sur lequel I(O},) agisse par 7/ (J)@7(J). Si Z(p)N{c € S,0 ¢ J,oopt e J} =0
mais Z(p) N{o € S,0 € Jyoop™t & J} # (0, un tel vecteur v n’est pas forcément
unique, i.e. il peut exister w € 7O\ D, (p)Il(OL) (non nul) sur lequel I(Oy)
agit par 77'(J) @7(J). Cela vient du fait que mdI o, )OL) 7' (J)®7n(J) possede alors
plusieurs constituants dans D(p) (e.g. les p01ds de Serre 7(0) et 7, cf. preuve
précédente).

(i) Lorsque Z(p) = 0, i.e. lorsque D(p) = {7(0)}, les =(J) (pour tout J C S)
sont les seuls invariants que I'on peut déduire de [5] (en procédant comme dans
la Proposition 2.6.3) car ils déterminent dans ce cas completement I'action de
(94) sur D(p)"©) = D, y)(p)"*©2). Pour plus de détails sur les invariants que
'on peut définir de maniere systématique a partir des constructions de [5], nous
renvoyons le lecteur a [29].

Par [5, Thm.1.2], on peut trouver des représentations 7 vérifiant les hy-
potheses de la proposition 2.6.3 (et donc de la proposition 2.6.1 pour J
tel que Z(p) N F(J) = () et avec des valeurs presque quelconques pour les
x(J). Plus précisément, pour tout v € kj qui est un carré dans kg et tout
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uplet (z(J)); d’éléments de kgr (ou J parcourt les parties de S vérifiant
Z(p)Nn{oceS,o¢ Joop e J}=10) quiest tel que :

z(J)=0 si Z(p)n{oceS, o€ Joopt ¢ J}#D
z(J)=vz(S\J)™' si Z(p)n{ceS,oeoop g =0

(notons que la condition dans le deuxieme cas est équivalente & Z(p)NF(J) = 0),
alors il existe (au moins) une représentation 7 lisse admissible avec un caractere
central w, tel que w.(p) = v, qui vérifie toutes les propriétés de la proposition
2.6.3 et telle que pour tout J vérifiant Z(p) N{oc € S,0 ¢ Joop e J}t=10:

(o) Do () )

sefFy “oed s€lfqy “o¢J

Le corollaire suivant, qui résume 1’essentiel des résultats locaux qui précedent,
montre que sous certaines conditions sur 7 (qui seront vérifiées dans un cadre
global), les scalaires x(.J) ne peuvent pas prendre n’importe quelles valeurs.

Corollaire 2.6.5. — Soit p réductible générique et J C S tel que Z(p)NEF(J) =
0. Soit m une représentation lisse de Glio(L) sur kg telle que (J,7) vérifie
les hypothéses de la proposition 2.6.1 de sorte que le scalaire x(J) € kj est
défini. Soit M un Og-module fortement divisible de type n(J) @ n'(J) tel que
p ~ Hompy (M, A\mS@Zpr)V(l) et définissons m, et v comme dans le théoréme
2.5.2. On suppose qu’il existe un Og-réseau stable 7'('2 dans m, contenant U ainsi
qu’un morphisme Og-linéaire GLa(L)-équivariant 7T2 — 7 tel que l'image de v
dans 7 est non nulle. Alors on a :

H To(re + 1)

_IUOOEJ
o() = =0(-)([[ar [16-) =
Ay IT #0e+1)
ogJ
cop~leJ
avec (y)oes, (Bo)oes €t (T5)oes comme en (1).
Démonstration. — Cela découle de la proposition 2.2.3, du théoreme 2.5.2 avec
les remarques 2.5.3 et 2.4.2, et de la proposition 2.6.1. O

Remarque 2.6.6. — (i) On voit que le corollaire 2.6.5 appliqué avec J et S\J
pour p et 7 fixées (rappelons que Z(p) N F(J) = () est équivalent & Z(p) N
F(8\J) = 0) redonne bien z(J)x(S\J) = (w'detp)(p) = (detp)(p) comme
attendu.

(ii) Lorsque Z(p) = (), on peut récrire la formule ci-dessus pour z(J) sous la
forme plus simple :

() :_‘9(_1)<H0‘0H50)_1H To(re + 1)

oeJ ogJ oed xao@(raow T 1)
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3. Résultats globaux

3.1. Quelques préliminaires. — On commence par quelques préliminaires,
notations et définitions.

Soit F' un corps totalement réel. Pour chaque place finie v de F', on note F,
le complété de F' en v et on identifie Gal(F,/F,) a un sous-groupe de Gal(Q/F')
via un choix de plongement Q < F,. On note k, le corps résiduel de F,, g, o

|koly |- ] o qva% (ou val(w,) = 1 si w, est une uniformisante de F), I, C

W, les sous-groupes d’inertie et de Weil de Gal(F,/F,) et Fr, € Gal(k,/k,) un
Frobenius géométrique x +— z% " en v. On normalise la théorie du corps de classes
local de telle sorte que les relevés des Frobenius géométriques correspondent aux
uniformisantes. On normalise la correspondance locale de Langlands de telle sorte
que, si & et & sont des caracteres lisses de FX tels que &£, # | - [*1, alors la
représentation de W, qui correspond a IIldg’(LIﬁv(f7 2 §R&| | Hest & B &,

Soit D une algebre de quaternions sur F' qui est déployée en une seule des

places archimédiennes de F' notée 7 (on exclut le cas F = Q et D = GLy). On

fixe un isomorphisme D, & D ®r, R = My(R) et on pose D © (D ®gAf)* ou

Ay ¥7Z® Q est 'anneau des adeles finis de Q. Si v est une place finie de F', on

note D, “pe r F,. Pour chaque sous-groupe ouvert compact U C D;, on note
Xy la courbe algébrique projective lisse sur F' associée a U par la théorie des
modeles canoniques de Shimura [41] (voir [9, § 1.1] pour un résumé des résultats
sous la forme que l'on utilise ici, sauf que ’on prend la convention associée au
choix de signe ¢ = 1 comme dans [13, § 3.3] plutot que la convention de [9]
adoptée dans [8]). Les points complexes de Xy relativement a 7 s’identifient a :

D*\((C\R) x D7 /U)

o 'action de D* sur C\R se fait via D* < DX = GLy(R). Pour g € D} et pour
des sous-groupes ouverts compacts U,V C D; tels que g~V g C U, I'application
sur les points complexes définie par la multiplication a droite par g provient d'un
morphisme de courbes algébriques Xy — Xy défini sur F', et tous ces morphismes
induisent des applications Gal(Q/F)-équivariantes sur la cohomologie étale :

Hélt (XU,@7 QTP) - Hélt(Xv,@ @p)

On obtient comme cela des actions de Gal(Q/F) et de Df qui commutent sur :

hgl Hélt (XU,@ Qp)(1)
ou la limite inductive est prise sur les sous-groupes ouverts compacts U C D;,
ou les applications de transition pour V' C U sont induites par g = 1 et ou (1)

signifie le tordu par le caractere cyclotomique p-adique de Gal(Q/F). L’action
de Gal(Q/F) est continue et celle de D} est lisse et admissible. (On powrrait

dsf
IIp =
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aussi prendre la cohomologie étale a coefficients dans une extension finie F de
Q,, mais pour U'instant, il est plus pratique d’avoir Q,).

Fixons des plongements Q < C et Q — Q, et soit o, la représentation de
DX o (D ®g R)* qui, en 7 est la représentation de la série discrete holomorphe

de poids 2 de DX = GLy(R) de caractere central trivial et qui aux autres places
infinies est la représentation triviale. On a une décomposition :

HD = @(Wf ®@ pﬂ')

™

ou 7 parcourt les représentations automorphes de (D ®q A)* telles que :
HomC[Dgo]<O-2, 71-) 7é O

Dans la décomposition ci-dessus, 7 désigne la représentation de DJT sur Q telle
que :
C ®@g 7y = Homgpx (02, 7)

et pr « Hom@[Dﬁ(wﬁ I1p) est une représentation de Gal(Q/F) de dimension 2

sur @. Pour une extension finie £ suffisamment grande, on écrit encore p, pour
la représentation Gal(Q/F) — GLy(E).

Dans ce cadre, la compatibilité local-global de la correspondance de Langlands
est due a Carayol [10] pour v{p et a T. Saito [37] pour v|p. Chaque 7 se factorise
comme un produit tensoriel restreint sur toutes les places finies v de F' :

/
7Tf = ®”U7T7J

ot Q, ®g m, = p, (WD(PHGM(E /F,))) est la représentation lisse irréductible de
D} correspondant (par la correspondance de Langlands locale) a la “Frobenius-
semi-simplifiée” de WD (px|ga#;/r,)): 12 représentation de Weil-Deligne associée
a pﬂ\Gal(F—v /r,)- En particulier, la représentation PrlGaF;/F,) €St potentiellement
semi-stable pour tout v[p et la représentation WD(px|qa 7 /5,)) est indécomposa-
ble lorsque D, n’est pas déployée.

Passons maintenant & la caractéristique p. Soit p: Gal(Q/F) — GLg(kg) une
représentation continue, irréductible et totalement impaire. On suppose toujours
que le corps fini kg contient 1’extension quadratique d'un corps (fini) sur lequel
p est définie, de sorte que (i) kp contient les valeurs propres de p(g) pour tout
g € Gal(Q/F) et (i) si H est un sous-groupe de Gal(Q/F) tel que la restriction
p|u est absolument réductible alors elle est réductible sur kg. On suppose de plus
p modulaire au sens ou elle provient d’'une forme modulaire de Hilbert propre
(de poids et niveau quelconques). Comme précédemment en caractéristique 0, la
limite inductive sur les sous-groupes ouverts compacts U de D]f permet de définir

une représentation de Gal(Q/F) x Df

Ty < lim HY (X, k) (1).
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On définit alors une représentation lisse de Df sur kg par :
_\ déf =
Tp(p) = HOHlkg[Gal(@/F)](loa Ip)
(notons que wp(p) est la représentation associée au dual de p dans [8, § 4]). Par
[42], la représentation 7p(p) est non nulle pour certains choix de D que l'on
explicitera au § 3.2 (voir le corollaire 3.2.3). Un argument classique (voir par
exemple [8, Lem.4.11]) montre que si U est suffisamment petit, alors on a :

mo(p)" = Homy,  (qai@)/m)) (P, Hy, (XU,@7 ke)(1)),

en particulier la représentation 7 () est admissible. A la suite du travail d’Emer-
ton [19] pour GLy /Q, il est conjecturé dans [8, Conj.4.7] que mp(p) se factorise
comme un produit tensoriel restreint :

(26) ™p(p) = ®,7p.(P)

ou chaque mp,(p) est une représentation lisse admissible de D, sur kg. Au moins
pour v ne divisant pas p, on s’attend de plus a ce que mp,(p) ne dépende que
des classes d’isomorphisme de ﬁ‘Gal(E /k,) €t de Dy. Siov divise p et si 7 est une

représentation lisse irréductible de O sur kg (ot Op, est un ordre maximal
dans D,), on dit que p est modulaire de poids T (en v, par rapport a D) si :

Homy, 1o 1(7,70(p)) # 0.

Nous utiliserons le résultat récent suivant de Gee et Kisin (cf. [25, Thm.B]) sur
les poids dans la conjecture de Serre de [8].

Théoréme 3.1.1. — Supposons p > 2, ﬁ|Gal(@/F( o) wrréductible et, si p =5,
limage de p(Gal(Q/F(%/1))) dans PGLy(kg) non isomorphe a PSLy(Fs). Soit v
une place de F divisant p telle que F, est non ramifiée et D, est déployée. Si p
est modulaire de poids T (en v, par rapport a D) alors T € D(p|gaw/r,))-

Il y a également une action de Gal(Q/F) x Dy sur la cohomologie étale a
coeflicients entiers : ’
1}, = lim HE (X, g, Op) (1)
Soit 7 une représentation automorphe de (D ® A)* telle que 7o, = 09 et o, =D
ol p, est la réduction de I'unique Op-réseau stable par Gal(Q/F) & homothétie
pres dans p,. On suppose que E est suffisamment grand pour que p, soit définie
sur /' et on pose :

dét
(27) 7 = Home , (ga@ ey (Pr p)

otl p) est un Op-réseau stable par Gal(Q/F) dans p;. L’application naturelle
Q, R0, ™ = Q, ®g 7y est un isomorphisme. De plus, comme Gal(Q/F) agit sur
ligant(XUv@, Op)(1) via Gal(Q/F)*, I'irréductibilité de 5 implique que :

(x*)" = Homy , (cai@)/m) (P), Hy, (XU,@a Or)(1))
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pour tout sous-groupe ouvert compact U C DJf. En particulier (le Og-module

sous-jacent &) ¥ n’a pas de vecteurs divisibles. Par ailleurs, I'injection :

ke ®op Hy(Xyg, Or) — He(Xyg, ke)
(en fait un isomorphisme) montre que 'application naturelle :

ke ®o, (7)Y = 7p(p)¥

est injective. En prenant la limite inductive, on obtient le lemme suivant.

Lemme 3.1.2. — L’application naturelle kg @0, 7 — wp(p) est injective.

3.2. Relevés de type fixé. — On rappelle quelques conséquences de résultats
de Gee et de Barnet-Lamb, Gee et Geraghty ([24], [1], [2]) et on en déduit
quelques autres.

Le résultat principal de Gee est inspiré d’une technique due a Khare et Win-
tenberger ([31]) pour démontrer 'existence et la modularité de relevés avec com-
portement local prescrit de représentations p : Gal(Q/F) — GLa(kg) (continues,
irréductibles, totalement impaires). Il généralise des résultats de [18] (pour v # p)
et de [30] (pour v = p) dans le cas F = Q, eux-mémes inspirés des résultats de
changement de niveau de Ribet ([35], [36]). Ce résultat de Gee est étendu et
renforcé par celui clef de Barnet-Lamb, Gee et Geraghty qui donne 'existence de
tels relevés qui sont ordinaires en des places prescrites au-dessus de p.

On conserve les notations du § 3.1. Pour v place finie de F* on note v la sur-
jection canonique Gal(F,/F,) — Gal(k,/k,) = Z ou l'isomorphisme de droite
est défini en envoyant le Frobenius géométrique Fr, sur 1. On rappelle qu’'une
représentation de Weil-Deligne (r, N) en v (définie sur Q,) est un Q,-espace vec-
toriel V' de dimension finie muni d'une représentation lisse r : W, — Aut@V

et d'un endomorphisme nilpotent N : V. — V tels que Nr(g) = qZ(g)r(g)N
pour tout g € W,. On définit un type de Weil-Deligne en v comme une classe
d’équivalence [r, N| de représentations de Weil-Deligne en v de dimension 2
ou (r,N) ~ (r',N') si (r|s,,N) est isomorphe a (r'|,, N'). On dit qu'une
représentation linéaire continue p : Gal(F,/F,) — GLy(Q,) est de type de Weil-
Deligne [r, N] si p est potentiellement semi-stable et si WD(p) ~ (r, N). On dit
que p : Gal(F,/F,) — GLy(E) est de type de Weil-Deligne [r, N] si Q, ®g p en
est.

Soit [r, N] un type de Weil-Deligne en v. On dit qu'une représentation lisse
irréductible ¥, de Of sur E est un K-type pour [r, N] si 'on a I’équivalence
suivante pour toute représentation de Weil-Deligne (r', N) en v de dimension 2 :

Hom g px |0y, 7, (F',NT)) #£0 = (1",N') ~ (r,N).

Supposant E suffisamment grand, un K-type pour [r, N| existe (sans étre en
général unique, voir [28]) sous 'une des deux hypotheses suivantes :
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(i) D, est non ramifiée et N =0
(ii) D, est ramifiée et ou bien r est irréductible ou bien N # 0.

Le lemme ci-dessous relie poids de Serre et types et se démontre par un argu-
ment classique que 1’on omet (voir par exemple [8, Prop.2.10] pour un énoncé et
une preuve sous des hypotheses légerement différentes).

Lemme 3.2.1. — Soit v une place de F divisant p, [r, N] un type de Weil-
Deligne en v et ¥, un K-type pour [r, N]. On a p = p, pour une représentation
automorphe m de (D ®q A)* telle que Too = 0y et pr|ca/r,) €st de type [r, N]
si et seulement si p est modulaire de poids T (en v, par rapport a D) pour un
constituant T du semi-simplifié de 9, sur kg.

On rappelle maintenant la conséquence suivante des résultats de Barnet-Lamb,
Gee et Geraghty ([24], [1], [2]).

Théoréme 3.2.2. — Supposons p > 2, p : Gal(Q/F) — GLy(kg) modu-
laire, Dlga@/r(yt)y irréductible et, sip =5, limage de p(Gal(Q/F (/1)) dans
PGLy(kg) non isomorphe a PSLy(F5). Soit ¢ : Gal(Q/F) — E* un caractére
qui reléve det p et tel que et est d’ordre fini, T un sous-ensemble de [’ensemble
des places de F' divisant p et S un ensemble fini de places finies de F' contenant
les places divisant p et les places ou p ou 1 sont ramifiés. Pour chaque v € S,
soit [ry, Ny un type de Weil-Deligne en v et pour chaque v € T'U {v{p, N, # 0},
soit 11, : Gal(F,/F,) — kj un caractére. Supposons que, pour chaque v € S,
Pleam/r,) admet un relevé p, : Gal(F,/F,) — GLy(E) tel que :

(i) siv|p alors p, est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-Tate (0, 1)
pour tout F, — Q,
(i) siv|p alors p, est potentiellement ordinaire si et seulement si v € T
(iii) p, est de type de Weil-Deligne [r,, N,| (v € S)
(iv) siv € TU{vtp, N, # 0} alors p, a une sous-représentation o, de dimen-
sion 1 telle que o, reléve [,w et 005_1|1U est d’ordre fini

(v) det pulr, = lr, (v €S).

Alors, quitte o agrandir E, p posséde un relevé p : Gal(Q/F) — GLy(E) continu
non ramifié en dehors de S et tel que :

i) si v|p alors = est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-

(i) p p’Gal(Fv/FU) p p g
Tate (0,1) pour tout F,, — Q,

(ii) sivlp alors plgu k) est potentiellement ordinaire si et seulement siv € T

(it)) plgary/r,) est de type de Weil-Deligne [r,, N, (v € 5)

(iv) siv € T U{vip, N, # 0} alors plgum/r,) @ une sous-représentation o, de
dimension 1 telle que o!, reléve f,w et ale|;, est d’ordre fini

(v) det p = 1.
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De plus, un tel relevé p de p provient d’une forme modulaire de Hilbert de pouids
(2,2,---,2).

Démonstration. — Ce théoreme se déduit des résultats principaux de [24] et [2]
comme expliqué dans la preuve de [25, Lem.5.3.2]. 11 differe de loc.cit. seulement
parce que le cas NV, # 0 n'y est pas considéré lorsque v|p et n’y est pas explicité
lorsque vtp. Pour obtenir le théoreme 3.2.2; il suffit de modifier les arguments
dans [24] comme expliqué ci-dessous.

D’abord, on vérifie qu’il existe une extension résoluble totalement réelle Fy/F' de
degré pair telle que :

(i) les restrictions 7|1, Plaa@/r.w) € Ve |GaE /m.) SONt triviales pour tout
v e S et tout wlv

(ii) les hypotheses de [25, Lem.5.3.2] s’appliquent & 7 = [,/ m,) 0U (changeant

Cenp, Sen ST etend|gag/m) :

— St ={wlp} 11 Sy ou Sy est 'ensemble des places de Fy au-dessus des places
v de F telles que vip et N, #0

— T, est trivial pour tout w € S*

— si w|p alors R, est la composante irréductible (de 'anneau de déformation)
paramétrant les déformations ordinaires si et seulement si w divise v pour
un v dans 7’

— si w € Sy alors R, est la composante irréductible (de I’anneau de déforma-
tion) paramétrant les déformations de la forme (§ 7 ) dans une base conven-

able.

Notant Dg I’algebre de quaternions sur Fj ramifiée exactement aux places infinies
et aux places de Sy, on obtient alors une représentation automorphe my de (D ®q
A)* telle que :

— To. est triviale si w est une place infinie ou si w € S
— o est non ramifiée si w € Sy

) ~ 5 .
Pry = p’Gal(Q/Fg)
— si w|p alors my est ordinaire en w si et seulement si w|v pour un v dans 7T

On utilise alors 'argument d’augmentation du niveau de [42] comme dans la
preuve de [32, (3.5.3)] pour remplacer Sy par l’ensemble de toutes les places
de Fy au-dessus des places v de F telles que N, # 0. Plus précisément, soit

wy, -+ ,w, les places de Iy divisant p et au-dessus d’une place v de F telle que
N, # 0. Pour ¢ =1,--- ,r on définit par récurrence des extensions F; de Fj telles
que :

— F;/F,_1 est quadratique totalement réelle

= Plaa@/r ) est irréductible

—si w € 5] alors w est totalement décomposée dans F; ou S! est I'ensemble
des places de F;_; au-dessus des places de {wy, -+ ,w;} II Sy
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— si w est une place de F;_; au-dessus d'une place de {w;1,- - ,w,} alors w
est inerte dans F;.

Soit .S; 'ensemble des places de F; au-dessus de celles de S, on a S! = {w}} 11.S;_4
ou w} est 'unique place de F;_; au-dessus de w; (en particulier on a w] = w; et

1= A{w } I Sy). Soit D; 'algebre de quaternions sur F; ramifiée exactement
aux places infinies et aux places de S;. On montre par récurrence sur ¢ qu’il
existe une représentation automorphe m; de (D; ®g A)* vérifiant la méme liste de
propriétés que my (voir ci-dessus) avec Fy remplacé par F;, Dy par D; et Sy par .S;
(cela se démontre en choisissant un premier auxiliaire ¢ satisfaisant [32, (3.5.6)]
et en appliquant le méme argument qu’en [32, (3.5.3)], 'existence d'un relevé
de pr,_,lca@/r,,) de type de Weil-Deligne [r, N| avec r non ramifiée et N # 0

combinée avec l'ordinarité de m;_; en la place w; et la compatibilité local-global
en w, assurent que les hypotheses de [32, (3.1.11)] sont satisfaites, I'hypothese
w} t p étant superflue dans la preuve lorsque la représentation 7 de loc.cit. est
triviale).

Pour finir, on procede exactement comme dans la preuve de [24, (3.1.5)] : pour
toutes les places finies v € S telles que N, # 0, on choisit la composante
irréductible (de 'anneau de déformation locale “cadrée” (framed)) paramétrant
les relevés conjugués a p, (§7) avec p, : Gal(F,/F,) — O} choisi tel que le relevé
p» de I'énoncé vérifie p, ~ u, (§71) (cf. [31, (3.2.6)] pour une analyse de cette
composante lorsque v divise p). En travaillant au-dessus de F” “ F,., on voit que
I’anneau de déformation qui en résulte possede un point modulaire, et donc tous
ses points a valeurs dans ZTJ sont modulaires et il est fini sur Z,. Il s’ensuit que
R%TS (avec la notation de [24]) est fini sur Z,,, donc a un point a valeurs dans Z,,.
De plus, si p est la déformation correspondante, alors p\Gal(@/ vy est modulaire,
et donc aussi p. Cela conclut la preuve. O

Notons (HO) I’hypothese de compatibilité suivante entre D et p :

(HO) Pour chaque place v de F' telle que v{p et D, est ramifiée, la représentation
Plaam;/F,) est soit irréductible soit isomorphe & une représentation de la

forme 7z, (¢ ) pour un caractere i, : Gal(F,/F,) — k.

Corollaire 3.2.3. — Supposons p > 2, p : Gal(Q/F) — GLy(kg) modu-
laire, Dlga@/r(yt) irréductible et, sip =5, limage de p(Gal(Q/F(¥/1))) dans
PGLz(kg) non isomorphe a PSLy(Fs5). Alors wp(p) # 0 (voir § 3.1) si et
seulement si ’hypothése (HO) est vérifiée.

Démonstration. — Notons d’abord que 7p(p) est non nul si et seulement si
P = P, pour une représentation automorphe m de (D ®qg A)* telle que 7y = 0.
En effet, si une telle 7 existe alors le lemme 3.1.2 montre que 7wp(p) # 0.
Réciproquement, si mp(p) # 0 alors p est une sous-représentation de la réduction
d'un réseau dans Hg (X g, E)(1) pour un U convenable, et la représentation
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H}(Xyg, E)(1) est une somme directe de telles représentations p, (quitte a
agrandir E). En particulier, si 7p(p) # 0 et D est ramifiée en v, alors p possede
un relevé modulaire p tel que p|g. 7 /F,) €st soit irréductible, soit un tordu d’une
représentation de la forme (§7). De plus, il est bien connu que si plgz /5,
est irréductible mais a une réduction réductible, alors c’est une induite d’un car-
actere ¢ : Gal(F,/L) — O3 tel que " =1 ol g, = —1 mod p, L est 'extension
quadratique non ramifiée de F, et o le générateur de Gal(L/F,). On en déduit
que |l r,) est dans tous les cas de la forme requise pour que (HO) soit
vérifiée.

Réciproquement, supposons (HO) satisfaite. Comme p est modulaire, on a
P = P, pour une représentation automorphe 7’ de (D' ®g A)* telle que 7/ = 09
ou D’ est une algebre de quaternions sur F' non ramifiée aux places divisant p et
en une place infinie exactement (voir par exemple [8, (2.12)]). Soit v © det py
et, pour chaque v|p, soit 7, un poids de Serre tel que p est modulaire de poids
T, (en v) par rapport a D’. Par la proposition 4.4 (ou la proposition 4.3) de
I’appendice, 7, est un constituant de la réduction d’'un K-type supercuspidal,
donc par le lemme 3.2.1 pour chaque v|p la représentation E|Ga1(F7 /F,) admet un
relevé potentiellement semi-stable p, avec tous ses poids de Hodge-Tate (0, 1)
et de type de Weil-Deligne correspondant a une représentation supercuspidale.
Pour chaque vt p ou D est ramifiée, I'hypothése (HO) assure que Plea@/r)
admet un relevé p, de type de Weil-Deligne spécial ou supercuspidal. Comme
det p|7, = 1|y, pour tout v, on peut tordre chaque p, par un caractere d’ordre une
puissance de p de sorte que det p,|;, = ¥|;,. Maintenant par le théoreme 3.2.2
et la correspondance de Jacquet-Langlands, on a p = p,. pour une représentation
automorphe 7 de (D ®g A)* telle que mo = 0. On en déduit mp(p) # 0. O

Meme si 'objectif principal de cet article concerne les propriétés de I’hypothé-
tique facteur local 7p ,(p) en (26) pour v|p lorsque D) = GLy(F),) et F, est non
ramifiée sur @, on en profite pour signaler le résultat surprenant suivant lorsque
D, reste une algebre de quaternions en v|p.

Corollaire 3.2.4. — Supposons p > 2, p : Gal(Q/F) — GLy(kg) modulaire,
Uhypothése (HO) satisfaite, ﬁ'Gal(@/F( 1)) rréductible et, si p = 5, limage de
p(Gal(Q/F (/1)) dans PGLy(kg) non isomorphe a PSLy(Fs). Si (26) est vrai
alors pour toute place v de F divisant p ou D est ramifiée la représentation
Tpw(p) est de longueur infinie.

Démonstration. — Soit 7 une représentation automorphe de (D ®gA)* telle que
Too = 09 et p, = p. Soit S I'ensemble des places w # v de F' telles que ou bien
wl|p ou bien prlg. sk, st ramifiée (S contient donc en particulier les places

finies distinctes de v ou D est ramifiée) et soit ¢ et pr. Pour chaque w € S,
s0it [ry, Ny le type de Weil-Deligne de pr|q.z5/p,)- Soit 7, un poids de Serre
quelconque pour lequel p est modulaire en v par rapport a D. Par la proposition
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4.7 (cf. appendice), pour tout m > 0 il existe un K-type supercuspidal ¥, ,,, de
conducteur essentiel 2m+3 dont la réduction contient 7, comme constituant. Par
le lemme 3.2.1, on en déduit que ﬁ|Gal(E /r,) admet un relevé p, , potentiellement
semi-stable a poids de Hodge-Tate (0,1) de type de Weil-Deligne irréductible
[75.m, 0] de conducteur essentiel 2m+3. Quitte a tordre par un caracteére, on peut
de plus supposer det p, |1, = ¥|1,. Par le théoreme 3.2.2 et la correspondance de
Jacquet-Langlands, on a donc une représentation automorphe 7, de (D ®q A)*
telle que mp, 00 = 09, P, =P, Pwm‘Gal(E /£, st de type de Weil-Deligne 7wy Nowl
pour tout w € S et pr,|caF/r,) est de type de Weil-Deligne [r, ,,,, 0]. Pour
w € S et pour un sous-groupe ouvert compact U, € Op , la dimension (sur

Q) de W%wa est indépendante de m (car la compatibilité local-global et le fait
que pr,, |Ga1(ﬁ /) €st de type de Weil-Deligne indépendant de m impliquent que
la restriction Wm’w‘ogw ne dépend pas de m). Soit U” “ Hw# U, ou, pour
w € S, U, est suffisamment petit pour que W%wa # 0 et ou U, = Of  pour
w ¢ S. Alors on a dim@ﬂg:f = (¢ pour un entier C' strictement positif et
indépendant de m (voir la proposition 4.7 de I'appendice). Par le lemme 3.1.2 on
a donc dimy, 7p(p)Y" > Cq¢™. Comme c’est vrai pour tout m, on en déduit que
7p(p)V" est de dimension infinie. Si (26) est vrai, on voit donc que mp ,(p) est
aussi de dimension infinie. Comme D est compact modulo son centre, toutes ses
représentations lisses irréductibles sur kg sont de dimension finie. On en déduit

que mp,(p) est de longueur infinie. O

Nous donnerons au § 3.5 ci-dessous une variante du corollaire 3.2.4 (cf. corol-
laire 3.5.4) qui s’applique, elle, a une “vraie” représentation 7p,(p) (et non plus
conjecturale) que nous définissons maintenant.

3.3. Le facteur local. — Si p est modulaire et si v est une place de F' divisant
p, on définit de manieére ad hoc (sous quelques hypotheses techniques assez faibles)
un “facteur local” 7p ,(p) dépendant de la représentation globale p.

On suppose p > 2 et on fixe une représentation p : Gal(Q/F) — GLy(kg) con-
tinue, modulaire et irréductible en restriction & Gal(Q/F(¥/1)) telle que, si p = 5,
I'image de p(Gal(Q/F({/1))) dans PGLy(kg) est non isomorphe & PSLy(F5). On
fixe une place v de F' au-dessus de p (on ne fait pas d’hypothese supplémentaire
sur v dans cette section). On fixe aussi une algebre de quaternions D sur F
vérifiant (HO), de sorte que mp(p) # 0 par le corollaire 3.2.3. On note Op
un ordre maximal dans D et Op,, son adhérence dans D,, pour une place finie
quelconque w de F. Dans toute cette section, on suppose de plus satisfaites les
hypotheses (H1) et (H2) suivantes :

(H1) Si w est une place finie de I’ ot D est ramifiée, alors p|q, 75/, est non
scalaire.
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(H2) Siw # v est une place de F' divisant p, alors D,, est déployée et p|q. 75/,
est réductible non scalaire.

L’hypothese (H1) et la condition d’étre non scalaire dans I’hypothese (H2)
sont nécessaires afin d’étre str que les facteurs locaux en dehors de v ont des
propriétés convenables de “multiplicité 1”. Il devrait étre possible de supprimer
Ihypothese de réductibilité dans (H2), i.e. de traiter des cas ol plgu/r,) €st
irréductible pour w # v divisant p, en utilisant le travail récent de Cheng ([12]),
voir la remarque 3.7.2.

On ignore a I’heure actuelle si I'on dispose d'une factorisation (26), mais on
définit ci-dessous de maniere ad hoc une représentation lisse admissible mp ,(p) de
D} sur kg (dépendant a priori de toute la représentation p) et dont on montrera
au § 3.7 que, au moins lorsque F, est non ramifiée sur Q,, D, est déployée et
Pleaim/r,) est réductible générique, elle coincide avec le “facteur local” en v dans
(26) si (26) est vérifiée (corollaire 3.7.4). La représentation mp ,(p) est définie
comme suit :

7(5) = Homyy ooy (M, 7 (3)) [

NI / . . . , .
ou M est une représentation lisse irréductible sur kg d’un sous-groupe ouvert

compact UY de [],, Op, et ot m" est un idéal maximal dans une algebre de

Hecke agissant sur Homy, /] (M",7p(p)). Plus précisément, on définit ci-dessous

des ensembles finis S’ C S de places finies de F, des représentations M, (sur kg)
de sous-groupes ouverts compacts U, C Of pour w € S, et des opérateurs de
Hecke T, et des scalaires a, € kj pour w € S’ tels que :

UU: HUw H ng, WZ@’U}ESMU)
weS  wgSU{v}

et tels que m’ est I'idéal maximal de kg[T,,, w € S'] engendré par les T, — cv,, pour
w € S’. Si w est une place finie de F', w,, une uniformisante de F,, et n € Z+,
on écrit modulo w™ pour modulo @],.

On pose :
g« {w # v, wlpdisc(D) ou bien plg, 75 /p,) est ramifiée},
et :
g« {w # v, w|p} H {w # v, w|disc(D) et plgam;/F,) est réductible} C S.
On définit U,, M, (pour w € S) et T, v, (pour w € S') au cas par cas en
distinguant les quatre cas suivants (pour w € §) :
Cas T : wlp
Cas II @ w[disc(D) et plgus/r,) est réductible
Cas III : wipdisc(D) et plgamy/r,) est réductible (ramifiée)

Cas IV Plgums/r,) est irréductible (donc ramifiée).



42 C. BREUIL & F. DIAMOND

Notons que w € S’ correspond aux cas I et Il et w € S\S" aux cas III et IV
(par (H2)).

Cas I : Par (H2), d’'une part l'algebre de quaternions D est déployée en w
et on a donc un isomorphisme Of = GLy(OF,), d’autre part plg.z/r,) est
réductible et on peut donc écrire :

fw *
p‘Gal (Fu/Fuw) 0 g/

w

pour des caracteres Ew,E; : Gal(F, /F,) — kf.

SN E/ |7, et E_l ® Dl GaEy /) est la fibre générique d’un schéma en

groupes fini et plat sur O, , on pose U, = GLQ(OF ). Sinon, on définit U,, C
GL2(Op,) comme le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures modulo
w.

" on pose M, = /{:E(ﬁ ) ou
Dy 1 Uy — kS est le caractere défini par J,(g) = «© §w(det( ) si U, = GLy(OF,)
et Uy(g) deff (a)€,,(d) pour g = (&%) mod w sinon.

En voyant Zw,Z’ comme des caracteres de F x

Pour T, et a,, on choisit une uniformisante w, de Op,, puis on définit T,
comme la double classe V,, (%+ () V,, ot V, « ker(7,,) et on pose & Eu(Tw).

Y

Cas Il : Par (HO), on a ploumy/r,) = §w (1) pour un caractere
¢, @ Gal(F,/F,) — ki. De plus, par (H1), Pleai#y/r,) est non scindée si
|kw| = 1 mod p (car alors w = 1).

On pose U, = OX et M, € kp(0y,) ond, = f odet (det désigne ici la norme
réduite). On ch0181t une uniformisante IT p,, de Op,, puis on définit T, comme la

double classe V,I1p, V., ou V,, « ker(d,,) et on pose a, « &, (det(ITp,)).

Cas III : On fixe un isomorphisme Op = GLy(Op,) ainsi qu'un caractere

&y Gal(F,/F,) — ki tel que ,, & E;lﬁfcal(m /k,) €st de conducteur minimal
parmi ses tordus. On note n,, 'exposant du conducteur de 7,, (un entier positif
ou nul) et @, : F) — kj, le caractere correspondant a det(a,,).

Si 7, est non ramifiée, on pose U, = GLQ(OFM) Sinon, on définit U, C
GL2(OF,) comme le sous groupe des matrices triangulaires supérieures modulo

wm. On pose M, = k;E(19 ) ott Uy, : U, — kj est le caractere défini par
Julg) € €, (det(g)) si Uy = GLao(Or,) et Dulg) = €, (det(9))7, (d) pour g =
(a%) mod w™ sinon, et V, X Ker(9,).
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Cas IV : Soit p,, : Gal(F,,/F,) — GLy(E) un relevé quelconque de Plea@s/F)
et soit ¥, un K-type pour [r, N| (voir début du § 3.2) ou r = pyl|z, et N = 0.
Par des résultats de Vignéras, la représentation 1J,, reste toujours irréductible (si
D est déployée en w, cela suit de [46, 1.6] et [46, 3.11], et si D est ramifiée en

w, cela suit de [45, Prop.9], [45, Prop.11] et [45, Cor.12]). On pose U, « Obp.,»
déf = déf 5

Vi = ker(dy,) et My, = 0.

Ayant défini U,,, V,, et M,, pour tout w € S, on pose :

vcET[ve I1 95 V'EIVve T 9.

wesS wgSU{v} weS wgSU{v}
ot 10 Ruwes M. Notons que M est une représentation de UV JV?.
Lemme 3.3.1. — Pourw € S’, laction naturelle de T,, sur mp(p)¥" induit une
action sur :

HOIIlkE [Uv] (My, D (ﬁ)) = HOHlkE [Uv/vv] (HU, TD (ﬁ)vv)

Démonstration. — 11 suffit de montrer que (pour w € S’) laction de U, sur
7p(p)V" commute avec celle de T,,. Lorsque w|p (cas I), on peut choisir des
représentants dans U, de U,,/V,, qui commutent avec (% 9), et donc pour g € U,

on a :
W 0 -1 TWw 0
g(o 1)9 6Vw<o 1>Vw'

Comme V,, est distingué dans U, on en déduit que g commute avec T,,. Lorsque
w| disc(D) (cas II), le caractere 9, s’étend & DX. On a donc U, (gllp, g7 ") =
J,(Ilp,) pour g € U, = OF d'ou gllp, g ', € ker(d,,) N OF =V, et en
particulier gIlp, g~' € V,,IIp, V.. Donc g commute encore avec T, O

Pour w € S, les opérateurs T,, agissent sur Homy,(v (M, 7p(p)) par le lemme
3.3.1 et ils commutent de plus entre eux puisque tel est le cas sur 7p(p)"". On a
donc une action de T' & kT, w € S') sur Homy, i (M, 7p(p)) et on pose :
(28) mp.,(p) < Homy ) (3" mp (7)) ]
ou m’' est l'idéal maximal de T’ engendré par les T, — «, pour w € S’
C’est une représentation lisse admissible de D, sur kg de caractere central

w™! det Plgamyr,)-

Remarque 3.3.2. — (i) La définition de 7p,(p) en I et II ne dépend pas des
choix des uniformisantes w,, et IIp, . Si, dans le cas I, ﬁ‘Gal(ﬁ /F,) €st scindée,
ses sous-représentations de dimension 1 sont par hypothese distinctes et il y a
donc deux choix possibles pour définir £, et Z; De méme dans le cas II avec £,
st Pl Gairs/r,) €St scindée et si [k,| = —1 mod p (car alors w = w™!). Dans ces
situations nous choisissons a chaque fois une des deux possibilités. Il est probable
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que la représentation obtenue 7p ,(p) soit indépendante de ces choix, mais nous
ignorons comment le démontrer pour I'instant.

(ii) I1 y a d’autres choix possibles pour les définitions de U,, et M,,. Par exemple,
on aurait pu procéder en III comme on I'a fait en IV, c¢’est-a-dire introduire des K-
types. Mais il aurait alors fallu utiliser une notion de type plus étendue de maniere
a inclure la représentation de Steinberg lorsque ﬁ|Ga1(ﬁ /F,) €st spéciale. De plus,
pour avoir une représentation M, irréductible, il aurait fallu choisir un relevé
irréductible de p|g. @/ r,) lorsque plga @) r,) est spéciale et [k,| = —1 mod p.
Inversement, on aurait pu aussi utiliser en IV une définition similaire a celle de
IIT (sauf dans le cas |ky,| = —1 mod p et plgum;/r,) est induite de I'extension
quadratique non ramifiée de F,,). Il n’est pas difficile, la, de vérifier que ces
variantes donneraient la méme représentation mp ,(p).

(iii) Enfin, on peut remarquer que l'opérateur de Hecke T, est vraiment nécessaire
dans le cas I seulement si |, est une représentation scalaire, et dans le cas II
seulement si p|q, 7/ r,) est scindée et |k, | = —1 mod p.

3.4. Déformations. — On définit les anneaux de déformations de représenta-
tions galoisiennes locales et globales que 1'on utilisera dans la section suivante.

On suppose dans cette section p > 2, p: Gal(Q/F) — GLy(kg) irréductible et
PlaaFs/F,) réductible non scalaire pour toutes les places w de F' divisant p.

Soit X un ensemble fini de places finies de I’ contenant les places divisant p et
les places ou p est ramifiée. Soit ¥’ un sous-ensemble de X tel que :

— si wlp ou si plr, est réductible non scindée (donc en particulier plq. 7/ x,)
est alors réductible ramifiée), alors w € ¥
— si wip et w € X, alors plg,F;/k,) est isomorphe & une représentation non

scalaire de la forme ﬁ|Gal(ﬁ IRy = (El[”)w E* >

Donc, pour tout w € Y, on peut écrire :

P|Gal(ﬁ/Fw) = 0 g’

pour des caracteres &, &, : Gal(F,/F,) — kf. Lorsqu’il y a plusieurs choix
possibles pour le caractere £, on en fixe un (voir la remarque 3.3.2(i)).

On commence par les anneaux de déformations de représentations locales. On
note Cp la catégorie des Opg-algebres locales noethériennes completes de corps
résiduel kg. Si A est un objet de Cp, on note m, son idéal maximal.

On note ¥ : Gal(Q/F) — OF le relevé de Teichmiiller de w™' detp. On rap-
pelle qu’il existe un anneau de déformation “cadrée” (framed) R qui parametre
les relevés de plqam r,) de déterminant ev|qzr/p,). Plus précisément Ry
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représente le foncteur de Co vers les ensembles qui envoie A vers I'ensemble des
relevés o : Gal(F,/F,) — GLy(A) de ﬁ’Gal(H/Fu,) tels que deto = 5¢’Ga1(FT,/Fu,)-

Pour w € ¥ on définit un foncteur D% de Cp vers les ensembles comme suit.
Soit A un object de Co. Siw ¢ Y, alors D2 (A) est par définition I'ensemble des
relevés o : Gal(F,,/F,) — GLy(A) de Pleams/F,) tels que deto = ed|quzr/my)
et o(I,) = p(I,). Siw € ¥, alors D2 (A) est par définition I’ensemble des paires
ordonnées (o, L) ot o : Gal(F,/F,) — GLy(A) est un relevé de Plaams/ry) tel
que det & = 9|7 k) €t L est un facteur direct de rang un de A* (I’espace de

o) sur lequel Gal(F,,/F,) agit par un caractére de la forme ne, ol  est un relevé
de €, tel que n(I,) = €,(I,). Dans le cas ot w|p, £, = &, et E;l ® Pl alFr/Fa)
est la fibre générique d'un schéma en groupes fini et plat sur Op,, on demande
de plus que n™ ' ® o ®4 A/m" soit aussi la fibre générique d’un schéma en groupes
fini et plat sur Op, pour tout n > 1. On définit D% sur les morphismes de la
maniere évidente.

Lemme 3.4.1. — Le foncteur D% pour w € X est représentable par un anneau
R% qui est formellement lisse sur Og de dimension relative 3+[F,, : Q] (resp. 3)
st wlp (resp. wip). Siw & X' ou si p|g, nest pas scalaire, alors le morphisme
Ry — Ry est surjectif. Siw € X' et ply, est scalaire, alors Ry est topologique-
ment engendré sur RY par ™™V (g) ou n'™V : Gal(F,/F,) — (R5)* est défini

par Uaction de Gal(F,/F,) sur L'™ pour la paire universelle (o™, L™) sur
R% et ou g € Gal(F,/F,) est un relevé quelconque de Fr,,.

Démonstration. — La preuve est essentiellement dans [31]. On explique ci-
dessous comment la déduire des résultats qui y sont énoncés.

(i) Supposons d’abord w ¢ ¥’ donc en particulier w t p. Dans ce cas, la
représentabilité de D2 par un objet RZ de Co et lexistence dun relevé pg
de Plaar r,) dans Dy (Og) sont des résultats standards. Considérons la Op-
algebre ES,O,H associée a py dans [31, § 2.7]. Comme Ei,o,ﬂ est un quotient

de RS (par [31, Prop.2.11]) et que }_Tiioﬂ[l/p] est régulier de dimension 3 (par
(31, Prop.2.10]), il suffit de montrer que l'espace tangent de R% ®o, kg est
de dimension au plus 3. Comme p > 2, on peut identifier cet espace tangent
D% (kgle]/(€?)) avec le noyau de I'application naturelle Z1(Gal(F,/F,), M) —
HY(I,,M) ou M & ado(ﬁ]Gal(ﬁ/Fw)). Le quotient de ce noyau par les cobords
BY(Gal(F,/F,), M) est isomorphe & H'(Gal(F,/F,)/L,, M), qui a méme di-
mension (sur kg) que H°(Gal(F,/F,), M). On en déduit que la dimension de
I’espace tangent est bien :

dimy, B'(Gal(F,/F,), M) + dim,, H*(Gal(F,/F,), M) = dim;, M = 3.

La surjectivité du morphisme RY — R2 dans ce cas est claire.
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(ii) On suppose maintenant w € ¥'. Comme D2 est isomorphe au foncteur
obtenu en remplacant la représentation ﬁ\Gal(Tw /F,) bar une de ses conjuguées et
en la tordant par un caractere, on peut supposer :

_ Eww Zﬁ
p‘Gal(E/Fw) = 0 1

pour un cocycle z; € ZY(Gal(F,/F,), kg(E,w)).

On considere d’abord le cas w|p et &, # 1. On va construire explicitement un
relevé universel (o', LWV) € D2(R2) ot RS « Og|[T, X1, , Xaq1,Y]] et

d¥[F,: Q)
déf =

Soit nunv : Gal(F,/F,) — Og[[T]] le caractere {nr(1 +T) ou &, = [£,] est

w —_—
le relevé de Teichmiiller de &, et nr(1 4 7') est le caractére non ramifié envoyant

un Frobenius géométrique vers 1+ 7. On note =™V = nr(1 + T)n""Ve. Par [31,
Lem.3.7], le Og[[T]]-module des cocycles :

7 S 74(Gal(Fy/ Fu), Op([T)) ()
est libre de rang d 4+ 1 et pour tout morphisme 3 : Og[[T]] — A dans Cp, on a :
ZNGal(Fy/Fy), A(B o E™Y)) = 2" Qo m) A.

(Notons que [31, Lem.3.7] suppose en fait F,, non ramifiée sur Q,, mais cela n’est
pas nécessaire dans la preuve.) En particulier, on a Z'(Gal(F,/F,), kp(§,w)) =
Zwiv ®og[) ke et on peut choisir un relevé z; € Z"™Y de z; ainsi qu'une base
{z1,-++ , 241} de Z"V sur Og[[T]]. On définit alors :

0_univ : Gal(F_w/Fw) — GL2<R$) = GL2<0E[[Ta X17 T 7Xd+17Y]]>

Q6 B 1 Euniv P~ fl+1 o 1
et (7 EE) (4 )

1) € (Rﬁ)2 (en particulier

par :

et L' comme le sous-R5-module engendré par (Y

on a bien det(a"™V) = &,¢).

Maintenant que nous avons défini un élément o™V de D% (R%), nous devons
montrer que, pour A dans Co et (o, L) € D5 (A), il existe un unique o : RS — A

univ

tel que 0 = aoo et L = LV R pa A. On remarque d’abord qu’il y a des
s : , 1 — .

éléments ¢,y € my uniques tels que L est engendré par (y) et Gal(F,/F,) agit
sur L par ne ou n = &,nr(1 +t). Comme det(c) = £,¢e, on a :

10 1 0\ (Bozmiv :
nr(1+t)<_y 1)oao<y 1>_( 0 1)
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pour un z € ZY(Gal(F,/F,), A(3 o Z™")) ou B : Og[[T]] — A est défini par

B(T) =t. Comme z est un relevé de z;, ona z = 1® Z; + f;rll x; ® z; pour
des x1,--- , 7441 € my uniques. On en déduit que o : RS — A défini par T + t,
Y —yet X;— x;pouri=1,---  d+1 est 'unique a transformant (g"v, L10iv)

en (o, L).

Les cas restants ot w € ¥' se traitent par des variantes de I'argument ci-dessus.
Si wlp, £, =1 et ﬁ|Gal(ﬁ/Fw) est la fibre générique d’un schéma en groupes fini
et plat sur Op,, on remplace le module des cocycles par le module :

Z}(Gal(F,/F,), Op[[T])(Z™"))

comme défini dans [31]. Siw|p, £, = 1et PlGaiF/F,) 1€ provient pas d'un schéma
en groupes fini et plat, on remplace Og[[T]] par O, n™™" par le caractéere trivial
et d+1 par d+2. Enfin si w{p, argument est le méme que dans le cas précédent

mais en remplagant d + 2 par 2.

(iii) Pour montrer la derniére assertion, supposons que pl|, est scalaire et soit
N yaN . s iv iv
S la sous-R-algebre de RS topologiquement engendrée par n™V(g). Alors nuni

. w w
est & valeurs dans S* et o™V est & valeurs dans I'image de GLy(RY)), donc dans

GLy(S). Comme p(g) n’est pas scalaire, on voit que la matrice B © oV (g) —
(nmive)(g)I € Msy(S) a une réduction non nulle modulo mg. Comme det(B) = 0,

on en déduit que L & ker(B) est un facteur direct de S? de rang 1 et donc que
LYY = R2®g L. La propriété universelle de (o™, L*") donne donc une section
R2 — S de linclusion S C R%, d’ott il suit que S = R%.

Si p|;, n'est pas scalaire, soit S l'image de RY dans R%. Alors o' est &
valeurs dans GLo(S) et n™™V|;, dans S*. On choisit g € I,, tel que p(g) n’est pas

w
scalaire et on montre exactement comme ci-dessus que S = R%. O

Remarque 3.4.2. — Si 'on remplace E par une extension finie E’, alors on a
une application naturelle R/ — Om ®p, R% ol R/2 est défini en utilisant £’ au
lieu de E. Un argument standard utilisant le sous-anneau de R/ des éléments
se réduisant dans kg montre que cette application est un isomorphisme.

. S
Remarque 3.4.3. — Lorsque w|p, I'anneau R% coincide avec I'anneau R,
considéré dans [31] sauf si plgu i, r,) est la tordue par un caractere d’une
représentation non ramifiée réductible non scindée, auquel cas 'application na-

—-U . .
turelle Rw’w — R n’est pas surjective.

On définit maintenant les anneaux de déformations de représentations globales
qui vont intervenir. Pour un ensemble fini ) de places de F', on note Dg le
foncteur de Co vers les ensembles qui envoie un objet A vers I’ensemble des
classes d’équivalence des relevés o : Gal(Q/F) — GLy(A) de p non ramifiés
en dehors de ¥ U @ et tels que det o = e, deux relevés étant équivalents s’ils
sont conjugués par une matrice g € GL2(A) dont la réduction modulo m4 est la
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matrice identité. Comme p est irréductible, le foncteur D¢, est représentable par
un anneau de déformation universelle Rg. On note Rg I'objet de Co représentant
le foncteur qui associe a A 'ensemble des classes d’équivalence de paires ordonnées
(0,{Buw}wes) ot 0 est un relevé de p comme dans la définition de Dg(A) et
chaque B,, est une base de A? qui se réduit sur la base standard de k%, et ou
(0,{Buw}wes) ~ (9097, {9Bu }wes) pour toute matrice g € GLgy(A) qui se réduit
modulo m4 sur l'identité.

A déf =
Rloc

On pose R, © @wezRS et RuwesRE. On a des applications naturelles

Ry — Rg, Ry, = Rg et R, — Rﬁc On note enfin RA « RQ® RO Rloc Lorsque
Q@ = ), on supprime l'indice Q.
3.5. Multiplicité un I. — Dans cette section et la suivante, on applique la

méthode de Taylor-Wiles comme modifiée par Diamond, Fujiwara et Kisin (cf.
[16] et [32]). Cette premiere section contient essentiellement des préliminaires.

On conserve les notations et hypotheses du § 3.3 et on suppose de plus que
la place v|p fixée est telle que F, est non ramifiée sur Q,, D, est déployée et
ﬁ|Gal(E /F,) est réductible générique (cf. § 2.1 et rappelons que la généricité im-
plique p > 3). On fixe un isomorphisme de Op, -algebres Op, = My(Op,) pour
chaque place finie w ou D est déployée.

Notons qu’avec (H2), on suppose en particulier que pour toute place w|p, D
est déployée et ﬁ|Ga1(E /) st réductible non scalaire. (Comme déja remarqué
au § 3.3, les résultats de [12] devraient permettre de traiter les cas ol plga iz ry)
est irréductible pour w # v divisant p, voir la remarque 3.7.2.)

Rappelons qu’au § 3.3, on a défini des sous-groupes ouverts compacts U, D V,,
et des représentations M, de U,/V,, sur kg pour w € S. La place v n’est pas
dans S, mais on définit maintenant de maniere similaire U, comme le sous-groupe
de OF = GLy(Op,) des matrices triangulaires supérieures modulo v (cf. le cas I

ci-dessus). On écrit :
_ L (Ew x
P’Gal(ﬁ/pv) = 0 E/

pour des caracteéres €,,€, : Gal(F,/F,) — kX et on pose v, < ker(d,) et M, =
(5

kg(9,) oud, : U, — k est défini par 9, (g ) f (a )5 (d) pour g =
v.

déf

%) modulo

Pour w € S U {v}, on reléve la représentation M, en caractéristique 0 comme
suit. Dans les cas I, IT et I1I du § 3.3, on a défini M, = kE(Ew) pour un caractere
P : Uy — k5, on pose alors M, d—ef Og(¥,) ou ¥, est le relevé de Teichmiiller
de U, et Op est supposé suffisamment grand. Dans le cas IV (ot w{p), on a
defini M,, comme la réduction d'un K-type ¥, pour un relevé o de p| Gal(Fy /Fo)-
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On suppose maintenant que ce relevé est choisi tel que deto = 5¢|Gal(fw /i) €t

o(l,) = p(I,) ou ¢ est le relevé de Teichmiiller de w™!detp (voir § 3.4). On
définit M,, comme un modele de ¥, sur Op (en supposant Op suffisamment
grand pour que ¥, ait un tel modele). Dans tous les cas on a M,, = kr ®o, M,
comme module pour kg[U,/V,].

On définit aussi des sous-groupes U,, C Uy, de OF = GLy(Op, ) pour les places
finies w ¢ S U {v} qui vérifient la condition :

(Q) le quotient des racines du polynome caractéristique de p(Fr,,) n’est pas dans
{1,N(w), N(w)~"}

ou N(w) « |ky| = €71 (Fr,,). Pour une telle place w, on définit U° C GLy(OF,)

comme le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures modulo w et U,

comme 'ensemble des g € U tels que g = (¢?) mod w.

Si maintenant () est un ensemble fini quelconque de places finies de I’ qui ne
sont pas dans S U {v} et qui satisfont toutes (Q), on pose :

UQ ot H U, H ng et VQ « H Vi H Uw H Oléw
weSU{v}IUQR wgSU{v}iuQ weSU{v} weQ  wgSU{v}uQ

On voit Ug/Vo = [l,esuqp) Uw/Viw comme agissant sur le Op-module M ©
Quwesufv} My (le produit tensoriel est sur Og). Comme 1) est totalement pair
(car p est modulaire), on peut l'identifier par la théorie du corps de classes a un
caractere des adeles finis A7 s trivial sur F*. Comme 7 coincide avec ¥, sur

Or. pour w € SU{v} et est trivial sur O, sinon, on peut étendre I'action de
Uq/Vg sur M via 1 pour obtenir une action du groupe fini G « UgAf ;/ V™.
Notons que ce groupe est indépendant de ) et agit naturellement sur la courbe
de Shimura Xy,,, donc sur la cohomologie Hélt(XVQ’@, Og)(1). On pose :

déf
CQ = HOHIOE[G] (M, Hgt(XVQ,@7 OE)(l))

Pour w ¢ {v} U S UQ on définit I'opérateur de Hecke T, agissant sur le Op-
module Hgt(XVQ,@, Og)(1) par la double classe OF (% () O pour un choix
quelconque d’uniformisante w,, de Op,. De méme pour w € ), on définit T,
agissant sur Hgt(XVQ’@, Og)(1) par la double classe U, (% %) U,,. Attention que
lopérateur T, pour w € ) dépend du choix de w,,. Pour w € S’ on définit T,
exactement comme au § 3.3. On vérifie comme dans la preuve du lemme 3.3.1 (et
plus simplement méme lorsque w ¢ S U Q) que chaque T,, induit une action sur
Cg. De plus, ces opérateurs commutent deux a deux ce qui permet de définir une

action de la Op-algebre commutative T %< Op [T, w & {v}US\S'] engendrée par
des variables formelles T3, pour w & {v} U S\S". On note T l'image de T dans
Endp,(Cp) : ¢’est un Og-module de type fini.
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Rappelons que, pour w € S, on a défini des éléments «,, € kj. Pour w € Q,

on pose a, = N(w)ay, pour un choix de valeur propre o, de p(Fr,). On note
¢¢o I'homomorphisme de Opg-algebres T — kg défini par ¢o(T,) = o, pour
w e S'"UQ et ¢pgo(Ty,) = N(w) tr(p(Fr,)) pour w ¢ {v} U S UQ, et on pose

def
mg = ker(¢g).
On pose maintenant ¥ %< S U {v} et :
> ¥y {v} UA{w, p|;, est réductible non scindée}.

Rappelons que S contient toutes les places ou p est ramifiée, donc on a X' C X, et
notons que les hypotheses du § 3.4 sont satisfaites pour p, ¥ et ¥'. En particulier,
pour tout w € ¥’ on peut écrire :

P|Gal(ﬁ/Fw) = 0 E’

pour des caracteres EM,E; : Gal(F,,/F,) — kj. De plus, on a toujours ¢, = E;U si
wip (par (HO) ou car I'extension est non scindée). Lorsqu’il y a plusieurs choix
possibles pour le caractere £, on en fixe un (voir la remarque 3.3.2(i)).

Proposition 3.5.1. — On a des isomorphismes Q,®¢,, Comg = ©pr et Q,®0,
TvaQ = @@p ot @@OE TQ,mQ agit composante par composante sur @@oE C’Qme
et ou les sommes directes sont sur les représentations automorphes m de (D®@A)*
telles que :

— Moo =20y (cf. § 3.1)

— det pr, = e

— pr est un relevé de p

— px est non ramifiée en dehors de XU Q)
— siw € X\Y, alors pr(L,) = p(Ly,)

. / o ~ Nwe *
—siw € X, alors prlaary/r,) = ("

tel que Ny (L) = €, (L)

— siwlp, €1, = E;;’Iw et Z;lmeal(fw/pw) est la fibre générique d’un schéma
en groupes fini et plat sur O, , alors n;lpﬂ|Gal(E/Fw) est la fibre générique
d’un groupe p-divisible sur Op, .

) pour un caractere 1, relevant £,

De plus, I’ensemble de telles m est non vide.

Démonstration. — (i) On a des isomorphismes :

QTP ®0E CQ,mQ = HOID@E[G] (Mv@ ®OE Hé}t(XVQ,@u OE)(l)mQ)
et :
Qp Vop Hélt(XVQ@a OE)(1>mQ = @ Hélt(XVQ,@7 Qp)(l)p
P
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ol la somme est sur les idéaux premiers p de Q, ®p,, T tels que pN'T C mg et
qui sont dans le support de Hélt(XVQ@, Qp). En tant que Q, ®p, T-module, on a
une décomposition :

) Ve
HY (X, 5 @) (1) = @a(pr 0 7°)

ou la somme est sur les représentations automorphes m de (D ®g A)* telles que
Too = 02 €t Ty est comme au § 3.1 mais avec les scalaires étendus a @p au lieu
de C. On en déduit que @p ®oy Comg est la somme directe sur de telles 7 des
Q,-espaces vectoriels :

v,
pr ®g, Homoy(c (M, ©p(7,),)

pour p comme ci-dessus. Comme cet espace vectoriel est nul sauf si ¢ est le
caractere central de 7, ou de maniere équivalente det p, = ¢, on a seulement
besoin de sommer sur ces 7 la et on peut alors remplacer G' par Ug/Vy. Dans
le produit tensoriel restreint usuel 7; = ®;, m, l'opérateur de Hecke T,, agit par
I'identité en dehors de w. Comme on a :

7% = (Buenmy) & (Bueemo®) @ (®;¢EUQ m(ff’w>

on en déduit que les idéaux premiers p de Q, ®o, T tels que (7T]‘c/cg),J # 0 sont
précisément les noyaux des homomorphismes définis par T, — a,, (w ¢ X\5’) ou
Gy € @p est une valeur propre de 7T, sur le facteur en w. Notons que pN'T C mg

(pour le p correspondant) si et seulement si a,, se réduit sur «,, pour w € S’ UQ
et sur N(w) tr(p(Fry,)) pour w ¢ ¥ U Q. On en déduit :

Homo e (M, @(7%)y) = @/, X,

ou :
Homo (v} (M, 73" siw e L\S
e Homo,v,)(Muw, (74" )a,) siw € S’
w =) (T )aw siw € Q
o .
(T )N(w) tr(p(Fra)) sinon,

et ol « en indice veut dire la somme des espaces propres généralisés pour T,
associés aux valeurs propres a,, € Z, qui se réduisent sur a € kg. Pour w ¢ XUQ,

X

o
les espaces 7, sont de dimension 1 et a,, = N(w) tr(p,(Fr,)), donc la dimension

o . 1 _ .
de ®ZJJ€EUQ(7T,UD w )N(w) tr(3(Fry)) €t 1 81 pr se réduit sur p et 0 sinon. On peut donc
supposer que p, est un relevé de p en déterminant les autres facteurs.

(ii) Supposons d’abord w € S\S" (donc en particulier w {p). Si Dlgars/r,)
est irréductible, alors le facteur en w est Homog (D, Tw), qui est non nul (et

~

nécessairement de dimension 1) si et seulement si pr|r, = o|r,, i.e. pz(lw) —
p(Ly) (ct. le choix de o au début de cette section).
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Si bl Gy €t réductible et w ¢ 3, alors plr, = £, @Zﬂ pour des caracteres

EM,E; Iy, — ket indgf“’ Yy est un K-type pour [0,0] (cf. § 3.2) ou o|;, =

[€.] B [EZU] On en déduit comme dans le cas précédent que :
~ . 10p
Homy,, (04, ) = Homog (indy”" Vo, Tw)

est non nul (nécessairement de dimension 1) si et seulement si p,(1,) = p(1).

Si PlgaiFy/F,) €st réductible et w € X, alors bl mr/p,) = £u®(%1) pour un

caractere &, : Gal(F,/F,) — k} et E;l ® PlgaFy/F,) est ramifiée. Dans ce cas
Homy, (9, my) est non trivial si et seulement si m, est de la forme 7, o det @,
ot 1, est un relevé de &, tel que 1,(I,) = &,(I,) et 7, est soit une série
principale non ramifiée soit la représentation de Steinberg. Comme pr|c.Fs)r,)

- =1 _ _ e :
releve plga s /r,) e due &, ®Plaams/k,) est ramifiée, on ne peut avoir pour o,
une série principale non ramifiée. On en déduit que Homy, (¢, 7,) est non nul
(nécessairement de dimension 1) si et seulement si pr| gy /r,) = 7 ® (§1), qui
est équivalent a pﬂ|Gal(Tw /) de la forme demandée dans I'énoncé.

(iii) Supposons maintenant w € S’. Considérons d’abord le cas w{p. On
a alors E;U = ¢,, D, ramifiée et U, = Op, . D’apres les définitions de M, et
de T, on voit que Homo v, (Muw, Tw)a, 7 0 (nécessairement de dimension 1)
si et seulement si m, = 1, o det pour un caractere 7, : F) — ZT,X tel que
77W‘O§w = [fw”o;w et a, = ny(det(llp, )) releve a,, (rappelons que Ilp, est une
uniformisante de Op,), ce qui par compatibilité local-global est équivalent a
PrlcaFy r,) de la forme demandée.

— — [0}
Supposons w|p, w # v et &, |1, # §;|Iw- Dans ce cas ind;;”" ¥, est un K-type

pour [[€,] ® [€,],0], et donc Homo v, ](Mw, Tw) est non nul si et seulement si
WD(pr|gams/ry)) = Ml - | &1, (avec N = 0) pour des caracteres 1y, 1, : Wy —

@, tels que 11, = (€)1, Mlr, = [€u)lr, et muml, = ¥lgugrs r,)- De plus dans
ce cas Homo,,](My, m,) est de dimension 1 avec T, agissant par a, = 17y (@),
de sorte que Homo 17,1 (Muw, Tw)a,, €st non nul (nécessairement de dimension 1) si
et seulement si la représentation de Weil-Deligne WD (px|ga 75 /r,)) €st comme ci-

dessus avec 1,(w,) € pr relevant o, = &, (w,) (et donc avec aussi 7], (w,) €
ZX). Une représentation potentiellement semi-stable Pw’Gal(ﬁ/Fw) a une telle
représentation de Weil-Deligne si et seulement si pr|q. 75 /r,) est comme dans
I’énoncé.

Supposons w|p, w # v et |5, = &,l1,. La preuve est similaire au cas

précédent avec les modifications suivantes. Si E;l ® PlaaFy/r,) Dest pas la
fibre générique d'un schéma en groupes fini et plat sur Op,, alors on a
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WD(prlgams/my) = Mol - | © Mw avec N # 0 et T, agissant par 7, (w@,). Si

E;l ® 5|Ga1(ﬁ/Fw) est la fibre générique d’un schéma en groupes fini et plat
sur Op,, alors Uy, = GLy(OF,) et on a WD(pr|gumy/ry) = Ml - | © 1, (avec
N = 0) pour des n,,1,, comme dans le cas précédent, mais maintenant T, agit
par 1y (wy) + 7, (ww,)N(w). C’est une unité p-adique si et seulement si soit
Nw (o) soit 0, (w,)N(w) lest. Quitte a échanger n,| - | et 7, on voit comme
précédemment que pﬂ\Gal(FTU /F,) est comme dans I'énoncé.

Supposons maintenant w = v. Comme p|g, 7/, est (réductible) générique,
on a &,|;, # E;| 1, et encore une fois Homo,v,](M,, 7,) non nul (nécessairement
de dimension 1) si et seulement si WD (px|qayz/r,)) = Mol 1@, avec N = 0 et des
caracteres 1,, 1, comme ci-dessus. Comme pr|qa iz r,) releve plaa, r,), o0 en
déduit par la proposition 2.2.3 que dans ce cas le Og-module fortement divisible
qui donne pr| g7/, st de type 0 (cf. définition 2.2.1), et par le théoreme 2.4.1

que 7,(p) est une unité p-adique qui releve &, (p). (Notons que le caractere n'(())
du § 2.1 est la restriction a I, du caractere noté ici 7,.) On conclut exactement
comme précédemment.

(iv) Supposons enfin w € @ (donc en particulier w{p). Par la condition (Q), on
& Dl GalFy /Ry = £, @ E;) pour des caracteres distincts Zw,é; : Gal(F,/Fy) — k)
dont le quotient n’est pas w*!. Comme p, releve p, on en déduit py| Gal(Foy [ Fu) =

N . N s —=/
Nw @ 1., pour des caracteres 7, et 7, qui relevent &, et ,. On a donc 7, =
Indg(L;i)”)(nM -7t @) de sorte que Homy,, (M, 7,) est de dimension 2 avec

Nw (0w )N(w) et 1., (wy,)N(w) pour valeurs propres de T,,. Comme une seule de
ces valeurs propres se réduit sur «,,, on obtient que Homy, (M, Ty )a, est de
dimension 1.

Ceci acheve la preuve de Q) ®o, Com, = ©pr avec T comme dans I'énonceé.

Notons que T agit sur la composante en 7 via un homomorphisme T — @p
envoyant T, sur N(w) tr(p.(Fr,)) pour w € ¥ UQ. Comme ces homomorphismes
sont tous distincts, la conclusion concernant Tg n, s’ensuit.

(v) Le fait que I'ensemble de ces 7 est non vide découle du théoreme 3.2.2
appliqué avec S = X, ¢ = e et T" = I’ensemble des places de F' divisant p. Posons
I, = &, pour w € ¥ et choisissons les types de Weil-Deligne [r,,, N,,] pour w € %
comme ceux apparaissant dans la preuve ci-dessus. Un relevé p,, provenant d’'un
point a valeurs dans @p quelconque de 'anneau R% du lemme 3.4.1 est du type
demandé. Le théoreme 3.2.2 produit alors un relevé p = p, qui a les propriétés
requises. ]

Remarque 3.5.2. — Notons que, dans la preuve ci-dessus, le cas w = v se
distingue des cas w|p, w # v car nous n'introduisons pas d’opérateur de Hecke
T, en v. Nous aurions pu, comme pour les places w|p, w # v, rajouter un tel
opérateur et remplacer dans I’énoncé les hypotheses F, non ramifiée, D, déployée
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et lgaz, r,) réductible générique par juste D, déployée et p|g. 7k, réductible
non scalaire. Mais cela aurait alors compliqué I’énoncé et la preuve du théoreme
3.7.1 ci-apres qui, de toute maniere, requierent ces hypotheses plus fortes en v.

Nous aurons besoin d’une variante de la proposition 3.5.1 dans le cas Q = 0.

Ecrivons :
0w %
( 0 ge) "

_ Ew  *

29 e e =~

(29) p|Gal(Fv/Fv) ( 0 5;

oit 6, est I'unique caractere de Gal(F,/F,) qui coincide avec &, sur Uinertie et qui
vaut 1 en p (si mGal(E /F,) est scindée on fait un choix pour £, f;, et donc pour
6y, cf. les remarques 2.1.2(ii) et 3.3.2(i)). Notons S, 'ensemble des plongements

de k, dans kg, on a :

§0," =nr(\) [J e et 0,1 =nr(u)

oESy

pour A\, i, € ki et desr,, € {0,---,p—3} uniques avec (r,,)s # (0,---,0), (p—
3,--+,p—3). Rappelons que 'on a alors défini en (4) le caractere n/(J) ® n(J)
de [(Op,) = U, pour tout J C S,. Définissons les Og-modules M (J) et C(J)
exactement comme l'on a défini M et Cjy au § 3.5 mais en remplacant M, par
M,(J) o Or(n(J) @ n(J)) (en particulier M,(0) = M,). On note T(J) le
Op-module de type fini image de T dans Ende,, (C(J)) et on pose m = my.

Proposition 3.5.3. — Pour tout J C S,, on a des isomorphismes @p o
C()m = ®pr et QR0 T(J)n = BQ, 0t Q,®00,T(J)m agit composante par com-
posante sur Q, ®o, C(J)n et ou les sommes directes sont sur les représentations
automorphes m de (D @ A)* telles que :

— Moo = 09

— det pr = e

— pr est un relevé de p

— pr est non ramifiée en dehors de X

— siw € X\Y, alors pr(L,) = p(L,)

— siw € X\{v}, alors prlgam/r,) = ("o ,71) pour un caractere n,, relevant
&, tel que ny (L) = €, (L)

— st w = v, alors pﬂ]Gal(E/Fv) est potentiellement Barsotti-Tate de type de
Weil-Deligne [n'(J) @ n(J), 0]

— siwlp, &,ln, = &,
en groupes fini et plat sur O, , alors n;lpﬂ|Gal(Ffw/Fw) est la fibre générique
d’un groupe p-divisible sur Op,, .

. et &, Plaamy k) €St la fibre générique d’un schéma

De plus, I’ensemble de telles m est non vide.
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Démonstration. — La preuve est en tout point similaire a celle de la proposition
3.5.1, sauf pour la derniere assertion (cf. (v) dans la preuve de loc.cit.) ou, pour
pouvoir utiliser le théoreme 3.2.2, il faut vérifier que la représentation ﬁ|Ga1(E R
admet un relevé potentiellement Barsotti-Tate de type de Weil-Deligne [/(J) &
n(J),0]. Cela se déduit par exemple de [4, Thm.5.1.1(i)] en se souvenant que

7(0) € D(Plgar;/r,)) est un constituant de indICELQ(OF’”)ﬁ’(J) ®@7n(J), cf. § 2.6

Or,)
(cela se déduit aussi du lemme 3.2.1 en utilisant que p est modulaire de poids
7() en v par la preuve du théoreme 3.7.1(i) ci-apres). O

Pour terminer cette section, nous revenons au cadre du § 3.3 (ou il n’y a plus
d’hypothese sur v) pour montrer le corollaire suivant qui compléte le corollaire
3.2.4.

Corollaire 3.5.4. — Supposons p > 2, p : Gal(Q/F) — GLy(kg) modu-
laire, Dlga@/r(yt)y irréductible et, sip =5, limage de p(Gal(Q/F(¥/1))) dans
PGLy(kg) non isomorphe a PSLo(F5). Supposons également satisfaites les
hypothéses (HO), (H1), (H2) (cf. §§ 3.2 et 3.3). Si D est ramifie en v alors

la représentation wp,(p) en (28) est de longueur infinie.

Démonstration. — Soient 7,, Uy, et 7, comme dans la preuve du corollaire
324 et « [w™! det p]. On applique le théoreme 3.2.2 avec pour T I’ensemble

des places w # v divisant p, pour S l'ensemble ¥ = S U {v}, avec i, © £
si w e X'\ {v}, avec le type de Weil-Deligne [r,,,,0] en v et avec les types
de Weil-Deligne de la preuve de la proposition 3.5.1 aux places w # v de X,
c’est-a-dire :

0,0] comme dans le (ii) de cette preuve si w ¢ '

= |
—[[€ul] - | ® [€u], Nw| avec Ny, # 0 si w € ¥ mais w 1 p, ou bien si w|p,

= Z;U|[w et E;l ® PlcaFy/r,) 1'est pas la fibre générique d'un schéma
en groupes fini et plat sur Op,

— €] @ [av], 0] sinon.

(L’existence des relevés locaux se déduit des lemmes 3.2.1 et 3.4.1.) Soit my,
une représentation automorphe de (D ®g A)* donnée par le théoréme 3.2.2 et la
correspondance de Jacquet-Langlands. Sur une extension suffisamment grande
E,, de E, on obtient comme dans la preuve de la proposition 3.5.1 :

Homo i) (M", @y ®0y,, ) = Qp g T
ou M+ ¥ Ques My, ™0 est un Op, -réseau de Tm,f comme en (27) et T, pour w €
S’ agit par multiplication par un scalaire dans (’)gm qui se réduit sur «, € k. On
déduit de la proposition 4.7 que le Op,,-rang de Homo v (M"Y, 70,) est Cql* pour
un entier C strictement positif indépendant de m. Soit wp, une uniformisante
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de Op,,, l'injection naturelle % /wg, < kg, @k, Tp(p) (cf. lemme 3.1.2) induit
des injections compatibles avec I'action de T, pour w € S’ :

HomoE[UU](M”,ﬂfn)/wEm — HomkE[UU}(MU,W%/wEm)
— kEm ®kE HOHlkE[Uv](MU,TFD(ﬁ))
et I'image de l'injection composée tombe donc dans :

kg, @k Homy, o (M, 7p(p)) W] = kp,, @1y 70.0(P).

On en déduit que mp,(p) est de dimension (sur kg) supérieure ou égale a Cq)*
pour tout m et on conclut comme dans la preuve du corollaire 3.2.4. O

3.6. Multiplicité un II. — On montre que le module Cy, = Cp , est libre de
rang 2 sur Ty = Ty,

Beaucoup des arguments sont similaires a ceux que ’on trouve dans les articles
généralisant [47] et [43]. Une différence cependant est que le but de ces articles
étant typiquement de montrer la modularité de représentations galoisiennes, les
méthodes de changement de base peuvent y étre utilisées afin de simplifier les
hypotheses sur le niveau. Nous donnons par conséquent des preuves completes
aux endroits ou cette différence intervient. On conserve les notations des sections
3.3, 3.4 et 3.5 et les hypotheses de la section 3.5.

Pour une représentation automorphe 7 de (D®A)* comme dans la proposition
3.5.1, la représentation p, est naturellement définie sur un objet de la catégorie
Co (cf. § 3.4) : prendre par exemple {a € Op/, @ € kg} pour une extension
E' suffisamment grande de E. Elle définit donc un morphisme de Og-algebres
Rq — Q, qui envoie N(w)tr(pg™ (Fr,)) sur la valeur propre de T, agissant

sur 7o %) pour w ¢ ¥ UQ (ot P : Gal(Q/F) — GLa(Rg) est dans la

classe d’équivalence de la déformation universelle de p correspondante). Par la
proposition 3.5.1, on obtient donc un morphisme Rg — @@oE Tqm, qui envoie
N(w) tr(pg™ (Fry)) sur 1® T, pour w ¢ ¥ UQ. Comme Rg est topologiquement
engendré sur O par les traces {tr(pg™ (Fr,)), w ¢ ¥ U Q}, ce morphisme est
donc a valeurs dans Tqm,. On voit aussi que si @' € @, on a un diagramme

commutatif :

RQ — RQ’

1 \J

TQ,mQ — TQ’,mQ/

ou la fleche du haut est la surjection canonique, les fleches verticales sont celles
que 'on vient de définir et la fleche du bas peut étre caractérisée comme 'unique
application (surjective) qui envoie T,, € Tgm, sur I'unique racine &, € ']I'Q/,mQ,
de X? — T,,X + ¢(w,)N(w) (donnée par le lemme de Hensel) qui se réduit sur
ay, siw € Q\Q' et sur T, sinon. Pour voir qu’'une telle application existe et rend
le diagramme commutatif, notons qu’il suffit de le vérifier apres avoir tensorisé la

ligne du bas par @p et avoir projeté sur chaque composante de @@O 2 TQ my dans
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la décomposition de la proposition 3.5.1. L’application de R vers la composante
correspondant a 7 se factorise par la composante de Q, ®o, T m, correspondant
a m ou 'image de T, y est déterminée par p, comme suit :

(i) siw ¢ X UQ alors I'image est N(w) tr(p.(Fr,))

(ii) si w € S alors il existe un unique caractere 1, de Gal(F,/F,) relevant &,
Nwé *

tel que prlgams/r,) = ("o n;) et nw(lw) = &, (1), 'image est alors n,,(wy,)
sauf si wp et 77;1P7r|Ga1(FTU /) est la fibre générique d’un groupe p-divisible
auquel cas 'image est 1, (w,) + N(w)n, ()

(iii) si w € Q alors prlguEs/ry) = Mo ® M, OU Ny(wyw) reléve a,, mais pas
., (ww) (voir (iv) dans la preuve de la proposition 3.5.1) et I'image est alors
N(w) 1w (@)

Considérons maintenant le morphisme canonique Ry — Tg o « Ro @rq Toume-

Lgmme 3.6.1. — (i) Il y a un unique morphisme de Rg—algébres fag: RS —
vaQ.

(ii) Si w € S', alors Uapplication induite RS — ']I‘Dva correspond a une paire
(0w, L) ot Gal(F,/F,) agit sur L, par un caractére n,e tel que Ny, (wy) = Ty-
(11i) Le morphisme o est surjectif.

Démonstration. — Supposons d’abord Op suffisamment grand pour contenir 1'i-
mage du morphisme Tg , — @p pour chaque m comme dans la proposition 3.5.1
(iln’y a qu'un nombre fini de telles 7). Donc, pour chaque 7, on a une déformation
correspondante o : Gal(Q/F) — GLy(Of) de p non ramifiée en dehors de SUQ.

Soit OF « Or ®g, RS, on a alors pour chaque w € ¥ un relevé canonique :
oy Gal(F,/F,) — GLy(Op)

de Blgayry /r,) de la forme Ayor|qa s /r,) A’ pour une matrice A, € GLy(OF)
relevant la matrice identité de GLy(kg). Montrons que le morphisme correspon-
dant RY — OY se factorise en un unique morphisme RS — OF. Siw ¢ Y, alors
0x(Iw) = p(Ly,), donc également o (I,,) = p(L,) et le fait que Ry — OF se

. . ~ wE  *
factorise par R2. Siw € ¥/, alors Ol GarFy p) = ("

relevant £, et tel que 1,(I,) = &,(I,). On en déduit un unique facteur direct
de (O9)? sur lequel Gal(F,/F,) agit par n,e. De plus si w € S alors 7,(w,)
est 'image de T, dans Og. On en déduit que R — OF se factorise de maniere
unique en RS2 — OF, et de plus que ™V (w,,) € R% s’envoie vers I'image de T,
dans Og pour w € S’ (N est le caractere Gal(F,/F,) — R% relevant &, dans
le lemme 3.4.1).

) pour un caractere 7,

Il suit de la définition de R% que pour chaque 7 comme dans la proposition

3.5.1 la fleche R}, = Ry — Of se factorise de maniére unique en un morphisme
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Rﬁc — 0%, et donc que la fleche RB — 04 se factorise de maniere unique en un

morphisme RS — O0%. On en déduit que :

Rg = T, = ©-0p

se factorise de maniere unique en un morphisme RS — ®©,0%5. Comme, par le
lemme 3.4.1, RS est topologiquement engendré sur Rg par {ni""(w,), w € '},

w
O

on voit que ce dernier morphisme est encore a valeurs dans Tq o

Maintenant ne faisons plus I’hypothese que F est suffisamment grand. Si E est
remplacé par une extension E’, les Og-algebres TamQ, RE? et RS sont remplacées
par leur extension des scalaires & Qg (voir la remarque 3.4.2). Donc, pour E’
suffisamment grand, par le raisonnement précédent le morphisme :

Og Kopg RS — O Koy TE?J"Q

. . . . A
se factorise de maniere unique en un morphisme Op ®o, Ry — O Qo ']I‘E2 no

vérifiant le (ii) de I’énoncé. On en déduit que l'image de RS est contenue dans

TamQ ce qui démontre (i) et (ii).

Enfin, pour démontrer (iii), rappelons que si w ¢ ¥ U Q alors T, € Tgm,
est I'image de N(w) tr(pgﬁv(Frw)) € Rg. Siw € Q, soit g, € Gal(F,/F,) dont
'image dans Gal(F,/ Fw)ab correspond a 'uniformisante w,,. Le polynome car-
actéristique de p™ (g,) a une unique racine dans Rg qui se réduit sur N(w) ™' ay,
et cette racine s’envoie sur N(w)™'T,, € Tgm,- On en déduit que 'Jl‘am@ est
topologiquement engendré sur RB par les éléments T, que I’on n’a pas considérés,
i.e. les T, pour w € S’. Mais par (ii) ces éléments sont encore dans 'image de

aq, donc ag est surjectif. O]

,mQ/

Notons que si Q' C Q, alors Rp, s’identifie & Ry @po Rgr, et donc T,
Q Q ©rD, Q
De plus la surjection induite TDmQ — T3 est

s'identifie a RS ®rg T Q' mey
compatible avec les applications de source R pour w € X de sorte que 1'on en
déduit un diagramme commutatif ou toutes les fleches sont surjectives :

A A

Mgy

D\L O il
TQme —> T lva/ .

dét . :
On pose Cg o = R ®r, Com, que 'on voit comme Rg—module via le mor-

phisme g du lemme 3.6.1.

Pour w € @, soit A,, le sous-groupe de p-Sylow de k; et Ag “ I1 A

) wer —w
L’argument de [14, Lem.2.44] montre que py™ | @/ r,) €st la somme de deux

univ

caracteres et I’on note n"™V celui qui se réduit sur £, o &,,(Fr,,) = o/, = N(w)~'.
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Comme n"™V|7, a une réduction triviale, donc est d’ordre une puissance de p, il se
factorise par I, = O — k.5 (rappelons que w{p). Si I'on restreint I'application
induite k;; — Rj a A, on a un homomorphisme A,, — R}, pour chaque w € Q.
En prenant le produit sur w € ) on obtient un homomorphisme Ay — Ry,
donc un homomorphisme de Og-algebres Og[Ag| — Rg par lequel on voit Cq m,,

comme un Og[Ag]-module.

On peut aussi définir une action naturelle de A, sur C@m, comme suit. On
identifie A,, & un sous-groupe de U? /U, via I'isomorphisme U2 /U,, = kX défini
par :

a b —1
(c d) — ad”" mod w,Op, .

Alors 'action naturelle de U? /U, sur H}, (X vo,a» Or)(1) commute avec celles de G

et T et donc induit une action sur CQmg- La compatibilité avec la correspondance
de Langlands locale nous dit que A,, agit via 1, sur (7,")a, pour chaque 7 comme
dans la proposition 3.5.1 (en utilisant les notations de sa preuve) ce qui entraine
que les deux définitions de I'action de A, coincident. Notons en particulier que,
pour chaque représentation automorphe 7 qui contribue a la décomposition de
@@oE CQmg, le facteur local 7, est une série principale qui est non ramifiée si et
seulement si U agit trivialement sur la composante correspondante de QTP Rop
Come-

Supposons maintenant Q' C Q. Soit T° la sous-Op-algebre de T engendrée par
les T, pour w ¢ (X\S") U (Q\Q'), T, (resp. T¢,) 'image de T° dans Ende, (Co)

(resp. Endo, (Co)) et soit m* & mg NT° = mgy NT°. La preuve de la propo-
sition 3.5.1 est encore valable lorsque T¢y o €st remplacé par TOQ,’mO et montre
que T%’,mo et ']I‘Q/’mQ, ont méme rang sur Og, de méme que Cgy o et C’Q/’mQ,. La
construction de la flecche Ry — T/ m o €st aussi valable, et montre qu’elle se
factorise par ']I‘OQ,NO. Comme T, est dans I'image de R¢ pour chaque w € Q\ @',
on en déduit que l'application naturelle T(é)’,mo — T m o
est un isomorphisme. Comme 'application naturelle Cgrmo — ClemQ,
tomatiquement surjective, c’est aussi un isomorphisme. L’injection naturelle
Co — Cg est T linéaire, donc induit un morphisme Como — Cgmo, et on
considere ’application composée :

est surjective, donc
est au-

18 Cmy = Crmo = Coumo = Coumg-

En tensorisant par @p et en appliquant la décomposition de la proposition 3.5.1,
on voit que Lg est Tq m,-linéaire ou I'action de Tq m, sur Cgrm o €st définie via

la surjection Tg m, — Te précédente (envoyant T, sur &, pour w € Q\Q').

7‘(TIQ/

déf
On pose A\ = HwEQ\Q’ Ay
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A
_) C o\Q’

Lemme 3.6.2. — (i) L’application Lg induit un isomorphisme Cey Qe -

My
(ii) Le module Cqm,, est libre sur Op[Ag).

Démonstration. — (i) Pour w € Q\Q', soit U., la préimage de A,, dans U (on
a donc U, C U/ C U?). On pose :

Q' déf

Ug CUS “Uq [ UL CUS,E Ug [ US S Uq =Uq [] 05,

weQ\Q' weQ\Q’ weQ\Q’
Q" &¢f Q' a¢f 0 _
Vo C V5 —VQHU{UQVQO—VQHUWQVQI—VQHOXW
weQ\Q' weQ\Q' weQ\Q'

ainsi que :
1 aef

! déf
Cgo = Homoie (M, Hi(X o @,0E>( ).

L’application Lgl est alors la composée des applications :

Q/
ClemQ/ — CQ,O,mQ

— C’S,mQ — Coumg-
D’apres la preuve de la proposition 3.5.1 (et la compatibilité entre les deux de-
scriptions de I'action de A ) on voit que les trois premiers Og-modules ont méme

rang que le Op-module C, Q\Q/.

(i) Montrons que la fleche Cgr m,,, — CQ est un isomorphisme. Par induc-

0 ,MQ
tion, il suffit de montrer que I’application :

. Q) Q'
55 CGromey = Come:

avec Q' C Q" et Q = Q"U{w} pour une place w ¢ @’ est un isomorphisme. Pour
cela, comme les deux Og-modules ont méme rang, on voit qu’il suffit de définir
une application Og-linéaire :

telle que € o § est bijectif. Soit 7 le morphlsme naturel X o — X (m n’est
Va.o

’
Vo

pas une représentation automorphe ici !), § provient donc de I'application :

7'('>’< : Hélt(XVQQ/// 0’@7 OE)(1> — Hélt< VQ/ Q’ OE)( )

Soit g, & (6o )s ona g, Udg, C OF et donc g;lvgogw C VQ”O Soit 7' le

morphisme associé XVQIO — X y . On ne va pas utiliser 'application (7')* sur
,0

la cohomologie, mais plﬁtét les deux applications trace :

Ty, T Hl ( OE)( ) — Hét(XVgli 0,@7 OE)(l)

Q/
VQ

VQ/ Q?
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(L’application 7, peut étre vue comme associée a la double classe OF gu U,.)
Les applications 7, et 7, commutent avec I'action de G et celle des opérateurs
T pour w' ¢ (XU {w})\S". Un calcul standard de doubles classes donne la

relation :
T (0 SyN(w) T
()= (5 ") (3)

v Op)(1) = HA(X Or)(1)?, oule T, & gauche

est un endomorphisme de H (X Ve, @ Og)(1), le T,, a droite un endomorphisme

entre applications H}, (X vo! g
QU,07

de Hélt(ngioy@, Og)(1), et out S, est défini par I'action de w, € DX. Notant
encore T, et 7. les applications induites CS:O,mO — 08/'0m0 = C'S,I,OmQ”, on en
déduit que m, — &, o 7, se factorise par la localisation C’QO o — C’g OmQ et
on définit € comme 'application induite CS,O,mQ — C’Q,,OmQ" Comme m,7m* =

N(w) + 1 et w.7* = ST, on en déduit :
cod =N(w)+1—p(wy) Ty =1 —¥(w,)'a, =1~ N(w)dw@;l € Tormg,
ol B, est I'autre racine de X2 — T, X + 1)(w,)N(w). Par I'hypothése (Q), on

voit que 1 — N(w)d,B;" a une réduction non nulle, et donc est une unité dans
T Donc € 0 § est un isomorphisme.

Mg
(iii) Montrons que CQ omo Cg:mQ est un isomorphisme. L’application :
X o =X o
Vg Vo
étant de degré premier a p, la composition avec ’application C’g:m C’QOmQ
induite par la trace est un automorphisme de Cg 0mo” Comme les deux Opg-
modules Cg omg €t CQ:mQ ont méme rang, on en déduit que Cg 0,mo CQ mg €St

un ISOIHOIphlSITle

(iv) On introduit maintenant une place auxiliaire pour simplifier le reste de
I'argument. Par [18, Lem.3], il y a un nombre infini de places finies w vérifiant
(Q) telles que N(w) # 1 mod p (le lemme de loc.cit. ne dit pas que les racines
du polynome caractéristique sont distinctes, mais sa preuve montre que 1’'on peut
toujours le supposer lorsque p > 3). On peut donc choisir une telle place wy & @
telle que wp ne divise aucun nombre premier ¢ vérifiant [F (/1) : F] < 2. Comme
Ay, est trivial, on a :

o9 _ Q' U{wo}
QU{wO}meU{wO} QU{WO}vaU{wO}
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ce qui montre déja (par ce qui précede) que les applications horizontales dans le
diagramme :

Q' Q" U{wo}
CQ’J"Q’ — CQJ“Q - CQU{wo}vau{wo}
i

CQ,mQ - CQU{WO}»mQU{wO}

sont toutes des isomorphismes. On peut donc remplacer @' par Q" U {wg} et Q
par Q U {wp}, i.e. supposer que @' contient wy.

L’hypothese sur wy assure que, pour x € D;, le groupe :

L, € (DX NaU§ 2 'ARDY)/F

n’a pas d’élément non trivial d’ordre fini. (Pour voir cela, notons que si yF* € T,
est d’ordre premier ¢, alors le quotient des racines du polynome caractéristique
de 7 est une racine g-ieme de 1 et [F(¥/1) : F] < 2. Comme d’autre part
Yo € TupUwoTys Fuf, 1a réduction de ce quotient est congrue a 1 modulo wy, ce
qui implique que wy|q et est impossible par choix de wy.) Cela entraine que, dans
l’action a droit(?, du groupe G' X Ag\o = Ug A:ﬂ’f/VQFX sur la .courbe Xvy, le{s
éléments non triviaux de G x Ag\ ¢ ne fixent aucun point géométrique. En effet, il
suffit de le vérifier pour I'action sur les points complexes de D*\((C\R)x D} /Vq).
Siue Ug A ; fixe le point D*(2,2Vg) (avec 2 € C\R,z € D7) alors (2, 7u) =
(7+(2), vpv) pour v € D* et v € Vg ol 7y est I'image de v dans Df et ; son
image dans DX = GLy(R) (rappelons que 7 est 'unique place archimédienne de
F ol D est deployée). Comme v; = zuv~'z~!, on en déduit que vF* € ', mais
I'image de I';, dans l'injection D*/F* — DX/F* = PGLy(R) est discrete et le
stabilisateur de z est compact, donc vF* est d’ordre fini, ce qui implique v € F*
et donc u € Vo F'*.

On a donc un diagramme commutatif de revétements galoisiens étales de
courbes connexes sur F"

XVQ — XVQ,
NS I
Xo — XZ,

ou Xgl ol XVS' /G, Xq « Xy, /G, les applications horizontales ont comme

groupe de Galois Ag\ ¢, les applications verticales G, et ot on fait agir a gauche
les éléments de ces groupes via l’action a droite de leur inverse.

Soit F le Op-faisceau lisse sur la courbe Xg associé a |’action de son groupe
fondamental (ng) sur Home (M, Og(1)) ou m (Xglj) agit sur M via son
quotient G (5 est un point géométrique). On note encore F son image inverse sur
Xg pour toutes les courbes X du diagramme ci-dessus. Notons que Cg s’identifie
alors a H}, (XVQ@, F)Y, et la suite spectrale de Hochschild-Serre donne donc une
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suite exacte de Og[Gal(Q/F)]-modules :
0— Hl(G X AQ\Q'? Hgt(XVQ,@a‘F)> — Hgt<Xg7@a ‘F) -
Ao
Co? — H*(G x Mg\, Hy(Xy, 50 F))-

Comme l'action de Gal(Q/F) sur Hgt(XVQV@,.F) se factorise par Gal(Q/F)™ et
que Cgm, est un réseau dans une somme directe de représentations p, dont la
réduction p est irréductible, on en déduit que ’application composée :
’ A ’ A ’
Hy (X35 F) = C2Y = Comd
/ A ’

est surjective. Elle se factorise par Cng — C 7Qm\QQ qui est donc aussi surjective.
Cela acheve la preuve de (i) puisque ces Og-modules ont le méme rang.

(v) Comme Hgt(XQ’@,F) et Hgt(Xg@,f) sont nuls pour j > 2 et comme
I'action de Gal(Q/F) se factorise par Gal(Q/F)*® pour j = 0, 2, la suite spectrale
de Hochschild-Serre appliquée au revétement X,z — Xg@ montre que, pour
i > 0, le Og[Gal(Q/F)]-module H'(Ag\q/, Hi(X g, F)) a une filtration finie
pour laquelle Gal(Q/F) agit via Gal(Q/F)® sur chaque gradué. De plus la suite
spectrale de Hochschild-Serre pour le revétement XVQ’@ — X g montre que
'action dE Gal(Q/F) sur les noyau et conoyau de Hy (X g, F) — Cq se factorise
par Gal(Q/F)**. On en déduit que H(Ag o, Co) a une filtration finie pour
laquelle Gal(Q/F) agit via Gal(Q/F)* sur chaque gradué. Comme Cg n,, est un
facteur direct de Cg en tant que Op[Ag o x Gal(Q/F)]-module, ceci reste vrai
avec CQm,, au lieu de Cg. Par ailleurs, par dévissage on voit que H (Ag\ g/, Comg,)
a une filtration finie par des sous-Ox[Gal(Q/F)]-modules tels que chaque gradué

est isomorphe & p. On en déduit finalement que H*(Ag\ ¢, CQmy) = 0 pour tout
i > 0, ce qui implique que Cq n,, est libre sur Og[Ag\¢] par [6, VI(8.7)]. O

Tous les ingrédients sont maintenant en place pour appliquer le “patching argu-
ment” de Taylor-Wiles et démontrer le résultat principal de cette section. Lorsque
Q = ), on omet I'indice Q.

Théoréme 3.6.3. — (i) Le Ty-module Cy, est libre de rang 2.
(7i) L’anneau local Ty, est un anneau d’intersection compléte sur Op.

Démonstration. — On le démontre exactement comme dans [32, Thm.3.4.11].
Aux notations pres, la seule différence est que 'anneau jouant le role de B dans
loc.cit., c’est-a-dire Rﬁc, est ici formellement lisse sur Op et il n'y a donc pas
besoin d’inverser p dans la conclusion de [32, Prop.3.3.1] (et en fait la preuve
devient plus simple, voir [16, Thm.2.1]). On conclut par conséquent que R> =
TV = RY ®p Ty est un isomorphisme d’anneaux locaux d’intersection compléte
sur Op et que RY ®p Cy est libre de rang 2 sur ']IE. Comme R" est formellement
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lisse sur Og, on en déduit que Ty, est un anneau local d’intersection complete sur
Opg et que Cy, est libre de rang 2 sur T,. O

3.7. Résultats principaux. — On montre les deux théoremes énoncés dans
I'introduction.

On conserve les notations et hypotheses des sections précédentes. Rappelons
ces hypotheses. On fixe un corps totalement réel F' et une représentation :

continue, modulaire, irréductible en restriction & Gal(Q/F(%/1)) (o1 kg est une
extension finie de [, suffisamment grande comme au § 3.1), telle que I'image de

p(Gal(Q/F(¥/1))) dans PGLy(kg) est non isomorphe & PSLy(Fs) si p = 5, et
vérifiant les hypotheses :

(1) Plaams/F,) est réductible non scalaire aux places w de F' divisant p

(ii) il existe une place v (fixée) de F' divisant p telle que F), est une extension
non ramifiée de Q, et plg. 75, st générique (réductible).
Rappelons que (ii) implique p > 3.

On fixe une algebre de quaternions D sur F' vérifiant les hypotheses :
(iii) D est déployée en une seule des places infinies et aux places divisant p

(iv) si w est une place finie de F' ot D est ramifiée, alors p|g. 7 /x,) est soit
irréductible soit non scalaire de la forme 7, (§7) pour un caractere i, :

Gal(F,/F,) — kL.

Rappelons que (iv) implique 7p(p) # 0 par le corollaire 3.2.3.

On éerit pl a7, r,) comme en (29) et on rappelle que 7(0) € D(p|gur/r,)) est
I'unique poids de Serre tel que I'action de U, = I(Op,) sur 7(0)"(°%) est donnée
par M, =7(0) @ (D) = Ev|[km ® E;hki] (cf. § 2.6). Rappelons aussi que 1'on a
défini Z(p|gaw; k) en (2) et F(J) en (5) pour J C S,.

Théoréme 3.7.1. — (i) On a dimy, Homy,(ar, oy, )] (T(@),?Tpm(ﬁ)) =1.
(ii) Pour tout J C S,, on a :

. GLa(Op,) — _ _
Homy,(aL,(05,)) (lndI(OF(U)F 7)) @7(J), 7p.b(P)) # 0.

et si de plus Z(ﬁ]Gal(E/Fv)) NF(J) =0, alors cet espace d’homomorphismes est
de dimension 1 sur kg.
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Démonstration. — (i) Par le théoreme 3.6.3(i), on a Cy,/wg libre de rang 2 sur
Tw/wg. Par le théoreme 3.6.3(ii), I'anneau artinien Ty,/wpg est d’intersection
complete, donc Gorenstein. Par conséquent (Ty,/wg)[m| est de dimension 1 sur
kg, et donc (Cy/wg)[m] de dimension 2 sur kg.

Montrons que 'application naturelle injective :
C’/wE =kg Kog HOHl(gE[G] (M, Hgt(XV,@7 OE)(l)) —
Homy,, (g (M7 Hgt (XV,@7 kE)(l))
est un isomorphisme aprés localisation en m (ou M Y /wE et ol on omet
Q@ = 0 en indice). Posons @ = {wg} ou la place wy est comme dans la preuve

du lemme 3.6.2, on a un isomorphisme Cp = Cgm, (lemme 3.6.2) et un isomor-
phisme défini de maniere analogue :

Homy,,(c) (M, Hy(Xy5, ke)(1)),, — Homy(a) (M, He(Xy, 5, k) (1))

mQ'
Considérons le diagramme commutatif :
Hélt(XQ,@’Jr) - Hélt(XQ,@wF/wE) — HéQt<XQ,@a}-)

\ \:
Homoyq) (M, H (Xy, 5, 0r)(1)) — Homy,q) (M, Hi(Xy, 5, ke)(1))
1

H* (G, Homy,, (M, H§ (X, 5, ke)(1)))
avec X et F comme dans la preuve du lemme 3.6.2. Comme la ligne du haut et
la colonne de droite sont exactes et que I'action de Gal(Q/F) sur HZ (X5, F)
et Hgt(XVQ@, kg (1)) se factorise par Gal(Q/F)?, on a (comme dans la partie (v)

de la preuve du lemme 3.6.2) que 'application composée :

Hélt(XQ,@w’r) — Hgt(XQ,@a Flwg) — Homy (g (M, Hé1t<XVQ,@7 kE)(U)

mQ
est surjective, et donc qu’il en est de méme de :
CQJ“Q = HomOE[G] (M’ Hélt(XVQ,@a OE)(l))mQ —
HOIIlkE[G] (M, Hélt(XVQ,@7 kZE)(l))mQ

On en déduit avec ce qui précede que :
Cu/wg — Homy ) (M, Hy (X g, kp)(1))
est un isomorphisme et donc que :
dimy, Homy g (M, Hét(XV@, k:E)(l))[m] = dimy,, (Cy/wg)[m] = 2.

Montrons maintenant que HomkE[Uv](MU,ﬂDyv(ﬁ)) a dimension 1. Par [8,
Lem.4.6] et [8, Lem.4.10] (aux changements de convention pres, cf. § 3.1), on a
l'isomorphisme d’évaluation ([8, Lem.4.11)) :

P @y mp(p)” = Hiy(Xy g, k) (1)[m]



66 C. BREUIL & F. DIAMOND

oum> est I'idéal de kp[T,,, Sw]wgs engendré par les éléments T, — N(w) tr(p(Fr,,))
et Sy, — N(w) det(p(Fr,,)) pour w ¢ ¥. On a donc les identifications par (28) :

P®k, Homy 1, (Mo, 7.0 (P) = P @4, Homyy ) (M, ®kEM mp(p))[m']
= Homy, vy (My @, M, 7 ®kE WD(ﬁ)V)[ ]
—Homgs o) (3. H), (X, ) ()] o
= Homy, () (M, H}, (Xyg, ke)(1))[m]
ou, dans la derniere égalité, on a identifié 'action des opérateurs S, avec celle
des éléments correspondants de G = UAf ,/VF*. Comme on vient de montrer

que ce dernier espace a dimension 2, on en déduit que Homy, 1, (M, 7po(p)) a
dimension 1, ou encore par réciprocité de Frobenius :

dimy,, Homy, (GLo (0, )] (indGLQ(?Fv) 7 (0) ®7(0), TDw (ﬁ» =1

Fy) =

Par le lemme 2.1.4, le seul constituant de 1nd ? 7(0) @ 7(0) qui est dans
D(Plgai/F,)) est son co-socle 7(0). Le theoreme 3.1.1 implique alors que les

homomorphismes :

GL2(Op,) — _

o™ 1) @7(0) — 70.,(7)

sont exactement ceux qui se factorisent par le co-socle 7(@)). On en déduit que

Homy,jaLy0p, ) (T(9), 70,0 (p)) a aussi dimension 1.

ind

(ii) Par la proposition 3.5.3, on a C(J), # 0 et I'injection :
C(J)m/wp — Homyyc) (M(J), Hg(Xyg, ke) (1)),

implique donc en particulier Homy, g (M(J),Hélt(XV@, kg)(1))[m] # 0. On
montre comme dans le (i) ci-dessus 'identification :

P Oy, Homy 0,1 (Mo (J), 70,0 (p)) = Homyiq) (M(J), Hy (X g, ke) (1)) [m].
On voit donc que :

2(Or,) — _ N T —

HomkE[GLQ(OFU)] (Hldl(?/)F( )F )77/<J) @ 77(*])7 7TD,v(p)) - HomkE[Uu] (M’U(J)J 7'rD,v(p))

est non nul. La derniere assertion découle du lemme 2.1.4 et du théoréme 3.1.1.
O]

Remarque 3.7.2. — Cheng dans [12, Thm.4.1, Thm.5.3] démontre des
résultats similaires aux théoremes 3.6.3 et 3.7.1(i) ci-dessus, mais sous des
hypotheses techniques différentes. Les principales différences sont les suivantes :
d’une part 'hypothese que les représentations ﬁ|Ga1(E /) Sont réductibles non
scalaires pour wp est remplacée par End;, qu@ms/r,) (Plead r) = ke et Fy
non ramifiée, d’autre part tous les poids de Serre réguliers de ﬁ]GaMFT” /F,) Sont
considérés (a toutes les places w|p) au lieu du poids de Serre particulier 7(0)
considéré ici. Notons que la condition que ﬁ‘Gal(FTU/Fw) a un poids de Serre
régulier au sens de [12] est plus forte que la généricité au sens de [5, Def.11.7].
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Les hypotheses imposées dans [12] aux places w ne divisant pas p sont par
ailleurs plus restrictives que celles de cet article.

Remarque 3.7.3. — Dans le tres récent travail [20], Emerton, Gee and
Savitt montrent une variante de [15, Conj.B.1] qui entraine en particulier
que le théoreme 3.7.1(i) est vrai en remplacant 7(f)) par un quelconque poids
de Serre 7 € D(p|gaFy/k,)), €t aussi que l'espace des homomorphismes du
théoreme 3.7.1(ii) est de dimension 1 pour tout J C S, (sous 'hypothese que F
est non ramifiée en p et que ﬁ|Ga1<Ffw /F,) €st générique pour tout wlp).

On en déduit maintenant le corollaire satisfaisant suivant.

Corollaire 3.7.4. — Sila représentation mp(p) se factorise comme en (26) (cf.
§ 3.1), alors la représentation mp ,(p) e Homy, ¢ (MU, mp(p)) W] (cest-a-dire
définie comme en (28), cf. § 3.3) est nécessairement le facteur local en v de
m(P)-

Démonstration. — Sil'on a 7p(p) = @, 7p ,(p) pour 7, ,(p) représentation lisse
admissible de D5 sur kg, alors 7p,(p) = X ®4, 7p,(p) ou :

déf v _
X = Homyyue) (M, @3, (7)) 0]
(avec action triviale de GLy(F,)). On en déduit par le théoreme 3.7.1(i) que le
kg-espace vectoriel :

X @k, Homycraop ) (7(0), 75, (p)) = Homy,aryor, ) (T(9), 7p.4(P))

est de dimension 1. Il en est donc de méme du kg-espace vectoriel X. O

Corollaire 3.7.5. — La représentation lisse admissible mp ,(p) vérifie les hy-
pothéses de la proposition 2.6.1 (pour la représentation locale ﬁ|Gal(F7/Fv)) pour

tout J C S, tel que Z(plgair k) N F(J) = 0.

Démonstration. — L’hypothese (i) résulte du théoreme 3.7.1(i), 'hypothese (ii)
du théoreme 3.1.1 et du lemme 2.1.4, et ’hypothese (iii) du théoreme 3.7.1(ii) et
de I'hypothese (ii). O

Remarque 3.7.6. — 1l suit de [20] que la représentation mp,(p) vérifie les hy-
potheses de la proposition 2.6.3 (pour ﬁ|Ga1(E / Fv)>7 ce qui contient strictement le
corollaire 3.7.5 (voir la remarque 3.7.3).

Par le corollaire 3.7.5 et la proposition 2.6.1, pour tout J C S, tel que
Z(Plears k) N F(J) = 0 la représentation 7p,(p) fournit donc un invariant
x(J) € kj. Pour une représentation (lisse avec caractere central) arbitraire 7 de
GLo(L) sur kg vérifiant les hypotheses de la proposition 2.6.1, ces x(.J) peuvent
étre essentiellement quelconques (cf. § 2.6).
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Corollaire 3.7.7. — Pour J C S, tel que Z(plgar;/r,)) N F(J) =0, les in-
variants x(J) € kj, de la représentation mp,(p) sont donnés par :

H xv,a(rv,a + 1)

-1 78]
<J> - _€/v<_1) v,0 ﬁv,o ror ¢/
! <ga }g] ) H Tyo(Tyo +1)

ogJ
cop—led

avec ((yo)oes,s (Boo)oes, €t (Tyo)ses, comme en (1) pour le module de Fontaine-
Laffaille contravariant de plai ) @ 0, " (cf. (29)).

Démonstration. — On va appliquer le corollaire 2.6.5 & J et m = mp ,(p), il faut
donc vérifier toutes les conditions de ce corollaire. Notons qu’il suffit de démontrer
I’égalité du corollaire dans n’importe quelle extension finie de kg, et on peut donc
agrandir arbitrairement E dans 'application du corollaire 2.6.5, ce que 1'on fait
de maniere tacite dans la suite de la preuve.

Soit 7 une représentation automorphe de (D ® A)* telle que p, contribue a
Q, ®0, C(J)m comme dans la proposition 3.5.3. Comme dans la preuve de la
proposition 3.5.1 (pour @ = @), on voit que l'on a HomoE[Uv](M”,(QTp ®g ) =
@(}9@ m, ou T, est le facteur local de 7 en v, ot S et U” sont comme au § 3.3 et

M? = ®uesM,, avec M,, comme au § 3.5. Soit 7° un Op-réseau de T§ comme en
(27), alors Home ,[p+](M", 7°) est un Op-réseau w) de m, (stable par GLy(F},)) et
le Og-module :

Home (M (J), 7°) = Home,,v,](M,(J), 7)) # 0

est non nul, donc libre de rang 1. On note ¥ € 7° un générateur du sous-

Ogp-module (de rang 1) des éléments de 70 sur lesquels U, agit par le caractere
M,(J) = 1'(J) @ n(J).

L'injection naturelle 7@ € kp ®0, 7° < 7p(p) (lemme 3.1.2) induit une injec-
tion HomkE[Uu](Mv,ﬁO) — HomkE[Uv}(Mv,ﬂD(ﬁ)) qui, par construction, tombe
dans Homy,,iro)(M ", 7p(p))[m'] = 7p.,(p). On a ainsi des injections :

]{?E ®(9E 7T,8 = HOHl(QE[Uv](MU, WO)/WE — HOHlkE[Uv]<Mv7ﬁo) — WD,U(E)
de sorte que l'image de v dans 7p ,(p) est non nulle.

Le fait que pf| g7 r,) = Homgg ,, (M, Awis)¥ (1) (o p° est un Op-résean sta-
ble par Gal(Q/F) dans p,) pour un (unique) Og-module fortement divisible M
de type n(J) ®n'(J) provient de Homo,,1,)(My(J), 7,) # 0 et de la compatibilité
avec la correspondance de Langlands locale ([37]).
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On peut donc appliquer le corollaire 2.6.5 avec J, 7p,(p), M, 70 et v, ce qui
donne le résultat (le lecteur pourra vérifier sur toutes nos normalisations que la
représentation 7, est bien alors la représentation 7, du théoreme 2.5.2). O

Remarque 3.7.8. — (i) Notons que les valeurs des z(J) du corollaire 3.7.7
ne dépendent que de plg, 7 k). Lorsque la représentation 7p,,(p) vérifie les
hypotheses de la proposition 2.6.3 pour 7| Gal(Fy/F) (ce qui est maintenant connu
par [20], cf. laremarque 3.7.6) et que Z(p|quw;,/r,)) 7 0, il existe par les résultats
de [5] de nombreux autres invariants que I'on peut associer a mp ,(p), par exemple
les invariants “cycliques” de [3, Ques.9.5] lorsque p|q. 7k, est (générique) semi-
simple. Nous ignorons comment calculer ces invariants cycliques en général, mais
on peut se demander si leurs valeurs conjecturales explicitées dans [3, Ques.9.5]
ne seraient pas aussi celles données par 7p ,(p). Voir a ce propos les résultats de
[29].

(ii) Il est vraisemblable que le corollaire 3.7.7 reste valable dans le cas ou les 7, ,
sont tous nuls mais ou /5|Ga1(E /Ry @0, ! est supposée de plus dans la catégorie de
Fontaine-Laffaille.

4. Appendice : Réductions de K-types

On donne des formules explicites pour la semi-simplification modulo p de tous
les K-types pour GLy(L) ot L/Q, est une extension finie quelconque.

On note M l'extension quadratique non ramifiée de L, o ’élément non trivial
de Gal(M/L) et F,, F2 les corps résiduels de L et M. On note I, le sous-groupe
d’inertie de Gal(Q,/L), wy, une uniformisante de L et vy, la valuation sur L telle
que vy (wp) = 1.

On rappelle que 11 (Or) C GLy(Op) est le pro-p-sous-groupe de Sylow du sous-
groupe d’Iwahori I(Of) des matrices triangulaires supérieures modulo une uni-
formisante wy, de Op. On note I(F,) C GLy(F,) le sous-groupe des matrices tri-
angulaires supérieures et I; (IF,) son p-sous-groupe de Sylow. Pour n > 1, on note
I(n) le sous-groupe de I(Or) des matrices triangulaires supérieures modulo w?}
et I;(n) son pro-p-sous-groupe de Sylow (donc I(1) =1(Op) et I1(1) =1;(Oy)).

Pour un groupe profini G contenant un pro-p-sous-groupe ouvert et pour A €
{E,kg}, on note Ry(G) le groupe de Grothendieck des représentations (lisses de
dimension finie) de G sur A. Rappelons que Ry, (G) = Ry, (G/N) pour tout pro-
p-sous-groupe normale N de G, et qu'un élément de Ry, (G) est déterminé par son
caractere de Brauer, qui est une fonction a valeurs dans O (pour F suffisamment
grand) sur 'ensemble des classes de conjugaison p-régulieres de G (ou de G/N).
Si ¥ € Rp(G), on note ¥ 'élément dans Ry, (G) donné par la réduction de .
Rappelons que le caractere de Brauer de 1 est juste la restriction du caractére
de ¥ a I’ensemble des éléments p-réguliers de G. On suppose toujours que F est
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suffisamment grand pour que tous les caracteres de Brauer prennent leurs valeurs
dans Of et que toutes les représentations irréductibles de G en caractéristique p
soient définies sur kg.

Pour un caractere § : Fr; — kg, on note J(§) I'image dans Ry, (GL2(F,)) (ou
dans Ry, (GL2(Op))) de la réduction de la représentation irréductible de GLo(F,)
de degré ¢ — 1 sur E associée a [£] si {7 # £ ou bien de ([x] odet) ® (Sp—1) €
Rp(GL2(Fy)) si & = x o Ng,/m, (o0t Sp désigne la représentation spéciale de
GLy(F,) sur E). Le caractere de Brauer de ¥(§) (sur les classes de conjugaison
p-régulieres de GLy(FF,)) envoie donc la classe de g vers (¢—1)[¢(c)] si g = c € F,
vers —[¢(c)] — [€(c)]? si g a pour valeurs propres ¢, c? € F7, \ F, et vers 0 sinon.

Si [r, N] est un type de Weil-Deligne (cf. § 3.2), on définit son conducteur
essentiel comme le conducteur minimal parmi tous ses tordus par des caracteres.

On note d’abord la formule suivante :

Lemme 4.1. — Pour tout caractere ¢ : Fj — ki, on a :
. GLa(Fy) .,
zg: o) = mdF;Il(qu) P = Z m,T

dans Ry, (GLa(Fy)), ot la premiere somme est sur tous les caractéres & : Fj, —
k7, tels que ¢ = §|qu, ot la deuxieme somme est sur toutes les représentations
irréductibles T de GLo(F,) sur kg de caractére central i et ot :

dét 2val(q)fval(dim7—) sidimT > 1
R WACC R | sidim7 = 1.

Démonstration. — Pour démontrer la premiere égalité, on vérifie facilement que
les deux sommes ont méme caractere de Brauer, qui envoie g vers (¢ — 1)[¢(g)]
pour g € F et vers 0 sinon. II suffit de démontrer la seconde égalité¢ en sommant

sur tous les caracteres centraux possibles ¢ : F° — kf, i.e. de démontrer :

S G o = Yo

XX

ot la premiere somme est sur tous les caracteres x, x' : Fy — kg et la deuxieme

somme est sur toutes les représentations irréductibles 7 de GLy(F,) sur kg.
Comme les constituants irréductibles de chaque ind%&j)(ﬂrq) X ® x’ sont distincts,
on doit montrer que m, = m’. ot m, est le nombre de paires ordonnées (, x’)

telles que 7 est un constituant de indﬁﬁj)(mq) X ® x’. Quitte a tordre par une puis-
sance de det, on peut supposer T = ®qes(Sym™ k%)7 ou S est 'ensemble des

plongements F, < kg. Par [17, Prop.1.1], m! est le nombre de sous-ensembles
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J C S tels que les équations :

r, = Co si oce€J et coplteld
ry = Cy—1 si oeJ et coptgJ
Te = p—2—c, si o¢J et coptelJ
re = p—1l—c, si o¢J et copteJ

aient une solution avec 0 < ¢, < p—1 pour tout ¢ € S et au moins un ¢, < p—1.
On trouve qu’il y a une solution si et seulement si J est tel que :

(i) {o,ro =p—1}NF(J) =0 (o F(J) est comme en (5))
(ii) siry = p — 1 pour tout o € S alors J = ()
(iii) si 7, = 0 pour tout o € S alors J # 0.

En se souvenant que dim7 = [[,.(7s + 1), on déduit facilement m, =m/. O

On fixe dans la suite un type de Weil-Deligne [r, N].

Proposition 4.2. — Supposons que 1 est décomposable, i.e. r|;, = x1 D X2
pour des caractéres lisses x; : OF — E*. Soit n le conducteur de x1/x2 (i.e. le
conducteur essentiel de [r,0]) et ¥ un K-type correspondant a [r,0] (cf. § 3.2).
(i) Sin =0, alors ) = Yodet ot x = x1 = Xa.

(ii) Sin > 1, alors :

n—l_l

= (o GLa(Op)/— o — ERL IO (O
9 = (de(OQL() L)(x1®><2)>+ -1 ind; (52)1’/’

dans Ry, (GLa(OL)), ot 1 = XX, est la réduction du caractére central de V.

Démonstration. — Sin = 0 alors x; = 2 et ¥ = x o det, 'assertion est alors
claire. Sin > 1 et ¢ > 2, alors il y a un unique K-type correspondant a [r, 0], a

savoir ¥ = (detox;) ® 1ndGL2( 2y ot y ((2%9) = = (x2/x1)(d) (cf. [28, § A.2.5]).

On a donc ¥ = 1nd?(1;l§ OL) esf((g) ) X1 © Xo- Nous allons montrer la formule de
I’énoncé :

n—1

. 1GL2(0L) . I(n) . 1GLo(OL) (— o — q GL2(0y)
(30) mdl(n) resy o, ) X1®Xz = (de(OL) (X1®X2))—|——q_1 mdo II(OL)w

par récurrence sur n. Le cas n = 1 étant clair, on suppose n > 1 et (30) vraie
avec n remplacé par n — 1. On montre d’abord que :

(n—1 OfLi(n—1)_ __
(31) 1nd )resI(( ))X1®X2 = resl(( )) X1®X2+1ndo ‘< ( )reSI(éLl)( )X1®X2

dans Ry, (I(n—1)). Les classes de conjugaison p-régulieres de I(n— 1) sont celles

[a]

0 d]) pour a,d € F;. La valeur du caractere de Brauer sur une

des matrices (
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telle matrice des deux cotés de (31) est donnée par gxi([a])x2([d]) si a = d et par
x1([a])x2([d]) si a # d. L’égalité (31) et I'hypotheése de récurrence donnent :

. GL2(0r) . I(n)
ind; 3" resy o ) Xy ® Xy =

indGLz(OL) I(n—1)

GL O OXIi(n—1) _
I(n—1) SI(O) X1®X2+1nd 2(Or) 7 11(n—1)

n_1) T€S10,) X1 ® Xo =
n— 2

. 1GL2(O1) (— o — q GL2 (0O
(lndI(OQL() L)(X1 & Xg)) + q——l lnd 2 (éz) b
GL2(Or) . dOLll(OL) Ogll(n—l)w

+ind,, . *1,(0) MCorn -1 '®0x1,01)

Comme les éléments p-réguliers de O 11 (O} ) sont centraux et comme [O;1;(Or) :
O L(n—1)] =¢" 2% on a dans Ry, (O;1,(0p)) :
0F1,(0r) O} I1(n—1)

NG o
nd 7 (et *S0r1,0,) Y =4 Y

ce qui donne (30). Sin > 1et ¢ =2, il y a deux K-types associés a [r, 0], 'un
donné par la méme formule que dans le cas ¢ > 2, 'autre par son complément

dans detoy; ® ind; L2 OL) res ﬁn;rl) (cf. [28, § A.2.7]). Notons que si ¢ = 2

alors I(n) = I(n) et X1= Xo, ¥ sont tous triviaux. Le méme calcul que dans

le cas ¢ > 2 montre que la réduction du premier K-type est 2"~ 1mdGLZ Or) W
L2 OL) (n+1)

comme demandé). De plus la réduction de detoy; ® ind, es X est
I(n+1) I(n)
2n indﬁéi(;o 2 1. On en déduit que les deux K-types ont méme réduction. O]

On rappelle que si r est irréductible, alors son conducteur essentiel est pair
si et seulement si r est I'induite d'un caractere du groupe de Weil de M (voir
par exemple [33, Cor.4.1.9]). Dans ce cas, les réductions des K-types sont aussi
considérées dans [39, Thm.2.3|, qui donne aussi la formule récursive (32) de la
démonstration ci-dessous.

Proposition 4.3. — Supposons que r est irréductible de conducteur essentiel
pair n = 2m (avec m > 1), de sorte que r|;, = £ ® 7 pour un caractére lisse
€: 05 — EX tel que /€7 est de conducteur m. Soit O le K-type correspondant

m—1 m—1
= ymelgE q — (—1) . 1GL2(Or)
U= (-1) O(§) + g+ 1 Or1i(Or)

dans Ry, (GL2(OpL)), ot ¢ = aof est la réduction du caractére central de 9.

Démonstration. — 1l y a dans ce cas un unique type ¢ associé a [r, 0] dont nous
rappelons la définition suivant [26, § 3] (voir [28, § A.3] pour son unicité). On
identifie My(L) avec End (M) = M & Mo et My(Op) avec Oy & Opro. On pose

Uy « GL2(Op) et on définit des sous-groupes ouverts compacts de Uy par :

U, € {a+bo,a €0, bew Oy}
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pour t > 0. Quitte a tordre, on peut supposer que r est lui-méme de conducteur
n. Donc pour t > m/2 la formule f¢(a + bo) = €(a) définit un caractere de Uy.

Alors ¥ = 9, = md L2(0 pe 2 ag ou ag est la restriction a Upy, o de la représentation

ke définie en [26, § 3 3] En particulier, les représentations oy, pour p # p° sont
déterminées par les formules :

: . 1GLy(O :
(i) o, ®Sp = 1ndU12( 2 Busim=1
(ii) o, = B, si m est pair
Uim—1)/2 .
(iii) in dU< iy By = Puz10u si m > 1 est impair, olt la somme est sur les
caracteres non triviaux w : IF;Q JEx — B,

Pour voir I'unicité des «, dans le cas (iii), on note que

U U,
_ . (m—1)/2 (m— 1)/2
qoy, = (1 —¢q) 1ndU(m+1)/2 By + E 1ndU( +1>/2
w#1

dans Re(Upn—1/2)-

On démontre maintenant la proposition par récurrence sur m. Si m = 1, alors
ag est précisément la représentation irréductible de GLy(FF,) associée a & et la
proposmon est immédiate dans ce cas. Si m = 2, alors le caractere de Brauer de
¥ = ind}P ﬁg vu comme représentation de GLy(F ) envoie la classe de conjugaison
d’un element p-régulier g vers (¢ — 1)q[{(c)] si g = ¢ € F, vers [{(c)] + [£7(c)]

si g a pour valeurs propres ¢, o(c) € quz \ [y, et vers 0 sinon. On en déduit que

9+ 08 = mdg&’ig‘égi) ¥ (voir la preuve du lemme 4.1). Supposons maintenant
L

m > 2 et soit £ : Oy — E* tel que £ a méme réduction que  mais avec £'/(£')?

de conducteur m — 1. Nous allons montrer que :

(3) Te=3 T
w#1
ou la somme est sur tous les caracteres non triviaux w : IF;Z JFx — E*. Sim > 2

est pair, alors Bg = Bg/ et les formules définissant les représentations ci-dessus
donnent :

g GL2(0L)~ U(m 2)/2 7
Y¢ = ind 2)/21 Uy ﬁg
_ GL2 (Or) ; U(m 2)/2 3 GL2(O1) —
= indy 2)/21 Uz Be = E 1ndU( e @ E 1951

w#1 w#1

comme demandé. Si m > 2 est impair, alors (32) découlera de la formule @, =
> wz1 Ber, dans Ry, (Um—1)/2). Les caractéres de Brauer des @, pour p € {{w,w :
F./F; — E*} sont déterminés comme ci-dessus par :

. Um /2 g } :
ll’ldU(m_H)/2 Q-

w#1
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Uim N . .
Comme f3, = resUE +3jz B, (ot p' = 'w si p = &w), il suffit de montrer :
c AUm-vy2  Uminye 3 _ a2
(33) 1ndU(m+1)/2 resy. L, B = E B irm
w,n#1

pour pi' € {{'w',w' 1 F; /F — E*}. Notons que le terme de droite dans (33) est
juste qgg +(q—-1)>, 21 ng et que les classes de conjugaison p-régulieres dans
U(m-1)/2 sont précisément celles des éléments [c] pour ¢ € ]F:Q. Le caracteére de
Brauer du terme de droite dans (33) envoie un tel élément vers q(¢—1)£([c]) sic €
FX et vers £([c]) sinon. En utilisant le fait que, sic € F) et g € Upn-1)/2\Ugm+1)/2,
alors g[clg™" & Ugmni1)/2, on trouve que le caractere de Brauer du terme de gauche
dans (33) est le méme. Cela termine la preuve de (32). En appliquant (32),
I’hypothese de récurrence et le lemme 4.1 donnent alors :

55 = Zﬁg/w

w#1
m—2 m—2
(1 ym—2 = 4 — (=1 .. 1GL2(Or)
= (-1) Z#:l@({w)nLq | md@fh(OL)¢
_ m—1 __ -1 m—2
_ ( )m 1@(§> ( )m 21ndGL2 (’)L) ¢+ ( ) qi GL2 (’)L) ¢
q+1
m—1 m—1
_ moio 4 = (1) GLa(O)
= (=)™ e + 1 ind )< 1((3 )1/1
O
Proposition 4.4. — Supposons que r est irréductible de conducteur essentiel

impair n = 2m+1 (avec m > 1). Soit 9 le K-type correspondant a [r, N| = [r,0].
Ona:
9 =qm mdGL2 OL) w

dans Ry, (GLy(Or)), ot ¢ est la réduction du camctére central de 9.

Démonstration. — 1l y a dans ce cas un unique type 9 associé a [r, N| dont nous
rappelons la définition suivant [27, § 5] (voir [28, § 3] pour son unicité). On
identifie d’abord My(L) avec Endp(M’) et My(Op) avec Endp, (Opr) pour une
extension quadratique ramifiée M' de L (qui dépend de ) en chosissant {1,z }
comme base de M’ sur L (ol wyy est une uniformisante de M’). Pour ¢ > 1, on
définit des sous-groupes ouverts compacts de GLy(Op) par :

Ve € {9 € GLo(O0), 9(B) — B € feolysOnr i B € Onr}

de sorte que V; = 1,(Oy), [,(OL) : Vi] = ¢**V et OppNV; = 1+, O, ot 'on
identifie § € Oy avec I'endomorphisme de O défini par la multiplication par (.

. . . . 1GLy(O
La seule chose que I'on a besoin de savoir sur ¢ est qu’il est de la forme 1ndOMQ/(V mL) «

pour un caractere « : OppVy,, — E*. Comme [O;1;(Or) : OniVi] = g™ et
que les classes de conjugaison p-régulieres de OV, et OF1;(Or) sont celles des
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Zh (OL) —

a4 : . .0
éléments [a] pour a € F5, on voit que le caractere de Brauer de ind,, a est

vt Vim
celui de g™ ). Ceci acheve la preuve. O

Soit maintenant D une algebre de quaternions sur L, Op un ordre maximal
dans D, K « 05, Z « OF et I, le pro-p sous-groupe de Sylow de K. On note
I1p une uniformisante de D. On a Iy = 14+ [IpOp et on pose I, | +1I%,0p
pour n > 1. On choisit un plongement M < D ce qui permet d’identifier les
représentations irréductibles de K sur kg avec les caracteres de K/I; = F qXQ.

Notons que I'analogue du lemme 4.1 dans ce contexte dit juste que indIZ(I1 1 est
la somme des g + 1 caracteres ¢ de caractere central 1.

On fixe un type de Weil-Deligne [r, N].

Proposition 4.5. — Supposons que N # 0, de sorte que r|;, = x © X pour un
caractére lisse x : OF — E*. Soit ¥ le K-type correspondant a [r, N]. On a :

¥ =Y odet.
Démonstration. — C’est clair puisque v = x o det. n
Proposition 4.6. — Supposons que r est irréductible de conducteur essentiel

pair n = 2m (avec m > 1), de sorte que r|;, = £ ® &7 pour un caractére lisse
€: 05 — E* tel que £/&7 est de conducteur m. Soit 9 un K -type correspondant
a[r,N]=[r,0]. On a :

qm—l _ (_1)m—1
qg+1

=) indf,
dans Ry, (K), ot p € {£,£7} et = E‘OZ est la réduction du caractére central de
0.

Démonstration. — Dans ce cas la construction de [26, § 5] montre qu'’il y a deux
types associés a r, chacun déterminé par un choix de u € {£,£7}. La définition des
types est analogue a celle pour GLy(Qp ), mais avec le role des parités inversé. En
particulier, si m est impair, alors ¢ est induit d'un caractere ay, : O, 1, — E*, et
si m est pair, alors 9 est induit d’une représentation de dimension ¢ de O}, 1,,—;.
On omet la preuve de la proposition, qui est tres similaire a celle de la proposition
4.3. O]

Proposition 4.7. — Supposons que r est irréductible de conducteur essentiel
impairn = 2m+1 (avecm > 1). Soit 9 le K-type correspondant a [r, N] = [r,0].
On a:

J=q¢™ " ind}, ¥

dans Ry, (K), ou ¢ est la réduction du caractére central de 9.
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Démonstration. — Ici encore on omet la preuve car elle est tres similaire a celle
de la proposition 4.4 en utilisant [7, § 54] pour déterminer le type, qui est unique
dans ce cas et est induit d'un caractere de Oy, I, pour une extension quadratique
ramifiée M’ de L plongée dans D. O

Remarque 4.8 — Dans ce cas des algebres de quaternions, des résultats si-
milaires (rédigés avec plus de détails) ont été aussi récemment obtenus par Toki-
moto ([44]).
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