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1. Introduction

On note k un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W (k) les vecteurs de
Witt, K0 = Frac(W ), K une extension finie totalement ramifiée de K0 de degré
e, OK les entiers de K et π une uniformisante fixée de K. On désigne par K̄ une
clôture algébrique de K, d’entiers OK̄ et de groupe de Galois GK = Gal(K̄/K).

Dans cet article, nous démontrons les deux théorèmes :

Théorème 1.1. Soit D un (φ,N)-module filtré faiblement admissible de Fontai-
ne, r sa longueur de filtration et supposons er < p− 1, alors D est admissible.

Théorème 1.2. Supposons e = 1 et soit V une représentation p-adique semi-
stable de GK à poids de Hodge-Tate entre 0 et r (r ∈ N), alors les poids de
l’inertie sur la semi-simplifiée modulo p de V sont aussi entre 0 et r.

Ces théorèmes résultent d’une généralisation au cas e > 1 (et “semi-stable”) des
résultats de [FL] et [La1] (e = 1 et situation “cristalline”), généralisation initiée
dans [Br1] et [Br2]. Plus précisément, soient u une indéterminée, S le complété
p-adique de W [u, uei/i!]i∈N∗ et SK0 = K0⊗W S. Dans [Br1], nous construisons une
équivalence de catégories entre les (φ,N)-modules filtrés D de Fontaine ([Fo2],4.3)
et une certaine catégorie de (φ,N)-module filtrés D sur SK0 . Pour e = 1, nous
définissons dans [Br2] une notion de S-module fortement divisible qui généralise
celle introduite dans [FL], conjecturons que, lorsque D est faiblement admissible
avec les crans de sa filtration entre 0 et p − 2, on doit toujours pouvoir trouver
un S-module fortement divisible dans le SK0-module D associé à D dans [Br1]
et montrons cette conjecture en dimension 2. Dans le présent article, nous com-
mençons par étendre la définition des modules fortement divisibles et certains
résultats de [Br2] au cas e > 1. A chaque fois qu’on dispose d’un tel module
fortement divisible, on peut alors :

1) montrer que le module correspondant D est admissible (2.3.2.5)

2) borner, comme conjecturé par Serre ([Se],1.13), les poids de l’inertie modérée
sur la semi-simplifiée modulo p de la représentation semi-stable associée à D (du
moins si e = 1, c.f. ([Br2],4.3), pour e > 1, c’est encore une conjecture (A.3),
mais qui devrait être accessible)

3) construire, dans le cas particulier où la longueur de la filtration sur K ⊗K0 D
est ≤ 1 et où N = 0, un groupe p-divisible sur OK ([Br3],4.2.2.9).

Puis nous montrons le théorème :
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Théorème 1.3. (3.3.7) Soit D un (φ,N)-module filtré faiblement admissible
tel que Fil0(K⊗K0 D) = K⊗K0 D et Filr+1(K⊗K0 D) = 0 avec er < p−1, alors
SK0 ⊗K0 D contient un S-module fortement divisible (2.1.1).

d’où résultent donc (1.1) et (1.2). Signalons que, déjà dans le cas e = 1 et
en dimension 2, ces S-modules peuvent être assez compliqués : par exemple,
ils n’admettent pas toujours de base adaptée à la filtration ([Br2],6), alors que
c’est vrai sur les modules filtrés D et D. Le théorème (1.2) était connu pour les
représentations cristallines ([La1]+[FL]) et pour les représentations semi-stables
“provenant” des variétés à réduction semi-stable ([Br4]). Il reste à prouver (A.3)
pour avoir sa version ramifiée. Le théorème (1.3) était connu, directement ou
indirectement, dans les cas suivants (comme d’habitude, N est l’opérateur de
monodromie sur D, d la dimension de D et r la longueur de la filtration sur
K ⊗K0 D, supposée inférieure (strictement) à p− 1) :

– e = 1, N = 0 ([La1],3.2)

– e = 1, N vérifie la “transversalité de Griffiths” (([Br2],5), résultat dû à
Fontaine)

– 1 ≤ e ≤ p−1, N = 0, r ≤ 1 (([La1],2.1) avec ([Br3],4.2.2.9) et la remarque
(2.2.1.5))

– 1 ≤ e, N = 0, d = 2 et r ≤ 1 (calculs explicites en dimension 2 ou
[La2]+ce qui précède)

– e = 1, N quelconque, d = 2 ([Br2],6).

Signalons que J.-M. Fontaine a annoncé une preuve de (1.1) en dimension 2 sans
restriction sur e ou r (qui utilise d’autres techniques).

Le lecteur pourra s’étonner de la condition er < p−1 dans (1.3). En fait, il est
possible que les S-modules fortement divisibles existent sans restriction sur e (i.e.
avec r < p−1 seulement, c.f. (A.1)). Un S-module fortement divisible est libre et
l’inégalité er < p− 1 est une condition technique qui assure que, quelle que soit
la donnée de départ dans l’algorithme (3.2.4), le module que fournit l’algorithme
est bien libre (et se révèle être le S-module fortement divisible cherché). Lorsque
la condition n’est pas satisfâıte, l’algorithme ne fournit pas un module libre en
général (3.3.5), ce qui veut dire qu’il faudra travailler davantage ou modifier l’al-
gorithme pour trouver un S-module fortement divisible, ou alors se satisfaire des
modules “fortement divisibles” non nécessairement libres obtenus sans restriction
sur la ramification en (3.2.4.9).

Je remercie J.-M. Fontaine pour m’avoir transmis la preuve de la proposition
(2.3.2.2).
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2. Construction de représentations semi-stables (e ∈ N∗, r < p− 1)

On construit des représentations semi-stables, sans restriction sur e, en utilisant
des modules fortement divisibles.

2.1. Modules fortement divisibles et faible admissibilité. On montre que
l’existence de modules fortement divisibles entrâıne la faible admissibilité. C’est
une généralisation simple du cas e = 1 ([Br2],A).

On note MFK(φ, N) la catégorie suivante : les objets sont des K0-espaces
vectoriels D de dimension finie munis :

– d’une filtration décroissante sur DK = K ⊗K0 D par des sous-K-espaces
vectoriels FiliDK telle que FiliDK = DK pour i suffisamment petit et
FiliDK = 0 pour i suffisamment grand

– d’une application K0-semi-linéaire injective φ : D → D

– d’une application K0-linéaire N : D → D telle que Nφ = pφN .

Les flèches sont les applications K0-linéaires qui commutent à φ et N et préservent
la filtration après extension des scalaires à K. On dit qu’un objet de MFK(φ,N)
est positif si Fil0DK = DK . Pour D dans MFK(φ,N), on pose :

tH(D) =
∑
i∈Z

(dimKgriDK)i

tN(D) =
∑
α∈Q

(dimK0Dα)α

où Dα est la partie de D de pente α pour l’action de φ. Si D est de dimension
d, on remarque que

∧d
K0

D est muni de la façon évidente d’une structure d’ob-

jet de MFK(φ,N) et que tH(
∧d

K0
D) = tH(D) et tN(

∧d
K0

D) = tN(D). On dit
qu’un objet D de MFK(φ,N) est faiblement admissible si tH(D) = tN(D) et si
pour tout sous-K0-espace vectoriel D′ de D stable par φ et N avec FiliD′

K =

D′
K∩FiliDK , on a tH(D′) ≤ tN(D′). On note MF fa

K (φ,N) la sous-catégorie pleine
de MFK(φ,N) formée des objets faiblement admissibles : elle est abélienne, stable
par dualité, extension ([Fo2],4.4.4) et produit tensoriel ([Fa2],[To]).

Soit W [u] l’anneau des polynômes en l’indéterminée u et s : W [u] → OK

l’unique surjection de W -algèbres telle que s(u) = π. On a Ker(s) = (E(u)) où
E(u) est le polynôme d’Eisenstein de l’uniformisante π. Notons S le complété
p-adique de l’enveloppe aux puissances divisées de W [u] par rapport à Ker(s). Si
i ∈ N, notons q(i) le quotient dans la division euclidienne de i par e, S s’identi-

fie à la sous-W -algèbre de K0[[u]] définie par {
∞∑
i=0

wi
ui

q(i)!
, wi ∈ W, lim

i→∞
wi = 0}.

On munit S de l’unique opérateur φ semi-linéaire par rapport au Frobenius sur
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W et continu pour la topologie p-adique tel que φ(ui/q(i)!) = upi/q(i)! et de
l’unique dérivation N W -linéaire continue pour la topologie p-adique telle que
N(ui/q(i)!) = −iui/q(i)!. On a Nφ = pφN . Pour r ∈ N, soit FilrS la complétion
p-adique de l’idéal engendré par les γi(E(u)) = E(u)i/i! pour i ≥ r. On vérifie
que N(FilrS) ⊂ Filr−1S et φ(FilrS) ⊂ prS pour 0 ≤ r ≤ p−1. On pose dans ce

cas φr =
φ

pr
|FilrS et on remarque que φ1(E(u)) ∈ S∗. On étend par K0-linéarité

(ou semi-linéarité) toutes ces structures à SK0 = K0 ⊗W S et on note f0 (resp.

fπ) la surjection K0-linéaire SK0 → K0 (resp. SK0 → K) qui envoie ui

q(i)!
sur 0 si

i ≥ 1 (resp. ui

q(i)!
sur πi

q(i)!
).

Si D est un objet de MFK(φ,N), on lui associe dans [Br1] un SK0-module filtré
D avec Frobenius φ et monodromie N de la façon suivante : D = SK0 ⊗K0 D,
φ = φSK0

⊗ φD, N = NSK0
⊗ Id + Id ⊗ ND, FiliD = D si FiliDK = DK et

Fili+1D = {x ∈ D / N(x) ∈ FiliD et fπ(x) ∈ Fili+1DK}. On dit que D est le
SK0-module associé à D. Un des résultats de [Br1] est que tout SK0-module libre
de type fini D avec filtration, φ et N satisfaisant des propriétés “raisonnables” est
le SK0-module associé à un D de MFK(φ, N) ([Br1],6.1.1). On renverra à [Br1]
lorsque des propriétés de D et du foncteur D 7→ D seront utilisées dans la suite
(D et D étaient respectivement notés M et M̂).

Définition 2.1.1. Soient D un objet positif de MFK(φ, N) tel que Filr+1DK =
0 avec 0 ≤ r ≤ p− 2 et D son SK0-module associé. On dit qu’un sous-S-module
M de D stable par φ et N est un module fortement divisible de D (resp. un
pseudo-module fortement divisible) s’il vérifie les quatre conditions :

– M est libre de type fini sur S (resp. est de type fini sur S)

– K0 ⊗W M
∼→ D

– φ(FilrM) ⊂ prM

– (φ/pr)(FilrM) engendre M sur S.

Proposition 2.1.2. Soient D et D comme en (2.1.1) et supposons qu’il existe
un sous-S-module M de D vérifiant les conditions suivantes :
(1) pour une (ou, de façon équivalente, toute) base (e1, ..., ed) de D sur SK0, il
existe des entiers d ≤ c tels que pc · ⊕d

i=1Sei ⊂ M ⊂ pd · ⊕d
i=1Sei

(2) φ(M ∩ FilrD) ⊂ prM

alors tH(D) ≤ tN(D).

Preuve. — Pour i ∈ {0, ..., r}, posons FiliM = M∩FiliD. Puisque S/Fil1S
∼→

OK (par u 7→ π), pour tout i entre 0 et r − 1, gri
F ilM = FiliM/F ili+1M est

un OK-module de type fini sans p-torsion, donc libre sur OK . De la condition
(1), on déduit K0 ⊗W M

∼→ D, d’où, pour tout i, K0 ⊗W FiliM
∼→ FiliD et

K0 ⊗W gri
F ilM

∼→ gri
F ilD. Donc gri

F ilM est un OK-réseau du K-espace vectoriel
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de dimension finie gri
F ilD et on a :

r−1∑
i=0

rgW gri
F ilM =

r−1∑
i=0

dimK0gri
F ilD = e(rd− tH(D))

comme on le voit immédiatement en choisissant sur D une base adaptée à la
filtration ([Br1],A.4). Soit M l’image de M dans K0 ⊗SK0

,f0 D
∼→ D et FiliM

l’image de FiliM, on a des surjections gri
F ilM → gri

F ilM/ugri
F ilM → gri

F ilM

d’où lgW gri
F ilM ≤ lgW (gri

F ilM/ugri
F ilM) =

1

e
rgW gri

F ilM, donc :

lgW
M

FilrM
=

r−1∑
i=0

lgW gri
F ilM ≤ e

e
(rd− tH(D)) = rd− tH(D).

Par ailleurs M est stable par φ, car si x ∈ M, E(u)rx ∈ FilrM et φ(x) =
1

prcr φ(E(u)rx) ∈ M puisque φ(E(u)rx) ∈ prM et cr ∈ S∗. Donc M est un W -

réseau de D stable par φ (rappelons que K0 ⊗SK0
,f0 D ' D en tant que K0[φ]-

module) et la condition (2) entrâıne φ(FilrM) ⊂ prM . Mais on a :

lgW
M

FilrM
= lgW

φ(M)

φ(FilrM)
= lgW

M

φ(FilrM)
− lgW

M

φ(M)

qui donne lgW (M/FilrM) ≥ lgW (M/prM)−tN(D) = rd−tN(D) par ([La1],1.5),
d’où rd− tN(D) ≤ rd− tH(D) i.e. tH(D) ≤ tN(D). �

Proposition 2.1.3. Avec les hypothèses de (2.1.2), supposons de plus M libre
sur S, alors tH(D) = tN(D) si et seulement si M est engendré par (φ/pr)(FilrM).

Preuve. — Gardons les notations de la preuve précédente. Posons M̄ =
M/(FilrSM) et D̄ = D/(FilrSK0D) = M̄ ⊗W K0. Pour i ∈ N, soit FiliD̄
l’image de FiliD dans D̄ et FiliM̄ = M̄ ∩ FiliD̄. On pose également M̄ =
M/(FilrSM+ IM) où I est le noyau de f0|S et FiliM̄ l’image de FiliM̄ dans M̄ .
Comme gri

F ilM̄ est un OK-réseau de gri
F ilD̄ et que la flèche gri

F ilM̄ → gri
F ilM̄ se

factorise par gri
F ilM̄/ugri

F ilM̄, on a pour i ∈ N :

edimkgri
F ilM̄ ≤ rgW gri

F ilM̄ = dimK0gri
F ilD̄ (∗)

Pour i >> 0, FilrSK0D ⊂ FiliD, donc FiliD̄ = 0 = FiliM̄ et
∑
i≥0

dimkgri
F ilM̄ =

lgW M̄ ,
∑
i≥0

dimK0gri
F ilD̄ = dimK0D̄ = erd. Puisque M est libre sur S, M̄ est

libre de rang d sur W/prW ' S/(FilrS + IS), donc lgW M̄ = rd. On en déduit∑
i≥0

edimkgri
F ilM̄ =

∑
i≥0

dimK0gri
F ilD̄, d’où par (∗) edimkgri

F ilM̄ = dimK0gri
F ilD̄

pour i ∈ N. Mais, pour 0 ≤ i ≤ r − 1, gri
F ilM = gri

F ilM̄ et FiliM̄ s’identifie
à l’image de FiliM dans M̄ i.e. la flèche gri

F ilM → gri
F ilM̄ est surjective. On

déduit de tout cela (toujours pour 0 ≤ i ≤ r − 1) :

1

e
dimK0gri

F ilD = dimkgri
F ilM̄ ≤ lgW gri

F ilM ≤ 1

e
rgW gri

F ilM =
1

e
dimK0gri

F ilD
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(pour la deuxième inégalité, voir la preuve précédente), d’où :

lgW
M

FilrM
=

r−1∑
i=0

lgW gri
F ilM =

1

e

r−1∑
i=0

dimK0gri
F ilD = rd− tH(D).

Par ailleurs (c.f. preuve précédente) :

lgW
M

FilrM
≥ lgW

M

prM
− tN(D) = rd− tN(D).

On en déduit tH(D) = tN(D) si et seulement si lgW (M/φ(FilrM)) = lgW (M/prM)
i.e. si et seulement si φ(FilrM) = prM , d’où le résultat puisque M est libre. �

Corollaire 2.1.4. Soit D un objet positif de MFK(φ,N) tel que Filr+1DK = 0
avec 0 ≤ r ≤ p − 2 et supposons qu’il existe un module fortement divisible dans
son SK0-module associé, alors D est faiblement admissible.

Preuve. — Par (2.1.3), on a tH(D) = tN(D). Soit D′ ⊂ D un sous-K0-espace
vectoriel de D stable par φ et N . On pose FiliD′

K = D′
K ∩ FiliDK (i ∈ N) : il

s’agit de montrer tH(D′) ≤ tN(D′). Soit D′ le SK0-module associé à D′ : c’est un
facteur direct de D stable par φ et N tel que FiliD′ = D′ ∩ FiliD (3.1.1). Soit
M′ = M∩D′ et FilrM′ = M′∩FilrD′, on a donc φ(FilrM′) ⊂ prM′ : par (2.1.2)
appliqué à D′ et M′, on a tH(D′) ≤ tN(D′). �

2.2. Rappels et compléments sur la théorie de [Br2]. On généralise les
catégories introduites dans [Br2] et [Br3]. Bien que ces catégories dépendent à
priori de π, on ne le figure pas dans la notation, pour alléger le texte.

2.2.1. Rappels sur les catégories Mr. On pose Sn = S/pnS, c = φ1(E(u)) ∈ S∗

et on fixe r ∈ {0, ..., p − 2}. Soit ′Mr la catégorie suivante : les objets sont la
donnée :

– d’un S-module M

– d’un sous-S-module FilrM de M contenant FilrS ·M
– d’une flèche φ-semi-linéaire φr : FilrM → M telle que pour tout s ∈ FilrS

et x ∈ M, φr(sx) = φr(s)φ(x) où φ(x) =
1

cr
φr(E(u)rx)

– d’une application W -linéaire N : M → M telle que :
(1) si s ∈ S et x ∈ M, N(sx) = N(s)x + sN(x)
(2) E(u)N(FilrM) ⊂ FilrM

(3) le diagramme suivant est commutatif :
FilrM

φr→ M

E(u)N ↓ ↓ cN

FilrM
φr→ M

On note ′Mr
0 la catégorie obtenue en oubliant l’opérateur N dans la définition de

′Mr. Les flèches sont les morphismes S-linéaires qui préservent Filr et commutent
à φr et N . Les catégories ′Mr et ′Mr

0 sont munies d’une notion de suite exacte
courte : 0 → M′ → M → M′′ → 0 est une suite exacte si les deux suites de
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S-modules 0 → M′ → M → M′′ → 0 et 0 → FilrM′ → FilrM → FilrM′′ → 0
sont exactes. On note Mr (resp. Mr

0) la sous-catégorie pleine de ′Mr (resp. ′Mr
0)

formée des objets M qui vérifient les deux conditions supplémentaires :

– le S-module M est de la forme M '
⊕
i∈I

Sni
pour I fini et ni ∈ N∗

– φr(FilrM) engendre M sur S.

Remarque 2.2.1.1. On peut montrer que lorsque er ≤ p− 2 les catégories Mr

et Mr
0 sont abélienne et stables par extension dans ′Mr (ou ′Mr

0). Voir ([Br2],2)
pour le cas e = 1 et ([Br3],2.2) pour le cas r = 1.

Remarque 2.2.1.2. Si M est un S-module fortement divisible (2.1.1), pour
tout n ∈ N∗ M/pnM est muni d’une structure d’objet de Mr en posant :
Filr(M/pnM) = FilrM/pnFilrM ↪→ M/pnM avec les φr et N induits.

Les objets annulés par p dans Mr et Mr
0 sont en particulier des S1-modules

libres de type fini. On peut préciser leur structure :

Proposition 2.2.1.3. Soit M un objet de Mr
0 libre de rang d sur S1. Il existe une

base (e1, ..., ed) de M et des entiers (r1, ..., rd) dans {0, ..., er} tels que FilrM =
(⊕d

i=1u
riei) + FilpS1M.

Preuve. — Elle est similaire à la preuve de ([Br3],2.2.2.5), une fois étendus au
cas 0 ≤ r ≤ p− 2 les résultats de ([Br3],2.2.2.1), ([Br3],2.2.2.2) et ([Br3],2.2.2.3)
concernant M1

0, ce qui est évident. �

Définition 2.2.1.4. On appelle base adaptée d’un objet M de Mr
0 (resp. Mr)

toute base de M satisfaisant la condition de (2.2.1.3).

Remarque 2.2.1.5. Pour r = 1, on peut montrer qu’on a un foncteur plei-
nement fidèle M1

0 ↪→ M1. Cela signifie que tout objet de M1
0 peut être muni

de façon canonique d’un opérateur N satisfaisant les propriétés (1), (2) et (3)
précédentes (c’est la propriété (2) la plus contraignante en général, elle est vide
pour r = 1 !). En fait, la catégorie M1

0 correspond à une sous-catégorie pleine de
la catégorie des schémas en groupes finis plats et annulés par une puissance de p
sur OK ([Br3],4.2.2.5) et la catégorie M1 devrait correspondre à des ”log-schémas
en groupes”. Evidemment, ce foncteur n’existe plus lorsque r ≥ 2.

2.2.2. Rappels sur Âst et sur V ∗
st. On rappelle brièvement la construction des

anneaux Acris, Âst et le foncteur V ∗
st pour le choix de l’uniformisante π. Pour

des preuves et plus de détails, le lecteur pourra se reporter à [Fo1], ([Br1],2) et
([Br2],3.1).

Pour tout n ∈ N∗, soit Wn(OK̄/pOK̄) l’anneau des vecteurs de Witt de longueur
n associé à OK̄/pOK̄ et Wn(OK̄/pOK̄)[X] l’anneau des polynômes en l’indéterminée
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X. On le munit d’une structure de Wn(k)-algèbre en tordant la structure naturelle
par Frob−n sur k, de sorte que le morphisme canonique :

θ̂n : Wn(OK̄/pOK̄)[X] −→ OK̄/pnOK̄

(a0, ..., an−1) 7→ â0
pn

+ pâ1
pn−1

+ ... + pn−1ân−1
p

X 7→ 0

où les âi sont des relevés quelconques des ai dans OK̄/pnOK̄ est un morphisme
de Wn-algèbres. Si Wn(OK̄/pOK̄)DP est l’enveloppe aux puissances divisées de

Wn(OK̄/pOK̄) par rapport au noyau de la restriction de θ̂n compatible avec les
puissances divisées canoniques sur pWn(OK̄/pOK̄), l’enveloppe aux puissances

divisées (compatible) de Wn(OK̄/pOK̄)[X] par rapport au noyau de θ̂n s’identifie
à Wn(OK̄/pOK̄)DP <X >. Pour tout n ∈ N∗, on a une surjection canonique :

f̂n : Wn+1(OK̄/pOK̄)DP <X > −→ Wn(OK̄/pOK̄)DP <X >
γi((a0, ..., an))γj(X) 7→ γi((a

p
0, ..., a

p
n−1))γj(X)

qui donne lieu à un système projectif de W -algèbres. On note :

Acris = lim
←−
n

Wn(OK̄/pOK̄)DP et Âst = lim
←−
n

(Wn(OK̄/pOK̄)DP <X >).

Âst est donc le complété p-adique de la P.D. algèbre polynomiale Acris < X >.

On munit Âst d’une action de GK , d’un Frobenius φ, d’un opérateur de mono-
dromie N et d’une filtration positive Fil· de la façon suivante. Soit (πn)n∈N∗ un

système compatible de racines pnièmes
de π dans OK̄ et π l’élément associé dans

Acris à partir des représentants de Teichmüller [π̄n] dans Wn(OK̄/pOK̄). Pour
tout g ∈ GK , on a g(πn) = εn(g)πn où (εn(g))n∈N∗ est un système compatible de

racines pnièmes
de l’unité dans OK̄ . On note de même ε(g) l’élément associé dans

Acris. Sur Wn(OK̄/pOK̄), on a une action de Galois donnée par g((a0, ..., an−1)) =
(g(a0), ..., g(an−1)), qui s’étend de manière évidente à Wn(OK̄/pOK̄)DP puis à

Acris, puis à Âst en posant g(X) = ε(g)X + ε(g) − 1 (l’action est alors conti-
nue pour la topologie p-adique). Le Frobenius φ défini sur Wn(OK̄/pOK̄) s’étend

à Wn(OK̄/pOK̄)DP car φ(kerθ̂n ∩ Wn(OK̄/pOK̄)) ⊂ kerθ̂n ∩ Wn(OK̄/pOK̄) +

pWn(OK̄/pOK̄). On l’étend à Acris puis à Âst en posant φ(X) = (1 + X)p − 1.

Sur Âst, on définit un opérateur de monodromie comme l’unique dérivation Acris-

linéaire N telle que N(X) = 1+X. Soit În le noyau de θ̂n et În

[i]
la iième puissance

divisée de În, on définit FiliÂst =lim
←−
n

În

[i]
et FiliAcris = Acris ∩ FiliÂst. Puisque

θ̂n(X) = 0 on a :

FiliÂst =
{ ∞∑

j=0

ajγj(X), aj ∈ Acris, lim
j→∞

aj = 0, aj ∈ Fili−jAcris, 0 ≤ j ≤ i
}

.

On a Nφ = pφN , N(FiliÂst) ⊂ Fili−1Âst (i ∈ N) et φ(FiliÂst) ⊂ piÂst (0 ≤ i ≤
p− 1). On peut montrer que cette construction est indépendante du système de
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racines (πn)n∈N∗ de π choisi. On pose B+
cris = Acris[1/p] et B̂+

st = Âst[1/p] aux-
quels on étend les structures précédentes par K0-linéarité (ou semi-linéarité). On
a un morphisme d’algèbres B+

cris-linéaire compatible à l’action de GK et aux fil-

trations fπ : B̂+
st → B+

dR tel que fπ(X) = (π/π)−1. Soit T = Log(1+X) ∈ Âst, on

définit B+
st = B+

cris[T ] ↪→ B̂+
st et B+

st,K = K ⊗K0 B+
st. On munit B+

st des opérateurs
φ et N induits (qui le laissent stable). L’application fπ induit une application
Id ⊗ fπ : B+

st,K → B+
dR et on pose FiliB+

st,K = (Id ⊗ fπ)−1(FiliB+
dR). En par-

ticulier, on n’a plus (Id ⊗ N)(FiliB+
st,K) ⊂ Fili−1B+

st,K . Alternativement, B+
st

s’identifie aux éléments de B̂+
st annulés par une puissance de N ([Br1],7.1). Enfin,

on a un isomorphisme compatible à toutes les structures S
∼→ Âst

GK

donné par
u 7→ π(1 + X)−1 ([Br1],4.2).

Soit Âst,∞ = Âst ⊗W K0/W , c’est un objet de ′Mr pour r ∈ {0, ..., p − 2} (en

posant FilrÂst,∞ = (FilrÂst)⊗W K0/W et φr = (φ/pr)|Filr). On associe à tout M

de Mr une représentation linéaire de GK définie par V ∗
st(M) = Hom′Mr(M, Âst,∞)

avec g(f)(x) = g(f(x)) si f ∈ Hom′Mr(M, Âst,∞). Les représentations obtenues
sont par construction tuées par la puissance de p qui annule M. Dans la suite,

on note aussi Acris,∞ = Acris ⊗W K0/W muni des structures induites par Âst,∞.
On en fait une S-algèbre par u(x⊗ 1

pm ) = πx⊗ 1
pm : c’est alors un objet de ′Mr

0

(r ∈ {0, ..., p− 2}).

2.3. Modules fortement divisibles et admissibilité. On montre que l’exis-
tence de modules fortement divisibles entrâıne en fait l’admissibilité. Le cas e = 1
est dans ([Br2],4.2.1) mais la preuve donnée ici est différente. Les techniques
utilisées (à part pour la proposition (2.3.2.2) due à Fontaine) sont maintenant
standard ([Br2],[Br3],[Wa]) et nous n’insistons pas sur les détails.

2.3.1. Quelques lemmes.

Lemme 2.3.1.1. Soit M dans Mr, alors la flèche Acris-linéaire :

Âst,∞ → Acris,∞, γi(X) 7→ 0 (i ≥ 1)

induit un isomorphisme de Zp-modules :

Hom′Mr(M, Âst,∞)
∼→ Hom′Mr

0
(M, Acris,∞).

Preuve. — Soit f ∈ Hom′Mr(M, Âst,∞) et f0 son image. Soit x ∈ M tel
que N i(x) = 0 pour i >> 0 (par exemple x ∈ φr(FilrM)), on vérifie que

f(x) =
∑
i≥0

f0(N
i(x))γi(Log(1 + X)). Si f0 = 0, on en déduit f(x) = 0 pour
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x ∈ φr(FilrM), donc f = 0 puisque M est engendré par de tels x. Soit f0 ∈
Hom′Mr

0
(M, Acris,∞). Pour tout x ∈ M et tout n ∈ N, posons :

fn(x) =
n∑

i=0

f0(N
i(x))γi(Log(1 + X)).

On vérifie que fn est W -linéaire, respecte Filr, commute avec φr et satisfâıt

N(fn(x)) = fn−1(N(x)). Je dis qu’il existe un unique élément f(x) ∈ Âst,∞ tel que

fn(x)−f(x) ∈ FilnÂst,∞ pour tout n ∈ N. L’unicité vient de ∩n∈NFilnÂst,∞ = 0.

L’existence vient du fait que, si s ∈ S et x ∈ M, on a fn(sx)−sfn(x) ∈ FilnÂst,∞,
donc, si x =

∑
sjej où ej ∈ φr(FilrM), l’élément

∑
sjfn(ej) est constant pour

n >> 0 (car N i(ej) = 0 pour i >> 0) et vérifie fn(x)−
∑

sjfn(ej) ∈ FilnÂst,∞,
∀ n ∈ N. Soit f : x 7→ f(x), f respecte clairement Filr et, de l’unicité de f(x),
on déduit que f est S-linéaire et commute à N . Enfin, soit m tel que pmM = 0,

comme φr(FilnÂst/p
mFilnÂst) = 0 pour n >> 0 (du moins si p ≥ 3, mais

pour p = 2, la catégorie M0 est équivalente à la catégorie de Fontaine-Laffaille
MF f,0

tor où N = 0), on a φr(f(x)) = φr(fn(x)) = fn(φr(x)) si x ∈ FilrM, d’où

φr(f(x))− f(φr(x)) ∈ ∩n∈NFilnÂst,∞ = 0. �

Lemme 2.3.1.2. Soit M dans Mr annulé par p, alors dimFpV
∗
st(M) = rgS1M.

Preuve. — Par (2.3.1.1), il suffit de calculer dimFpHom′Mr
0
(M, Acris/pAcris).

Soient (e1, ..., ed) une base adaptée de M (2.2.1.3), (r1, ..., rd) les entiers entre 0
et er tels que uriei ∈ FilrM et G(u) l’unique matrice de GLd(S1) telle que :φr(u

r1e1)
...

φr(u
rded)

 = G(u)

e1
...
ed

 .

On est amené à résoudre dans (Acris/pAcris)
d le système :φr(π

r1x1)
...

φr(π
rdxd)

 = G(π)

x1
...

xd


où xi ∈ πer−ri(Acris/pAcris) + Filp(Acris/pAcris). On sait bien qu’un tel système
a pd solutions (voir la fin de la preuve de ([Br2],3.2.2.1) ou ([Wa],2.3.2.2)). �

Lemme 2.3.1.3. Soit M dans Mr
0, alors Ext1′Mr

0
(M, Acris,∞) = 0.

Preuve. — Par dévissage comme en ([Br3],4.1.1), on se ramène au cas où
pM = 0. Par le même argument qu’en ([Br2],3.2.2.1), il suffit de montrer que
toute extension 0 → Acris/pAcris → E → M → 0 dans ′Mr

0 avec pE = 0 est
scindée. Avec les notations de la preuve précédente, soient êi des relevés des ei

dans E et δi ∈ Acris/pAcris tels que uri êi + δi ∈ FilrE. Comme uerE ⊂ FilrE, on a
uer−riδi ∈ Filr(Acris/pAcris). On en déduit (c.f. ([Br2],3.1.2.2) par exemple) des
εi dans Acris/pAcris tels que δi − πriεi ∈ Filp(Acris/pAcris). Quitte à remplacer êi
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par êi + εi, on peut supposer uri êi ∈ FilrE. Pour construire une section ei 7→ êi

dans ′Mr
0, il faut alors modifier les êi par des ζi solution du système :φr(π

r1ζ1)
...

φr(π
rdζd)

 = G(π)

ζ1
...
ζd

−

c1
...
cn


avec ζi ∈ πer−ri(Acris/pAcris) + Filp(Acris/pAcris) et où :c1

...
cd

 =

φr(u
r1 ê1)
...

φr(u
rd êd)

− G(u)

ê1
...
êd

 ∈ (Acris/pAcris)
d.

Les solutions d’un tel système forment un espace affine de dimension d sur Fp

(([Br1],3.2.2.1), ([Wa],2.3.2.2)). En particulier, il en existe. �

2.3.2. Construction de représentations semi-stables. Si D est un objet positif de
MFK(φ,N) et D son SK0-module associé (2.1), on note encore V ∗

st(D) (resp.
V ∗

st(D)) le Qp-espace vectoriel des applications K0-linéaires (resp. SK0-linéaires)

de D (resp. D) dans B+
st (resp. B̂+

st) qui commutent à φ et N et préservent la
filtration après extension des scalaires à K (resp. qui commutent à φ et N et
préservent la filtration). Comme d’habitude, V ∗

st(D) et V ∗
st(D) sont munis d’une

action linéaire continue de GK .

Proposition 2.3.2.1. Soit D un objet positif de MFK(φ,N) et D son SK0-
module associé, alors on a un isomorphisme canonique de représentations galoi-
siennes : V ∗

st(D)
∼→ V ∗

st(D).

Preuve. — C’est la même qu’en ([Br2],4.1.1.2) où le fait d’avoir un module
fortement divisible ne jouait aucun rôle. �

On rappelle qu’un objet positif D de MF fa
K (φ, N) est dit admissible s’il existe

une représentation p-adique semi-stable V ([Fo2],5.1.4) à poids de Hodge-Tate
négatifs ou nuls telle que (B+

st ⊗Qp V )GK ' D dans MFK(φ, N) ([Fo2],5.3.3).

Proposition 2.3.2.2. (Fontaine) Soit D un objet positif de MFK(φ, N) qui

est un quotient (dans MFK(φ, N)) d’un objet de MF fa
K (φ, N), alors :

dimQpV
∗
st(D) ≤ dimK0D.

Preuve. — Soient d = dimK0D, V = V ∗
st(D), Cst = Frac(B+

st) et r la dimen-
sion du sous-Cst-espace vectoriel engendré par V dans HomK0(D, Cst) (homomor-
phismes K0-linéaires). On a r ≤ d. Soit W le Qp-espace vectoriel image de l’homo-
morphisme ”déterminant” Λr

Qp
V → V ∗

st(Λ
r
K0

D) : W engendre un sous-Cst-espace

vectoriel de dimension 1 de HomK0(Λ
r
K0

D, Cst) stable par GK . Soit η ∈ W \ {0},
η : Λr

K0
D → B+

st et D′′ = Λr
K0

D/Ker(η) : la flèche induite η̄ : D′′ → B+
st est injec-

tive et W ⊂ V ∗
st(D

′′). Pour g ∈ GK , notons g(η̄) = c(g)η̄, c(g) ∈ Cst. Si d1, ..., dm
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est une base de D′′ sur K0 et xi = η̄(di) ∈ B+
st, on a g(xi/x1) = xi/x1 dans Cst pour

tout g ∈ GK , d’où xi/x1 ∈ CGK
st = K0 (utiliser K ⊗K0 B+

st ↪→ B+
dR ([Fo1],4.2.4)

et (B+
dR)GK = K ([Fo1],1.5.7)). L’injectivité de η̄ entrâıne donc que les di sont

proportionnels sur K0, i.e. dimK0D
′′ = 1. Or D′′ est un quotient de ⊗r

K0
D qui

est un quotient d’un objet de MF fa
K (φ,N) par ([Fa2],[To]) et l’hypothèse, donc

tN(D′′) ≤ tH(D′′). Ceci entrâıne dimQpV
∗
st(D

′′) ≤ 1 (considérer D′′′ = D′′ mais

avec FiltN (D′′)D′′′ = D′′′, FiltN (D′′)+1D′′′ = 0 et utiliser dimQpV
∗
st(D

′′′) = 1).
Comme W 6= 0, W = V ∗

st(D
′′) et dimQpW = 1. Soient v1, ..., vr dans V tels que

l’image de v1 ∧ ...∧ vr dans W est non nulle. Les (vi) sont alors une base du Cst-
espace vectoriel engendré par V et tout v ∈ V s’écrit v =

∑
i λivi avec λi ∈ Cst.

Si l’un des λi est non nul, disons λr, v1 ∧ ... ∧ vr−1 ∧ v = λrv1 ∧ ... ∧ vr dans W ,
donc λr ∈ Qp, donc dimQpV = r ≤ d. �

Corollaire 2.3.2.3. Soit D un objet positif de MF fa
K (φ,N) tel que dimQpV

∗
st(D)

= dimK0D, alors D est admissible.

Preuve. — On voit facilement ([Fo2],1.8.2) qu’il suffit de montrer l’injecti-
vité de la flèche canonique D → HomGK

(V ∗
st(D), B+

st). Soit D′ son noyau et
D′′ = D/D′ : on a dimQpV

∗
st(D

′′) = dimK0D ≥ dimK0D
′′. Mais dimQpV

∗
st(D

′′) ≤
dimK0D

′′ par (2.3.2.2) appliqué à D′′, d’où le résultat. �

On remarquera que les deux propositions et le corollaire précédents sont va-
lables sans restriction sur la longueur de la filtration.

Proposition 2.3.2.4. Soit D un objet positif de MFK(φ,N) tel que Filr+1DK =
0 avec 0 ≤ r ≤ p− 2 et supposons qu’il existe un module fortement divisible dans
son SK0-module associé, alors dimQpV

∗
st(D) = dimK0D.

Preuve. — Soit M un module fortement divisible et Mn = M/pnM muni
de sa structure d’objet de Mr (2.2.1.2). De (2.3.1.3) et (2.3.1.1), on déduit des
suites exactes : 0 → V ∗

st(M1) → V ∗
st(Mn) → V ∗

st(Mn−1) → 0 (voir les discussions
en ([Br2],3.2.2) et ([Br3],4.1.1)), donc, par (2.3.1.2) et (2.3.1.1), V ∗

st(Mn) est un
Z/pnZ-module libre de rang dimK0D pour tout n ∈ N∗. Comme :

V ∗
st(D) = Qp ⊗Zp Hom′Mr(M⊗Qp/Zp, Âst,∞) = Qp ⊗Zp (lim

←−
n

V ∗
st(Mn))

on en déduit le résultat par (2.3.2.1). �

En combinant (2.1.4), (2.3.2.4) et (2.3.2.3), on obtient :

Théorème 2.3.2.5. Soit D un objet positif de MFK(φ,N) tel que Filr+1DK =
0 avec 0 ≤ r ≤ p− 2 et supposons qu’il existe un module fortement divisible dans
son SK0-module associé, alors D est admissible.
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3. Construction de modules fortement divisibles

On construit sans restriction sur e des pseudo-modules fortement divisibles
(2.1.1). Lorsque er ≤ p − 2, on montre que ces pseudo-modules fortement divi-
sibles sont en fait des modules fortement divisibles, i.e. que la liberté est alors
automatique.

3.1. Restriction au cas simple (e ∈ N∗, r < p − 1). Rappelons qu’un dia-
gramme 0 → D′ → D → D′′ → 0 dans MFK(φ,N) est une suite exacte si,
pour tout r ∈ Z, on a une suite exacte de K-espaces vectoriels 0 → FilrD′

K →
FilrDK → FilrD′′

K → 0.

Lemme 3.1.1. Soit 0 → D′ → D → D′′ → 0 une suite exacte dans MFK(φ,N)
et soient D′, D, D′′ les SK0-modules associés respectivement à D′, D et D′′ (2.1),
alors, pour tout r ∈ Z, on a des suites exactes de SK0-modules : 0 → FilrD′ →
FilrD → FilrD′′ → 0.

Preuve. — Montrons par récurrence que FilrD′ = D′ ∩ FilrD. C’est vrai
pour r << 0. Supposons le en r − 1 et soit x ∈ D′ ∩ FilrD, on a N(x) ∈
D′ ∩ Filr−1D = Filr−1D′ et fπ(x) ∈ D′

K ∩ FilrDK = FilrD′
K , d’où x ∈ FilrD′

d’après la définition de la filtration sur D′. Comme FilrD′ ⊂ D′ ∩ FilrD, on a
égalité. La filtration quotient sur D′′ est bien la bonne par ([Br1],6.2.2.1). �

Proposition 3.1.2. Soient 0 → D′ → D → D′′ → 0 une suite exacte d’objets
positifs de MFK(φ,N) de longueur de filtration ≤ r ≤ p − 2 et D′, D, D′′ les
SK0-modules associés. Si D′ et D′′ contiennent des modules fortement divisibles
(resp. des pseudo-modules fortement divisibles), alors il en est de même de D.

Preuve. — Soient M′ et M′′ des pseudo-modules fortement divisibles dans D′

et D′′, (e1, ..., ed′′) une famille génératrice de M′′ sur S, (f1, ..., fs) des éléments de

FilrM′′ = M′′ ∩ FilrD′′ tels que FilrM′′ =
s∑

i=1

Sfi + FilpSM′′ et (aij) 1≤i≤d′′
1≤j≤s

des

éléments de S tels que ei =
s∑

j=1

aij
φ

pr
(fj) pour i ∈ {1, ..., d′′}. Soient (bkl) 1≤k≤s

1≤l≤d′′

dans S tels que, pour k ∈ {1, ..., s}, fk =
d′′∑
l=1

bklel, (ê1, ..., êd′′) des relevés dans

D de (e1, ..., ed′′) et f̂k =
d′′∑
l=1

bklêl, par (3.1.1), il existe (g1, ..., gs) dans FilrD tels



15

que f̂i − gi ∈ D′ et (h1, ..., hd′′), (h′1, ..., h
′
d′′) et (g′1, ..., g

′
s) dans D′ tels que :

φ(êi) + hi ∈
d′′∑

j=1

Sêj, i ∈ {1, ..., d′′}

N(êi) + h′i ∈
d′′∑

j=1

Sêj, i ∈ {1, ..., d′′}

φ

pr
(gi) + g′i ∈

d′′∑
j=1

Sêj, i ∈ {1, ..., s}.

Soit N =
d′′∑

j=1

Sêj, on voit facilement qu’il existe b ∈ N tel que N ∩ D′ ⊂ 1
pb M

′.

Soit c ≥ b assez grand pour que les hi, h′i pour i ∈ {1, ..., d′′} et f̂i − gi, g′i
pour i ∈ {1, ..., s} soient tous dans 1

pc M
′. On pose M = 1

pc M
′ + N ⊂ D. Par

construction, M est stable par φ, N et on a une suite exacte de S-modules :
0 → 1

pc M
′ → M → M′′ → 0 qui montre que M est libre sur S lorsque les deux

autres le sont et K0 ⊗W M
∼→ D. Soit x ∈ FilrM = M ∩ FilrD, son image dans

M′′ tombe dans FilrM′′, donc il existe y ∈
s∑

i=1

Sgi + FilpSM tel que x − y ∈

1
pc M

′ ∩FilrD = 1
pc FilrM′. On en déduit FilrM = 1

pc FilrM′ +
s∑

i=1

Sgi + FilpSM,

d’où φ(FilrM) ⊂ prM. Enfin, le fait que φ
pr (FilrM) engendre M sur S se déduit

du même fait pour 1
pc M

′ et M′′ et de la suite exacte 0 → 1
pc M

′ → M → M′′ → 0.
�

3.2. Construction de pseudo-modules fortement divisibles (e ∈ N∗, r <
p− 1).

3.2.1. Changement d’anneau. L’anneau S n’étant pas noethérien, on lui substi-
tue un anneau Σ, plus petit et noethérien.

Soit Σ = W [[X]][u]/(uep − pX), on a une injection Σ ↪→ S en envoyant X
sur (p− 1)!γp(u

e) (et u sur u) et il est clair que, via cette injection, Σ est stable
par φ et N . On le munit de la filtration induite FiliΣ = Σ ∩ FiliS. Posons
Y = E(u)p/p ∈ Σ (on peut exprimer Y en fonction de X et u), on a Σ '
W [[Y ]][u]/(E(u)p−pY ) et, pour 0 ≤ i ≤ p−1, FiliΣ = (E(u)i, Y ) et φ(FiliΣ) ⊂
piΣ. On rappelle que c = (φ/p)(E(u)) ∈ Σ∗. L’anneau Σ est un anneau local
noethérien d’idéal maximal m = (p, u, X) et il est complet pour la topologie m-
adique. On pose ΣK0 = K0 ⊗W Σ muni des φ et N déduits par extension des
scalaires et FiliΣK0 = K0 ⊗W FiliΣ.
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Lemme 3.2.1.1. Soit i ∈ {0, ..., p}, on a S = Σ + FiliS.

Preuve. — L’anneau S s’identifie à la complétion p-adique de Σ[Y2,Y3,...]/(pY2−
Y p, pY3 − Y p

2 , ...) avec les Yi dans FilpS (Yi = γpi(E(u)) à une unité de W près),
le résultat s’en déduit aisément puisque Σ est p-adiquement complet. �

Soit D un objet de MFK(φ, N), on le suppose positif pour simplifier et on pose
DΣ = ΣK0 ⊗K0 D ⊂ SK0 ⊗K0 D = D (c.f. 2.1) muni des structures induites par
D (φ, N et filtration). Le lemme suivant est laissé au lecteur.

Lemme 3.2.1.2. La filtration DΣ ∩ FiliD sur DΣ s’identifie à la filtration
définie par récurrence en posant Fil0DΣ = DΣ et FiliDΣ = {x ∈ DΣ/N(x) ∈
Fili−1DΣ et fπ(x) ∈ FiliDK} où fπ désigne la flèche ΣK0 ↪→ SK0 → K qui
envoie u sur π.

On dira que DΣ est le ΣK0-module associé à D.

Lemme 3.2.1.3. Soient MΣ un sous-Σ-module de DΣ tel que K0⊗W MΣ
∼→ DΣ,

FiliMΣ = MΣ ∩ FiliDΣ (i ∈ N) et M le sous-S-module de D engendré par MΣ,
alors pour tout i l’image de S ⊗Σ FiliMΣ + FiliS ⊗Σ MΣ dans M cöıncide avec
M ∩ FiliD.

Preuve. — Il est clair que cette image est contenue dans M ∩ FiliD (i ∈ N).
Soit x ∈ M∩FiliD, par (3.2.1.1), x s’écrit x = y+z avec y ∈ MΣ et z dans l’image
de FiliS⊗Σ MΣ. Donc y ∈ MΣ ∩FiliD = MΣ ∩ (DΣ ∩FiliD) = MΣ ∩FiliDΣ =
FiliMΣ. �

Définition 3.2.1.4. Soit D un objet positif de MFK(φ,N) tel que Filr+1DK =
0 avec r ≤ p − 2 et DΣ son ΣK0-module associé. On dit qu’un sous-Σ-module
MΣ de DΣ stable par φ et N est un module fortement divisible de DΣ (resp. un
pseudo-module fortement divisible) s’il vérifie les quatre conditions :

– MΣ est libre de type fini sur Σ (resp. est de type fini sur Σ)

– K0 ⊗W MΣ
∼→ DΣ

– φ(FilrMΣ) ⊂ prMΣ

– (φ/pr)(FilrMΣ) engendre MΣ sur Σ.

De (3.2.1.3), on déduit aisément :

Corollaire 3.2.1.5. Avec les notations de (3.2.1.4), si MΣ est un module
fortement divisible de DΣ (resp. un pseudo-module fortement divisible) et si M

est le sous-S-module de D engendré par MΣ, alors M est un module fortement
divisible de D (resp. un pseudo-module fortement divisible).

On peut donc travailler avec Σ et DΣ seulement. Dans la suite, on écrit M et D

au lieu de MΣ et DΣ pour alléger les notations, le contexte indiquant clairement
s’il s’agit de Σ-modules ou de S-modules.
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3.2.2. Algèbre commutative. On donne ici les résultats (classiques) d’algèbre com-
mutative qui seront utilisés dans la suite. On rappelle que Σ est un anneau local
noethérien complet d’idéal maximal m.

Lemme 3.2.2.1. Soit M un Σ-module de type fini et I un idéal de Σ (I ⊂ m).

Soit N un sous-Σ-module de M, alors
⋂
n∈N

(N + InM) = N.

Preuve. — Quitte à remplacer M par M/N, on peut supposer N = 0. Alors,

il existe s ∈ Σ de la forme 1 + t avec t ∈ m tel que s ·
⋂
n∈N

InM = 0 (c.f. le livre

de Matsumura th. 8.9, par exemple). Comme Σ est complet pour la topologie
m-adique, s ∈ Σ∗ d’où le résultat. �

Proposition 3.2.2.2. Soit (Mn)n∈N une suite décroissante pour l’inclusion
de Σ-modules tels que M0 est de type fini, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i)
⋂
n∈N

Mn = 0

(ii) ∀ i ∈ N, ∃ ni ∈ N / Mni
⊂ miM0.

Preuve. — Si (ii) est vrai, on a
⋂
n∈N

Mn ⊂
⋂
i∈N

Mni
⊂

⋂
i∈N

miM0 = 0 par (3.2.2.1),

d’où (i). Les Σ-modules (Mn/(Mn ∩ mM0))n∈N forment une suite décroissante
pour l’inclusion de sous-Σ-modules de M0/mM0 qui est de longueur finie. Il existe

donc n1 ∈ N∗ tel que pour n ≥ n1, Mn/(Mn ∩ mM0)
∼→ Mn1/(Mn1 ∩ mM0).

On considère la suite décroissante pour l’inclusion de Σ-modules (Mn/(Mn ∩
m2Mn1))n≥n1 , comme précédemment, il existe n2 ∈ N, qu’on peut prendre supé-

rieur à n1 + 1, tel que pour n ≥ n2, Mn/(Mn ∩m2Mn1)
∼→ Mn2/(Mn2 ∩m2Mn1).

De proche en proche, on construit ainsi une suite strictement croissante d’entiers
(ni)i∈N (avec n0 = 0) telle que pour i ∈ N et n ≥ ni, Mn/(Mn ∩ miMni−1

)
∼→

Mni
/(Mni

∩ miMni−1
). En particulier, Mni+1

/(Mni+1
∩ miMni−1

)
∼→ Mni

/(Mni
∩

miMni−1
). Supposons (i) et soit x1 ∈ Mn1 , par ce qui précède, il existe xi ∈ Mni

(i ≥ 2) tels que, pour i ∈ N∗, xi − xi+1 ∈ miMni−1
⊂ miM0. Comme M0 est

m-adiquement complet, pour tout j ∈ N∗ l’élément yj =
∞∑
i=j

(xi − xi+1) est dans

M0, et même dans mjMnj−1
. Mais x1 − y1 = xj − yj ∈ Mnj−1

pour tout j ≥ 1,

d’où x1 − y1 ∈
⋂
n∈N

Mn = 0 i.e. x1 ∈ mM0 et Mn1 ⊂ mM0. Par un raisonnement

similaire, on montre Mni
⊂ miMni−1

⊂ miM0 pour tout i ∈ N∗ d’où (ii). �

Le lemme (3.2.2.1) se généralise comme suit :
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Proposition 3.2.2.3. Soient M un Σ module de type fini, N un sous-Σ-module
de M, (Mn)n∈N une suite décroissante pour l’inclusion de sous-Σ-modules de M

et M∞ =
⋂
n∈N

Mn, alors
⋂
n∈N

(N + Mn) = N + M∞.

Preuve. — On a des suites exactes de Σ-modules pour n ∈ N : 0 → N+M∞ →
N + Mn → Mn/(Mn ∩ (N + M∞)) → 0, d’où des suites exactes :

0 → N + M∞ →
⋂
n∈N

(N + Mn) →
⋂
n∈N

(
Mn/(Mn ∩ (N + M∞))

)
→ 0.

Mais les suites exactes de Σ-modules : 0 → M∞ → Mn → Mn/M∞ → 0 four-

nissent des suites exactes 0 → M∞ →
⋂
n∈N

Mn →
⋂
n∈N

(Mn/M∞) → 0 d’où⋂
n∈N

(Mn/M∞) = 0. Par (3.2.2.2), pour tout i ∈ N, il existe ni ∈ N tel que

Mni
/M∞ ⊂ mi(M0/M∞), d’où à fortiori Mni

/(Mni
∩ (N + M∞)) = Mni

/(M∞ +
Mni

∩N) ⊂ mi
(
M0/(M∞ + M0 ∩N)

)
qui entrâıne :⋂

n∈N

(
Mn/(Mn ∩ (N + M∞))

)
= 0

par (3.2.2.1), d’où le résultat. �

3.2.3. Algèbre linéaire. On démontre ici deux propositions qui seront cruciales
dans la section suivante. Soit D un objet positif de MFK(φ,N) tel que Filr+1DK =
0 avec r ≤ p − 2 et D = ΣK0 ⊗K0 D son ΣK0-module associé (donc muni des
opérateurs φ, N et de la filtration définie en (3.2.1)). On note d = dimK0D.

Lemme 3.2.3.1. Soit M un sous-Σ-module libre de D tel que K0 ⊗W M
∼→ D,

alors pour tout i ≤ p−1, FiliM/(Fil1ΣFiliM+FilpΣM) est un OK-module libre
de rang d, où FiliM = M ∩ FiliD.

Preuve. — Montrons d’abord qu’il est sans p-torsion. Soit x ∈ FiliM tel que
px ∈ Fil1ΣFiliM + FilpΣM, on a fπ(px) = pfπ(x) = 0, donc fπ(x) = 0 d’où,
comme M est libre, x ∈ Fil1ΣM, i.e. x = E(u)y + z avec y ∈ M et z ∈ FilpΣM.
Mais px ∈ Fili+1M entrâıne x ∈ Fili+1M, donc E(u)y ∈ Fili+1M d’où on déduit
y ∈ FiliM (utiliser par exemple le fait que SK0 ⊗ΣK0

D admet une base adaptée

à la filtration ([Br1],A.4)). Finalement, x = E(u)y + z ∈ Fil1ΣFiliM + FilpΣM.
Comme le module est sans torsion, c’est un OK-réseau de FiliD/(Fil1ΣK0FiliD+
FilpΣK0D) qui est un K-espace vectoriel de rang d (prendre une base adaptée à
la filtration sur SK0 ⊗ΣK0

D et utiliser (3.2.1.1)). �

Lemme 3.2.3.2. Soit M un sous-Σ-module libre de D tel que K0 ⊗W M
∼→ D

et N le sous-Σ-module de D engendré par (φ/pr)(M ∩ FilrD). Alors, N est libre

de rang d sur Σ et K0 ⊗W N
∼→ D.
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Preuve. — Montrons d’abord que pour tout i ≤ p−1, il existe (ei
1, ..., e

i
d) d vec-

teurs de M libres sur Σ tels que FiliM = (⊕di
j=1Σei

j)⊕(⊕d
j=di+1ΣE(u)ei

j)+FilpΣM

pour un entier di ∈ {0, ..., d} et E(u)iM ⊂ (⊕di
j=1Σei

j) ⊕ (⊕d
j=di+1ΣE(u)ei

j). On
procède par récurrence sur i : c’est trivial pour i = 0 (et c’est vrai pour i = 1 par
([Br3],2.2.1.9), la preuve n’utilisant pas l’hypothèse de forte divisibilité). Suppo-
sons le au cran i− 1 (i− 1 ≤ p− 2), et considérons la suite exacte :

0 → FiliM

Fil1ΣFili−1M + FilpΣM
→ Fili−1M

Fil1ΣFili−1M + FilpΣM
→ Fili−1M

FiliM
→ 0.

Soit di ∈ {0, ..., d} et (ēi
1, ..., ē

i
d) une base de Fili−1M/(Fil1ΣFili−1M+FilpΣM)

sur OK (3.2.3.1) telle que (ēi
1, ..., ē

i
di

) est une base de FiliM/(Fil1ΣFili−1M +
FilpΣM) (sur OK) et (ēi

di+1, ..., ē
i
d) une base de Fili−1M/F iliM. Soient (ei

1, ..., e
i
d)

des relevés dans (⊕di−1

j=1 Σei−1
j )⊕(⊕d

j=di−1+1ΣE(u)ei−1
j ) tels que (ei

1, ..., e
i
di

) ∈ FiliM

(on peut se débarrasser du FilpΣM car i ≤ p), la matrice de (ei
1, ..., e

i
d) dans

(ei−1
1 , ..., ei−1

di−1
, E(u)ei−1

di−1+1, ..., E(u)ei−1
d ) est inversible dans Σ, puisque sa réduc-

tion modulo Fil1Σ l’est dans OK , donc Fili−1M = (⊕d
j=1Σei

j) + FilpΣM et :

FiliM = (⊕di
j=1Σei

j) + Fil1ΣFili−1M + FilpΣM

= (⊕di
j=1Σei

j)⊕ (⊕d
j=di+1ΣE(u)ei

j) + FilpΣM.

De E(u)i−1M ⊂ (⊕di−1

j=1 Σei−1
j )⊕(⊕d

j=di−1+1ΣE(u)ei−1
j ), on tire E(u)i−1M⊂⊕d

j=1Σei
j,

d’où E(u)iM ⊂ (⊕di
j=1Σei

j) ⊕ (⊕d
j=di+1ΣE(u)ei

j), ce qui achève la récurrence. En
appliquant ceci à FilrM, on trouve que N est engendré sur Σ par la famille
(φr(e

r
1), ..., φr(e

r
dr

), φr−1(e
r
dr+1

), ..., φr−1(e
r
d)). Or, cette famille engendre D sur ΣK0

car N contient φ(M), donc elle est libre sur ΣK0 , et à fortiori sur Σ. �

Proposition 3.2.3.3. Soit M un sous-Σ-module libre de D stable par φ tel
que K0 ⊗W M

∼→ D et définissons par récurrence M0 = M, Mi+1 = le sous-Σ-
module de D engendré par (φ/pr)(FilrMi) (FilrMi = Mi ∩ FilrD). Soit Mi =
Mi/(Mi ∩ ID) où I = (u, X), alors on a Mi ⊂ 1

pir M0 et lg( 1
pir M0/Mi) = i(rd −

tH(D) + tN(D)).

Preuve. — Par (3.2.3.2), les Mi sont tous libres sur Σ et la même preuve qu’en
(2.1.3) donne lgW (Mi/F ilrMi) = rd − tH(D) où FilrMi est l’image de FilrMi

dans Mi. Il est clair que pour tout i Mi ⊂ 1
pr φ(Mi−1), d’où Mi ⊂ 1

pir φ
i(M0) ⊂

1
pir M0. On a, pour tout i :

lgW
Mi

FilrMi

= rd− tH(D) = lgW
φ(Mi)

φ(FilrMi)
= lgW

φ(Mi)

prMi+1

= lgW

1
pr φ(Mi)

Mi+1

.

Les suites exactes :

0 →
1

p(i−1)r φ
i−1(M1)

Mi

→
1

pir φ
i(M0)

Mi

→
1

pir φ
i(M0)

1
p(i−1)r φi−1(M1)

→ 0
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entrâınent :

lgW

1
pir φ

i(M0)

Mi

= lgW

1
pr φ(M0)

M1

+ lgW

1
p(i−1)r φ

i−1(M1)

Mi

.

De même, on a :

lgW

1
p(i−1)r φ

i−1(M1)

Mi

= lgW

1
pr φ(M1)

M2

+ lgW

1
p(i−2)r φ

i−2(M2)

Mi

etc..., jusqu’à :

lgW

1
p2r φ

2(Mi−2)

Mi

= lgW

1
pr φ(Mi−2)

Mi−1

+ lgW

1
pr φ(Mi−1)

Mi

.

En additionnant, on trouve par ce qui précède :

lgW

1
pir φ

i(M0)

Mi

= i(rd− tH(D))(1)

Par ailleurs, les suites exactes :

0 →
1

pir φ
i(M0)

Mi

→
1

pir φ
i−1(M0)

Mi

→
1

pir φ
i−1(M0)

1
pir φi(M0)

→ 0

entrâınent :

lgW

1
pir φ

i(M0)

Mi

= lgW

1
pir φ

i−1(M0)

Mi

− tN(D).

De même, on a :

lgW

1
pir φ

i−1(M0)

Mi

= lgW

1
pir φ

i−2(M0)

Mi

− tN(D)

etc..., jusqu’à :

lgW

1
pir φ(M0)

Mi

= lgW

1
pir M0

Mi

− tN(D).

En additionnant, on trouve :

lgW

1
pir φ

i(M0)

Mi

= lgW

1
pir M0

Mi

− itN(D)(2)

d’où le résultat en combinant (1) et (2). �

Proposition 3.2.3.4. Soit D′ un sous-ΣK0-module de D ' ΣK0 ⊗K0 D stable
par φ et N et engendré sur ΣK0 par l’image de φ. Alors il existe D′ un sous-objet
de D dans MFK(φ,N) tel que D′, muni de la filtration induite par D, est le
ΣK0-module associé à D′.

Preuve. — Montrons que D′ est libre sur ΣK0 et est un facteur direct de D.
Soit I = (u, X) ⊂ Σ et D′ = D′/(D′ ∩ ID) ↪→ D/ID = D : c’est un K0-espace
vectoriel de dimension finie d′ stable par φ et N . Soient (ē1, ..., ēd′) une base de
D′ sur K0, (e1, ..., ed′) des relevés dans D′, (f1, ..., fd) une base de D sur ΣK0

et (f̄1, ..., f̄d) son image dans D. La matrice de (ē1, ..., ēd′) dans (f̄1, ..., f̄d) est de
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rang d′, donc, quitte à renuméroter les (fi), on peut supposer que les coordonnées
des (e1, ..., ed′) dans (f1, ..., fd′) forment une matrice de Md′(ΣK0) ∩GLd′(K0[[u]])
(via l’injection naturelle ΣK0 ↪→ K0[[u]]). Soit s ∈ ΣK0 ∩ K0[[u]]∗, en utilisant
le fait que φn(u) ∈ pI et φn(X) ∈ pI pour n assez grand, on montre que
φn(s) ∈ Σ∗

K0
pour n assez grand. Donc, il existe n0 ∈ N tel que les coor-

données des (φn0(e1), ..., φ
n0(ed′)) dans (φn0(f1), ..., φ

n0(fd′)) forment une matrice
de GLd′(ΣK0). On en déduit facilement que, si D′

0 désigne le sous-ΣK0-module
de D′ engendré par (φn0(e1), ..., φ

n0(ed′)), D′
0 est libre sur ΣK0 de rang d′, D/D′

0

est libre sur ΣK0 de rang d − d′ et D′ ⊂ D′
0 + D′ ∩ ID. Soit x ∈ D′ ∩ ID,

comme φ(D′) engendre D′ sur ΣK0 , on a x =
d′∑

i=1

siφ
n0+1(ei) + y avec si ∈ ΣK0

et y ∈ D′ ∩ IpD (φ(I) ⊂ Ip), d’où
d′∑

i=1

s̄iφ
n0+1(ēi) = 0 dans D′ i.e. si ∈ IΣK0 et

D′ ∩ ID ⊂ ID′ +D′ ∩ IpD. Donc D′ ⊂ D′
0 + ID′ +D′ ∩ IpD et en recommençant

plusieurs fois ce raisonnement, on obtient D′ ⊂ D′
0 + ID′ + D′ ∩ Ipn

D, ∀ n ∈ N.
On a alors D′ ⊂ D′

0 + I2D′ + D′ ∩ Ipn
D, D′ ⊂ D′

0 + I4D′ + D′ ∩ Ipn
D, etc...

jusqu’à D′ ⊂ D′
0+Ipn

D′+D′∩Ipn
D ⊂ D′

0+D′∩Ipn
D, d’où D′/D′

0 ⊂ Ipn
(D/D′

0),

∀ n ∈ N. Comme D/D′
0 est libre sur ΣK0 et

⋂
n∈N

Ipn

ΣK0 = 0, on a D′/D′
0 = 0 i.e.

D′ = D′
0. Par la même méthode qu’en ([Br1],6.2.1), on construit alors une section

canonique K0-linéaire commutant à φ et N s′ : D′ → K0[[u]]⊗ΣK0
D′ telle que le

diagramme :

K0[[u]]⊗ΣK0
D′ ↪→ K0[[u]]⊗ΣK0

D ' K0[[u]]⊗K0 D
s′ ↑ ↑ s

D′ ↪→ D

commute, où s est la section évidente D 7→ 1 ⊗ D. Une preuve analogue à

([Br1],6.2.1.1), en remplaçant q(i)! par p[ i
ep

] où [·] désigne la partie entière, montre
que s′ tombe en fait dans D′ et que son image contient une base de D′ sur ΣK0 . On
en déduit un isomorphisme compatible aux opérateurs φ et N : ΣK0⊗K0 D′ ∼→ D′.
L’assertion sur les filtrations découle alors de (3.1.1) et (3.2.1.2). �

3.2.4. L’algorithme. Soient D un objet positif simple de MF fa
K (φ,N) de dimen-

sion d sur K0 tel que Filr+1DK = 0 avec r ≤ p − 2 et D = ΣK0 ⊗K0 D son
ΣK0-module associé (3.2.1). Soit M un sous-Σ-module de D de type fini stable

par φ et N tel que K0 ⊗W M
∼→ D (par exemple M = Σ ⊗W M avec M un

réseau de D stable par φ et N , rappelons que les pentes de φ sont positives) et
soit FilrM = M ∩ FilrD, on définit par récurrence une suite de sous-Σ-modules
de D de la façon suivante :

– M0 est le Σ-module engendré par
∑
i≥1

φi

pr
(FilrM) et on pose F rM0 =

M0 ∩ FilrM + FilrΣM0
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– Mn+1 est le sous-Σ-module de M0 engendré par
φ

pr
(F rMn) et on pose

F rMn+1 = Mn+1 ∩ F rMn = Mn+1 ∩ F rM0.

Proposition 3.2.4.1. Pour n ∈ N, Mn est un Σ-module de type fini stable par
φ et N , K0 ⊗W Mn

∼→ D et Mn+1 ⊂ Mn.

Preuve. — Le Σ-module M0 est clairement stable par φ et de type fini car
contenu dans 1

pr M qui est de type fini. Il est stable par N à cause de la relation :

N(
φi

pr
)(x) =

pi−1

φi−1(c)

φi

pr
(E(u)N(x)) ∈ M0 (x ∈ FilrM, c = φ1(E(u)))

et on a K0 ⊗W M0
∼→ D car, si<φ(M)> est le Σ-module engendré par φ(M), on

a<φ(M)>⊂ M0 ⊂ (1/pr)M et K0⊗W <φ(M)>
∼→ D, K0⊗W (1/pr)M

∼→ D. De
même, on a φ(M0) ⊂ M1 ⊂ M0 (M0 ∩ FilrM ⊂ FilrM) d’où M1 de type fini et

K0 ⊗W M1
∼→ D. Si x ∈ F rM0, φ(x) = pry avec y ∈ M0 et E(u)N(x) ∈ F rM0,

d’où :

φ(
φ

pr
)(x) = φ(y) =

1

cr

φ

pr
(E(u)ry) ∈ M1

N(
φ

pr
)(x) =

1

c

φ

pr
(E(u)N(x)) ∈ M1.

Donc M1 est stable par φ et N et on poursuit par récurrence. �

On pose M∞ =
⋂
n∈N

Mn et F rM∞ =
⋂
n∈N

F rMn = M∞ ∩ F rM0 : M∞ est un

Σ-module de type fini stable par φ et N tel que φ(F rM∞) ⊂ prM∞.

Proposition 3.2.4.2. Le Σ-module M∞ est non nul.

Preuve. — Pour n ∈ N, le W -module (F rMn ∩ pMn)/pF rMn est un k-espace
vectoriel de dimension finie. En effet, soit (e1, ..., edn) une famille génératrice de

Mn sur Σ, un élément de Mn s’écrit x+y où x ∈
∑

0≤i≤er−1
1≤j≤dn

Wuiej et y ∈ FilrΣMn ⊂

F rMn, donc :

(F rMn ∩ pMn)/pF rMn = (F rMn ∩ p(
∑

Wuiej))/p(F rMn ∩
∑

Wuiej)

qui est un W -module de type fini annulé par p. La suite décroissante pour l’inclu-

sion
(
(F rMn ∩ pMn)/pF rMn

)
n∈N

devient donc constante à partir d’un certain

rang. Soit n0 ∈ N tel que pour n ≥ n0, F rMn0 ∩pMn0 ⊂ F rMn∩pMn +pF rMn0 ,
deux cas se présentent :
Premier cas : La suite stagne vers un W -module non nul. Si M∞ = 0, par (3.2.2.2)
on a pour tout i ∈ N un ni ≥ n0 tel que si n ≥ ni, Mn ⊂ miMn0 , d’où en parti-
culier F rMn0 ∩ pMn0 ⊂ pmiMn0 + pF rMn0 pour tout i ∈ N. Par (3.2.2.1), on a
F rMn0 ∩ pMn0 ⊂ pF rMn0 , donc (F rMn0 ∩ pMn0)/pF

rMn0 = 0, ce qui contredit
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l’hypothèse. Dans ce cas, on a donc M∞ 6= 0.
Deuxième cas : La suite stagne vers 0, alors pour n ≥ n0, F rMn∩pMn = pF rMn.
Soit x ∈ Mn ∩ FilrD (n ≥ n0), il existe m ∈ N tel que pmx ∈ FilrM, donc
(si m ≥ 1) p(pm−1x) ∈ F rMn ∩ pMn d’où pm−1x ∈ F rMn et ainsi de suite si
m− 1 ≥ 1 : finalement x ∈ F rMn et F rMn = Mn ∩ FilrD : on note dans ce cas
FilrMn = F rMn. Soient I = (u, X) ⊂ Σ, Mn = Mn/(Mn∩ID) et FilrMn l’image
de FilrMn, la même preuve qu’en (2.1.2) (avec Σ au lieu de S et Mn au lieu de M,
toutes les hypothèses sont bien satisfaites) donne lgW (Mn/F ilrMn) ≤ rd−tH(D)
et lgW (Mn/F ilrMn) ≥ rd − tN(D) pour n ≥ n0. Comme D est faiblement ad-
missible, tH(D) = tN(D), d’où lgW (Mn/F ilrMn) = rd− tN(D) (n ≥ n0). On en
déduit :

lgW
Mn

φ(FilrMn)
− lgW

Mn

φ(Mn)
= rd− tN(D) = lgW

Mn

prMn

− lgW
Mn

φ(Mn)

d’où Mn/φ(FilrMn)
∼→ Mn/p

rMn i.e. φ(FilrMn) = prMn pour n ≥ n0. Comme
Mn+1 est le Σ-module engendré par (φ/pr)(FilrMn), Mn+1 = (φ/pr)(FilrMn) =
Mn et donc Mn0 = Mn +Mn0 ∩ ID pour n ≥ n0. Supposons M∞ = 0. Soit i ∈ N,
on a Mn ⊂ miMn0 pour n assez grand (3.2.2.2), d’où Mn0 ⊂ miMn0 + Mn0 ∩ ID

pour i ∈ N, soit Mn0 ⊂ Mn0 ∩ ID ⊂ ID par (3.2.2.1), ce qui est impossible

puisque K0 ⊗W Mn0

∼→ D (3.2.4.1). On en déduit encore M∞ 6= 0. �

Proposition 3.2.4.3. Le Σ-module engendré par (φ/pr)(F rM∞) est égal à
M∞.

Preuve. — Pour n ≥ 0 et i ≥ 0, les W -modules F rMn/(F
rMn ∩ miF rM0)

sont de longueur finie, la suite décroissante (pour l’inclusion)
(
F rMn/(F

rMn ∩

miF rM0)
)

n∈N
devient donc constante pour n suffisamment grand, i.e. il existe

ni ∈ N tel que pour n ≥ ni, F rMni
⊂ F rMn + miF rM0, donc F rMni

⊂⋂
n∈N

(F rMn + miF rM0) = F rM∞ + miF rM0 par (3.2.2.3) et< (φ/pr)(F rMni
)>⊂

<(φ/pr)(F rM∞)>+miM0 où la notation < · > signifie le Σ-module engendré et en
remarquant que φ(mi) ⊂ mi. On a donc Mni+1 ⊂<(φ/pr)(F rM∞)>+miM0 d’où
M∞ ⊂<(φ/pr)(F rM∞)>+miM0, i ∈ N. Par (3.2.2.1), M∞ ⊂<(φ/pr)(F rM∞)>,
c’est-à-dire M∞ = <(φ/pr)(F rM∞)> puisque l’inclusion réciproque est triviale.
�

On pose D∞ = K0⊗W M∞ : c’est un ΣK0-module de type fini non nul, stable par
φ et N et (3.2.4.3) montre qu’il est engendré par l’image de φ. Par (3.2.3.4), D∞
est donc le ΣK0-module associé à D∞ = D∞/ID∞ avec D∞ non nul. Définissons
par récurrence M∞,0 = M∞ et M∞,i+1 = le sous-Σ-module de D∞ engendré par
(φ/pr)(FilrM∞,i) où FilrM∞,i = M∞,i ∩ FilrD∞. Comme M∞,0 ⊂ M∞,1 par
(3.2.4.3), la suite (M∞,i)i∈N est une suite croissante de Σ-modules de type fini
tels que K0 ⊗W M∞,i ' D∞.
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Proposition 3.2.4.4. On a D∞ = D.

Preuve. — Soit N un sous-Σ-module libre de D∞ stable par φ tel que K0 ⊗W

N
∼→ D∞. Comme M∞ est de type fini sur Σ, on peut supposer M∞ ⊂ N, quitte

à diviser N par une puissance de p. Comme K0 ⊗W M∞ ' D∞, il existe c ∈ N
tel que pcN ⊂ M∞. On définit par récurrence N0 = N et Ni+1 = le Σ-module
engendré dans D∞ par (φ/pr)(FilrNi) où FilrNi = Ni∩FilrD∞. On a donc pour
tout i ∈ N : pcN0 ⊂ M∞,0 ⊂ M∞,i ⊂ Ni. Par (3.2.3.3) :

lgW

1
pir N0

Ni

= i(rd∞ − tH(D∞) + tN(D∞))

où Ni = Ni/(Ni ∩ ID) et d∞ = dimK0D∞. Mais :

lgW

1
pir N0

Ni

≤ lgW

1
pir N0

pcN0

= ird∞ + cd∞

(pcN0 ⊂ Ni), d’où ird∞ + i(tN(D∞) − tH(D∞)) ≤ ird∞ + cd∞, i.e. i(tN(D∞) −
tH(D∞)) ≤ cd∞ pour tout i ∈ N, donc tN(D∞) ≤ tH(D∞). Comme D est faible-
ment admissible, on a tN(D∞) ≥ tH(D∞), d’où tN(D∞) = tH(D∞). Comme D est
simple et D∞ non nul, on a D∞ = D, d’où le résultat puisque D∞ ' ΣK0⊗K0 D∞.
�

Pour i ∈ N, soit M∞,i = M∞,i/(M∞,i ∩ ID), la suite (M∞,i)i∈N est une suite
croissante de W -réseaux de D∞ = D.

Lemme 3.2.4.5. Il existe b ∈ N tel que, pour tout i ∈ N, pbM∞,i ⊂ M∞,0.

Preuve. — Soient N0 un réseau de D stable par φ, N0 = Σ⊗W N0 et c ∈ N tels
que pcN0 ⊂ M∞,0 ⊂ N0. Si Ni+1 = le Σ-module engendré par (φ/pr)(Ni ∩FilrD)
et Ni = Ni/(Ni ∩ ID) = Ni/INi (3.2.3.2), on a donc pcN0 ⊂ M∞,0 ⊂ M∞,i ⊂ Ni

pour tout i. Soit x ∈ 1
pγ N0, x /∈ 1

pγ−1 N0, tel que x ∈ Ni0 pour un i0 ≥ 1 et un

γ ∈ N. Soit N ′′ = Wx, comme x /∈ 1
pγ−1 N0, on peut écrire N0 = pγN ′′⊕N ′ et on

a N ′′ + pcN ′ = N ′′ ⊕ pcN ′ ⊂ Ni0 . Par (3.2.3.3) et (3.2.4.4) :

lgW

1
pi0r N0

Ni0

= i0rd ≤ lgW

1
pi0r N0

N ′′ ⊕ pcN ′ = (i0r − γ) + (i0r(d− 1) + c(d− 1))

d’où γ ≤ c(d − 1). Comme pour tout i, Ni ⊂ 1
pγi

N0 pour γi >> 0, on en déduit

Ni ⊂ 1
pc(d−1) N0, ∀ i ∈ N, d’où M∞,i ⊂ 1

pcd M∞,0 : b = cd convient. �

Lemme 3.2.4.6. Pour tout c ∈ N, il existe nc ∈ N∗ tel que pour tout n ≥ nc :
φn(I)

pnr
⊂ pcI.

Preuve. — Soit n0 ∈ N tel que pn0 ≥ ep. Pour n ≥ n0, φn(u) = upn
=

(upn0−epuep)pn−n0 ∈ (pX)pn−n0Σ ⊂ ppn−n0I. Par ailleurs, φn(X) = uepn+1
/p =
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ppn−1Xpn ⊂ ppn−1I, d’où le résultat puisque pn−n0 − rn et pn − 1 − rn tendent
vers +∞ avec n. �

Proposition 3.2.4.7. Il existe b′ ∈ N tel que, pour tout i ∈ N, pb′M∞,i ⊂ M∞,0.

Preuve. — Soit N0 un réseau de D stable par φ tel que M∞ ⊂ Σ⊗W N0 = N0 et
définissons (Ni)i∈N et (Ni)i∈N comme dans la preuve de (3.2.4.5), on a facilement,
si (φn(I)) désigne l’idéal de Σ engendré par φn(I) :

N1 ⊂ Σ⊗W N1 +
(φ(I))

pr
⊗W φ(N0) ⊂ Σ⊗W D

N2 ⊂ Σ⊗W N2 +
(φ(I))

pr
⊗W φ(N1) +

(φ2(I))

p2r
⊗W φ2(N0) ⊂ Σ⊗W D

...

Ni ⊂ Σ⊗W Ni +
(φ(I))

pr
⊗W φ(Ni−1) + ... +

(φi(I))

pir
⊗W φi(N0) ⊂ Σ⊗W D.

Par (3.2.4.5), il existe b ∈ N tel que Ni ⊂ 1
pb N0, d’où φn(Ni) ⊂ 1

pb N0, ∀i, n. Par

(3.2.4.6), (φn(I))
pnr ⊂ I pour n ≥ n0. On déduit de tout ça Ni ⊂ Σ⊗W

1
pn0r+b N0 pour

tout i, ce qui entrâıne facilement le résultat. �

Théorème 3.2.4.8. Soit D un objet positif de MF fa
K (φ,N), D son ΣK0-module

associé et supposons Filr+1DK = 0 avec r ≤ p− 2, alors D contient un pseudo-
Σ-module fortement divisible (3.2.1.4).

Preuve. — Par (3.1.1), on se ramène au cas D simple, i.e. au cas précédent.
Avec les notations de cette section, on pose alors M∞,∞ = ∪i∈NM∞,i : c’est un
Σ-module de type fini par (3.2.4.7) et toutes les autres conditions sont triviales.
�

Corollaire 3.2.4.9. Soit D un objet positif de MFK(φ,N), D son SK0-module
associé et supposons Filr+1DK = 0 avec r ≤ p − 2, alors D est faiblement
admissible si et seulement si D contient un pseudo-S-module fortement divisible,
c’est-à-dire un S-module M stable par φ et N tel que M est de type fini sur S,
K0 ⊗W M

∼→ D, φ(M∩FilrD) ⊂ prM et (φ/pr)(M∩FilrD) engendre M sur S.

Preuve. — Si D est faiblement admissible, ça découle de (3.2.4.8) et (3.2.1.5).
Si D contient un pseudo-S-module fortement divisible, la même preuve qu’en
(3.2.4.4) (on vérifie que tout ce qu’elle utilise est encore valable avec S au
lieu de Σ) donne tN(D) ≤ tH(D). Mais la même preuve qu’en (2.1.4) donne
tH(D′) ≤ tN(D′) pour tout sous-objet D′ de D dans MFK(φ, N), d’où le résultat.
�

Nous terminons cette section par une proposition qui sera utilisée dans la sec-
tion suivante lorsque er ≤ p− 2. Soient D, D et M comme en (3.2.4.8) (M est le
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pseudo-Σ-module fortement divisible), FilrM = M ∩ FilrD, M = M/(M ∩ ID)
et FilrM l’image de FilrM dans M . Les W -modules M et FilrM sont libres de
rang d tels que prM ⊂ FilrM ⊂ M . On note (f1, ..., fd) une base de FilrM sur

W , (f̂1, ..., f̂d) des relevés dans FilrM et ei = φr(f̂i) ∈ M.

Proposition 3.2.4.10. Il existe N ∈ N∗ tel que :

M ⊂ (⊕d
i=1Σei) +

N∑
i=1

upi

pir
M ⊂ D.

Preuve. — La famille (e1, ..., ed) est bien libre sur ΣK0 (donc sur Σ). En effet,
(e1⊗1, ..., ed⊗1) est libre sur K0[[u]] dans D⊗ΣK0

K0[[u]] car (φr(f1), ..., φr(fd)) est
une base de D/ID ' (D⊗ΣK0

K0[[u]])/u(D⊗ΣK0
K0[[u]]). Soit x ∈ FilrM, il existe

(s1, ..., sd) dans Σ tels que x =
d∑

i=1

sif̂i+y où y ∈ M∩ID, donc φr(x)−
d∑

i=1

φ(si)ei ∈

(φ/pr)(M ∩ ID). Mais M ∩ ID est un Σ-module de type fini et D = M⊗W K0,
donc il existe c ∈ N∗ tel que M ∩ ID ⊂ I

pc M et puisque M est engendré par

(φ/pr)|Filr : M ⊂ (⊕d
i=1Σei) + φ(I)

pr+c M. On a donc M ∩ ID ⊂ I(⊕d
i=1Σei) + φ(I)

pr+c M

et, en recommençant le raisonnement précédent, on obtient pour tout x ∈ FilrM :

φr(x) ∈ (⊕Σei) + (φ(I)
pr M + φ2(I)

p2r+c M). Une récurrence donne donc, pour tout n ∈
N∗ :

M ⊂ (⊕d
i=1Σei) +

n∑
i=1

φi(I)

pir
M +

φn+1(I)

p(n+1)r+c
M.

Par (3.2.4.6), il existe N ∈ N∗ tel que φN+1(I)

p(N+1)r+c M ⊂ pM. Par une récurrence

facile, on en déduit, pour tout n ∈ N∗ :

M ⊂ (⊕d
i=1Σei) +

N∑
i=1

φi(I)

pir
M + pnM

d’où M ⊂ (⊕Σei) +
N∑

i=1

φi(I)

pir
M en utilisant (3.2.2.1) par exemple. Mais, pour

i ∈ N∗, (φi/pir)(X) = ppi−ir−1Xpi ∈ pΣ (rappelons que 0 ≤ r ≤ p− 2), donc :

M ⊂ (⊕d
i=1Σei) +

N∑
i=1

upi

pir
M + pM

d’où le résultat, en faisant comme précédemment. �

3.3. Construction de modules fortement divisibles (er < p − 1). Dans
cette section, on prouve que pour er ≤ p − 2, tout pseudo-Σ-module fortement
divisible est un Σ-module fortement divisible. On écrit E(u) = ue − pF (u) avec
F (u) ∈ Σ∗ de degré ≤ e− 1 et c = (φ/p)(E(u)) ∈ Σ∗. On note D un objet positif

de MF fa
K (φ,N) tel que Filr+1DK = 0 avec er ≤ p − 2, et D son ΣK0-module

associé. On rappelle que I = (u, X) ⊂ Σ.
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Lemme 3.3.1. Soit M un sous-Σ-module de D et j ∈ {1, ..., r}, alors :

up

pj
M ⊂ u2

r∑
i=r−j+1

(ue

p
− F (u)

)i

M + IM

et si n ≥ 2 :
unp

pj
M ⊂ u2n

(ue

p
− F (u)

)r

M + IM.

Preuve. — Pour n ∈ N∗, on a :

unp

pj
M ⊂ pr(n−1)+r−jun(p−er)

[(ue

p

)r]n

M

⊂ pr(n−1)+r−jun(p−er)
[(ue

p
− F (u) + F (u)

)r]n

M

⊂ pr(n−1)+r−jun(p−er)
∑

0≤ri≤r

(ue

p
− F (u)

)r1

. . .
(ue

p
− F (u)

)rn

M

⊂ pr(n−1)+r−jun(p−er)
∑

P
ri≥(n−1)r+r−j+1

0≤ri≤r

(ue

p
− F (u)

)P
ri

M + IM

⊂ pr−jun(p−er)(ue − pF (u))(n−1)r

r∑
i=r−j+1

(ue

p
− F (u)

)i

M + IM.

d’où le cas n = 1. Le cas n ≥ 2 s’obtient en écrivant (ue − pF (u))(n−1)r =
(ue − pF (u))(n−1)r−j+1(ue − pF (u))j−1. �

Lemme 3.3.2. Soient M un sous-Σ-module de D, m ∈ N, i ∈ N et x ∈ M

tels que umx ∈ FiliM = M ∩ FiliD, alors x ∈ FiliM.

Preuve. — C’est vrai avec SK0 ⊗ΣK0
D, car il admet une base adaptée à la

filtration ([Br1],A.4), donc aussi avec D et M. �

Lemme 3.3.3. Soit M un pseudo-module fortement divisible dans D, alors :

M ⊂ (⊕d
i=1Σei) +

up

pr
M.

Preuve. — Pour i ≥ 2, pi ≥ p2(i− 1) ≥ p(i− 1)er + p, donc :

upi

= upi−ep(i−1)ruep(i−1)r ∈ p(i−1)rupX(i−1)rΣ ⊂ p(i−1)rupΣ

et upi

pir M ⊂ up

pr M, d’où le résultat par (3.2.4.10). �

Proposition 3.3.4. Soit M un pseudo-module fortement divisible dans D, alors
M est libre sur Σ et est donc un module fortement divisible.
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Preuve. — Reprenons les notations de (3.2.4.10) et posons N = ⊕d
i=1Σei, on

a par (3.3.3) et (3.3.1) :

M ⊂ N + u2

r∑
i=1

(ue

p
− F (u)

)i

M + IM.

En reportant l’inclusion dans le M de IM, on obtient :

M ⊂ N + u2

r∑
i=1

(ue

p
− F (u)

)i

M + I2M

etc., d’où M ⊂ N + u2

r∑
i=1

(ue

p
− F (u)

)i

M + InM pour tout n ∈ N, soit par

(3.2.2.1) :

M ⊂ N + u2

r∑
i=1

(ue

p
− F (u)

)i

M.

En écrivant Σ ' W [[Z]][u]/(ue(p−r)(ue − pF (u))r − pZ), on a I = (u, Z) avec
Z ∈ I ∩ FilrΣ. Soit x ∈ FilrM ∩ ID, on voit que x s’écrit :

x = ux0 + Zy0 + u2

r∑
i=1

(ue

p
− F (u)

)i

xi

où x0, y0 ∈ N et xi ∈ M si i ≥ 1. Donc ux0 ∈ Fil1M i.e. x0 ∈ Fil1M par (3.3.2)
et φ(x0) ∈ pM d’après les hypothèses sur M. Donc :

(φ/pr)(x) =
up

pr−1

φ(x0)

p
+

uep(p−r)

p
crφ(y0) +

u2p

pr

r∑
i=1

ciφ(xi)

c’est-à-dire :

(φ/pr)(FilrM ∩ ID) ⊂ up

pr−1
M +

u2p

pr
M + IM.

Comme FilrM =
d∑

i=1

Σf̂i + FilrM∩ ID (c.f. (3.2.4.10) pour les f̂i), on en déduit

M ⊂ N +
up

pr−1
M +

u2p

pr
M + IM. En reportant plusieurs fois cette inclusion dans

le M de IM, on en déduit comme précédemment :

M ⊂ N +
up

pr−1
M +

u2p

pr
M.

Par (3.3.1), on obtient M ⊂ N + u2

r∑
i=2

(ue

p
− F (u)

)i

M + IM d’où, par une

nouvelle récurrence :

M ⊂ N + u2

r∑
i=2

(ue

p
− F (u)

)i

M.
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Le même raisonnement que précédemment en remplaçant Fil1 par Fil2 aboutit

à M ⊂ N +
up

pr−2
M +

u2p

pr
M qui entrâıne par (3.3.1)+une récurrence :

M ⊂ N + u2

r∑
i=3

(ue

p
− F (u)

)i

M.

Au bout du compte, on a M ⊂ N + u2
(ue

p
− F (u)

)r

M, on en déduit encore

M ⊂ N +
u2p

pr
M + IM puis M ⊂ N + u4

(ue

p
− F (u)

)r

M etc... Comme unp ∈ prI

pour n >> 0, on a finalement M ⊂ N + IM, d’où M = N. �

Remarque 3.3.5. Malheureusement, ce résultat est faux en général. Voici un
contre-exemple : e = p = 3, π3 = 3, D = K0e1 ⊕K0e2, φ(e1) = e2, φ(e2) = 3e1,
N = 0, Fil0DK = DK , Fil1DK = K(π2e1 + e2) et Fil2DK = 0 : DK est
faiblement admissible. On peut vérifier que M = (3e1, e2, u

3e1) est un pseudo-
module fortement divisible, et il n’est clairement pas libre.

Par (3.2.4.8) et (3.2.1.5), on a donc démontré :

Théorème 3.3.6. Soit D un objet positif de MF fa
K (φ,N), D son SK0-module

associé et supposons Filr+1DK = 0 avec er ≤ p−2, alors D contient un S-module
fortement divisible.

et par (2.3.2.5) :

Corollaire 3.3.7. Soit D un objet de MF fa
K (φ, N), r sa longueur de filtration

et supposons er ≤ p− 2, alors D est admissible.

Annexe A. Quelques conjectures

Commençons d’abord par une question :

Question A.1. Soient r ∈ {0, ..., p− 2} et D un module faiblement admissible
positif tel que Filr+1DK = 0, est-il vrai qu’il existe toujours (i.e. sans restriction
sur la ramification e) un S-module fortement divisible dans D = SK0 ⊗K0 D ?

Par les résultats de [Br3] (modulo quelques compatibilités à vérifier), cette ques-
tion lorsque r = 1 et N = 0 est une conjecture de Fontaine sur les groupes
p-divisibles ([Fo3],5.2.5). Par ailleurs, dans tous les exemples que j’ai calculés,
j’ai effectivement pu trouver un module fortement divisible.

Nous avons remarqué que, pour er ≤ p − 2, la catégorie Mr est abélienne
(2.2.1.1), on devrait également avoir :
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Conjecture A.2. Supposons er ≤ p − 2, alors le foncteur V ∗
st (2.2.2) de la

catégorie Mr dans la catégorie des représentations linéaires de GK est pleinement
fidèle, d’image essentielle stable par sous-objet et quotient et indépendante du
choix de π.

Cette conjecture est un théorème pour e = 1 ([Br2],3.3) et, dans le cas r = 1, pour
la sous-catégorie pleine de M1 correspondant à des schémas en groupes ((2.2.1.5)
et ([Ra],3.3.3)).

Supposons k algébriquement clos. Soient h ∈ N∗, π′ ∈ OK̄ tel que π′p
h−1 = π

et θh : GK → µph−1(OK̄) ' F∗
ph , g 7→ g(π′)/π′ (caractères fondamentaux de Serre

([Se],1.7)).

Conjecture A.3. Supposons er ≤ p − 2, k algébriquement clos et soit M un

objet simple de Mr de rang h sur S1, alors V ∗
st(M) ' θ

i0+pi1+...+ph−1ih−1

h avec
ij ∈ {0, ..., er}.

Cette conjecture est un théorème pour e = 1 (([FL],5.3) et ([Br2],2.4)) et pour
la sous-catégorie pleine de M1 correspondant à des schémas en groupes ((2.2.1.5)
et ([Ra],3.4.4)).

On devrait enfin avoir :

Conjecture A.4. Soit X un schéma propre et lisse sur Spec(K) admettant
un modèle propre et semi-stable sur Spec(OK), alors pour 0 ≤ r ≤ (p − 2)/e
et n ∈ N, Hr((XK̄)ét,Z/pnZ)∗ (dual dans Z/pnZ) s’identifie à V ∗

st(M) pour un
certain M dans Mr.

Le M en question (conjecturalement unique à isomorphisme près d’après (A.2))
devrait avoir une interprétation en terme de cohomologie log-cristalline. Cette
conjecture est un théorème pour e = 1 ([Br4],3.2.4.5).
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1994.

[Fo1] Fontaine J.-M., Le corps des périodes p-adiques, Astérisque 223, Soc. Math. de France,
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Soc. Math. de France, 1979, 103-123.
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