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1. INTRODUCTION

Dans cette note, on désigne par k un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W (k)
I’anneau des vecteurs de Witt, K une extension finie totalement ramifiée de degré e de
Frac(W), Ok son anneau d’entiers et 7 une uniformisante fixée de Ox. On note m,
(n € N¥) des éléments d’une cloture algébrique de K tels que n = 7w et 72 = 7, si
n>2 K, =K(m,), Ok, les entiers de K,, et Ox_ = UpenOk, .

On sait classer tous les p-groupes finis et plats (et les groupes p-divisibles) sur O lorsque
p > 3 ([Fol], [Con] pour e < p—2, [Brl] pour tout e). Lorsque p = 2, on ne dispose que d'une
classification partielle et dans le cas e = 1 seulement ([FL],9). A l'origine du présent travail
est la volonté d’essayer de combler le “trou” p = 2 en recherchant une autre classification,
au moins conjecturale, valable pour tout p et tout e (et nécessairement nouvelle méme pour
p > 3). Dans ce qui suit, nous proposons des conjectures précises (section 2) et donnons
quelques éléments tres partiels en leur faveur (section 3). L’idée principale est de chercher
une classification en termes de modules sur un anneau de Cohen de I’anneau des normes de
Ok, (c.f. [Wi], [Br2]), plutdt qu’en termes de modules filtrés a puissances divisées comme
dans [Brl]. Ces nouveaux modules sont en quelque sorte en amont des anciens: ils sont plus
simples, plus concrets (en particulier il n’y a plus de puissances divisées) mais aussi, semble-
t-il, plus “difficiles” a obtenir. Dans un contexte un peu différent, 1’'idée de considérer des
modules de méme type, mais pour classifier des représentations p-adiques, a été introduite
et utilisée pour la premiere fois par Fontaine ([Fo2], voir aussi [Wal], [Wa2], [Col|, [He]).

2. LES CONJECTURES

On énonce les conjectures, puis un lien avec les modules étudiés dans [Brl]. Ce lien devrait,
bien str, commuter aux foncteurs “schéma en groupes”. On ne fait pas d’hypotheses sur p.
Il est explicitement signalé lorsqu’un résultat est valable pour p > 3 seulement.

2.1.  On désigne par m une indéterminée, & = W{[x]|] 'anneau des séries formelles et &,, =
Wol[7]] (n € N*). On munit & et &,, d’'un Frobenius W-semi-linéaire en posant ¢(r') = 7.
On note E(x) € 6 le polynéme d’Eisenstein de 7. On définit trois catégories de &-modules
avec Frobenius:

e (ModLi/&) (“Li” pour “Libre”) est la catégorie des G-modules libres de type fini
91 munis d'une application G-semi-linéaire injective ¢ : M — M telle que, si M? =
S ®(p),6 M, M/(1d @ $)(M?) est annulé par E(r).

o (ModFI1/6) (“FI” pour “Facteurs Invariants”) est la catégorie des &-modules 21 de
la forme @®;c;S; (I ensemble fini d’entiers) munis d’une application &-semi-linéaire
injective ¢ : MM — I telle que, si M? = G ® (4,6 M, M/(IdR ¢)(IM?) est annulé par
E(r).

e (Mod/&,) est la sous-catégorie pleine de (ModF1/S) formée des objets tué par p.
Il s’agit donc des &;-modules libres de type fini 9 tels que M/(Id @ ¢)(IM?) est
annulé par ¢ = I'image de E(mx).
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Les fleches des catégories sont les applications G-linéaires qui commutent a ¢. On dit qu'un
diagramme 0 — M’ — M — IM” — 0 dans (ModF1/S) est une suite exacte courte si c’est
une suite exacte courte de G-modules.

Conjecture 2.1.1. Pour tout p, la catégorie (ModF1/S) est naturellement anti-équivalen-
te a la catégorie des schémas en groupes finis et plats G sur Ok annulés par une puissance
de p tels que Ker(p}) est encore plat (sur Ok ) pour tout n. Cette équivalence préserve (en
les renversant) les suites exactes courtes.

Conjecture 2.1.2. Pour tout p, la catégorie (ModLi/&) est naturellement anti-équivalente
a la catégorie des groupes p-divisibles sur O .

De (2.1.1), on devrait donc aussi déduire:

Conjecture 2.1.3. Pour tout p, la catégorie (Mod/S,) est naturellement anti-équivalente
a la catégorie des schémas en groupes finis et plats sur Qg annulés par p. Cette équivalence
préserve les suites exactes courtes.

Remarque 2.1.4. On peut peut-étre proposer une conjecture pour tous les p-groupes finis
et plats, dans le style de ([Br1],4.2.1.6). Par souci de simplicité, nous avons préféré nous
limiter aux cas précédents, suffisants pour beaucoup d’applications.

Exemple 2.1.5. Soit pcy € W le coefficient constant de E(xr), le module &,,e; avec ¢(e;) =
co 'E(m)e; doit correspondre & jin. Lorsque n =1, e =p—1et Ox ~ W/[[x]]/(z° + p) (par
exemple e = 1, p = 2), on remarque qu’on a bien une fleche non nulle dans (Mod/&;):

(6161, ¢(€1) = Eeel) - (6162, ¢(€2) = 62), €1 Tea

qui doit correspondre a une fleche non nulle Z/pZ — .

2.2.  On désigne par u une indéterminée, S la complétion p-adique de W{u, %]iGN, FillS
la complétion p-adique de l'idéal engendré par (%)121 et, pour n € N* S, = §/p"S
et Fil'S, = Fu'S/p"Fil'S. On munit S et S, de 'unique opérateur ¢ semi-linéaire par
rapport au Frobenius sur W et continu pour la topologie p-adique tel que ¢(u) = uP et
d(u/il) = wP®/il. On a ¢(Fil'S) C pS et on pose ¢1 = (¢/p)|rins. Soit '(Mod/S)
la catégorie des S-modules M munis d’un sous-S-module Fil'M contenant Fil'S - M et
d'une fleche S-semi-linéaire ¢y : Fil'!M — M telle que pour tout s € Fil'S et x € M,
¢1(sz) = d)ldzlE((si))qbl(E(u)x) (les fleches sont les morphismes S-linéaires qui préservent Fil'M
et commutent a ¢1). On définit les catégories suivantes de S-modules filtrés avec Frobenius
(c.f. [Brl] pour p > 3):

e (ModLi/S) (“Ii” pour “Libre”) est la sous-catégorie pleine de '(Mod/S) formée des
objets M qui sont des S-modules libres de type fini tels que M/Fil'*M est sans p-
torsion et ¢;(Fil'M) engendre M sur S. On appelle aussi ces objets des S-modules
fortement divisibles.

o (ModF1/S) (“FI” pour “Facteurs Invariants”) est la sous-catégorie pleine de'(Mod/S)
formée des objets M dont le S-module est de la forme @;c;S; (I ensemble fini
d’entiers) et tels que ¢ (Fil*M) engendre M sur S.

e (Mod/S) est la sous-catégorie pleine de (ModF1/S) formée des objets tués par p.
Il s’agit donc des S;-modules libres de type fini M tels que ¢ (Fil*M) engendre M
sur Sj.

On dit qu'un diagramme 0 — M’ — M — M"” — 0 dans '(Mod/S) est une suite exacte
courte si les deux suites de S-modules 0 — M — M — M” — 0 et 0 — Fil'!M' — Fil'M —



Fil'M” — 0 sont exactes.

On va définir des foncteurs (ModLi/&) — (ModLi/S) et (ModFI/&) — (ModFI/S). La
construction est similaire a celle de ([Br2],4).

Soit s : & — S défini par s(>_ x;7) = >z’ (x; € W). A I, objet de (ModFI/&) ou
(ModLi/&), on associe un objet M de (ModFI1/S) ou (ModLi/S) de la facon suivante:
e en tant que S-module, M = S ®(4os),6 M. On a un “Frobenius relatif”: Id ® ¢ :
S @(gos),6 M — 5 D(5),6 M
e on pose Fil' M = {y € S ®(g05),6 M / (Id® ¢)(y) € Fil'S @56 M C S Qs),6 M}
e on définit ¢y : Fil' M — M comme la composée:

1d®¢ $1®Id

Tout élément x de M est tel que E(E)LL' = Zaiqb(xi) ol o; € G et z; € M, d’ou on déduit
que Y s(oy) @ x; € Fil' M et (Y s(0;) ® ;) = (01 @ Id)(E(u) @ ) = ¢1(E(u)) @ z ce qui
montre bien que ¢ (Fil*M) engendre M sur S puisque ¢;(E(u)) € S*. Les autres conditions
se vérifient facilement, de méme que la fonctorialité.

Fil'M =

Lemme 2.2.1. Le foncteur (ModF1/S) — (ModF1/S) est exact.

Preuve. — Soient M, M’ deux S-modules de la forme &S, et 0 — M — M — M’ — 0
une suite exacte de &-modules, alors les suites: 0 — S ®(gos) M — S D(gos) M — 5 D(g0s)
M — 0 et 0 — Filt S®s)9ﬁ’—>le S @) M — Fil'S @5 M — 0 sont exactes. Cela
découle du cas pt = pIN” =0 et d'un dev1ssage a partir du dlagramme commutatif:

0 0 0
! ! !

0 — M N pIN — M = M — 0
! ! !

0 — m’ — m — m” — 0.
! ! !

0 — M/ M Np) — M/pM — M'/pM’" — 0
! ! !
0 0 0

Soit maintenant 0 — MM — M — M” — 0 une suite exacte dans (ModF1/G), il reste a
voir Pexactitude de 0 — Fil' (S @(pos) M) — Fil' (S @ (pos) M) — Fil* (S @(g0s) M"') — 0.
L’injectivité est triviale et 'exactitude au milieu découle de la suite exacte 0 — Fil'S &y
M — Fil'S @) M — Fil'S @) M — 0. Soit z € Fil' (S ®(gos) M”), qu'on peut sup-
poser de la forme z = Z'f L Si ® e; avec sZ € B Wul et on M’ ~ oL S,.e; (n; € N*).
Alors, (Id ® ¢)(x) = E(u) @ 2’ pour un 2’ € M. Soit &’ un relevé de 2’ dans M, comme
E(m)(M/(Id @ ¢)(M?)) = 0, il existe & € Fil*(S ®(g0s) M) tel que (Ido ¢)(2) = E(u) @ &'.
Soit y I'image de & dans S ®(gos) M" et z = x—y, on a (Id®¢)(z) = 0, d’ott on déduit facile-
ment, en utilisant E(x)(9"/(Id®¢)(M"?)) = 0, E(u)z = 0 dans S ®(gos) M”. Mais si s € S,
est tel que E(u)s = 0, on a forcément s € E(u)P~1S, C Fil'S,, dou z € Fil'S ®(g0s) M.
Soit 2 un relevé de z dans Fil'S ® (405D, alors &+ 2 est un relevé de = dans Fil' (S ® o5 M),
et la fleche de droite est bien surjective. [

Compte tenu de ce qui précede et des résultats de [Brl] pour p > 3, on devrait donc avoir:
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Conjecture 2.2.2. Supposons p > 3, alors le foncteur ci-dessus induit des équivalences de

catégories (ModLi/S) = (ModLi/S) et (ModFI/&) = (ModFI/S).

Exemple 2.2.3. Donnons l'exemple du groupe p-divisible (fi,n)nen+: on sait que l'objet
correspondant de (ModLi/S) est donné pour tout choix de m par (M = Sey, Fil!M =
Sei, p1(e1) = e1). Soit M = Ge; avec ¢(e1) = ¢y E(x)e; ot pcy € W est le coefficient
constant de F(m). L’objet associé a 9t par le foncteur précédent est S-1® e avec 1 ® ey €
Fil' et ¢1(1 ®e1) = ¢1(cg ' E(u)) -1 ® e;. Mais ¢1(cg ' E(u)) = 1+ uP(*) + u/p, donc
c= Hqﬁi(qﬁl(calE(u))) converge dans S* et, si on note €] = c®ey, on vérifie que ¢ (€}) = €.
iEN

Partant d’'un objet M, il ne semble pas trivial en général d’expliciter un objet 99t dont il
pourrait provenir. Le probleme est de généraliser le changement de base 1 ® e; — ¢ ® e; de
I’exemple ci-dessus.

3. QUELQUES RESULTATS EN FAVEUR DES CONJECTURES
3.1.

Théoreme 3.1.1. Supposons p > 3, alors le foncteur (Mod/&,) — (Mod/Sy) est une
équivalence de catégories.

Preuve. — A partir de ([Brl],2.2.2.1) et ([Brl],2.2.2.2), la preuve est similaire a celle de
([Br2],4.1.1). O

Par (2.2.1), on en déduit la conjecture (2.1.3) pour p > 3:

Corollaire 3.1.2. Pour p > 3, la catégorie (Mod/&,) est naturellement anti-équivalente
a la catégorie des schémas en groupes finis et plats sur O annulés par p. Cette équivalence
préserve les suites exactes courtes.

et, a tout le moins:

Corollaire 3.1.3. Supposons p > 3, alors le foncteur (ModFI1/S) — (ModF1/S) est
exact et pleinement fidéle. En particulier, pour p > 3, (ModFI1/S) est une sous-catégorie
pleine de la catégorie des p-groupes sur O .

Preuve. — Tout objet de (ModFI/&) admet une filtration par des objets dont les
gradués sont dans (Mod/&;) (prendre les puissances p'®™®). C’est aussi vrai pour les objets
de (ModF1/S) ([Brl],2.2.1.3). On conclut alors par (3.1.1) et les dévissages habituels. [

3.2. Dans cette section, on explore un cas particulier de (2.1.3) ou p peut étre 2. On
suppose e = 1 et, pour simplifier, 7 = p. On note (p,...,p)/W la catégorie des schémas
en groupes finis et plats sur W annulés par p. Nous allons construire pour tout p un
foncteur exact de (Mod/&y) dans (p,...,p)/W qui, pour p > 3, coincidera avec le foncteur
composé: (Mod/&;) = (Mod/Sy) = (p,...,p)/W. Le résultat est énoncé en (3.2.4.1). Bien
que nous n’ayons pas réussi a le montrer, nul doute que ce foncteur est aussi une équivalence
de catégories pour p = 2.

3.2.1. Nous donnons d’abord quelques lemmes d’algebre linéaire.
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Lemme 3.2.1.1. Soit M un objet de (Mod/S,) de rang d, il existe d < d, une base
(€1,...,eq) de M et G € GL4(Gy) tels que:

(e1) €1
: = diag(w, ...,m, 1,..., )G [ :
¢(ed) d' fois €dq
Preuve. — Soit F'M = {x € M tq ¢(z) € M}, d' = dimp(F'9M/79M), V un

supplémentaire de F'9/79 dans M /7IM, (eq, ..., eq) des relevés d'une base de F'ON/zIM
et (egi1,...,eq) des relevés d'une base de V. Soit x € M, on a mx = ) s;¢(e;) pour
des s; € &y, donc ) . ., sip(e;) € M donc s, € 76, pour ¢ > d'. On en déduit
v =Yg si(@len) /) + 100 (5:/7)b(es) done (LX) ey ), d(ea)) est ume base
de M, d’ou le résultat. [

Définition 3.2.1.2. On dit qu’un objet M de (Mod/S1) est multiplicatif si ¢(9M) C =M
et qu’il est unipotent s’il n’a pas de quotient multiplicatif (dans (Mod/&y)).

Lemme 3.2.1.3. Soit M un objet de (Mod/Sy), il existe une unique suite exacte 0 —
M — M — M™ — 0 dans (Mod/Sy) telle que IM™ est unipotent et M™ multiplicatif.

Preuve. — Soit 61(1) = (Gye1,d(e1) = —mey) (cf. 2.1.5). Pour M dans (Mod/&,),
on pose M* = Home, (M, S1(1)) et, si f € M*, on définit ¢(f) € M* comme 'unique
application &;-linéaire telle que ¢(f)(o(x)) = ¢(f(x)), ¥ € M. Cela fait de IM* un objet
de (Mod/&;) et on vérifie que 9 — IN* est une dualité, i.e. M = M**. Disons qu'un objet
M est étale si p(M) engendre M sur S;. Par dualité, on voit qu'il suffit de montrer qu’il
existe une unique suite exacte 0 — M4 — M — IM® — 0 dans (Mod/S;) avec M étale et
IMC sans sous-objet étale. Cela découle du fait que la réunion de deux sous-objets étales est
encore un sous-objet étale (exercice). O

Lemme 3.2.1.4. Soit 0 — M — M — M’ — 0 une suite exacte dans (Mod/S,),
alors elle induit des suites evactes dans (Mod/G;): 0 — IM* — MY — M'* — 0 et
0—IM™ — M — M'™ — 0.

Preuve. — Par dualité, il suffit de montrer qu’on a une suite exacte 0 — ¢ — M —
M — 0 et une chasse au diagramme montre qu’il reste & voir la surjectivité de droite.
Or, si m = omet /T un argument classique d’itération du Frobenius fournit une section
k-lindaire M < M et un isomorphisme &; ®j, m L ome (resp. avec M), 11 suffit
donc de montrer la surjectivité de M M. Mais M = Nnend™” (M) = ¢™(IM) pour
n >> 0 ott M = M/7IM (resp. avec ﬁuét), d’ou le résultat. [

Lemme 3.2.1.5. Soient MM un objet unipotent de (Mod/&S,) de rang d, (e1,...,eq), d’
et § comme en (3.2.1.1). On écrit 51 = (aj;)1<ij<a € GLa(S1). Alors la sous-matrice
(aij)1<ij<a est topologiquement nilpotente (pour la topologie m-adique).

Preuve. — 1l suffit de montrer que si (aj;)1<ij<ar n'est pas topologiquement nilpotente,
i.e. si son image dans My (k) n’est pas nilpotente, alors on peut fabriquer un quotient

multiplicatif de 9. La preuve est une variante de ([Wal],2.3.1.2.2) (avec notations ma-
tricielles transposées). Quitte a faire un changement de base a coefficients dans k& dans

@ G1e;, on peut supposer G = (aj;) = (7:(1? lB)> avec A € GLy(S1) et 1 < d” < d.

On pose alors M™ = @ &Se; avec & = >0, a},2(;) et on définit f : M — o™
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par f(e,-) =g sil < i< d et f(ei) = Zj”la;]jﬁ( e;)sid +1 < i < d Un cal-
cul analogue & ([Wal],2.3.1.2.2) montre que f(é(e;)) = ¢(f(e;)) + m2¢ si 1 < i < d' et
flo(e) = ¢(f(e)) + me; si d +1 <i < d pour des ¢; € M™. On cherche alors wd; € 7M™
tels que, en posant f(ez) = f(e;) +md;, on ait fop = po f. On tombe sur des équations du
type: 0; = ¢; + P~ IZ] 1 Z“( ;) + P 12 _41 @0(05) (1€ {1,...,d}, ¢; € M™), qui se
résolvent bien dans 991" par approximations successives.  [J

Lemme 3.2.1.6. Supposons p > 3 ou MM unipotent, alors on peut prendre G € GLg(k)
dans (3.2.1.1).

Preuve. — On écrit § = Go(Id + nHy) avec Gg € GL4(k) et Hy € My(Sy). Posons par
récurrence:

J-Cn = galdia’g(ﬂpia “.’Ep727£p71’ '--7ﬂp71)¢(g{n71)diag(ﬂ7 s I 17 ) 1)907
——— S~——

d’ fois d’ fois

on voit que H,, tend m-adiquement vers 0 quand n — +oo (pour p > 3, c’est évident et pour
p = 2, utiliser (3.2.1.5) sur G5'). Soit By = hr}rq (Id+nH,)(Id+1H,—1)...({d+7H,), on

€1
vérifie que la base B, | : | convient. [

€d

Remarque 3.2.1.7. Pour tout p, la sous-catégorie pleine (Mod/&1)" de (Mod/&;) formée
des objets unipotents est équivalente a la catégorie des groupes unipotents sur W tués par
p. On peut le voir en montrant, de fagon similaire a ([Br2],4.1.1) a partir de (3.2.1.5), que
le foncteur (Mod/&;1) — (Mod/S;) induit une équivalence entre (Mod/S1)" et la catégorie

MF £’2l de ([FL],9), vue comme sous-catégorie pleine de (Mod/Sy).

3.2.2.  Nous continuons avec de 'algebre commutative. On fixe A une W-algebre noethérien-
ne plate p-adiquement compléte et on pose Ag = A, A; = O, @w A (i > 1), Ao = O Qw A.
On note N;/— : A; — A;—; la norme, i.e. I'application qui a x € A; associe le déterminant
de la multiplication par x sur le A; ;-module libre de rang p A;.

Lemme 3.2.2.1. Soit x = g+ Ty + ... + Wfflxp,l € A (x; € Ai_q) et ( une racine
peme del ((#1), on a:

I
—
I
—

p p

Nija (@) = [T (Do (mcty;).

1=0  j=0
En particulier, N;j_1(x) — aP € pA;.
Preuve. — Soient:
Zo Ti—1Tp—1 -0 .- T;—1L1
I Zo N (PR 2

Ay = Ni/ifl(l') = : T : )

Ti—1Tp—1

p—1 Tp—2 oo I Zo



p—1 2
Zo T, Tp—1 ... T;T2 ;1
. . 2
;1 ZTo . . T, Lo
— 2 c. c. .
AQ 5T X . . : ’
p—1
. . ﬂ-l ‘Tp_l
Pl 2 T x
i p—1 3 p—2 .- U1 0

o, les permutations de {0,....,p — 1} et 7 € 0, tel que 7(i) =i —1sii > 1 et 7(0) =
p—1. Un calcul donne Ay =37 sgn(o)m7 H?;é Tri(o(y) OU h(o) = #{j € {0,....,p —
1} tq o(j) < j =1} et Ay = Y,e, sn(0)n! TIZ 2rio) 0 (o) = S52g 7 (0(4)-
Or 77(a(j)) = o(j) —j st a(j) = j et 7(0(j)) = o(j) —j +psio(j) <j—1, donc

g(o) = Y05 (0(i) — ) + p#{j € {0,....p — 1} tq o(j) < j — 1} = ph(o) d'on claire-
ment A; = Ay, Il est par ailleurs bien connu que A,, déterminant d’une matrice circu-

lante, se calcule par la formule du lemme. Notons Ag(Xo, ..., X, 1) = [172, (Z?;g Clej> €

Z[Xo, ..., Xp-1], on a Ag(Xo, ..., Xpo1) = 302 XP+ P(Xo, ..., X,1) avec P € Z[Xy, ..., X, 1].
p

Mais Ag(Xo, ..., Xp1)P = f&( v 1XP> +pQ = ( le’-’) +pQ avec Q € Z[X;], donc

PP € pZ[X;] d’ou P € pZ[X;]. On en déduit facilement la derniere assertion. [

Pour r > 1, on pose:
I ={zx €A | 2" € pAse, 2’ € PP A, . a? € p! TP Y
On vérifie que les I, sont des idéaux de A,
Lemme 3.2.2.2. Pour 1 <r <1, on a:
I,NA; ={zx A/ Niyji_i(z) € pAis1, Nyji—o(x) € PP A, ...
. Ni/i—r(x) c ppT*1+pi*2+...+1Ai_T}'

Preuve. — Par récurrence sur r. Pour r = 1 et ¢ > 1, cela découle de la derniere
assertion de (3.2.2.1). Supposons le résultat au cran » — 1 > 1 pour tout i > r — 1 et soit
x el N A,, par récurrence, on a donc N;/;_1(x) € pAi—1, ..., Niji—ri1(x) € PP A

r—2
et N/ 1( ") € pAi_y, ..., Nijie r+1( ") e pP Tt A Mais:

P r—2 N; i—r+1($) p
Ni/i—r—i—l(?) ep’ AL = (W) € pAiri1

N; i—r+1($)
Ni—r+1/i—r< pp/r2+-_--+1 ) € pAifr

< Nz/zfr(l‘) € ppril+pi72+m+1Az‘_r.

(cas r=1)

Soit & € A; tel que N/—1(x) € pAi1, ..., Nijiep(2) € pP LA par récurrence, © €

- . prt ,., .
I,_1NA; et Nl“%l(w) € I,_;, N A;,_;. Donc (W) € pP 1A Cest-d-dire
r—1 _
Ni/i—l <#> S pAi—l d’Ol\l, par le cas r = 1, .Tpr S ppr 1+"'+1Ai. 0
Lemme 3.2.2.3. Soit © = x¢ + mzy + ... + Wfflxp_l €A (x; € Ai_y), alors:

(a) silgrgifl,a:EIT<:>xjEIT,VjG{O,...,p—l},
(b)rel, < mlz; e [,V je{0,...p—1} <= uxo€leta; €l 1,V j>1.



Preuve. — Les sens <= sont triviaux (pour r = ¢, remarquer que z; € I[,_y < mx; € 1;).
Montrons = pour (a) par récurrence sur r < i — 1. Sir =1 (et i > 2), soit x comme dans
I’énoncé, on remarque que x:; € Ao+ pA;,_1, dou:

p—1

P € pA;, <— Zx?wlﬁl €pAi 1 =7 €pAi 2o +pAi 1 CpA =75 € 1)

=0
Siz el (2<r <i-1),aP € pl,_; et (récurrence) x; € I,_; pour tout j, donc Z?;é x?wf#l €
pl,._1. Par récurrence ‘appliquée axz; €I, on a facilement x]; —y; € pl,_, pour des y; €
A;_9. Donc Z?;é y;jm_y € pl,_y d'ou y; € pA,_5 et (récurrence) y;/p € I,_;. Finalement
xj € pl,_qie. z; €I,. Lecas (b) s'en déduit carz € [; = x; € [,V j = mx; € I;sij >
1= 29 €. O]

3.2.3.  On garde les notations de la section précédente. Par (3.2.2.2), la norme K; @y A —

5 . . . , . LNA; Ii1NA 1 .
K;_1 ®w A induit une application notée encore N;/;_; : T — ——— et on note:
. I; N A; .
M7 (A) = lim —— C lim K; @w A.
— —
T1T9...T;
Nijioa Nijioa

On pose dans la suite 9;(A) = % c’est un Og,-module de type fini p-adiquement
complet.

Lemme 3.2.3.1. Soient x;,y; € (I; N A;)"™, alors:
Nijici(xi +yi) — Nijica(25) — Nijima(ys) € p((L; 0V AP N Aiq).
Preuve. — Cela découle de (3.2.2.1) et (3.2.2.3). O
Lemme 3.2.3.2. Pourn € N, (N A;)"NA;_1 C (Li-1NA;_1)" (neN).
Preuve. — Un élément de (I; N A;)™ est une somme de x;...z, ou z; = Z?;é xl,ng' e I
(x1; € Ai—q). Par (3.2.2.3), ;; € I, d’ou le résultat en développant. [

Corollaire 3.2.3.3. Soient v = (2;)i>1 et y = (Y;)i>1 dans M7 (A), alors Niyy)i(Tipr +
Yirr) converge dans IM;(A) quand r — +o0.

Preuve. — En écrivant Nji,/; = Njt17;0...0 Niprjipr—1 et en utilisant les deux lemmes

(Ii+rmAi+r)p
TIT2... Wi

utilisation de (3.2.3.1) et (3.2.3.2) montre que:
p 1<(Ij N Aj)") o Um0 A" Lo NA-)™ (a0 Aj)* !
J— .

T1T2...T 5

ci-dessus, il suffit de voir que N;,, /i( ) tend vers 0 quand » — 400. Une deuxieme

N;

TT2...Tj—1 T1T2... T 1 T1T2...Tj—1

On en déduit facilement le résultat puisque A est noethérien. [

On pose & +y = (2;);>1 avec z; = 1121 Nitr)i(Tizr + Yisr). On vérifie que cette loi fait de

M7 (A) un groupe abélien annulé par p. Pour a € k, n € N et z = (2;);>1 € M (A), on
définit ar™ -z = ([aP [7la;)i>1 € My (A) on ] € W est le représentant de Teichmiiller.
En étendant l'action par linéarité, cela fait de 97" (A) un S;-module. On définit ¢ :
M (A) — M (A) par ¢((24)i>1) = (2¥);>1. Pour toute W-algebre A noethérienne, plate
et p-adiquement complete, M7 (A) est un S;-module sans w-torsion muni d’un Frobenius
¢ injectif semi-linéaire.
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p .
P, \NA;

TLTQ... T

Remarque 3.2.3.4. Notons M;(A) = SDTZ(A)/<

que la norme induit une application N; Jim1 M;(A) — 9M;_1(A) et que I'application naturelle
Mper(A) = imM;(A) — (h_mﬁl(A) est un isomorphisme de &;-modules.

), on peut déduire de ce qui précede

3.2.4. Soit Spf(W) ppr la catégorie des schémas formels p-adiques plats localement de type
fini sur W munie de la topologie de Grothendieck engendrée par les familles surjectives de
morphismes fppf. Le préfaisceau M; qui a X associe M,;(I'(X,0x)) est un faisceau sur
Spf(W) gppy, sous-faisceau de (X +— K; @w I'(X,O0x)). De méme, (X — MMy (I'(X,O0x))
est un faisceau de G1-modules sur Spf (W) fppr. Soit M un objet de (Mod/S;), on lui associe
un faisceau Gr(9) sur Spf (W) fppr en posant:

Gr(IN)(X) = Homy,e, (T, 97 (D(X, 0x)) @40 k)

(applications &;-linéaires commutant a ¢). La torsion par le Frobenius sur k n’est la que
pour une question de compatibilité avec le foncteur défini en ([Brl],3.1) lorsque p > 3. Le
but de cette section est de montrer:

Théoréme 3.2.4.1. Pour tout p et tout M, le foncteur Gr(9M) est représentable dans
Spf(W) tpps par un schéma fini sur W de rang p"91™ . Le foncteur Gr : (Mod/&;) —
(p,..,p)/W ainsi obtenu préserve les suites exactes courtes et coincide, lorsque p > 3, avec

le foncteur composé (Mod/&, ) (M d/S1) — By (s 0) /W

Soit M dans (Mod/S;). On fixe une base (eq, ..., e4) et une matrice § = (a;;)1<; j<q comme
n (3.2.1.1), en prenant § dans GL4(k) si p > 3 ou 9 unipotent (3.2.1.6). On a une
surjection &, = k[[x]] — Ok, /p, ax™ — a7 et on note §; = (af;)1<ij<a un relevé dans
GL4(Ok,) de I'image de § dans GL4(Ok, /p) et S0 = (a;)1<i,j<a un relevé dans GLg(W) de

o~ 1(G) = (af{ ) si p >3 ou M unipotent. On pose:

Ok, [ X1, ..., X
R1,§m _ - Kl[ 1y d] y
XP—at ™S ek X)L XE = a T () Dl X)
i=1 =
et, si p > 3 ou 9N unipotent:
WXy, ..., X
Rgm _ - [ 1y eees d] y
X7 _pdl(zangy‘)a e X — (Zad]X )
j=1 j=1

avec 0; = 1 si 1 < i < d et 0 sinon. Pour alléger le texte, on note dans la suite les d-uplets
en caractere gras (ex: X = (z1, ..., 2q), X = (2, ..., 2h), etc...).
Lemme 3.2.4.2. Soit x € A? tel que xP = diag(p,...,p, 7", .., 77 G 1x, alors x €
d’ fois

(I, N Ay

Preuve. — En écrivant chaque composante z; Z] 095”7T1 (x;; € A), il suffit de
montrer x;p € [; N A i.e. xﬁ o € PA, ce qui est facile en développant les équations. [

Lemme 3.2.4.3. Soit 6 € IPNAj avecr > 2 et j > 1 et définissons par récurrence
61 =08/p et o, =00_,/p sin>2, alors d, € A; et d, — 0 dans A; quand n — +o00.



10

Preuve. — Comme §,, € K;®w A, il suffit de montrer ¢,, € A et 6, — 0 quand n — +oo0.
En utilisant I;'NA; — 0 quand n — 400, on voit qu'’il suffit de considérer le cas 6 = z129...7,
avec #; € I, C I,. On a 6?/p € pP—1IP et &, = 67" /pptt € pro-D-1tp 4 — pP*~ 1A Dol
6, € pP" P P AW n > 2. Mais, pour tout p, p" — p" 2 — ... — 1 — 0 quand n — +o0.
OJ

Proposition 3.2.4.4. Pour toute W -algebre noethérienne plate et p-adiquement compléte
A, on a des morphismes canoniques et fonctoriels:

(a) Homy s, (zm, M (A) D, (9) k) — Homo, (R, A1) pour tout p et tout 9,
(b) Homg,e, (9)?, M (A) R, (4) k:) — Homyy (Reon, A) pour p > 3 ou I unipotent.

Preuve. — Commengons par (a). Soient f € Homgye, (zm, M (A) @ (o) k), f(e)

I'image de e; “rentrée” dans M7 (A), z; = mf(e;)y € 1 N Ay et x = (x1,...,24). D’apres
(3.2.3.1), on a des équations:

/

X\ P X c
(1) (-) :dz’ag(m,.--,7T1,1,---71)[91_+_]

m Hf’_/ 1 T

d’ fois
oil ¢ € (1—5 N Al)d- Cherchons v € ([5 N Al)d tel qu’en posant y = x + v, on ait:
P
(2) <l> :dzag(ﬂ-haﬂ-lﬂl”]‘)gll
m Tf,_/ T

Un calcul donne une équation du type:

Vp
(3) v=c+H v+ +Hy v+ H,—

p
pour un ¢ € (I N A;)? et ott H; € My(A;). En reportant expression de v dans les termes
en v2, v3 ..., vP/p plusieurs fois de suite et en utilisant (3.2.4.3), on voit qu’il y a une et

une seule solution a (3) dans (I} N A;)4, donc une et une seule solution a (2) congrue & x
modulo 75 N A;. Par (3.2.4.2), une solution de (2) est équivalente & un morphisme dans
1'—‘[O7TLOK1 (Rl,gm, A1>

Pour (b), le méme raisonnement au cran d’apres (i.e. dans Ay = A au lieu de A;) fournit
des équations:

(4) x”:diag(p,...,p,l,...,1)[90X—|—c’]
S——
d' fois
pour un ¢’ € (I N A)?. Notons Fil'A = (I, N A)?, on remarque que IY N A = FilPA + pA
(utiliser 3.2.2.3). Sous les conditions de (b), ¢’est un résultat classique qu’il existe une unique
facon de corriger x par un v € Fil’? A + pA de telle sorte que y = x + v vérifie:

(5) y? = diag(p,...,p, 1, ..., 1)Goy
S——
d' fois

(voir par exemple ([Wal],2.3.3.1) pour A = O ou [Fo3]). O

Proposition 3.2.4.5. Les morphismes en (3.2.4.4) sont des bijections.

Preuve. — Nous allons construire dans chaque cas une fleche dans ’autre sens. On fixe
. N . : RS B w2l J
des matrices G, € GL4(Ok,) obtenues a partir de G; de la fagon suivante: si Wij = D _j—o AT

avec a; € W, on pose aj; = Z?;é ¢~ (a;)m) et G = (af;)1<ij<a- Soit f € Homo, (Rigm, A1),
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par (3.2.4.2), f correspond a %) € (M (A))? solution de (2). Six® = (2", ..., z{"), on
(1) (1)

remarque que :Ugl) e lLbnA sil<i<d (car P e ply) et mox;”’ € I, N Ay pour tout i.

. 1
Posons X = G diag(—, ..., —,1,..,1)22 € (9My(A))%, un calcul donne:
T Ty Ty T
—_——
d’" fois
<(2) \p %(2) 1PN AN d
(6) (X > —diag(ﬂg,...,ﬂg,1,...,1)92X € < 2 2) .
T T2 \7{_/ 1T ™1
Cherchons v € (1§ N Ay)? tel que:
x(2) x(2)
A : XY +v
(7) (—) = diag(ma, ..., M, 1, ..., 1)Go——,
1T Tf/—/ 1T
en développant, on obtient:
P
(8) V=ct HVE A+ H v
p

avec ¢ € (I5 N Ag)? et H; € My(As). En procédant comme en (3.2.4.4) grace a (3.2.4.3), on

voit que cette équation a une solution et une seule dans (I N A;)?. Posons x? = x? 4+ v
1 1 e
—.1,..,1)

_7 ceey
73 3

et, de méme, X = G5 diag( € (M3(A))4, un calcul analogue au

) mmoTms USSP

d’ fois
précédent donne:

(9 (=

T1ToT3

3) 3)

%!

c <I§OA3>d

P
> — diag(ms, ..., m3,1,...,1)G3
N—— 1T

d' fois

T ToT3

et, en utilisant (3.2.4.3), on peut de méme corriger cette équation dans I§ N A;. Finalement,
en remarquant que N;/; 1 (I7NA;) C p(I7NA; 1) (utiliser Nj/;_1(z)—aP € pI7 siz € [;NA;
et pPI¥_, C p(m;I;i—1)P C pl?), on obtient pour tout 7 > 1 une solution x) € (I, N A,)% &

I’équation (%)p =diag(my, ..., mr, 1, ., 1)9,4% telle que, avec des notations évidentes:
1...Tr \W—/ 1...7p

d’ fois
(r) (r-1) PAA. \d
X X r—
L
1.7 ... Thr—1 ... Tpr—1

X(i+r)

On laisse au lecteur le soin de vérifier que ( lim Ny /i )> € (M (A))? permet
r—4-00 T Ty /i>1

de construire un antécédent a f. Pour le cas (a), seul le 1° cran est différent puisqu’on
commence avec Ag = A. On tombe sur une équation du type:

vP
(10) v=c+H v+ +H, vV + (Id + H,) S diag(1, ..., 1,7y, ..y ™) —
~—— p
d’ fois
ot H; € My(I; N Ay) et on la sous-matrice supérieure gauche d’ x d’ de G;* est topologique-
ment nilpotente. Cette équation a une et une seule solution dans (I; N A;)? et on continue
comme précédemment. [

Soient Ryy la restriction a la Weil de Og, a W de Ry gn, Riy, I'adhérence schématique de Rgy et
Rgy la complétion p-adique de Rgy. Par construction, Homy (Ron, A) ~ H OM oy, (Ryom, A1)
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et les notations sont bien consistantes par (3.2.4.5) lorsque p > 3 ou 91 unipotent (plus
précisément, dans ce cas, le Rgy décrit précédemment et le Rgy obtenu par descente sont des
W-algebres isomorphes). Pour montrer que Gr(9) est représentable par un schéma fini et
plat sur W pour tout p, il suffit de montrer la:

Proposition 3.2.4.6. Pour tout p et tout M, Rey est fini sur W de rang p.

Preuve. — Seul reste le cas p = 2 et 9 quelconque. Par (3.2.1.3), on écrit 0 — IM* —
M — IM™ — 0 avec IM" unipotent et M™ multiplicatif. Soient d“, d™ les rangs de IM" et
M™ sur S, (d = d*+d™). Par (3.2.4.5), si Ryy est fini de rang p? pour un choix de matrices
(G, G1) comme précédemment, alors tous les Roy pour tous les autres choix (G, §1) sont aussi
finis de rang p? (car isomorphes au précédent). C’est un exercice de voir qu’on peut trouver
une base de 9 telle que la matrice (transposée) de ¢ dans cette base soit du type:

v 0
di 1,...,1 !
Zag(ﬂ'la , T, 1, , L, T, 77T1) (A 97171>

v fois dm fois
ot §f € GL4u(Ok,) et 7" = (af})1<ij<am € GLan(Ok,). On a alors:
Ry onu [ X1, ooy Xgm]
XY = p(T0 X+ ) X5 = PO i, X+ cam)
pour des ¢; € Ry gpe. Plagons nous en p = 2 et notons aj = aZ.L’O + Wla?;’l avec a;;” € W.

Un calcul montre que Ry, ~ Rip [X?, X1, ..., X0m, X ]/I ot I est I'idéal engendré par les
équations (1 <7 < d™):

~

Rion ~

X 4ox? = QZam0X°+4Zam1X1 + 20

X'x! = Zam X0+ Zamoxl +cf

avec ¢, c; € Rjy.. Comme (a?;’o) — diag(Xio) € GLdm(Rm)7 la deuxiéme équation montre

AR

que les X sont déterminés dans Rgy en fonction des X7 et de Rgpe. Comme Royu est fini de

rang 29" sur W par (3.2.4.5) et comme Rgy/(2) ~ R”‘"/(?[X """ - Xim] , Roy est fini de rang 2¢
(XP% e X0m )

sur W. [0

Proposition 3.2.4.7. Pour tout p, le foncteur Gr est exact. Pour p > 3, il est compatible
avec le foncteur composé (Mod/S,) — (Mod/Sy) — (p,...,p)/W.

Preuve. — Avec les notations de la preuve précédente, on a clairement Rgpu — Rgy
fidelement plat et W ®pg,,. Ron = Roypm oll Rogpu — W est la section nulle, ce qui montre
par des arguments standards que la suite 0 — Gr(9M™) — Gr(9M) — Gr(9M*) — 0 est une
suite exacte de schémas en groupes. D’apres (3.2.1.4), il suffit donc de montrer I'exactitude
avec des modules unipotents ou multiplicatifs (séparément), ce qui se voit directement sur
les Rgy correspondants par le méme argument. Supposons maintenant p > 3. Pour toute
W-algebre plate p-adiquement complete A, posons M(A) = M7 (A)/(x) avec le ¢ induit,
Fil'! M(A) = Ker(¢), ¢ la flecche composée:

Fl-l1<93?’f”(x4)> o @ mer(A)

™ — zP s

v - ed) = —% = gy(a)
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ol & est un relevé quelconque de x dans M7 (A)/(z?). La norme Ny, : Ay — Ay induit
un morphisme semi-linéaire (c.f. 3.2.3.1 et preuve de 3.2.4.4): M(A) — A/(If N A) =

A/(FilPA + pA) compatible aux Fil', ¢ et ¢ (¢; a droite est défini par ¢(x) = —%p si
% est un relevé dans A). Soit M = 9/(x) muni du ¢ induit, de Fil'M = Ker(p) et de
¢y : Fil' M — M défini comme précédemment en remplagant 9" (A) par 9. On voit que
M est un objet de la catégorie M F' £’2 de [FL] et que S; ®; M (muni des structures “produit
tensoriel”) s’identifie a 1'objet de (Mod/Sy) associé a M en (2.2). De plus le composé

M (A) — M(A) — induit clairement une application canonique:

A
FiA oA 20 )
FilrA+ pA Dh(9)

ou les fleches & droite sont les morphismes k-linéaires qui préservent Fil' et commutent a

¢ et ¢1. Supposons A syntomique sur W ([Br1],2). On a une fleche naturelle compatible a
toutes les structures: A/(FilPA + pA) @y () k — 07(A) /3P (A) ot Ois(A) = HO, (A/k)

et J1(A) = Ker(07(A) — A/p) (c.f. [Brl]) et, d’apres ([Brl],3.1.6), un isomorphisme:
Homg, pin (M7 O?“(!‘U) — Homy, pin (M, 057 (A) /g (A)>

4
Filp A+pA

Homy, e, (ma M7 (A) Ok, (¢) k) — Homygy, pin (M

Finalement, on dispose d’une suite d’applications canoniques:

Hom <9ﬁ,9:7{’1”‘or(A)®k’<¢)k> —Hom <M, Wmmwk) —Hom (M,Of”s(A)/EJ[f’] (A)) S Hom <M, @eris (A)> .

Mais les trois premiers groupes sont tous les trois isomorphes (de fagon compatible) a
Homw (Rom, A)! : par (3.2.4.5) pour le premier, [Fo3| pour le deuxieme et ([Brl],3.1.2 et
3.1.8) pour le troisieme. [
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