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1. Introduction et résultats principaux

Soient p un nombre premier impair et O ⊂ Zp (= les entiers algébriques sur Qp) un
anneau de valuation discrète complet de corps résiduel fini F et de corps des fractions E.
On fixe ρ : Gal(Qp/Qp)→ GL2(F) une représentation continue telle que EndF[Gal](ρ) = F.
Grâce à Mazur et Ramakrishna, on sait que les déformations de ρ aux O-algèbres locales
noethériennes complètes R de corps résiduel F, c’est-à-dire les représentations continues :

ρ : Gal(Qp/Qp)→ GL2(R)

qui se réduisent sur ρ modulo l’ideal maximal de R, sont paramétrées par une O-algèbre lo-
cale noethérienne complète de corps résiduel F qu’on note R(ρ). Le point de départ de cet
article est la question (vague) suivante : étant donnés un entier k strictement supérieur à 1,
une représentation ρ comme ci-dessus et une représentation τ : Gal(Qp/Q

nr
p )→ GL2(E)

de noyau ouvert, de déterminant modéré (pour simplifier) et supposée s’étendre à tout
le groupe de Galois, quelle est la “taille” ou la “complexité” du quotient R(k, τ, ρ) de
R(ρ) qui “paramètre” toutes les déformations ρ de ρ à une extension finie de O (dans Zp)
vérifiant les conditions suivantes :

(i) ρ ⊗ Qp est potentiellement semi-stable (au sens de Fontaine) à poids de Hodge-
Tate (0, k − 1),

(ii) la restriction à l’inertie de la représentation de Weil-Deligne associée à ρ ⊗ Qp

est isomorphe à τ ,
(iii) det(ρ) est la puissance (k − 1)ième du caractère cyclotomique p-adique fois un

caractère fini d’ordre premier à p.

On renvoie au §2.2.2 pour la définition précise de R(k, τ, ρ) dont le calcul direct est
en général très délicat. Cette question se présente naturellement lorsque l’on étudie les
déformations de représentations résiduelles globales car alors connâıtre la “taille” de
R(k, τ, ρ) se révèle un ingrédient important (par exemple, la méthode de Wiles et Taylor-
Wiles ([Wi], [TW]) ne s’applique à ce jour que si R(k, τ, ρ) est un quotient non nul de
O[[X]], cf. e.g. [CDT] et [BCDT]). Dans [BCDT] conjecture 1.3.1, une réponse conjectu-
rale partielle à la question ci-dessus est proposée pour les déformations potentiellement
cristallines à poids de Hodge-Tate (0, 1) (c’est-à-dire k = 2 et τ non scalaire) permettant
de prédire les cas particuliers où R(k, τ, ρ) est un quotient non nul de O[[X]] à partir
de calculs plus simples en théorie des représentations de GL2(Zp) (cette conjecture était
suggérée par des dévissages sur les espaces de formes modulaires localisés en un idéal
maximal de l’algèbre de Hecke et par tous les exemples où on savait que R(2, τ, ρ) était
un quotient non nul de O[[X]]). Le but du présent article est :
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1) de proposer une conjecture pour les poids k ∈ {2, ..., p − 1} et pour tout τ permet-
tant de prédire dans tous les cas la “complexité” de R(k, τ, ρ) à partir de la théorie des
représentations p-adiques de GL2(Zp),
2) de démontrer cette conjecture lorsque k est pair et τ scalaire, ce qui revient (à torsion
près) à étudier les anneaux paramétrant les déformations semi-stables à poids de Hodge-
Tate (0, k − 1).
Les méthodes de cet article s’appliquent aussi aux valeurs impaires de k restantes. Mais
les calculs différant sensiblement du cas pair, nous avons préféré nous limiter aux va-
leurs paires et préserver à cet article une longueur raisonnable. Comme conséquence, nous
obtenons des renseignements assez précis sur la réduction modulo p des représentations
p-adiques de Gal(Qp/Qp) associées à certaines formes modulaires sur Γ1(pN) (p - N) de
poids pair < p. Nous proposons aussi une conjecture sur la structure générale des anneaux
R(k, τ, ρ), que nous démontrons pour k pair et τ scalaire.

Pour énoncer la conjecture mentionnée au 1), il faut d’abord préciser ce que l’on entend
par “taille” ou “complexité” de R(k, τ, ρ). Le bon invariant à considérer semble être l’entier
µgal(k, τ, ρ) suivant : si R(k, τ, ρ) = 0, µgal(k, τ, ρ) = 0, si R(k, τ, ρ) 6= 0, µgal(k, τ, ρ) est
la multiplicité de Samuel de R(k, τ, ρ) ⊗O F, c’est-à-dire d! fois le coefficient dominant

du polynôme en n donnant dimF
R(k,τ,ρ)⊗F

mn+1 pour n � 0 où m est l’idéal maximal de
cette F-algèbre locale et d sa dimension de Krull (on a par exemple µgal(k, τ, ρ) = 1 si
R(k, τ, ρ) ' O[[X]]). En fait, on peut s’attendre à avoir toujours d = 1 (cf. conjecture
2.2.2.4) de sorte que µgal(k, τ, ρ) = dimF

mn

mn+1 pour n� 0. Cela rapproche µgal(k, τ, ρ) de
l’entier dimF

m
m2 (= le nombre minimal de générateurs de la O-algèbre R(k, τ, ρ)) souvent

considéré, mais notons que la multiplicité µgal(k, τ, ρ) se comporte beaucoup mieux que
dimF

m
m2 , cf. §5.1. On veut prédire µgal(k, τ, ρ) côté représentations de GL2(Zp). A τ est

associée une unique représentation d’image finie σ(τ) de GL2(Zp) (sur Qp) caractérisée
par le fait que toute représentation lisse irréductible π de dimension infinie de GL2(Qp)
telle que la restriction à l’inertie de la représentation de Weil-Deligne associée à π par la
correspondance locale de Langlands est isomorphe à τ contient σ(τ) (lorsqu’on restreint π
à GL2(Zp)). L’existence de σ(τ) n’est pas nouvelle mais l’unicité est un résultat nouveau
que démontre G. Henniart en appendice (dans un cadre plus général). On définit alors la
représentation p-adique de GL2(Zp) suivante :

σ(k, τ) = σ(τ)⊗Qp
Symk−2Q

2

p

qui apparâıt naturellement dans l’étude des espaces de formes modulaires de poids k
et on note σ(k, τ)

ss
la semi-simplifiée modulo p de σ(k, τ). D’après la classification des

représentations irréductibles de GL2(Zp) en caractéristique p :

σ(k, τ)
ss

=
⊕
(n,m)

(
SymnF

2

p ⊗ detm
)a(n,m)

où (n,m) ∈ {0, ..., p−1}×{0, ..., p−2} et a(n,m) est un entier positif ou nul (la multiplicité

de SymnF
2

p ⊗ detm). On fait maintenant intervenir ρ. D’après [Se1],§2 et la condition

EndF[Gal](ρ) = F, on a (en notant ω le caractère donnant l’action de Gal(Qp/Qp) sur les
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racines pièmes de l’unité et ω2 le caractère fondamental d’ordre 2 de Serre) :

ρ|Ip ∈
{(

ωn+1 ∗
0 1

)
⊗ ωm avec ∗ 6= 0,

(
ωn+1

2 0

0 ω
p(n+1)
2

)
⊗ ωm, (n,m) ∈ {0, ..., p− 2}

}
.

Si ρ|Ip '
(
ωn+1 ∗

0 1

)
⊗ ωm avec 1 ≤ n ≤ p − 2, on définit µaut(k, τ, ρ) = a(n,m). Si

ρ|Ip '
(
ωn+1

2 0

0 ω
p(n+1)
2

)
⊗ ωm, on définit µaut(k, τ, ρ) =

∑
(n′,m′)∈I a(n

′,m′) où :

I =

{
(n′,m′) ∈ {0, ..., p− 1} × {0, ..., p− 2} | ρ|Ip '

(
ωn′+1

2 0

0 ω
p(n′+1)
2

)
⊗ ωm′

}
.

Si ρ|Ip '
(
ω ∗
0 1

)
⊗ωm, la définition de µaut(k, τ, ρ) est un peu plus subtile, voir le §2.1.2.

La conjecture est alors (cf. conjecture 2.3.1.1 dans le texte) :

Conjecture 1.1. Pour tous (k, τ, ρ) comme précédemment :

µaut(k, τ, ρ) = µgal(k, τ, ρ).

Dans ce texte, nous vérifions par le calcul cette conjecture lorsque k est pair et τ sca-
laire. Les preuves utilisent la théorie de [Br2]. Elles sont assez techniques et les résultats
complets, un peu longs à énoncer, paraissent un peu miraculeux (cf. par exemple le corol-
laire 1.4 ci-après). C’est pourquoi il est possible qu’il existe une méthode de démonstration
purement conceptuelle (voir la fin de cette introduction). Quitte à tordre, on suppose τ
trivial et grâce à [Br2], on commence par déterminer toutes les réductions modulo p non
scindées des représentations semi-stables de Gal(Qp/Qp) de dimension 2 sur Qp à poids
de Hodge-Tate (0, k − 1). Concernant les formes modulaires, on en déduit le théorème
suivant (cf. corollaire 4.3.3.1 dans le texte) :

Théorème 1.2. Soit f une forme parabolique normalisée de niveau Np, poids k et
caractère χ avec (p,N) = 1, 1 < k < p, k pair et χ trivial en p. On suppose f nouvelle
en p et T`(f) = a`f pour tout premier ` avec a` ∈ Zp. On note ρf la représentation
continue de Gal(Q/Q) à valeurs dans GL2(Qp) associée à f , ρf sa semi-simplifiée modulo

p, ρf,p la restriction de ρf à Gal(Qp/Qp), Lp(f) ∈ Qp l’invariant L associé à f (avec la
définition de [Maz]), `(f) = valp(Lp(f)) (où valp désigne la valuation p-adique normalisée
par valp(p) = 1), [`(f)] la partie entière de `(f) et, si `(f) ∈ Z, α(f) = Lp(f)/p`(f). Soit
H0 = 0 et, pour n entier strictement positif, Hn =

∑n
i=1 1/i. On pose :

a(f) = (−1)
k
2

(
− 1 +

k

2

(
k

2
− 1

)(
Lp(f) + 2Hk/2−1

))
∈ Zp

et si `(f) ∈ {−k
2

+ 2,−k
2

+ 1, ...,−1} :

b(f) = (−1)
k
2
−`(f)

(k
2
− `(f)

)(k
2
− 1− `(f)

−2`(f) + 1

)
α(f) ∈ Z

×
p .

On note enfin Ip le sous-groupe d’inertie de Gal(Qp/Qp) et λ(α) : Gal(Qp/Qp) → F
×
p

l’unique caractère non ramifié qui envoie le Frobenius arithmétique sur α ∈ F
×
p .

(i) Supposons valp
(
a(f)

)
= 0.
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– Si valp
(
Lp(f) + 2Hk/2−1

)
< 1, alors :

ρf,p '

(
ω

k
2λ
(
a(f)

−1
(ap/p

k
2
−1)
)

∗
0 ω

k
2
−1λ
(
a(f)(ap/p

k
2
−1)
)) avec ∗ peu ramifié

ou

ρf,p '

(
ω

k
2
−1λ
(
a(f)(ap/p

k
2
−1)
)

∗
0 ω

k
2λ
(
a(f)

−1
(ap/p

k
2
−1)
)) avec ∗ = 0 si k = 2,

– si valp
(
Lp(f) + 2Hk/2−1

)
≥ 1, alors :

ρf,p '

(
ω

k
2 ∗

0 ω
k
2
−1

)
⊗ λ
(
ap/(−p)

k
2
−1
)
avec ∗ très ramifié

ou

ρf,p '

(
ω

k
2
−1 ∗

0 ω
k
2

)
⊗ λ
(
ap/(−p)

k
2
−1
)
avec ∗ = 0 si k = 2.

(ii) Supposons valp
(
a(f)

)
> 0, alors :

ρf,p|Ip '

(
ω

k
2
−1+p k

2
2 0

0 ω
k
2
+p( k

2
−1)

2

)
et det(ρf,p) ' ωk−1λ

(
a2

p/p
k−2
)
.

(iii) Supposons valp
(
a(f)

)
< 0 (i.e. `(f) < 0 et k 6= 2).

– Si `(f) < −k
2

+ 2, alors :

ρf,p|Ip '
(
ωk−1

2 0

0 ω
p(k−1)
2

)
et det(ρf,p) ' ωk−1λ

(
a2

p/p
k−2
)
,

– si −k
2

+ 2 ≤ `(f) et `(f) /∈ Z, alors :

ρf,p|Ip '

(
ω

k
2
−[`(f)]+p( k

2
+[`(f)]−1)

2 0

0 ω
k
2
+[`(f)]−1+p( k

2
−[`(f)])

2

)
et det(ρf,p) ' ωk−1λ

(
a2

p/p
k−2
)
,

– si −k
2

+ 2 ≤ `(f) et `(f) ∈ Z, alors :

ρf,p '

(
ω

k
2
−`(f)λ

(
b(f)

−1
(ap/p

k
2
−1)
)

∗
0 ω

k
2
+`(f)−1λ

(
b(f)(ap/p

k
2
−1)
))

ou

ρf,p '

(
ω

k
2
+`(f)−1λ

(
b(f)(ap/p

k
2
−1)
)

∗
0 ω

k
2
−`(f)λ

(
b(f)

−1
(ap/p

k
2
−1)
)) .

(Voir [Se1] pour la terminologie “peu ramifié” et “très ramifié”.)

Si R1, ..., Rr sont des O-algèbres plates locales noethériennes complètes, on note
R(k, τ, ρ) ∼

∏r
i=1Ri s’il existe un morphisme de O-algèbres R(k, τ, ρ) →

∏r
i=1Ri qui

induit un isomorphisme R(k, τ, ρ)
[

1
p

] ∼→
∏r

i=1Ri

[
1
p

]
et (composé avec les projections)
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des surjections R(k, τ, ρ) � Ri. A partir des calculs permettant d’obtenir le théorème
précédent, on déduit (presque) la structure des anneaux R(k, triv, ρ) pour k pair et 1 <
k < p avec O = W (F) (cf. théorème 5.3.1 dans le texte) :

Théorème 1.3. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p et ρ : Gal(Qp/Qp)→ GL2(F)
une représentation continue telle que EndF[Gal](ρ) = F. Il existe une extension finie F(ρ)
de F telle que :
(i) Supposons k = 2, alors :

– R(2, triv, ρ) = 0 si ρ|Ip /∈
{(

ω ∗
0 1

)
,

(
ω2 0
0 ωp

2

)}
,

– R(2, triv, ρ) ' W (F)[[X]] si ρ|Ip ∈
{(

ω ∗
0 1

)
avec ∗ très ramifié,

(
ω2 0
0 ωp

2

)}
ou si ρ '

(
ωλ(α) ∗

0 λ(β)

)
avec α, β ∈ F× et α 6= β,

– R(2, triv, ρ) ∼ W (F)[[X]] ×W (F)[[X]] si ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(α)

)
avec α ∈ F× et ∗

peu ramifié.

(ii) Supposons k ≥ 4, alors :

– R(k, triv, ρ) = 0 si :

ρ|Ip /∈
{(

ωk−1−i ∗
0 ωi

)
,

(
ωk−1−i+pi

2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
, 0 ≤ i ≤ k − 2

}
,

– R(k, triv, ρ) ' W (F)[[X]] si :

ρ|Ip ∈

{(
ω

k
2 ∗

0 ω
k
2
−1

)
avec ∗ très ramifié,

(
ωk−1 ∗

0 1

)}
,

– R(k, triv, ρ)⊗W (F) W (F(ρ)) ∼ W (F(ρ))[[X]]×W (F(ρ))[[X]] si :

ρ|Ip ∈

{(
ωk−1−i ∗

0 ωi

)
avec 1 ≤ i ≤ k − 2 et i 6= k

2
− 1,

(
ω

k
2
+p( k

2
−1)

2 0

0 ω
k
2
−1+p k

2
2

)}

ou si ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(β)

)
avec α, β ∈ F× et α 6= β,

– R(k, triv, ρ) ⊗W (F) W (F(ρ)) ∼ W (F(ρ))[[X]] ×W (F(ρ))[[X]] ×W (F(ρ))[[X]] si

ρ|Ip '
(
ωk−1

2 0

0 ω
p(k−1)
2

)
,

– R(k, triv, ρ) ∼ W (F)[[X]] × W (F)[[X, Y ]]

(XY − p)
si ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(α)

)
avec

α ∈ F× et ∗ peu ramifié,

– R(k, triv, ρ)⊗W (F) W (F(ρ)) ∼ W (F(ρ))[[X, Y ]]

(XY − p)
× W (F(ρ))[[X, Y ]]

(XY − p)
si ρ|Ip '(

ωk−1−i+pi
2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
avec 1 ≤ i ≤ k

2
− 2 (ce dernier cas n’arrive donc que

pour k > 4).
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Par ailleurs, σ(k, triv) = St ⊗ Symk−2Q
2

p où St est la représentation de Steinberg de

GL2(Zp), c’est-à-dire le quotient de Ind
GL2(Zp)

U0(p) 1 par la représentation triviale de GL2(Zp)

où U0(p) ⊂ GL2(Zp) désigne les matrices triangulaires supérieures modulo p. Du théorème

précédent et de la décomposition de σ(k, triv) = Symp−1F
2

p⊗ Symk−2F
2

p, on déduit le cas
particulier suivant de la conjecture 1.1 (cf. corollaires 5.3.3 et 5.4.2 dans le texte) :

Corollaire 1.4. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p et ρ : Gal(Qp/Qp)→ GL2(F)
une représentation continue telle que EndF[Gal](ρ) = F.
(i) Supposons k = 2, alors :

– µaut(2, triv, ρ) = µgal(2, triv, ρ) = 0 si ρ|Ip /∈
{(

ω ∗
0 1

)
,

(
ω2 0
0 ωp

2

)}
,

– µaut(2, triv, ρ) = µgal(2, triv, ρ) = 1 si ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(β)

)
avec α, β ∈ F× et

α 6= β ou si ρ|Ip ∈
{(

ω ∗
0 1

)
avec ∗ très ramifié,

(
ω2 0
0 ωp

2

)}
,

– µaut(2, triv, ρ) = µgal(2, triv, ρ) = 2 si ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(α)

)
avec α ∈ F× et ∗ peu

ramifié.

(ii) Supposons k ≥ 4, alors :

– µaut(k, triv, ρ) = µgal(k, triv, ρ) = 0 si :

ρ|Ip /∈
{(

ωk−1−i ∗
0 ωi

)
,

(
ωk−1−i+pi

2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
, 0 ≤ i ≤ k − 2

}
,

– µaut(k, triv, ρ) = µgal(k, triv, ρ) = 1 si :

ρ|Ip ∈

{(
ω

k
2 ∗

0 ω
k
2
−1

)
avec ∗ très ramifié,

(
ωk−1 ∗

0 1

)}
,

– µaut(k, triv, ρ) = µgal(k, triv, ρ) = 2 si :

ρ|Ip ∈

{(
ωk−1−i ∗

0 ωi

)
avec 1 ≤ i ≤ k − 2 et i 6= k

2
− 1,

(
ω

k
2
+p( k

2
−1)

2 0

0 ω
k
2
−1+p k

2
2

)}

ou si ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(β)

)
avec α, β ∈ F× et α 6= β,

– µaut(k, triv, ρ) = µgal(k, triv, ρ) = 3 si ρ|Ip '
(
ωk−1

2 0

0 ω
p(k−1)
2

)
ou si

ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(α)

)
avec α ∈ F× et ∗ peu ramifié,

– µaut(k, triv, ρ) = µgal(k, triv, ρ) = 4 si ρ|Ip '
(
ωk−1−i+pi

2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
avec 1 ≤

i ≤ k
2
− 2 (ce dernier cas n’arrive donc que pour k > 4).
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On termine l’article en explorant quelques exemples potentiellement Barsotti-Tate, i.e.
avec k = 2, mais où τ n’est plus scalaire. Le dernier exemple en particulier est assez spec-
taculaire, bien que nous sommes loin d’avoir mené dans ce cas les calculs jusqu’au bout.

La conjecture 1.1, si elle se révèle correcte (ou correcte après de mineurs ajustements),
est surtout intéressante par ce qu’il pourrait y avoir derrière. Elle soulève en effet un
certain nombre de questions. Parmi elles :
(i) Que se passe-t’il si k ≥ p ? Y-a-t’il encore une formule conjecturale permettant de
calculer les multiplicités µgal(k, τ, ρ) à partir des représentations σ(k, τ) ?
Un des problèmes est qu’on ne dispose pas actuellement de théorie entière satisfaisante
côté galoisien lorsque les poids de Hodge-Tate sont supérieurs ou égaux à p− 1.
(ii) Y-a-t’il des généralisations de la conjecture 1.1 lorsque l’on remplace Qp par une ex-
tension finie F quelconque ?
Si F est trop ramifié, la théorie entière du côté galoisien est encore conjecturale en poids
de Hodge-Tate (0, k − 1) avec 2 < k < p. Mais ce qui manque pour F 6= Qp est surtout
une recette analogue à celle du §2.1.2 pour calculer les µaut(k, τ, ρ). Même le cas F = Qp2

n’a pas vraiment été étudié de ce point de vue.
(iii) Même question que (ii) mais en remplaçant GL2 par GLn ?
(iv) Peut-on interpréter de façon plus “géométrique” la multiplicité de Samuel µgal(k, τ, ρ) ?
(v) Peut-on remplacer les représentations p-adiques de GL2(Zp) par des représentations
p-adiques de GL2(Qp) ? etc...
Un scénario possible est que la conjecture précédente soit une lointaine conséquence d’une
hypothétique “correspondance de Langlands p-adique” (i.e. avec de la topologie p-adique
du côté groupe de Weil, ou de Galois, de même que du côté représentations de GL2), plus
exactement de la “réduction modulo p” (en un sens à définir) d’une telle correspondance.
Mais les représentations p-adiques et en caractéristique p de GL2(Qp) commencent juste
à être étudiées de façon systématique ([BL1], [BL2], [ST]).

Les méthodes de cet article sont assez longues et calculatoires et les auteurs sont
conscients qu’il est peu probable (pour cette raison) qu’elles conduisent à une démonstration
de la conjecture 1.1 en toute généralité. Cependant, outre le fait que les calculs ne sont
pas dénués d’une certaine élégance, il ne semble pas exister à l’heure actuelle de méthode
alternative. Il est possible qu’une telle méthode passe par la résolution de certaines des
questions précédentes, ou par des considérations globales (ou par les deux).

Notations : On fixe un nombre premier p 6= 2 et une clôture algébrique Qp de Qp. On

note Cp sa complétion p-adique et Zp son anneau d’entiers d’idéal maximal mZp
et de corps

résiduel Fp. Pour n entier non nul, on note Qpn l’unique extension non ramifiée de degré
n de Qp dans Qp, Zpn son anneau d’entiers, Fpn son corps résiduel, Gpn = Gal(Qp/Qpn),

Wpn = W (Qp/Qpn) le sous-groupe de Weil de Gpn , Ip = Gal(Qp/Q
nr
p ) le sous-groupe

d’inertie des Wpn où Qnr
p = ∪nQpn est la plus grande extension non ramifiée de Qp dans

Qp et Isauv
p = Gal(Qp/Q

mod
p ) le sous-groupe d’inertie sauvage de Ip où Qmod

p est la plus

grande extension modérément ramifiée de Qp dans Qp. On normalise les isomorphismes
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de la théorie du corps de classes local de telle sorte que les Frobenius arithmétiques s’en-
voient sur les inverses des uniformisantes. On note ε : Gp → Z×p le caractère cyclotomique

p-adique, ω sa réduction modulo p et ω2 : Ip → µp2−1(Z
×
p ) ⊂ F

×
p le caractère fondamental

de niveau 2 donné par ω2(g) = g(p1/(p2−1))

p1/(p2−1)
. Pour r ∈ N, (r, p + 1) = 1, on note Ind

Gp

Gp2
ωr

2

l’unique représentation (irréductible) de Gp dans GL2(Fp) de déterminant ωr et dont la

restriction à Ip est ωr
2 ⊕ ω

pr
2 . Si α ∈ F

×
p , on note λ(α) : Gp → F

×
p l’unique caractère non

ramifié qui envoie le Frobenius arithmétique sur α. Si x ∈ Zp, x ∈ Fp désigne la réduction
modulo mZp

de x. Si x ∈ R, [x] désigne le plus grand entier ≤ x. On note valp la valuation

p-adique sur Qp normalisée par valp(p) = 1. Lorsque O est l’anneau des entiers d’une ex-

tension finie de Qp dans Qp, par O-algèbre locale on désigne un anneau local A muni d’un
morphisme local d’anneaux locaux O→ A. Par représentation finie d’un groupe compact,
on entend représentation triviale sur un sous-groupe ouvert. On dit parfois abusivement
“réduction modulo p” au lieu de “réduction modulo mZp

”.

Remerciements : C.B. remercie en premier lieu R. Taylor pour de nombreuses et en-
richissantes conversations à Harvard en novembre 1998 et pour avoir suggéré de calcu-
ler les anneaux R(k, τ, ρ) directement comme coefficients de modules fortement divisibles
“généralisés”. A.M. remercie le centre Emile Borel de l’I.H.P. et l’université de Regensburg
pour leur accueil pendant la réalisation de ce travail. Durant la rédaction de cet article,
les auteurs ont également bénéficié de conversations instructives avec les mathématiciens
suivants, qu’ils remercient chaleureusement : L. Blasco, J.-B. Bost, L. Clozel, G. Henniart,
M. Raynaud, L. Szpiro et M.-F. Vignéras. Ils remercient enfin le rapporteur de cet article,
dont les remarques ont permis une amélioration significative de sa rédaction.

2. La conjecture sur les multiplicités modulaires

2.1. La multiplicité automorphe.

2.1.1.

Définition 2.1.1.1. ([BCDT],§1.1) Un type galoisien de degré 2, ou simplement un
type galoisien, est une représentation de noyau ouvert :

τ : Ip = Gal(Qp/Q
nr
p )→ GL2(Qp)

(définie à équivalence près) qui s’étend en une représentation du groupe de Weil Wp.

Le lemme classique suivant, dont nous omettons la preuve, donne la structure des types
galoisiens de degré 2 :

Lemme 2.1.1.2. Soit τ un type galoisien de degré 2, alors :
(i) ou bien τ est réductible et somme de deux caractères finis de Ip qui s’étendent à Wp

auquel cas τ ' χ1|Ip ⊕ χ2|Ip où χ1, χ2 sont des caractères de Wp,
(ii) ou bien τ est réductible et somme de deux caractères finis de Ip qui ne s’étendent pas
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à Wp auquel cas τ ' (Ind
Wp

Wp2
χ)|Ip ' χ|Ip ⊕ χs|Ip où χ est un caractère de Wp2 qui ne

s’étend pas à Wp, s le générateur de Gal(Qp2/Qp) et χs le conjugué de χ,

(iii) ou bien τ est irréductible auquel cas τ ' (Ind
Wp

WK
χ)|Ip où K est une extension qua-

dratique ramifiée de Qp dans Qp et χ un caractère du groupe de Weil WK de K dont la

restriction à Gal(Qp/KQnr
p ) ne s’étend pas à Ip.

Rappelons qu’une représentation lisse de GL2(Qp) sur un Qp-espace vectoriel V est un
morphisme de groupes GL2(Qp) → AutQp

(V ) tel que le stabilisateur de tout vecteur de

V est un sous-groupe ouvert de GL2(Qp). Une telle représentation irréductible est de di-
mension infinie dès qu’elle n’est pas un caractère. La correspondance locale de Langlands
(pour la normalisation du corps de classes local fixée dans l’introduction) établit une bi-
jection canonique entre représentations lisses irréductibles de GL2(Qp) et représentations
de degré 2 du groupe de Weil-Deligne de Qp dont la restriction à Wp est semi-simple
([JL], [Ku]). Si π est une représentation lisse irréductible de GL2(Qp), on note WD(π) la
représentation de Weil-Deligne correspondante.

Théorème 2.1.1.3. Soit τ un type galoisien de degré 2. Il existe, à isomorphisme près,
une et une seule représentation finie irréductible de GL2(Zp) (sur Qp par exemple), notée
σ(τ), telle que pour toute représentation lisse irréductible π de GL2(Qp) de dimension
infinie :

π|GL2(Zp) contient σ(τ) ⇐⇒ WD(π)|Ip ' τ .

De plus, σ(τ) intervient alors dans π|GL2(Zp) avec multiplicité 1.

Ce théorème est démontré par Henniart en appendice, dans le cas général où Qp est
remplacé par un corps commutatif localement compact non archimédien arbitraire. L’exis-
tence de σ(τ) n’est pas nouvelle (cf. th.2.1.1.4 ci-dessous) mais l’unicité semble absente
de la littérature. Nous explicitons maintenant la construction de σ(τ) en suivant, comme
[BCDT], [Ge] mais en adoptant les notations et la présentation de [BCDT],§1.2 et du
lemme 2.1.1.2 :

Théorème 2.1.1.4. Soit τ un type galoisien de degré 2.
(i) Supposons τ ' χ1|Ip ⊕ χ2|Ip et soit pa le conducteur d’Artin de χ1χ

−1
2 .

– Si a = 0, alors :

σ(τ) ' St⊗ (χ1 ◦ det) ' St⊗ (χ2 ◦ det)

où St est la représentation de Steinberg de GL2(Zp).

– Si a ≥ 1, alors :

σ(τ) '
(
Ind

GL2(Zp)

U0(pa) χ1χ
−1
2

)
⊗ (χ2 ◦ det)

où U0(p
a) =

(
∗ ∗
pa∗ ∗

)
⊂ GL2(Zp) et χ1χ

−1
2

(
α β
paγ δ

)
= χ1(α)χ−1

2 (α).

(ii) Supposons τ ' (Ind
Wp

Wp2
χ)|Ip ' χ|Ip ⊕ χs|Ip où χ 6= χs. Soient pa (a ≥ 1) le conduc-

teur d’Artin de χsχ−1, χ′ un caractère de Wp tel que χχ′−1|Wp2 est de conducteur pa (il

en existe) et choisissons un plongement Zp2 ↪→ M2(Zp) (i.e. une Zp-base de Zp2). En
particulier, la conjugaison s dans Zp2 est une matrice dans GL2(Zp).
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– Si a = 1, alors σ(τ) est l’unique représentation irréductible de dimension p− 1 de
GL2(Zp) telle que :

St⊗ σ(τ) '
(
Ind

GL2(Zp)

Z×
p2 (1+pZp2s)

(χχ′
−1

)|Wp2

)
⊗ (χ′ ◦ det)

où ((χχ′−1)|Wp2 )(αβ) = χ(α)χ′−1(NZp2/Zp(α)), α ∈ Z×p2, β ∈ 1 + pZp2s.

– Si a est impair ≥ 3, alors :

σ(τ) '
(
Ind

GL2(Zp)

Z×
p2 (1+p

a−1
2 Zp2s)

η
)
⊗ (χ′ ◦ det)

où η est l’unique représentation irréductible de dimension p de Z×p2(1 + p
a−1
2 Zp2s)

telle que η|
Z×

p2 (1+p
a+1
2 Zp2s)

' ⊕χ′′ 6=1(χχ
′−1)|Wp2χ

′′ avec χ′′ caractère non trivial de

Z×p2/Z
×
p (1 + pZp2) et ((χχ′−1)|Wp2χ

′′)(αβ) = χ(α)χ′−1(NZp2/Zp(α))χ′′(α), α ∈ Z×p2,

β ∈ 1 + p
a+1
2 Zp2s.

– Si a est pair, alors :

σ(τ) '
(
Ind

GL2(Zp)

Z×
p2 (1+p

a
2 Zp2s)

(χχ′
−1

)|Wp2

)
⊗ (χ′ ◦ det)

où ((χχ′−1)|Wp2 )(αβ) = χ(α)χ′−1(NZp2/Zp(α)), α ∈ Z×p2, β ∈ 1 + p
a
2 Zp2s.

(iii) Supposons τ ' (Ind
Wp

WK
χ)|Ip où K est une extension quadratique ramifiée de Qp

et χ|WK∩Ip 6= χs|WK∩Ip. Soient pa le conducteur de χsχ−1 (par [Ge],§4.3 a est pair non

nul), χ′ un caractère de Wp tel que (χχ′−1)|WK
est de conducteur pa et choisissons un

plongement OK ↪→M2(Zp) (i.e. une Zp-base de OK). Alors :

σ(τ) '
(
Ind

GL2(Zp)

O×
K(1+p

a
2
Ks)

(χχ′
−1

)|WK
χ′′
)
⊗ (χ′ ◦ det)

où χ′′ est l’unique caractère non trivial de O
×
K/(O

×
K)2 et ((χχ′−1)|WK

χ′′)(αβ) =

χ(α)χ′−1(NOK/Zp
(α))χ′′(α), α ∈ O

×
K, β ∈ 1 + p

a
2
Ks.

Démonstration. Pour le (i), on renvoie au §A.2 de l’appendice d’Henniart. Le (ii) se déduit
aisément de [Ge],§3 et le (iii) de [Ge],§4 et [BCDT],lemme 1.2.1. �

Remarque 2.1.1.5. Notons στ la représentation irréductible de GL2(Zp) ou de U0(p)
associée au type galoisien τ dans [BCDT],§1.2. On a σ(τ) = σ∨τ si στ est une représentation

de GL2(Zp) et σ(τ) = Ind
GL2(Zp)

U0(p) σ∨τ si στ est une représentation de U0(p). On prend la

contragrédiente σ∨τ car dans [CDT] et [BCDT] l’isomorphisme W ab
p

∼→ Q×
p choisi est celui

qui envoie les Frobenius sur les uniformisantes. On adopte ici une convention différente
pour avoir une règle d’admission plus naturelle (voir ce qui suit).
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2.1.2. Rappelons que les représentations irréductibles de GL2(Zp) en caractéristique p
sont données par :

σn,m = Symn(F
2

p)⊗Fp
detm

où (n,m) ∈ {0, ..., p − 1} × {0, ..., p − 2} et où GL2(Zp) agit sur Symn(F
2

p) via l’action

naturelle de GL2(Fp) sur F
2

p (cf. par exemple [CDT],§3.1 ou [BL2],prop.1). On définit la
“règle d’admission” suivante (cf. [Se1],p.186 pour la définition des termes “peu ramifié”
et “très ramifié”) :

(i) σ0,m admet avec multiplicité 1 toutes les représentations finies ρ : Gp → GL2(Fp)

telles que ρ|Ip '
(
ωm+1 ∗

0 ωm

)
avec ∗ peu ramifié ou telles que ρ|Ip '

(
ω2 0
0 ωp

2

)
⊗ ωm,

(ii) si 1 ≤ n ≤ p − 2, σn,m admet avec multiplicité 1 toutes les représentations finies

ρ : Gp → GL2(Fp) telles que ρ|Ip '
(
ωn+m+1 ∗

0 ωm

)
ou ρ|Ip '

(
ωn+1

2 0

0 ω
p(n+1)
2

)
⊗ ωm,

(iii) σp−1,m admet avec multiplicité 1 toutes les représentations finies ρ : Gp → GL2(Fp)

telles que ρ '
(
ωm+1λ(α) ∗

0 ωmλ(β)

)
avec α, β ∈ F

×
p , α 6= β ou ρ '

(
ωm+1λ(α) ∗

0 ωmλ(α)

)
avec α ∈ F

×
p et ∗ très ramifié ou ρ|Ip '

(
ω2 0
0 ωp

2

)
⊗ωm et admet avec multiplicité 2 toutes

les représentations finies ρ : Gp → GL2(Fp) telles que ρ '
(
ωm+1λ(α) ∗

0 ωmλ(α)

)
avec

α ∈ F
×
p et ∗ peu ramifié.

Pour tout (n,m) ∈ {0, ..., p − 1} × {0, ..., p − 2} et toute représentation finie ρ : Gp →
GL2(Fp), on définit un entier positif ou nul µn,m(ρ) de la façon suivante :
(i) µn,m(ρ) = 0 si σn,m n’admet pas ρ,
(ii) µn,m(ρ) = 1 si σn,m admet ρ avec multiplicité 1,
(iii) µn,m(ρ) = 2 si σn,m admet ρ avec multiplicité 2.
Remarquons que µn,0(ρ) 6= 0 (i.e. σn,0 admet ρ) si et seulement si ou bien n+2 est le poids
associé par Serre à ρ dans [Se1],§2 ou bien n = p− 1 et 2 est le poids associé par Serre à
ρ dans loc.cit.. Ensuite, on tord d’un côté par une puissance du déterminant, de l’autre
par la même puissance du caractère cyclotomique. Nous n’avons pas encore d’explication
raisonnable pour le cas de multiplicité 2 autre que celle de satisfaire la conjecture 2.3.1.1
dans tous les cas que nous avons vérifiés.

Remarque 2.1.2.1. La règle d’admission précédente est la duale de Cartier de la règle
d’admission de [BCDT],§1.2 mais où tout était de multiplicité 1.

Soit k un entier > 1 et posons :

σ(k, τ) = σ(τ)⊗Qp
Symk−2(Q

2

p)

(donc σ(2, τ) ' σ(τ)). C’est une représentation linéaire de GL2(Zp) continue pour la to-
pologie p-adique de dimension finie sur Qp (et σ(k, τ) est en fait définie sur une extension

finie de Qp dans Qp). Comme GL2(Zp) est un groupe compact, il existe des Zp-réseaux
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de σ(k, τ) stables par GL2(Zp) (cf. par exemple [Se2],§1.1) et la semi-simplifiée σ(k, τ)
ss

de la réduction modulo l’idéal mZp
d’un de ces réseaux est indépendante du réseau choisi

(Brauer-Nesbitt).

A tout entier k > 1, à tout type galoisien τ de degré 2 et à toute représentation finie
ρ : Gal(Qp/Qp)→ GL2(Fp), on associe un entier positif ou nul µaut(k, τ, ρ), la “multipli-
cité automorphe”, de la façon suivante :

µaut(k, τ, ρ) =
∑
n,m

µn,m(ρ)dimFp
HomGL2(Zp)

(
σn,m, σ(k, τ)

ss)
où (n,m) parcourt {0, ..., p− 1}×{0, ..., p− 2}. Autrement dit, on compte 1 (resp. 2) par

facteur irréductible de σ(k, τ)
ss

qui admet ρ avec multiplicité 1 (resp. 2) et on ajoute le
tout.

2.2. La multiplicité galoisienne.

2.2.1. Commençons par rappeler le lemme suivant :

Lemme 2.2.1.1. Soit ρ : Gp → GL2(Qp) une représentation continue. Alors il existe

une extension finie E ⊂ Qp de Qp telle que ρ(Gp) ⊂ GL2(E).

Démonstration. (J.-B. Bost) On a Gp = ∪Eρ
−1(GL2(E)) où E parcourt les extensions

finies de Qp dans Qp et où ρ−1(GL2(E)) est un fermé de Gp par continuité de ρ. Comme ces
extensions finies forment un ensemble dénombrable (cela se déduit du lemme de Krasner),
on a que Gp est une union dénombrable de fermés. Comme Gp est compact, c’est un
espace de Baire et ∪EInt(ρ−1(GL2(E))) est un ouvert dense de Gp. Donc il existe une
extension finie F de Qp telle que Gal(Qp/F ) ⊂ ∪EInt(ρ−1(GL2(E))). Comme Gal(Qp/F )
est compact, il suffit d’un nombre fini d’ouverts pour le recouvrir, i.e. il existe une extension
finie E de Qp telle que ρ(Gal(Qp/F )) ⊂ GL2(E). On en déduit aisément le résultat, quitte
à agrandir encore un peu E. Signalons que ce lemme et sa preuve sont valables dans un
cadre bien plus général que nous n’avons pas cherché à atteindre. �

Dans la suite, par représentation continue de Gp dans GL2(Qp), on sous-entend donc
représentation à valeurs dans une extension finie E de Qp.

On renvoie au §3 ci-après pour quelques définitions et références sur la théorie des
représentations p-adiques semi-stables et des anneaux qui vont avec. Nous rappelons main-
tenant la construction de la représentation de Weil-Deligne associée à une représentation
p-adique potentiellement semi-stable V de Gp (c’est-à-dire une représentation p-adique
de Gp dont la restriction à Gal(Qp/F ) est semi-stable pour une extension finie suffisam-

ment grande F de Qp dans Qp). Lorsque V est à coefficients dans Qp, la construction
est détaillée dans [Fo1]. Lorsque V est à coefficients dans une extension finie de Qp dans
Qp arbitrairement grande, il faut faire un peu attention. Soit donc V un Qp-espace vec-

toriel de dimension finie muni d’une action Qp-linéaire continue de Gp qui en fait une
représentation potentiellement semi-stable et soit F une extension galoisienne finie de Qp
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dans Qp telle que V |Gal(Qp/F ) soit semi-stable (N.B. : ne pas confondre le Qp dans lequel

vit F et le Qp des coefficients !). On pose Dst,F (V ) = (Bst ⊗Qp V )Gal(Qp/F ) : c’est un

F0 ⊗Qp Qp-module libre de rang dimQp
V où F0 est la plus grande extension non ramifiée

de Qp dans F (cf. [CDT],§B.1). Il est muni d’un automorphisme F0-semi-linéaire et Qp-

linéaire ϕ, d’un endomorphisme nilpotent F0 ⊗Qp Qp-linéaire N tel que Nϕ = pϕN et

d’une action F0-semi-linéaire et Qp-linéaire de Gal(F/Qp) qui commute avec ϕ et N . On

munit Dst,F (V ) d’une action du groupe de Weil Wp en faisant agir g ∈ Wp par g◦ϕ−α(g) où
l’image de g dans Gal(Fp/Fp) est la puissance α(g)ième du Frobenius arithmétique absolu.

Remarquons que F0⊗Qp Qp ' Q
d

p où d = [F0 : Qp] et où le Frobenius agit sur Q
d

p par per-

mutation circulaire. Ainsi Dst,F (V ) ' D1,F × ...×Dd,F où Di,F est un Qp-espace vectoriel
de même dimension que V et muni d’une action de (Wp, N) qui en fait une représentation
de Weil-Deligne.

Lemme 2.2.1.2. La classe d’isomorphisme de représentation de Weil-Deligne de Di,F

est indépendante des choix de i et de F .

Démonstration. Commençons par exhiber pour tout i un isomorphisme Qp-linéaireDi,F
∼→

Di+1,F qui commute à Wp et à N . Par un lemme de Deligne, il existe un automorphisme
Qp-linéaire de Di,F , disons fi, tel que fi est Wp-équivariant et N ◦fi = 1

p
fi◦N ([De],lemme

8.4.3). L’isomorphisme ϕ ◦ fi : Di,F → Di+1,F convient alors et Dst,F (V )⊗F0⊗Qp
Qp (iso-

morphe à un des Di,F ) se trouve donc indépendant du plongement F0 ↪→ Qp choisi. Si F ′

est une extension galoisienne finie de Qp contenant F , Dst,F ′(V ) ' F ′0 ⊗F0 Dst,F (V ) de
sorte queDst,F ′(V )⊗F ′0⊗Qp

Qp ' Dst,F (V )⊗F0⊗Qp
Qp et les représentations de Weil-Deligne

Di,F et Dj,F ′ sont toutes isomorphes. Si F ′ est une extension galoisienne finie de Qp sur
laquelle V devient semi-stable, on raisonne comme avant avec la composée F ′F . �

La classe d’isomorphisme du lemme 2.2.1.2, c’est-à-dire la classe d’isomorphisme de
représentation de Weil-Deligne de Dst,F (V )⊗F0⊗Qp

Qp, est par définition la représentation

de Weil-Deligne associée à la représentation potentiellement semi-stable V . Rappelons
enfin la définition des poids de Hodge-Tate associés à une représentation potentielle-
ment semi-stable de Gp à coefficients dans Qp (i.e. dans une extension finie arbitraire-

ment grande de Qp dans Qp). Soient E une extension finie de Qp dans Qp et V une
représentation continue E-linéaire de Gp sur un E-espace vectoriel de dimension finie, on
note (rappelons que ε est le caractère cyclotomique p-adique) :

(Cp ⊗Qp V ){i} = {x ∈ Cp ⊗Qp V | g(x) = εi(g)x, ∀g ∈ Gp}
(Gp agissant sur Cp et sur V ). C’est un E-espace vectoriel de dimension finie.

Proposition 2.2.1.3. Soit V une représentation potentiellement semi-stable de Gp à
coefficients dans une extension finie E de Qp dans Qp, alors on a un isomorphisme de
Cp ⊗Qp E-modules compatible à l’action de Gp :⊕

i∈Z

Cp ⊗Qp (Cp ⊗Qp V ){i} ∼→ Cp ⊗Qp V

(l’action de Gp étant semi-linéaire sur Cp et linéaire sur E).
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Voir [Fo2],§3 pour la preuve. Les entiers i tels que (Cp ⊗Qp V ){i} est non nul sont par
définition les poids de Hodge-Tate de la représentation potentiellement semi-stable V (il
n’y en a qu’un nombre fini).

2.2.2. On fixe une représentation continue :

ρ : Gal(Qp/Qp)→ GL2(Fp)

telle que EndFp[Gp](ρ) = Fp. Pour toute extension finie E de Qp dans Qp d’anneau de

valuation O et de corps résiduel F tel que ρ(Gp) ⊂ GL2(F), on dispose d’un anneau de
déformation universel R(ρ)O qui est une O-algèbre locale noethérienne complète de corps
résiduel F (voir par exemple l’appendice A de [CDT]). Fixons k un entier > 1, τ un type
galoisien de degré 2 et E une extension finie de Qp dans Qp d’anneau d’entiers O et de

corps résiduel F. On suppose que τ est rationnel sur E (i.e. τ : Ip → GL2(E) ↪→ GL2(Qp))
et que ρ est rationnel sur F. On dit qu’une déformation ρ de ρ à l’anneau des entiers O′

d’une extension finie E ′ de E dans Qp est de type (k, τ) si :

(i) ρ⊗O′ Qp est potentiellement semi-stable à poids de Hodge-Tate (0, k − 1),

(ii) WD(ρ⊗O′Qp)|Ip ' τ où WD(ρ⊗O′Qp) est la représentation de Weil-Deligne associée

à ρ⊗O′ Qp (i.e. on regarde seulement la restriction à l’inertie de la représentation de Weil
sous-jacente),

(iii)
(
ε−k+1det(ρ)

)
(Gp) est d’ordre fini et p -

#
(
ε−k+1det(ρ)

)
(Gp)

#
(
ε−k+1det(ρ)

)
(Isauv

p )
.

Remarquons que :(
ε−k+1det(ρ⊗O′ Qp)

)
|Ip = WD

(
det(ρ⊗O′ Qp)

)
|Ip

= det
(
WD(ρ⊗O′ Qp)

)
|Ip

= det
(
WD(ρ⊗O′ Qp)|Ip

)
= det(τ)

de sorte que la dernière condition est équivalente à :

(iii)bis

(
ε−k+1det(ρ)

)
(Gp) est d’ordre fini et p -

#
(
ε−k+1det(ρ)

)
(Gp)

#det(τ)(Isauv
p )

.

En particulier si det(τ) est modéré, elle est aussi équivalente à :
(iii)mod

(
ε−k+1det(ρ)

)
(Gp) est d’ordre fini premier à p.

Remarque 2.2.2.1. Si det(τ) n’est pas modéré, il n’existe pas de déformations de ρ sa-
tisfaisant (i), (ii) et (iii)mod puisqu’alors p divise #det(τ)(Isauv

p ) et donc #
(
ε−k+1det(ρ)

)
(Gp).

Signalons tout de suite :

Lemme 2.2.2.2. Lorsque τ n’est pas scalaire, toute représentation potentiellement semi-
stable de Gp de dimension 2 sur Qp et de type τ (i.e. telle que la restriction à Ip de la
représentation de Weil-Deligne associée est isomorphe à τ) est potentiellement cristalline.

Démonstration. Toute représentation de Weil-Deligne de dimension 2 telle que N 6= 0
est scalaire quand on la restreint à l’inertie. En effet, elle est réductible car elle stabilise



16

Ker(N) et les deux caractères diagonaux restreints à l’inertie sont les mêmes car N com-
mute avec l’inertie. Si τ n’est pas scalaire, c’est donc que N = 0, i.e. que la représentation
de départ est potentiellement cristalline. �

On dit qu’un idéal premier p de R(ρ)O est de type (k, τ) s’il existe un homomor-
phisme de O-algèbres R(ρ)O → Zp de noyau p tel que la déformation ρ : Gp → GL2(Zp)
obtenue par composition à partir de la déformation universelle Gp → GL2(R(ρ)O) soit
de type (k, τ). Puisque τ est rationnel sur E, si p est un tel idéal premier, alors pour
tout morphisme de O-algèbres R(ρ)O → Zp de noyau p, la déformation correspondante
Gp → GL2(Zp) est de type (k, τ). S’il n’y a pas d’idéal p de type (k, τ), on définit
R(k, τ, ρ)O = 0. Sinon, on définit R(k, τ, ρ)O comme le quotient de R(ρ)O par l’inter-
section des idéaux premiers de type (k, τ). C’est une O-algèbre plate locale noethérienne
complète réduite de corps résiduel F.

Lemme 2.2.2.3. Si on remplace E par une extension finie E ′ de E dans Qp d’anneau
d’entiers O′, alors R(k, τ, ρ)O′ ' O′ ⊗O R(k, τ, ρ)O.

Démonstration. Notons d’abord que R(ρ)O′ ' R(ρ)O⊗O O′ (cf. l’appendice A de [CDT]).
Il suffit de montrer que si p ⊂ R(ρ)O est un idéal premier de type (k, τ), alors p⊗O′ = ∩q
où l’intersection est prise sur les idéaux premiers de R(ρ)O⊗OO′ contenant p (en utilisant
que τ est rationnel sur E, on vérifie que tous ces idéaux sont encore de type (k, τ)). Ce
résultat se déduit du fait classique d’algèbre commutative suivant : si A → B est un
morphisme d’anneaux et p un idéal de A tel que B/pB n’a pas d’éléments nilpotents,
alors pB = ∩p⊂qq, l’intersection étant prise sur les idéaux premiers q de B contenant
p. �

La conjecture suivante a été inspirée par des conjectures ou questions antérieures (cf.
par exemple l’introduction de [FM] ou le §1.2 de [CDT]) et par tous nos calculs :

Conjecture 2.2.2.4. Pour tous (k, τ, ρ) et E,O comme ci-dessus :
(i) R(k, τ, ρ)O est équidimensionnel de dimension de Krull 2 (s’il est non nul),
(ii) R(k, τ, ρ)O ⊗ E est un anneau régulier,
(iii) si p est le noyau d’un morphisme de O-algèbres R(ρ)O → Zp qui se factorise par
R(k, τ, ρ)O, alors p est de type (k, τ).

Rappelons qu’un anneau local noethérien A est dit équidimensionnel si dim(A) =
dim(A/p) pour tout idéal premier minimal p de A où dim désigne la dimension de Krull.

Lemme 2.2.2.5. Soit O′ comme au lemme 2.2.2.3. La conjecture 2.2.2.4 est vraie pour
R(k, τ, ρ)O si et seulement si elle est vraie pour R(k, τ, ρ)O′.

Démonstration. Commençons par (iii). Si (iii) est vrai pour R(k, τ, ρ)O et si q est le noyau
de R(ρ)O′ → R(k, τ, ρ)O′ = R(k, τ, ρ)O⊗O′ → Zp, alors p = q∩R(ρ)O est de type (k, τ)
par hypothèse d’où il s’ensuit aisément que q est de type (k, τ). La réciproque est facile et
est laissée au lecteur. Passons à (ii). Si R(k, τ, ρ)O⊗E est régulier, comme toute extension
finie de E est séparable, R(k, τ, ρ)O ⊗ E est géométriquement régulier sur E (voir par
exemple [Mat], Lemma 1 p.216 et Theorem 28.7). En particulier R(k, τ, ρ)O′ ⊗ E ′ est
régulier. Supposons R(k, τ, ρ)O′ ⊗ E ′ régulier. Il suffit de montrer que pour tout idéal
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premier p de R(k, τ, ρ)O ⊗ E, le localisé (R(k, τ, ρ)O ⊗ E)p est régulier. Soit p′ un idéal
premier de R(k, τ, ρ)O ⊗ E ′ = R(k, τ, ρ)O′ ⊗ E ′ au dessus de p, alors (R(k, τ, ρ)O ⊗ E ′)p′

est régulier et est plat sur (R(k, τ, ρ)O ⊗ E)p. Par EGA 0IV, proposition 17.3.3 (i), il
s’ensuit que (R(k, τ, ρ)O⊗E)p est régulier. Passons maintenant à (i). Comme R(k, τ, ρ)O′

est entier sur R(k, τ, ρ)O par le lemme 2.2.2.3, on a dim(R(k, τ, ρ)O′) = dim(R(k, τ, ρ)O).
Supposons R(k, τ, ρ)O′ équidimensionnel et soit p un idéal premier minimal de R(k, τ, ρ)O.
Si p′ est minimal (pour l’inclusion) parmi les idéaux premiers de R(k, τ, ρ)O′ au dessus
de p, on vérifie facilement que p′ est un idéal premier minimal de R(k, τ, ρ)O′ . Comme
R(k,τ,ρ)

O′

p′
est entier sur

R(k,τ,ρ)O
p

, on a dim
(R(k,τ,ρ)O

p

)
= dim

(R(k,τ,ρ)
O′

p′

)
et R(k, τ, ρ)O est

équidimensionnel. Réciproquement, supposons R(k, τ, ρ)O équidimensionnel et soit p′ un
idéal premier minimal de R(k, τ, ρ)O′ . Le “going-down” entrâıne que p = p′ ∩R(k, τ, ρ)O

est un idéal premier minimal de R(k, τ, ρ)O. On a comme précédemment dim
(R(k,τ,ρ)

O′

p′

)
=

dim
(R(k,τ,ρ)O

p

)
d’où l’équidimensionnalité de R(k, τ, ρ)O′ . �

Pour tout anneau local noethérien (A,m), la fonction χ(n) = longA(A/mn+1) est un po-

lynôme en n pour n� 0 de degré dim(A) et de coefficient dominant
emax(A)

dim(A)!
où emax(A)

est un entier strictement positif (si A est non nul) appelé “multiplicité de Samuel” (cf.
[Mat],§13).

A tout entier k > 1, à tout type galoisien τ de degré 2 et à toute représentation finie
ρ : Gal(Qp/Qp) → GL2(Fp) telle que EndFp[Gp](ρ) = Fp, on associe un entier positif ou

nul µgal(k, τ, ρ), la “multiplicité galoisienne”, de la façon suivante :

µgal(k, τ, ρ) = emax

(
R(k, τ, ρ)O ⊗O F

)
.

Autrement dit µgal(k, τ, ρ) est la multiplicité de Samuel de l’anneau local R(k, τ, ρ)O⊗F.
Le lemme élémentaire suivant est laissé au lecteur :

Lemme 2.2.2.6. Soit O′ comme au lemme 2.2.2.3 de corps résiduel F′ ⊃ F, alors
emax

(
R(k, τ, ρ)O′ ⊗O′ F′

)
= emax

(
R(k, τ, ρ)O ⊗O F

)
.

Notons que µgal(k, τ, ρ) = 0 si et seulement si R(k, τ, ρ)O = 0 (i.e. il n’y a pas de
déformation de ρ de type (k, τ)), et que µgal(k, τ, ρ) = 1 si et seulement si R(k, τ, ρ)O '
O[[X]] (modulo la conjecture 2.2.2.4 : voir le lemme 5.1.8).

Remarque 2.2.2.7. Si R(k, τ, ρ)O 6= 0, la conjecture 2.2.2.4 prédit que R(k, τ, ρ)O⊗F
est de dimension 1 de sorte que µgal(k, τ, ρ) peut se voir de façon plus directe comme la
dimension sur F de mn

mn+1 pour n� 0 où m est l’idéal maximal de R(k, τ, ρ)O ⊗ F.

Remarque 2.2.2.8. Plutôt que de supposer τ rationnel sur E, on aurait pu supposer
seulement τσ ' τ pour tout σ ∈ Gal(Qp/E) où τσ est le conjugué de τ par σ.

Remarque 2.2.2.9. En oubliant la condition (iii) sur le déterminant dans la définition
des déformations de ρ de type (k, τ) (ce qui conduit à davantage d’idéaux premiers de ce
type), on définit de manière analogue des quotients R(k, τ, ρ)′O de R(ρ)O. Lorsque det(τ)
est modéré, on peut montrer qu’on a des isomorphismes (non canoniques) : R(k, τ, ρ)′O '
R(k, τ, ρ)O[[D]] et donc des égalités emax

(
R(k, τ, ρ)O ⊗O F

)
= emax

(
R(k, τ, ρ)′O ⊗O F

)
.
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Nous avons gardé la condition (iii) car elle intervient dans les problèmes de déformations
de [Wi], [TW], [CDT], [BCDT], etc.

2.3. La conjecture.

2.3.1. La conjecture fait le lien entre les multiplicités µaut(k, τ, ρ) (côté représentations
en caractéristique p de GL2(Zp)) et les multiplicités µgal(k, τ, ρ) (côté représentations
p-adiques et en caractéristique p de Gal(Qp/Qp)). Il s’agit donc, comme indiqué dans
l’introduction, d’une conjecture dans l’esprit de la “philosophie de Langlands” :

Conjecture 2.3.1.1. Soient k un entier tel que 1 < k < p, τ un type galoisien de degré
2 et ρ : Gal(Qp/Qp)→ GL2(Fp) une représentation continue telle que EndFp[Gp](ρ) = Fp.
Avec les notations précédentes :

µgal(k, τ, ρ) = #det(τ)(Isauv
p ) · µaut(k, τ, ρ).

En particulier si det(τ) est modéré, on a :

µgal(k, τ, ρ) = µaut(k, τ, ρ).

Cette conjecture et la précédente impliquent :
(i) µaut(k, τ, ρ) = 0 si et seulement si R(k, τ, ρ)O = 0 (et ρ n’admet pas de déformation
de type (k, τ)),
(ii) si det(τ) est modéré, µaut(k, τ, ρ) = 1 si et seulement si R(k, τ, ρ)O ' O[[X]] (par
5.1.8).
Lorsque k = 2, la conjecture 2.3.1.1 entrâıne essentiellement la partie “type” de la conjec-
ture 1.3.1 de [BCDT] (mais seuls les types galoisiens non scalaires, i.e. par le lemme 2.2.2.2
et le théorème 1.4 de [Br5] seules les représentations potentiellement Barsotti-Tate, sont
considérés dans [BCDT]).

2.3.2. Nous montrons ici qu’il suffit de démontrer les conjectures 2.2.2.4 et 2.3.1.1 pour
les τ tels que det(τ) est un caractère modéré de Ip. Appelons type (galoisien) de degré 1

tout caractère de noyau ouvert χ : Ip → Q
×
p qui s’étend à Gp et p-type de degré 1 tout

type de degré 1 tel que χ(Ip) est un p-groupe, i.e. χ(Ip) ⊂ 1 + mZp
.

Lemme 2.3.2.1. Soient τ un type galoisien de degré 2 quelconque et χ un type galoisien
de degré 1 modéré. Alors la conjecture 2.2.2.4 est vraie pour τ (i.e. pour tous les k, ρ) si
et seulement si elle est vraie pour τ ⊗ χ. De même, la conjecture 2.3.1.1 est vraie pour τ
si et seulement si elle est vraie pour τ ⊗ χ.

Démonstration. Soit χ′ un caractère de Gp de noyau ouvert tel que #χ′(Gp) est premier
à p et χ′|Ip = χ. Quitte à augmenter O, on peut supposer χ′(Gp) ⊂ O (lemmes 2.2.2.5
et 2.2.2.6). Remarquons que si χ′ est la réduction de χ′ dans F, χ′ = [χ′] (représentant
de Teichmüller). La torsion par χ′ sur R(ρ) induit un isomorphisme de O-algèbres hχ′ :

R(ρ⊗χ′) ∼→ R(ρ) et p est un idéal premier de R(ρ⊗χ′) de type (k, τ⊗χ) si et seulement si
hχ′(p) est de type (k, τ). De ceci et du fait que la règle d’admission du §2.1.2 est compatible
aux twists, on déduit aisément le résultat. �
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Proposition 2.3.2.2. Soit τ un type galoisien de degré 2 tel que det(τ) est modéré et
χ un type galoisien de degré 1 quelconque. Si les conjectures 2.2.2.4 et 2.3.1.1 sont vraies
pour τ (i.e. pour tous les k, ρ) alors elles sont vraies pour τ ⊗ χ.

Démonstration. Quitte à écrire χ = χmod · χsauv où χmod est un type de degré 1 modéré
et χsauv un p-type de degré 1 et à remplacer τ par τ ⊗ χmod, on est ramené par le lemme
2.3.2.1 au cas où χ est un p-type. Remarquons qu’alors µaut(k, τ, ρ) = µaut(k, τ ⊗ χ, ρ)

puisque σ(k, τ)
ss

= σ(k, τ ⊗ χ)
ss

. Soit r = #χ(Isauv
p ) et notons χ1, ..., χr les r caractères

finis distincts de Gp tels que (via W ab
p ' Q×

p ) χi|Ip = χ et χi(p) ∈ χ(Isauv
p ). Si ρ est une

déformation de ρ de type (k, τ), il est clair que pour tout i ∈ {1, ..., r}, ρ ⊗ χi est une
déformation de ρ de type (k, τ ⊗ χ) (la seule condition non triviale est (iii) mais comme
det(τ) est modéré, det(τ ⊗ χ)(Isauv

p ) = χ2(Isauv
p ) = χ(Isauv

p ) car p 6= 2, et on a un iso-

morphisme de groupes abéliens (det(ρ)ε−k+1)(Gp)
∼→ (det(ρ)ε−k+1χ2

i )(Gp)/(χ
2)(Isauv

p ) '
(det(ρ⊗χi)ε

−k+1)(Gp)/det(τ⊗χ)(Isauv
p )). De plus, si i 6= j et si ρ, ρ′ sont deux déformations

de ρ de type (k, τ), alors ρ ⊗ χi 6' ρ′ ⊗ χj (car #(det(ρ)ε−k+1)(Gp) est premier à p et
p divise #(det(ρ′)ε−k+1χ2

jχ
−2
i )(Gp)). Réciproquement, pour toute déformation ρ̃ de ρ de

type (k, τ ⊗ χ), on a (det(ρ̃)ε−k+1)(p) = µ1µ2 où µ1 est une racine de l’unité dans Qnr
p

et µ2 ∈ χ2(Isauv
p ) = χ(Isauv

p ) ⊂ µp∞(Q
×
p ). Soit χ̃ l’unique extension de χ à Gp telle que

χ̃(p) =
√
µ

2
∈ χ(Isauv

p ), alors il existe i ∈ {1, ..., r} tel que χ̃ = χi et ρ = ρ̃ ⊗ χ−1
i est

une déformation de ρ de type (k, τ). Quitte à étendre O, on suppose χ(Ip) ⊂ O. Par la

suite, on omet les coefficients O en indice pour alléger le texte. Soient hi : R(ρ)
∼→ R(ρ)

pour 1 ≤ i ≤ r les automorphismes de O-algèbres correspondant au twist par χi sur la
déformation universelle de ρ. De tout ce qui précède, on déduit l’égalité suivante entre
ensembles d’idéaux premiers de R(ρ) :

{p premier de type (k, τ ⊗ χ)} =
r∐

i=1

{hi(p), p premier de type (k, τ)}.

Notons Ii = ∩phi(p) et Ri = R(ρ)/Ii
h−1

i∼−→ R(k, τ, ρ), comme R(k, τ ⊗ χ, ρ) = R(ρ)/ ∩i

Ii, on a une injection de O-algèbres R(k, τ ⊗ χ, ρ) ↪→
∏r

i=1Ri. Supposons vraies les
conjectures pour τ . Par le (iii) de la conjecture 2.2.2.4, le noyau de tout morphisme
R(ρ) → Zp se factorisant par Ri est de la forme hi(p) avec p de type (k, τ). On en
déduit (R(ρ)/(Ii + Ij))(Zp) = ∅ si i 6= j : en effet, s’il existe un morphisme de O-algèbres
R(ρ) → R(ρ)/(Ii + Ij) → Zp, son noyau est de la forme hi(p) = hj(q) avec p, q de type
(k, τ) ce qui est exclus par ce qui précède. Par le lemme 5.1.1, Ii[

1
p
] + Ij[

1
p
] = R(ρ)[1

p
] d’où

R(k, τ ⊗ χ, ρ)[1
p
]
∼→
∏r

i=1Ri[
1
p
] par le “lemme chinois” ([Mat],th.1.3 et 1.4). On en déduit

aisément les (i) et (ii) de la conjecture 2.2.2.4 pour τ ⊗χ à partir de leurs analogues pour
τ en remarquant que tous les Ri sont isomorphes à R(k, τ, ρ). Par le lemme 5.1.2, on a

aussi
∐r

i=1Ri(Zp)
∼→ R(k, τ ⊗ χ, ρ)(Zp). Cela entrâıne que tout élément de R(ρ)(Zp) se

factorisant par R(k, τ ⊗ χ, ρ) se factorise aussi par un Ri, donc a pour noyau un idéal
premier de la forme hi(p) avec p de type (k, τ) i.e. un idéal premier de type (k, τ ⊗χ). Du
lemme 5.1.6, on déduit encore :

µgal(k, τ ⊗ χ, ρ) = r · µgal(k, τ, ρ)

= #det(τ ⊗ χ)(Isauv
p ) · µaut(k, τ, ρ)

= #det(τ ⊗ χ)(Isauv
p ) · µaut(k, τ ⊗ χ, ρ).



20

Les deux conjectures sont donc vraies pour τ ⊗ χ. �

Corollaire 2.3.2.3. Il suffit de montrer les conjectures 2.2.2.4 et 2.3.1.1 pour les τ tels
que det(τ) est modéré.

Démonstration. Soit τ un type galoisien de degré 2 quelconque. Il est facile de voir qu’il
peut s’écrire τ = τ ′ ⊗ χ où χ est un p-type de degré 1 et τ ′ un type de degré 2 tel que
det(τ ′) est modéré. Par la proposition 2.3.2.2, il suffit de montrer les conjectures pour
τ ′. �

2.3.3. Donnons tout de suite l’exemple le plus simple, celui où k = 2 et τ = triv (la
représentation triviale de dimension 2). D’après le §2.1.1, σ(τ) = St = σ(2, triv) et donc

σ(2, triv)
ss

= σp−1,0. Rappelons ce que donne la règle d’admission dans ce cas (cf. §2.1.2) :

(i) µaut(2, triv, ρ) = 1 si ρ|Ip '
(
ω ∗
0 1

)
avec ∗ très ramifié ou si ρ '

(
ωλ(α) ∗

0 λ(β)

)
avec

α, β ∈ F
×
p et α 6= β ou si ρ|Ip '

(
ω2 0
0 ωp

2

)
,

(ii) µaut(2, triv, ρ) = 2 si ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(α)

)
avec α ∈ F

×
p et ∗ peu ramifié,

(iii) µaut(2, triv, ρ) = 0 sinon.
Par ailleurs un calcul (facile) de réseaux dans les représentations semi-stables de Gp de
dimension 2 à poids de Hodge-Tate (0, 1) fournit le résultat (cf. théorème 5.3.1 (i)) :

(i) R(2, triv, ρ)O ' O[[X]], donc µgal(2, triv, ρ) = 1, si ρ|Ip '
(
ω ∗
0 1

)
avec ∗ très ramifié

ou si ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(β)

)
avec α, β ∈ F

×
p et α 6= β ou si ρ|Ip '

(
ω2 0
0 ωp

2

)
,

(ii) R(2, triv, ρ)O ∼ O[[X]] × O[[X]] (voir l’introduction ou la définition 5.1.3 pour la

notation ∼), d’où µgal(2, triv, ρ) = 1 + 1 = 2 par le lemme 5.1.6, si ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(α)

)
avec α ∈ F

×
p et ∗ peu ramifié,

(iii) R(2, triv, ρ)O = 0, donc µgal(2, triv, ρ) = 0, sinon.
On a bien dans chaque cas µaut(2, triv, ρ) = µgal(2, triv, ρ). Nous allons voir par la suite
que la règle d’admission du §2.1.2 fournit encore cette même formule en poids pairs
supérieurs.

3. Préliminaires sur les modules filtrés à coefficients

La théorie des modules de Dieudonné filtrés (resp. des modules fortement divisibles)
est en général présentée dans la littérature lorsque les représentations galoisiennes poten-
tiellement semi-stables correspondantes (resp. leurs réseaux préservés par Galois) sont à
coefficients seulement dans Qp (resp. Zp) (e.g. [Fo1], [FM]§II, [Br2], etc...). Or la présence
de coefficients est essentielle lorsque l’on travaille avec des formes ou des représentations
automorphes, mais source de complications techniques du côté modules filtrés. Dans la
suite, après avoir rappelé quelques résultats élémentaires sur les modules filtrés avec co-
efficients généraux, nous nous restreignons pour limiter ces complications (et vu notre
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objectif principal) à ceux provenant des représentations semi-stables de Gal(Qp/Qp) sur

Qp.

3.1. Modules filtrés faiblement admissibles à coefficients. On commence par le
cas général. On renvoie à [Fo3],§3 et §4.2 pour la définition de B+

st et Bst.

3.1.1. Soient F et E des extensions finies de Qp dans Qp et F0 la plus grande exten-
sion non ramifiée contenue dans F . Appelons (ϕ,N, F,E)-module filtré la donnée d’un
F0⊗QpE-module libre de rang fini D muni d’un automorphisme F0-semi-linéaire (par rap-
port au Frobenius sur F0) et E-linéaire ϕ, d’un endomorphisme nilpotent F0⊗QpE-linéaire
N tel que Nϕ = pϕN et, après extension des scalaires à F , d’une filtration décroissante
par des sous-F ⊗Qp E-modules Fili(F ⊗F0 D) (pas forcément libres, cf. remarque 3.1.1.4)
nuls pour i� 0 et égaux à F ⊗F0 D pour i� 0. Tout (ϕ,N, F,E)-module filtré est aussi
un (ϕ,N, F,Qp)-module filtré en oubliant sa structure de E-espace vectoriel.

Soit D un (ϕ,N, F,Qp)-module filtré. Pour tout entier d, Λd
F0
D est un (ϕ,N, F,Qp)-

module filtré de manière évidente (cf. [Fo2],§4.3). Si d =dimF0D, Λd
F0
D est de dimension 1

sur F0. Notons tH(D) le plus grand i tel que Fili(F⊗F0Λ
d
F0
D) 6= 0 et tN(D) = valp(ϕ(x)/x)

où x est un élément quelconque non nul de Λd
F0
D et ϕ(x)/x ∈ F×0 .

Définition 3.1.1.1. ([Fo2],§4.4) (i) Soit D un (ϕ,N, F,Qp)-module filtré. On dit que
D est faiblement admissible si tH(D) = tN(D) et si pour tout sous-F0-espace vectoriel
D′ de D stable par ϕ et N , on a tH(D′) ≤ tN(D′) où F ⊗F0 D

′ est muni de la filtration
induite par F ⊗F0 D.
(ii) Soit D est un (ϕ,N, F,E)-module filtré. On dit que D est faiblement admissible si le
(ϕ,N, F,Qp)-module filtré sous-jacent est faiblement admissible.

A tout (ϕ,N, F,E)-module filtré D, on associe :

Vst(D) = (Bst ⊗F0 D)ϕ=1
N=0

⋂
Fil0

(
BdR ⊗F (F ⊗F0 D)

)
où ϕ surBst⊗F0D est défini comme ϕ⊗ϕ,N commeN⊗Id+Id⊗N , où Fil0 est la filtration
“produit tensoriel sur F” et où ϕ=1

N=0 signifie qu’on considère les éléments x ∈ Bst ⊗D tels
que ϕ(x) = x et N(x) = 0 (remarquons que Bst muni de ϕ, N et vu comme sous-
anneau de BdR dépend du choix d’une uniformisante sur F , cf. [Fo2],§5.1.2). On voit que
Vst(D) est une représentation E-linéaire de GF = Gal(Qp/F ) via son action sur Bst. Par
[Fo2],th.5.3.5 et [CF], le foncteur D 7→ Vst(D) est une équivalence de catégories entre les
(ϕ,N, F,E)-modules filtrés faiblement admissibles et les représentations p-adiques semi-
stables de GF à coefficients dans E. Certains cas importants de cette équivalence, en
particulier tous ceux du §4, étaient déjà connus avant ([FL],[Br4]). Soit k un entier ≥ 1,
D un (ϕ,N, F,E)-module filtré et posons :

Vst,k(D) = (Bst ⊗F0 D)ϕ=pk−1

N=0

⋂
Filk−1

(
BdR ⊗F (F ⊗F0 D)

)
.(1)

C’est encore une représentation E-linéaire de GF .

Lemme 3.1.1.2. Pour tout (ϕ,N, F,E)-module filtré D, on a un isomorphisme de
E[GF ]-modules : Vst,k(D) ' Vst(D)(k − 1).
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Démonstration. On passe d’un élément de Vst(D) (resp. Vst,k(D)) à un élément de Vst,k(D)
(resp. Vst(D)) en multipliant (resp. divisant) par tk−1 où t est un générateur de Zp(1) dans
Bst. Le résultat s’en déduit facilement. �

Du résultat de [CF], du lemme 3.1.1.2 et en se souvenant que les poids de Hodge-Tate
(cf. §2.2.1) de Vst(D) sont les opposés des entiers i tels que Fili(F⊗F0D) 6= Fili+1(F⊗F0D)
(cf. [Fo2],th.3.8), on déduit aisément :

Corollaire 3.1.1.3. Le foncteur D 7→ Vst,k(D) est une équivalence de catégories entre
les (ϕ,N, F,E)-modules filtrés faiblement admissibles D tels que Fil0(F⊗F0D) = F⊗F0D
et Filk(F ⊗F0 D) = 0 et les représentations p-adiques semi-stables de GF à coefficients
dans E et à poids de Hodge-Tate dans {0, ..., k − 1}.

Remarque 3.1.1.4. Soit D un (ϕ,N, F,E)-module filtré faiblement admissible. Il n’est
pas vrai en général que les Fili(F⊗F0D) sont des F⊗QpE-modules libres. Voici un contre-
exemple élémentaire où le (ϕ,N, F,E)-module filtré est libre de rang 1 sur F0 ⊗Qp E (on
suppose p non congru à 1 modulo 4) :

E = F = F0 = Qp2 = Qp(
√
−1)

D = F0 ⊗Qp E · e

ϕ(e) =
(p+ 1

2
⊗ 1 +

p− 1

2

√
−1⊗

√
−1
)
· e

N(e) = 0

FiliD = D si i ≤ 0

Fil1D = F0 ⊗Qp E ·
[
(1⊗ 1 +

√
−1⊗

√
−1) · e

]
FiliD = 0 si i ≥ 2.

Proposition 3.1.1.5. Soit D un (ϕ,N, F,E)-module filtré. Alors D est faiblement
admissible si et seulement si tH(D) = tN(D) et pour tout sous-F0⊗Qp E-module D′ de D
stable par ϕ et N , on a tH(D′) ≤ tN(D′) où F ⊗F0 D

′ est muni de la filtration induite.

Démonstration. Notons qu’un tel D′ est en particulier un (ϕ,N, F,Qp)-module filtré de
sorte que l’assertion a bien un sens. La condition étant évidemment nécessaire, le point
est de montrer qu’il suffit d’avoir tH(D′) ≤ tN(D′) pour les sous-F0⊗Qp E-modules D′ de
D stables par ϕ et N pour en déduire la même chose pour les sous-F0-espaces vectoriels
stables par ϕ et N (mais pas forcément par l’action de E). La preuve est essentiellement
la même que celle de [Fo2],prop.4.4.9 mais pour la commodité du lecteur, nous la donnons
en entier. Remarquons d’abord que la catégorie des (ϕ,N, F,Qp)-modules filtrés tels que
tout sous-F0-espace vectoriel stable par ϕ,N (avec filtration induite) vérifie l’inégalité
tH ≤ tN est stable par somme directe (exercice). Supposons l’énoncé faux et soit D′ un
contre-exemple de dimension minimale sur F0 i.e. un sous-F0-espace vectoriel de D stable
par ϕ, N tel que tH(D′) > tN(D′) et tH(D′′) ≤ tN(D′′) pour tout sous-F0-espace vectoriel
D′′  D′ stable par ϕ, N . Soient d = [E : Qp], x un élément primitif de E sur Qp et

D′
sat =

∑d−1
i=0 x

iD′ ⊂ D : c’est un sous-F0 ⊗Qp E-module de D stable par ϕ, N d’où
tH(D′

sat) ≤ tN(D′
sat). Soient i1, ..., ir ∈ {0, ..., d − 1} tels que D′

sat =
∑r

j=1 x
ijD′ avec r

minimal. Notons D1 le noyau de ⊕r
j=1x

ijD′ → D′
sat (avec F ⊗F0 D1 muni de la filtration

induite) etD2 = (⊕r
j=1x

ijD′)/D1 avec F⊗F0D2 muni de la filtration quotient. Remarquons
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que D2 ' D′
sat si l’on oublie la filtration mais Fili(F ⊗F0 D2) ↪→ Fili(F ⊗F0 D

′
sat), de

sorte que tH(D2) ≤ tH(D′
sat) ≤ tN(D′

sat) = tN(D2). Soit D′
j l’image de D1 dans xijD′ (via

la projection sur xijD′) et munissons F ⊗F0 D
′
j de la filtration induite par F ⊗F0 x

ijD′.

On a D′
j  xijD′ sinon r ne serait plus minimal puisqu’on pourrait se passer de xijD′.

Comme la multiplication par xij : D′ ∼→ xijD′ est un isomorphisme de (ϕ,N, F,Qp)-
modules filtrés, on en déduit que tous les sous-F0-espaces vectoriels de D′

j stables par
ϕ,N (avec filtration induite) vérifient l’inégalité tH ≤ tN , donc il en est de même pour
⊕r

j=1x
ijD′

j ce qui entrâıne tH(D1) ≤ tN(D1). Les propriétés d’additivité de tH et tN
impliquent d’une part tH(⊕r

j=1x
ijD′) = tH(D1) + tH(D2) ≤ tN(D1) + tN(D2) et d’autre

part tH(⊕r
j=1x

ijD′) = rtH(D′) > rtN(D′) = tN(⊕r
j=1x

ijD′) = tN(D1) + tN(D2)

ce qui est absurde. �

L’avantage de cette proposition est qu’il y a en général moins de sous-F0⊗QpE-modules
stables par ϕ et N que de sous-F0-espaces vectoriels stables par ϕ et N ...

3.1.2. Considérons maintenant le cas des représentations semi-stables de Gp, i.e. le cas
F = F0 = Qp. Un (ϕ,N,Qp, E)-module filtré est simplement la donnée d’un E-espace
vectoriel de dimension finie D muni d’un automorphisme E-linéaire ϕ, d’un endomor-
phisme nilpotent E-linéaire N tel que Nϕ = pϕN et d’une filtration décroissante par des
sous-E-espaces vectoriels FiliD nuls pour i � 0 et égaux à D pour i � 0. Si D est un
(ϕ,N,Qp, E)-module filtré, il en est de même de Λd

ED pour tout entier d non nul et on

note tEH(D) le plus grand i tel que Fili(ΛdimED
E D) 6= 0 et tEN(D) = valp(ϕ(x)/x) où x est

un élément quelconque non nul de ΛdimED
E D et ϕ(x)/x ∈ E×.

Corollaire 3.1.2.1. (i) Soit D un (ϕ,N,Qp, E)-module filtré. Alors D est faiblement
admissible si et seulement si tEH(D) = tEN(D) et pour tout sous-E-espace vectoriel D′ de
D stable par ϕ, N et muni de la filtration induite, on a tEH(D′) ≤ tEN(D′).

(ii) Le foncteur D 7→ Vst,k(D) = Filk−1(Bst⊗QpD)ϕ=pk−1

N=0 est une équivalence de catégories
entre les (ϕ,N,Qp, E)-modules filtrés faiblement admissibles D tels que Fil0D = D et
FilkD = 0 et les représentations p-adiques semi-stables de Gp à coefficients dans E et à
poids de Hodge-Tate dans {0, ..., k − 1}.

Démonstration. (i) découle de la proposition 3.1.1.5 et des formules tEH = [E : Qp]tH et
tEN = [E : Qp]tN . (ii) est un cas particulier du corollaire 3.1.1.3. �

Exemple 3.1.2.2. Donnons l’exemple des représentations semi-stables de Gp de dimen-
sion 2 sur Qp. Quitte à tordre par une puissance du caractère cyclotomique, on se ramène
au cas où les poids de Hodge-Tate sont (0, k − 1) (pour un entier k ≥ 1). Les modules
filtrés faiblement admissibles auxquels ces représentations correspondent par le foncteur
Vst,k sont tous de la forme D = Qpe1 ⊕Qpe2 avec FiliD = D pour i ≤ 0, Filk−1D 6= 0 et

FiliD = 0 pour i ≥ k où k est un entier > 0. Si k = 1, alors N = 0 et, quitte à changer

de base, ϕ s’écrit de manière unique soit ϕ(e1) = µe1, ϕ(e2) = µe2 avec µ ∈ Z
×
p , soit

ϕ(e1) = µ1e1 + e2, ϕ(e2) = µ2e2 avec µ1, µ2 ∈ Z
×
p . Si k ≥ 2, alors Fil1D = ... = Filk−1D

est une droite et, après changement de base, on a les possibilités suivantes deux à deux
non isomorphes :
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(i) N = 0 et représentation scindée
ϕ(e1) = pk−1µ1e1
ϕ(e2) = µ2e2

Filk−1D = Qpe1
µ1, µ2 ∈ Z

×
p

(ii) N = 0 et représentation réductible non scindée
ϕ(e1) = pk−1(µ1e1 + e2)
ϕ(e2) = µ2e2

Filk−1D = Qpe1
µ1, µ2 ∈ Z

×
p

(iii) N = 0 et représentation irréductible
ϕ(e1) = pk−1µe2
ϕ(e2) = −e1 + νe2

Filk−1D = Qpe1
µ ∈ Z

×
p

ν ∈ mZp

(iv) N 6= 0. Fixons π ∈ Zp tel que π2 = p

ϕ(e1) = πkµe1
ϕ(e2) = πk−2µe2

Filk−1D = Qp(e1 + Le2)
N(e1) = e2
N(e2) = 0

µ ∈ Z
×
p

L ∈ Qp

Nous omettons la preuve. Le lecteur peut l’extrapoler à partir du corollaire 3.1.2.1, de

[FM],Th.A et de [Br2],§6.1.1. Dans la suite, on note D = D(µ1, µ2), (µ1, µ2) ∈ Z
×
p × Z

×
p ,

si D provient du (i) ou du (ii) (sans distinction des deux cas), D = D(µ, ν), (µ, ν) ∈
Z
×
p ×mZp

, si D provient du (iii) et D = D(µ, L), (µ, L) ∈ Z
×
p ×Qp, si D provient du (iv).

3.2. Certains modules fortement divisibles à coefficients. Notre intention n’est
pas de développer ici une théorie systématique des modules fortement divisibles avec
coefficients mais seulement d’introduire le strict nécessaire pour nos besoins (cf. §5.2).
On fixe O l’anneau des entiers d’une extension finie E de Qp dans Qp et on note F son

corps résiduel. On fixe également un entier k ∈ {1, ..., p− 1}. Pour utiliser Bst et Âst, on
a besoin de choisir une uniformisante de Qp : on prend p. Nous ne rappelons pas ici la

construction de Âst mais renvoyons le lecteur à [Br1],§2 ou [Br2],§3.1.1 ou [Br4],§2.2.2.

3.2.1. On fixe R une O-algèbre plate locale noethérienne complète pour la topologie de
son idéal maximal mR de corps résiduel F. Soit SR le complété mR-adique de l’algèbre des
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polynômes à puissances divisées en u et coefficients dans R. En clair :

SR = R̂<u>=

{
∞∑

j=0

rj
uj

j!
, rj ∈ R, rj → 0 dans R quand j → +∞

}
.

On munit SR d’une filtration positive décroissante par des sous-SR-modules FiliSR (i
entier), d’un opérateur de Frobenius ϕ et d’une dérivation R-lineaire N en posant :

FiliSR =

{
∞∑
j=i

rj
(u− p)j

j!
, rj ∈ R, rj → 0 quand j → +∞

}
,

ϕ
( ∞∑

j=0

rj
uj

j!

)
=

∞∑
j=0

rj
ujp

j!
,

N
( ∞∑

j=0

rj
uj

j!

)
=

∞∑
j=1

(−1)jrj
uj

(j − 1)!
.

On pourrait se dispenser des signes qui apparaissent dans la formule définissant N , mais
nous préférons garder les conventions de [Br2] (ces signes ont une origine “syntomique” !).
Les relations entre ces structures sont Nϕ = pϕN , N(FiliSR) ⊂ Fili−1SR (pour tout i)
et ϕ(FiliSR) ⊂ piSR pour i ≤ p− 1. On remarque que ϕ((u− p)i) ∈ piS×R (0 ≤ i ≤ p− 1).

Si I est un idéal de R, notons que ISR = {
∑∞

j=0 rj
uj

j!
, rj ∈ I, rj → 0 quand j → +∞} par

le lemme d’Artin-Rees ([Mat],th.8.5).

Définition 3.2.1.1. On appelle R-module fortement divisible la donnée d’un SR-module
M libre de type fini muni d’un sous-SR-module Filk−1M et d’endomorphismes ϕ,N : M→
M, ces données étant assujetties aux conditions suivantes :
(i) Filk−1M contient Filk−1SRM,
(ii) Filk−1M ∩ IM = IF ilk−1M pour tout idéal I de R,
(iii) ϕ(sx) = ϕ(s)ϕ(x) où s ∈ SR, x ∈M,
(iv) ϕ(Filk−1M) est contenu dans pk−1M et l’engendre sur SR,
(v) N(sx) = N(s)x+ sN(x) où s ∈ SR, x ∈M,
(vi) Nϕ = pϕN ,
(vii) Fil1SRN(Filk−1M) ⊂ Filk−1M.

Si M est un R-module fortement divisible alors ϕ : M → M est automatiquement
injectif (regarder sur M[1/p]).

Exemple 3.2.1.2. (i) Soit M un Zp-module fortement divisible de Fontaine-Laffaille
([FL],déf.7.7) qu’on suppose muni d’une action de O (de sorte queM est aussi un O-module
libre) et d’un endomorphisme O-linéaire N tel que N(FiliM) ⊂ Fili−1M et Nϕ = pϕN ,
alors :(

M = M ⊗O SR, F il
k−1M =

∑k−1

i=0
FiliM ⊗ Filk−1−iSR, ϕ =

∑k−1

i=0
piϕi ⊗ ϕ,

N = N ⊗ Id+ Id⊗N
)
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est un R-module fortement divisible.
(ii) Soient h ∈ {0, ..., k − 1} et r ∈ R×, alors :(

M = SRe1, F il
k−1M = (Filk−1SR)e1 + SR(u− p)he1, ϕ(e1) = pk−1−hre1, N(e1) = 0

)
est un R-module fortement divisible de rang 1. Si R est intègre, tous les R-modules
fortement divisibles de rang 1 sont de cette forme.
(iii) On verra des exemples de R-modules fortement divisibles de rang 2 non triviaux aux
§4 et §5.

Rappelons qu’un objet de la catégorie Mk−1 de [Br2],§2.1.2 est la donnée d’un qua-
druple (N, F ilk−1N, ϕk−1, N) où :
(i) N est un SZp-module de la forme ⊕n∈Z>0(SZp/p

nSZp)
rn pour des entiers rn presque

tous nuls,
(ii) Filk−1N est un sous-SZp-module de N contenant Filk−1SZpN,
(iii) ϕk−1 : Filk−1N → N est une application additive dont l’image engendre N et satis-
faisant ϕk−1(sx) = ϕ(s)ϕk−1(x) (s ∈ SZp , x ∈ Filk−1N) et :

ϕk−1(sx) =

ϕ
pk−1 (s)

ϕ
pk−1 ((u− p)k−1)

ϕk−1((u− p)k−1x)

(s ∈ Filk−1SZp , x ∈ N),
(iv) N : N → N est une application additive satisfaisant N(sx) = N(s)x + sN(x) (s ∈
SZp , x ∈ N), Fil1SZpN(Filk−1N) ⊂ Filk−1N et :

ϕk−1 ◦ ((u− p)N |Filk−1) =
(up

p
− 1
)
N ◦ ϕk−1.

Un morphisme entre deux objets de Mk−1 est une application SZp-linéaire qui préserve
Filk−1 et commute avec ϕk−1 et N . Soit I un idéal de R contenant une puissance de
mn

R (de sorte que R/I est un Zp-module de longueur finie). Par définition, on appelle ob-

jet de Mk−1 muni d’une action de R/I tout objet N de Mk−1 muni d’un morphisme
d’algèbres R/I → EndMk−1(N). En particulier N est alors un SR/ISR-module. Pour

tout idéal I de R et tout R-module fortement divisible M, on définit Filk−1(M/IM) =
Filk−1(M)/IF ilk−1(M) ↪→M/IM, ϕk−1 : Filk−1(M/IM)→M/IM la réduction modulo

I de
ϕ

pk−1
|
Filk−1M et ϕ,N la réduction modulo I de ϕ,N . Si R/I est plat sur O, alors

M/IM muni de Filk−1(M/IM),ϕ,N est un R/I-module fortement divisible. Si R/I est
artinien, alors M/IM muni de Filk−1(M/IM), ϕk−1, N est un objet de Mk−1 muni d’une
action de R/I.

Lemme 3.2.1.3. Soient I un idéal de R contenant mn
R pour n � 0, R′ une O-algèbre

locale artinienne de corps résiduel une extension finie de F, R/I → R′ un morphisme
local de O-algèbres et N un objet de Mk−1 muni d’une action de R/I. Alors N ⊗R/I R

′ a

naturellement une structure d’objet de Mk−1 muni d’une action de R′ tel que l’application
canonique N→ N ⊗R/I R

′ est un morphisme dans Mk−1.

Démonstration. La structure d’objet de Mk−1 qu’on veut sur N ⊗R/I R
′ est la suivante :(

N ⊗R/I R
′, (Filk−1N)⊗R/I R

′, ϕk−1 ⊗ 1, N ⊗ 1
)
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mais il faut montrer qu’elle est bien définie. C’est clair si R′ est un R/I-module libre de
rang fini puisqu’alors N ⊗R/I R

′ est une somme directe de copies de N. En général, R′

peut toujours s’écrire comme un quotient d’une R/I-algèbre qui est libre de rang fini en
tant que R/I-module (voir la preuve de 3.2.2.2). On est donc ramené au cas R/I → R′

surjectif par ce qui précède, i.e. au cas où on quotiente N par un idéal I ′ de R/I. Soit
i′1, · · · , i′r des générateurs de I ′ sur R/I et considérons le morphisme f dans Mk−1 :
Nr → N, f(x1⊕ · · · ⊕ xr) = i′1x1 + · · ·+ i′rxr dont l’image est I ′N. Par [Br2],prop.2.3.2.2,
on a f(Filk−1Nr) = Filk−1N ∩ f(Nr) i.e. I ′Filk−1N = (Filk−1N) ∩ I ′N, d’où on obtient
aisément le résultat. �

Remarque 3.2.1.4. Soit R′ une O-algèbre plate locale noethérienne complète de corps
résiduel une extension finie de F, R → R′ un morphisme local de O-algèbres et M un
R-module fortement divisible. En utilisant le lemme précédent et un passage à la limite
convenable, on peut montrer que M⊗RR

′ muni de ϕ⊗1,N⊗1 et de l’image de Filk−1M⊗R

R′ est toujours un R′-module fortement divisible (la seule condition non triviale dans la
définition 3.2.1.1 est la condition (ii)). On l’a vu lorsque R → R′ est surjectif, qui est le
seul cas que nous utilisons vraiment par la suite.

3.2.2. On rappelle que dans [Br2],§3.1.3 est défini un foncteur contravariant, exact et
pleinement fidèle Vst de Mk−1 dans la catégorie des Zp-modules de longueur finie munis
d’une action linéaire continue de Gp de la manière suivante :

Vst(N) = Hom(Filk−1,ϕk−1,N)(N, Âst ⊗Zp Qp/Zp)

où l’indice (Filk−1,ϕk−1,N) signifie qu’on considère les applications SZp-linéaires qui préservent

Filk−1 et commutent à ϕk−1 et N . Pour tout objet N de Mk−1, on pose :

Tst,k(N) = Vst(N)∧(k − 1)

où l’exposant ∧ signifie qu’on prend le dual en tant que Zp-module dans Qp/Zp et où on
tord par le caractère cyclotomique à la puissance k− 1. Pour tout idéal I de R contenant
mn

R pour n � 0 et pour tout objet N de Mk−1 muni d’une action de R/I, on munit
Tst,k(N) d’une structure de R/I-module en posant (λ · F )(f) = F (λ · f) où F ∈ Tst,k(N),
f ∈ Vst(N), λ ∈ R/I et (λ ·f)(x) = f(λx) si x ∈ N. L’action de Gp est alors bien sûr R/I-
linéaire. L’avantage du foncteur Tst,k sur le foncteur Vst est sa covariance, ce qui facilite la
vie en présence de coefficients (les coefficients ne sont en général pas “autoduaux”, etc...).

Lemme 3.2.2.1. Soit I un idéal de R contenant mn
R pour n� 0.

(i) Soit N un objet de Mk−1 muni d’une action de R/I et I ′ un idéal de R contenant I,
alors la flèche Tst,k(N)→ Tst,k(N/I

′N) est surjective.

(ii) Soit N un objet de Mk−1 muni d’une action de R/I qui en fait un SR/ISR-module
libre de rang d, alors le R/I-module Tst,k(M/IM) est libre de rang d.

(iii) Soient N et N′ deux objets de Mk−1 munis d’une action de R/I, alors :

HomR,Mk−1(N,N′)
∼→ HomR[Gp]

(
Tst,k(N), Tst,k(N

′)
)

où l’indice à gauche signifie qu’on prend les morphismes dans Mk−1 qui sont de plus
SR-linéaires.
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Démonstration. (i) se déduit de [Br2],prop.3.2.3.1 (notons que N/I ′N est un objet de
Mk−1 muni d’une action de R/I ′ par 3.2.1.3). Pour (ii), on fait une récurrence sur
longRR/I. Si I = mR, alors Tst,k(N) est un Fp-espace vectoriel de dimension [F : Fp]d par
[Br2],cor.3.2.3.2, donc un F-espace vectoriel de dimension d. Si I  mR, soit I ′ un idéal
contenant strictement I et tel que I ′/I ' F·x pour un x ∈ I ′\I, d’après [Br2],prop.3.2.3.1
on a une suite exacte courte de R[Gp]-modules :

0→ Tst,k(N/mRN)
×x→ Tst,k(N)→ Tst,k(N/I

′N)→ 0

où Tst,k(N/I
′N) est libre de rang d sur R/I ′ par récurrence. Soit (ei)1≤i≤d des relevés dans

Tst,k(N) d’une base de Tst,k(N/I
′N) sur R/I ′, alors les ei sont linéairement indépendants

sur R/I et engendrent Tst,k(N) d’où (ii). Pour (iii), d’après [Br2],cor.3.1.3.2, on a :

HomMk−1(N,N′)
∼→ HomZp[Gp]

(
Tst,k(N), Tst,k(N

′)
)

et cet isomorphisme préserve la R-linéarité des flèches, d’où le résultat. �

Lemme 3.2.2.2. Soient I un idéal de R contenant mn
R pour n � 0, R′ une O-algèbre

locale artinienne de corps résiduel une extension finie de F, R/I → R′ un morphisme
local de O-algèbres et N un objet de Mk−1 muni d’une action de R/I qui en fait un
SR/ISR-module libre de rang fini, alors :

Tst,k(N)⊗R R
′ ∼→ Tst,k(N ⊗R R

′).

Démonstration. Par 3.2.1.3, N ⊗R/I R
′ est bien un objet de Mk−1 muni d’une action de

R′. Supposons d’abord R′ ' R/I⊗O O′ ' (R/I)[O′
:O] où O′ est l’anneau des entiers d’une

extension finie de E dans Qp de corps résiduel F′ ⊃ F. Le résultat est alors clair puisque :

Tst,k(N)⊗R R
′ ' Tst,k(N)[O′

:O] ' Tst,k(N ⊗R R
′).

Traitons à présent le cas général. Soit F′ le corps résiduel de R′, quitte à remplacer R par
R⊗O O′ avec O′ = O⊗W (F) W (F′), on peut supposer par ce qui précède que R et R′ ont
même corps résiduel. Comme R′ est fini sur R/I car artinien, on peut l’écrire comme un
quotient de (R/I)[X1, ..., Xh]/(X

n1
1 , ..., Xnh

h ) pour certains entiers h, n1, ..., nh. Comme
(R/I)[X1, ..., Xh]/(X

n1
1 , ..., Xnh

h ) est libre de rang fini sur R/I, le même argument qu’avant
permet de remplacer R/I par (R/I)[X1, ..., Xh]/(X

n1
1 , ..., Xnh

h ), i.e. de se ramener au cas
où R/I → R′ est surjectif. Le résultat découle alors des (i) et (ii) du lemme 3.2.2.1. �

Si M est un R-module fortement divisible, on pose :

Tst,k(M) = lim←−
n

Tst,k(M/mn
RM).

C’est naturellement un R[Gp]-module.

Corollaire 3.2.2.3. (i) Soit M un R-module fortement divisible de rang d, alors le
R-module Tst,k(M) est libre de rang d, l’action de Gp est continue pour la topologie mR-

adique et Tst,k(M)/mn
R

∼→ Tst,k(M/mn
RM) (n ∈ N).

(ii) Soient M et M′ deux R-modules fortement divisibles, alors :

Hom(R,F ilk−1,ϕ,N)(M,M′)
∼→ HomR[Gp](Tst,k(M), Tst,k(M

′))

où l’indice à gauche signifie qu’on prend les morphismes SR-linéaires qui préservent Filk−1

et commutent à ϕ et N .
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(iii) Soient M un R-module fortement divisible, R′ une O-algèbre plate locale noethérienne
complète de corps résiduel une extension finie de F et R → R′ un morphisme local de
O-algèbres, alors :

Tst,k(M)⊗R R
′ ∼→ Tst,k(M⊗R R

′)

où Tst,k(M ⊗R R′) est par définition lim←−n
Tst,k

(
(M/mn

RM) ⊗ R′/mn
R′

)
(bien défini car

(M/mn
RM)⊗R′/mn

R′ est un objet de Mk−1 par 3.2.1.3).

Démonstration. Se déduit des deux lemmes précédents par passage à la limite projective
sur les Tst,k(M/mn

RM). �

3.2.3. On suppose maintenant R = O i.e. R est l’anneau des entiers d’une extension
finie E de Qp dans Qp. Soit M un O-module fortement divisible, d’après [Br2],§4.1.1 et
[Br2],th.A.4, il existe un (ϕ,N,Qp, E)-module faiblement admissibleD tel que Fil0D = D

et M ⊗O E
∼→ SO[1/p] ⊗E D, cet isomorphisme étant SO[1/p]-linéaire et compatible à

toutes les structures, i.e. à (Filk−1, ϕ, N) en définissant à droite ϕ = ϕ ⊗ ϕ, N =
N ⊗ Id + Id ⊗ N et Filk−1 par récurrence à partir de Fil0(SO ⊗E D) = SO ⊗E D et
Fili+1(SO ⊗E D) = {x ∈ SO ⊗E D | N(x) ∈ Fili(SO ⊗E D) et fp(x) ∈ Fili+1D} où

fp : SO ⊗E D → D,
∑∞

j=0 rj
uj

j!
⊗ x 7→

∑∞
j=0 rj

pj

j!
x.

Lemme 3.2.3.1. Avec les notations précédentes, on a un isomorphisme de E[Gp]-

modules : Tst,k(M)[1/p]
∼→ Vst,k(D).

Démonstration. Soit π une uniformisante de O, par [Br3],prop.3.2.1.7 et [Br1],lemme 8.1.2
(plus exactement la version avec B+

st de ce lemme, dont la preuve est encore plus simple),
on a des isomorphismes de E[Gp]-modules :

Tst,k(M)
[1
p

]
'

(
lim←−

n

Filk−1
(
M/πnM⊗SZp

Âst

)ϕk−1=1

N=0

)[1
p

]
' Filk−1

(
M⊗SZp

Âst

)ϕk−1=1

N=0

[1
p

]
' Filk−1

(
D ⊗Qp Âst[1/p]

)ϕ=pk−1

N=0

' Filk−1
(
D ⊗Qp B

+
st

)ϕ=pk−1

N=0
.

Donc par le (i) du corollaire 3.2.2.3, Filk−1
(
D ⊗Qp B

+
st

)ϕ=pk−1

N=0
est un E-espace vectoriel

de dimension dimED. Mais comme D est admissible ([Br4],th.1.1 suffit dans ce cas),

Vst,k(D) = Filk−1
(
D⊗Qp Bst

)ϕ=pk−1

N=0
est aussi un E-espace vectoriel de dimension dimED

qui contient le précédent. Ces deux espaces sont donc les mêmes d’où le résultat. �

En particulier, par le (i) du corollaire 3.2.2.3, Tst,k(M) est un O-réseau stable par Gp

dans Vst,k(D).

Proposition 3.2.3.2. Soit D un (ϕ,N,Qp, E)-module faiblement admissible, alors tout
O-réseau stable par Gp dans Vst,k(D) est isomorphe à Tst,k(M) pour un O-module fortement
divisible M dans SO[1/p]⊗E D.
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Démonstration. D’après la proposition 5 de [Br6] (et un passage au dual), tout Zp-réseau
stable par Gp dans Vst,k(D) est de la forme Tst,k(M) pour un Zp-module fortement divisible
M. S’il s’agit d’un O-réseau, alors par le (ii) du corollaire 3.2.2.3 M est muni d’une action
de O et M = M/(Fil1SZpM) ↪→ D est un O-module sans torsion donc libre de rang
dimED = d. Soient (e1, ..., ed) des relevés dans M d’une base de M sur O, d′ = [E : Qp] et
x1, ..., xd′ une base de O sur Zp, alors (xjei) 1≤i≤d

1≤j≤d′
est une base de M sur SZp (car la matrice

des xjei dans une base de M sur SZp est inversible modulo Fil1SZp donc est inversible).
Il est donc clair que M est libre sur SO de base (ei)1≤i≤d, c’est-à-dire est un O-module
fortement divisible. �

4. Calculs de réseaux galoisiens. Application aux formes modulaires

Dans toute cette section, on fixe un entier k tel que 1 < k < p.

4.1. Rappels sur les cas cristallins. Soit V une représentation cristalline de Gp de
dimension 2 sur Qp à poids de Hodge-Tate (0, k − 1). On a vu que V provient par le
foncteur (1) d’un des modules filtrés D du (i), (ii) ou (iii) de l’exemple 3.1.2.2. On note
V = Vst,k(D(µ1, µ2)) = V (µ1, µ2) si V est réductible (i.e. provient du (i) ou (ii) de loc.cit.)
et V = Vst,k(D(µ, ν)) = V (µ, ν) si V est irréductible (i.e. provient du (iii)). La proposition
qui suit est un corollaire facile des résultats de [FL] :

Proposition 4.1.1. Soit V une représentation cristalline de Gp de dimension 2 sur Qp

à poids de Hodge-Tate (0, k− 1) avec 1 < k < p, T un Zp-réseau de V stable par Gp et T
sa réduction modulo mZp

.

(i) Si V est réductible, i.e. V ' V (µ1, µ2) avec (µ1, µ2) ∈ Z
×
p × Z

×
p , alors :

T '
(
ωk−1λ(µ−1

2 ) ∗
0 λ(µ−1

1 )

)
avec ∗ peu ramifié si k = 2.

(ii) Si V est irréductible, i.e. V ' V (µ, ν) avec (µ, ν) ∈ Z
×
p ×mZp

, alors :

T ' (Ind
Gp

Gp2
ωk−1

2 )⊗ λ(µ−1/2) i.e. T |Ip '
(
ωk−1

2 0

0 ω
p(k−1)
2

)
et det(T ) ' ωk−1λ(µ−1).

Démonstration. Soit E une extension finie de Qp dans Qp d’anneau d’entiers O telle que
V soit à coefficients dans E. On note F le corps résiduel de O.
(i) Par le lemme 3.1.1.2 et [Fo2],§5.4.1, on voit que V (µ1, µ2) est une extension de λ(µ−1

1 )
par εk−1λ(µ−1

2 ) où λ(µ−1
i ) : Gp → O× est le caractère non ramifié qui envoie le Frobenius

arithmétique sur µ−1
i . Il est donc clair que T est une extension de λ(µ−1

1 ) par ωk−1λ(µ−1
2 ).

D’après la proposition 3.2.3.2, [Br3],prop.4.4.1 et le (iii) du corollaire 3.2.2.3, T provient

d’un objet de la catégorie MF f,k−1
tor de [FL],§1.5 annulé par p et muni d’une action de

F qui en fait un F-espace vectoriel de dimension 2. Lorsque k = 2, la condition “peu
ramifié” se déduit alors soit de [FL],§9 + [Ed],prop.8.2, soit des équations explicites dans

Zp donnant la représentation T à partir de l’objet correspondant deMF f,1
tor (cf. par exemple

[Wa],§2.3.2).
(ii) Quitte à tordre par un caractère non ramifié, on peut supposer V ' V (1, ν). Soient M
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le Zp-module fortement divisible de Fontaine-Laffaille muni d’une action de O suivant :(
M = Oe1 ⊕ Oe2, F il

0M = M,Fil1M = ... = Filk−1M = Oe1, F il
kM = 0, ϕk−1(e1) =

e2, ϕ0(e2) = −e1 + νe2
)

et M = M ⊗O SO (cf. (i) exemple 3.2.1.2), alors Tst,k(M) est
un O-réseau de V stable par Gp par le lemme 3.2.3.1 et Tst,k(M⊗O F) ' Tst,k(M)⊗O F

par le corollaire 3.2.2.3. Mais M⊗O F est un objet de Mk−1 (cf. §3.2.1) qui provient par

extension des scalaires de Fp à SO⊗F de l’objet simple suivant de MF f,k−1
tor :

(
M = Fpe1⊕

Fpe2, F il
0M = M,Fil1M = ... = Filk−1M = Fpe1, F il

kM = 0, ϕk−1(e1) = e2, ϕ0(e2) =

−e1
)

et par [FL],th.5.3 (iii) (via [Br2],prop.3.2.1.1) on a Tst,k(M⊗F) ' Ind
Gp

Gp2
ωk−1

2 . Donc

V est irréductible modulo p d’où T ' Tst,k(M)⊗ F ' Ind
Gp

Gp2
ωk−1

2 . �

Remarque 4.1.2. La présence des exposants −1 dans les caractères non ramifiés de
l’énoncé 4.1.1 est due au choix du foncteur covariant Vst,k. Par ailleurs, le cas (i) est bien
sûr vrai pour tout k ≥ 2.

4.2. Les cas semi-stables non cristallins de poids pair. Dans cette section, on sup-
pose de plus que k est pair (avec toujours k entier et 1 < k < p).

4.2.1. Le cas k = 2 apparâıt comme un cas dégénéré dans les calculs des paragraphes
suivants (cf. l’énoncé 4.2.4.7 et la remarque 4.3.3.2). Pour des raisons pratiques et vu sa
simplicité, nous le traitons ici à part. Soit V une représentation semi-stable non cristalline
de Gp de dimension 2 sur Qp à poids de Hodge-Tate (0, 1). On a vu que V provient par
le foncteur (1) d’un des modules filtrés D(µ, L) du (iv) de l’exemple 3.1.2.2. On note
V (µ, L) = Vst,2(D(µ, L)).

Proposition 4.2.1. Soient V une représentation semi-stable non cristalline de Gp de

dimension 2 sur Qp à poids de Hodge-Tate (0, 1), i.e. V ' V (µ, L) avec µ ∈ Z
×
p et L ∈ Qp,

T un Zp-réseau de V stable par Gp et T sa réduction modulo mZp
.

(i) Si valp(L) < 1 alors T '
(
ω ∗
0 1

)
⊗ λ
(
µ−1
)

avec ∗ peu ramifié.

(ii) Si valp(L) ≥ 1 alors T '
(
ω ∗
0 1

)
⊗ λ

(
µ−1
)

avec ∗ très ramifié ou T '
(
ω 0
0 1

)
⊗

λ
(
µ−1
)
.

Démonstration. Soit E une extension finie de Qp dans Qp d’anneau d’entiers O telle que
V soit à coefficients dans E. On note F le corps résiduel de O. Quitte à tordre par un
caractère non ramifié, on peut supposer V ' V (1, L). Par le lemme 3.1.1.2 et [Fo2],§5.4.1,
on voit que V (1, L) est une extension de 1 par ε et il est alors clair que T est une extension
de 1 par ω.Soit D(1, L) = SO ⊗E D(1, L) ' SO[1

p
]e1 ⊕ SO[1

p
]e2 (cf. exemple 3.1.2.2 (iv))

muni des structures (Fil1, ϕ,N) définies au §3.2.3.
Supposons valp(L) < 1. Alors le sous-SO-module M de D(1, L) engendré par (pe1, Le2) et
muni des structures induites est fortement divisible et M ⊗O F est un objet de M1 (cf.

§3.2.1) qui provient par extension des scalaires de Fp à SO⊗F de l’objet suivant deMF f,1
tor :(

M = Fpf1⊕Fpf2, F il
0M = M,Fil1M = Fpf1, F il

2M = 0, ϕ1(f1) = f1+f2, ϕ0(f2) = f2

)
.

On en déduit Tst,2(M)⊗OF '
(
ω ∗
0 1

)
avec ∗ non nul et peu ramifié (cf. corollaire 3.2.2.3
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et la preuve de la proposition 4.1.1).
Supposons valp(L) ≥ 1. Alors le sous-SO-module M de D(1, L) engendré par (e1, e2) et
muni des structures induites est fortement divisible et M ⊗O F est un objet de M1 qui

provient par extension des scalaires de F à SO ⊗ F de l’objet suivant de MF f,1
tor muni

d’une action de F et d’un endomorphisme F-linéaire N :
(
M = Ff1 ⊕ Ff2, F il

0M =

M,Fil1M = Ff1, F il
2M = 0, ϕ1(f1) = f1 + L

p
f2, ϕ0(f2) = f2, N(f1) = f2, N(f2) = 0

)
.

Par pleine fidélité (cor.3.2.2.3 (ii)), Tst,2(M)⊗OF est une extension de 1 par ω non scindée

et non isomorphe à la précédente, on a donc forcément Tst,2(M) ⊗O F '
(
ω ∗
0 1

)
avec

∗ très ramifié. Si T est non scindé, on a dans chaque cas T ' Tst,2(M) ⊗O F d’où le
résultat. �

4.2.2. On suppose maintenant k ≥ 4 (avec toujours k pair et 1 < k < p) et on fixe une
extension finie E (arbitrairement grande) de Qp dans Qp d’anneau d’entiers O de corps
résiduel F. Dans le §4.2.4, nous allons construire certains O-modules fortement divisibles.
La définition de ces modules est un peu laborieuse et requiert l’introduction de plusieurs
notations, ce que nous faisons ici.

Soit L un élément quelconque de E, ` = valp(L) ∈ Q ∪ {+∞} et, si ` ∈ Z, α = L/p`. On
pose :

m =

 0 si ` ≥ 0
−[`] si − k/2 + 2 ≤ ` < 0

k/2− 1 si ` < −k/2 + 2.

On définit H0 = 0 et, pour tout entier n ≥ 1, Hn =
∑n

i=1
1
i
. On commence par définir deux

éléments δV (L) et δZ(L) de Zp[[
(u−p)p

p
]] ⊂ SO. Ces éléments apparaissent naturellement

lorsque l’on cherche, par un procédé récursif, des modules fortement divisibles dans D(µ, L)
(ce qui fait intervenir la filtration sur D(µ, L) : voir proposition 4.2.4.1). On pose donc :

δV (L) =

∑k/2+m−1
i=1

(
(u−p)p

p
− 1
)i∑min(i−1,k/2−m−1)

j=0
(−1)i−j+1

i−j

(
k−2−j

k/2−m−1

)(
k/2−m−1

j

)
∑k/2−m−1

i=0

(
(u−p)p

p
− 1
)i(

k−2−i
k/2−m−1

)(
k/2−m−1

i

) ,(2)

δZ(L) =

∑k/2+m
i=1

(
(u−p)p

p
− 1
)i∑min(i−1,k/2−m−2)

j=0
(−1)i−j+1

i−j

(
k−2−j

k/2−m−2

)(
k/2−m−2

j

)
∑k/2−m−2

i=0

(
(u−p)p

p
− 1
)i(

k−2−i
k/2−m−2

)(
k/2−m−2

i

) .(3)

L’élément δZ(L) n’a de sens (et n’est considéré) que pour m ≤ k/2 − 2 i.e. ` ≥ −k/2 +

2. Ces deux éléments sont bien définis car
∑k/2−m−1

i=0 (−1)i
(

k−2−i
k/2−m−1

)(
k/2−m−1

i

)
= 1 et∑k/2−m−2

i=0 (−1)i
(

k−2−i
k/2−m−2

)(
k/2−m−2

i

)
= 1 (utiliser pour cela la formule combinatoire∑n

j=0(−1)j
(

q−j
q−r

)(
n
j

)
=
(

q−n
q−r−n

)
). Donc les dénominateurs dans les formules (2) et (3) sont

inversibles dans Zp[[
(u−p)p

p
]] (et donc dans SO). On remarque qu’à un décalage près sur

m, ces deux éléments sont essentiellement les mêmes.
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Définition 4.2.2.1. Soit n un entier compris entre 0 et p − 1. On dit qu’une famille

d’éléments (C(i), D(i))0≤i≤n de O[[ (u−p)p

p
]] vérifie l’hypothèse (H 4.2.2.1) si D(0) = 0 et

si D(i) =
∑i−1

j=0
(−1)i−j+1

i−j
C(j) pour 1 ≤ i ≤ n.

L’origine de cette définition est la proposition 4.2.4.1. On définit maintenant deux fa-

milles (CU(L, i), DU(L, i))0≤i≤k−3, (CV (L, i), DV (L, i))0≤i≤k−2 d’éléments de O[[ (u−p)p

p
]].

(i) On définit la famille (CU(L, i), DU(L, i))0≤i≤k−3 d’éléments de O[[ (u−p)p

p
]] de la façon

suivante.
• Si ` ≥ 0 et k = 4 :{

(CU(L, i), DU(L, i))0≤i≤1 satisfait (H 4.2.2.1)
CU(L, 0) = 1, CU(L, 1) = 0,

• si ` ≥ 0 et k > 4 : (CU(L, i), DU(L, i))0≤i≤k−3 satisfait (H 4.2.2.1)
CU(L, 0) = 1, CU(L, k/2− 1) = · · · = CU(L, k − 3) = 0
DU(L, k/2) = · · · = DU(L, k − 3) = 0,

• si −k/2 + 3 ≤ ` < 0 (et par conséquent k > 6) :

(CU(L, i), DU(L, i))0≤i≤k−3 satisfait (H 4.2.2.1)
CU(L, 0) = 1, CU(L, k/2 + [`]− 1) = · · · = CU(L, k/2− 1) = 0

CU(L, k/2) = pL−1
DU (L,k/2)

L−1
δV (L)+1−p

, . . . , CU(L, k/2− [`]− 1) = pL−1
DU (L,k/2−[`]−1)

L−1
δV (L)+1−p

CU(L, k/2− [`]) = · · · = CU(L, k − 3) = 0
DU(L, k/2− [`]) = · · · = DU(L, k − 3) = 0

où on remarque que L−1δV (L) + 1− p ∈ O[[ (u−p)p

p
]]×,

• si −k/2 + 2 ≤ ` < −k/2 + 3 et k > 4 :
(CU(L, i), DU(L, i))0≤i≤k−3 satisfait (H 4.2.2.1)
CU(L, 0) = 1, CU(L, 1) = · · · = CU(L, k/2− 1) = 0

CU(L, k/2) = pL−1
DU (L,k/2)

L−1
δV (L)+1−p

, . . . , CU(L, k − 3) = pL−1
DU (L,k−3)

L−1
δV (L)+1−p

,

• si ` < −k/2 + 2 :{
CU(L, 0) = 1, CU(L, 1) = · · · = CU(L, k − 3) = 0

DU(L, 0) = L+δV (L)
p

− L, DU(L, 1) = · · · = DU(L, k − 3) = 0.

Ce dernier cas définit en particulier la famille (CU(L, i), DU(L, i))0≤i≤k−3 pour ` < 0 et
k = 4. Pour k ≥ 6, l’hypothèse (H 4.2.2.1) implique que les éléments (CU(L, i))1≤i≤k/2−m−2

satisfont un système qui est modulo p :

(SU (L))



(−1)k/2+m

k/2+m−1
C1 + (−1)k/2+m−1

k/2+m−2
C2 + · · · + (−1)2m+3

2m+2
Ck/2−m−2 = (−1)k/2+m

k/2+m
(−1)k/2+m+1

k/2+m
C1 + (−1)k/2+m

k/2+m−1
C2 + · · · + (−1)2m+4

2m+3
Ck/2−m−2 = (−1)k/2+m+1

k/2+m+1
...

...
...

(−1)k−3

k−4
C1 + (−1)k−4

k−5
C2 + · · · + (−1)k/2+m

k/2+m−1
Ck/2−m−2 = (−1)k−3

k−3
.
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Ce système correspond à une matrice de déterminant inversible modulo p, donc inver-

sible dans O[[ (u−p)p

p
]] et dans SO et les éléments (CU(L, i))1≤i≤k−3 (et donc aussi les

(DU(L, i))1≤i≤k−3) sont bien tous définis.

(ii) On définit la famille (CV (L, i), DV (L, i))0≤i≤k−2 d’éléments de O[[ (u−p)p

p
]] de la façon

suivante.
• Si ` ≥ 0 :  (CV (L, i), DV (L, i))0≤i≤k−2 satisfait (H 4.2.2.1)

CV (L, 0) = 1, CV (L, k/2) = · · · = CV (L, k − 2) = 0
DV (L, k/2) = · · · = DV (L, k − 2) = 0,

• si −k/2 + 2 ≤ ` < 0 (et par conséquent k > 4) :

(CV (L, i), DV (L, i))0≤i≤k−2 satisfait (H 4.2.2.1)
CV (L, 0) = 1, CV (L, k/2 + [`]) = · · · = CV (L, k/2− 1) = 0

CV (L, k/2) = pL−1
DV (L,k/2)

L−1
δV (L)+1−p

, . . . , CV (L, k/2− [`]− 1) = pL−1
DV (L,k/2−[`]−1)

L−1
δV (L)+1−p

CV (L, k/2− [`]) = · · · = CV (L, k − 2) = 0
DV (L, k/2− [`]) = · · · = DV (L, k − 2) = 0,

• si ` < −k/2 + 2 :
(CV (L, i), DV (L, i))0≤i≤k−2 satisfait (H 4.2.2.1)
CV (L, 0) = 1, CV (L, 1) = · · · = CV (L, k/2− 1) = 0

CV (L, k/2) = pL−1
DV (L,k/2)

L−1
δV (L)+1−p

, . . . , CV (L, k − 2) = pL−1
DV (L,k−2)

L−1
δV (L)+1−p

.

La famille (CV (L, i), DV (L, i))0≤i≤k−2 est bien définie dans tous les cas. En effet, pour
k/2 ≥ m + 2, l’hypothèse (H 4.2.2.1) implique que les éléments (CV (L, i))1≤i≤k/2−m−1

satisfont un système qui est modulo p :

(SV (L))



(−1)k/2+m

k/2+m−1
C1 + (−1)k/2+m−1

k/2+m−2
C2 + · · · + (−1)2m+2

2m+1
Ck/2−m−1 = (−1)k/2+m

k/2+m
(−1)k/2+m+1

k/2+m
C1 + (−1)k/2+m

k/2+m−1
C2 + · · · + (−1)2m+3

2m+2
Ck/2−m−1 = (−1)k/2+m+1

k/2+m+1
...

...
...

(−1)k−2

k−3
C1 + (−1)k−3

k−4
C2 + · · · + (−1)k/2+m

k/2+m−1
Ck/2−m−1 = (−1)k−2

k−2
.

Ce système correspond à une matrice de déterminant inversible modulo p, donc inversible

dans O[[ (u−p)p

p
]] et dans SO.

Posons :

a(L) = (−1)
k
2
−1
(
1 +

k

2

(k
2
− 1
)(

L− 2Hk/2−1

))
.(4)

Lorsque valp(a(L)) ∈ {−k
2

+ 2,−k
2

+ 3, ..., 0}, on définit deux autres familles d’éléments

de O[[ (u−p)p

p
]] : (CW (L, i), DW (L, i))0≤i≤k−3 et (CZ(L, i), DZ(L, i))0≤i≤k−2.

(iii) On définit la famille (CW (L, i), DW (L, i))0≤i≤k−3 d’éléments de O[[ (u−p)p

p
]] de la façon

suivante.
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• Si valp(a(L)) = 0 :

(CW (L, i), DW (L, i))0≤i≤k−3 = (CU(L, i), DU(L, i))0≤i≤k−3,

• si valp(a(L)) ∈ {−k/2+3, ...,−1} i.e. ` ∈ {−k/2+3, ...,−1} (et par conséquent k > 6) :

(CW (L, i), DW (L, i))0≤i≤k−3 satisfait (H 4.2.2.1)
CW (L, 0) = 1, CW (L, k/2 + `− 1) = · · · = CW (L, k/2− 1) = 0

CW (L, k/2) = pL−1
DW (L,k/2)

L−1
δZ(L)+1−p

, . . . , CW (L, k/2− `− 1) = pL−1
DW (L,k/2−`−1)

L−1
δZ(L)+1−p

CW (L, k/2− `) = · · · = CW (L, k − 3) = 0
DW (L, k/2− `) = · · · = DW (L, k − 3) = 0

où on remarque que L−1δZ(L) + 1− p ∈ O[[ (u−p)p

p
]]×,

• si valp(a(L)) = −k/2 + 2 i.e. ` = −k/2 + 2 et k > 4 :
(CW (L, i), DW (L, i))0≤i≤k−3 satisfait (H 4.2.2.1)
CW (L, 0) = 1, CW (L, 1) = · · · = CW (L, k/2− 1) = 0

CW (L, k/2) = pL−1
DW (L,k/2)

L−1
δZ(L)+1−p

, . . . , CW (L, k − 3) = pL−1
DW (L,k−3)

L−1
δZ(L)+1−p

.

La famille (CW (L, i), DW (L, i))1≤i≤k−3 est bien définie dans tous les cas. En effet, si k/2 ≥
m+3, l’hypothèse (H 4.2.2.1) implique que les éléments (CW (L, i))1≤i≤k/2−m−2 satisfont un
système qui modulo p est SU(L). On remarque que la famille (CW (L, i), DW (L, i))0≤i≤k−3

diffère de (CU(L, i), DU(L, i))0≤i≤k−3 (lorsque les deux familles sont définies) par le terme
δZ(L) à la place du terme δV (L).

(iv) On définit la famille (CZ(L, i), DZ(L, i))0≤i≤k−2 d’éléments de O[[ (u−p)p

p
]] de la façon

suivante.
• Si valp(L− 3/2) = 0 et k = 4 :

(CZ(L, i), DZ(L, i))0≤i≤2 satisfait (H 4.2.2.1)
CZ(L, 0) = 1, CZ(L, 1) = 0

CZ(L, 2) = pDZ(L,2)

δZ(L)+(1−p)L

où δZ(L) + (1− p)L ∈ O[[ (u−p)p

p
]]× car, par le lemme 4.2.3.6, L + δZ(L) = L− 3/2 modulo( (u−p)p

p

)
,

• si valp(a(L)) = 0 et k > 4 :
(CZ(L, i), DZ(L, i))0≤i≤k−2 satisfait (H 4.2.2.1)
CZ(L, 0) = 1, CZ(L, k/2− 1) = 0

CZ(L, k/2) = pDZ(L,k/2)

δZ(L)+(1−p)L , CZ(L, k/2 + 1) = · · · = CZ(L, k − 2) = 0

DZ(L, k/2 + 1) = · · · = DZ(L, k − 2) = 0

où δZ(L)+(1−p)L ∈ O[[ (u−p)p

p
]]× car, par le lemme 4.2.3.6, L+δZ(L) = L−Hk/2−Hk/2−2 =

(−1)k/2−1 2
k(k/2−1)

a(L) modulo
( (u−p)p

p

)
,
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• si ` ∈ {−k/2 + 3, ...,−1} (et par conséquent k > 6) :

(CZ(L, i), DZ(L, i))0≤i≤k−2 satisfait (H 4.2.2.1)
CZ(L, 0) = 1, CZ(L, k/2 + `− 1) = · · · = CZ(L, k/2− 1) = 0

CZ(L, k/2) = pL−1
DZ(L,k/2)

L−1
δZ(L)+1−p

, . . . , CZ(L, k/2− `) = pL−1
DZ(L,k/2−`)

L−1
δZ(L)+1−p

CZ(L, k/2− `+ 1) = · · · = CZ(L, k − 2) = 0
DZ(L, k/2− `+ 1) = · · · = DZ(L, k − 2) = 0,

• si ` = −k/2 + 2 et k > 4 :
(CZ(L, i), DZ(L, i))0≤i≤k−2 satisfait (H 4.2.2.1)
CZ(L, 0) = 1, CZ(L, 1) = · · · = CZ(L, k/2− 1) = 0

CZ(L, k/2) = pL−1
DZ(L,k/2)

L−1
δZ(L)+1−p

, . . . , CZ(L, k − 2) = pL−1
DZ(L,k−2)

L−1
δZ(L)+1−p

.

L’hypothèse (H 4.2.2.1) implique que les éléments (CZ(L, i))1≤i≤k/2−m−2 satisfont un système
qui est modulo p :

(SZ(L))



(−1)k/2+m+1

k/2+m
C1 + (−1)k/2+m

k/2+m−1
C2 + · · · + (−1)2m+4

2m+3
Ck/2−m−2 = (−1)k/2+m+1

k/2+m+1
(−1)k/2+m+2

k/2+m+1
C1 + (−1)k/2+m+1

k/2+m
C2 + · · · + (−1)2m+5

2m+4
Ck/2−m−2 = (−1)k/2+m+2

k/2+m+2
...

...
...

(−1)k−2

k−3
C1 + (−1)k−3

k−4
C2 + · · · + (−1)k/2+m+1

k/2+m
Ck/2−m−2 = (−1)k−2

k−2
.

Ce système correspond à une matrice de déterminant inversible modulo p, donc inver-

sible dans O[[ (u−p)p

p
]] et dans SO et les éléments (CZ(L, i))1≤i≤k−2 (et donc aussi les

(DZ(L, i))1≤i≤k−2) sont bien tous définis.

Remarque 4.2.2.2. Nous nous servirons des familles (CW (L, i), DW (L, i))0≤i≤k−3 et
(CZ(L, i), DZ(L, i))0≤i≤k−2 seulement lorsque valp(a(L)) ∈ {−k/2 + 2, ..., 0}. Cela corres-
pondra aux cas où la représentation V (µ, L) est réductible modulo p (cf. th.4.2.4.7).

Les quatre familles (CU(L, i), DU(L, i))1≤i≤k−3, (CV (L, i), DV (L, i))1≤i≤k−2, (CW (L, i),
DW (L, i))1≤i≤k−3 et (CZ(L, i), DZ(L, i))1≤i≤k−2 introduites ci-dessus permettent de définir
des vecteurs dans D(µ, L) (voir propositions 4.2.4.2 à 4.2.4.6). Pour étudier leurs images
par le Frobenius sur D(µ, L), il est utile de définir quatre couples (cU(L), dU(L)), (cV (L), dV (L)),
(cW (L), dW (L)) et (cZ(L), dZ(L)) d’éléments de O[[up

p
]] ⊂ SO :

cU(L) =
∑k−3

i=0

(
up−p

p

)i
ϕ(CU(L, i)) dU(L) =

∑k−3
i=0

(
up−p

p

)i
ϕ(DU(L, i))

cV (L) =
∑k−2

i=0

(
up−p

p

)i
ϕ(CV (L, i)) dV (L) =

∑k−2
i=0

(
up−p

p

)i
ϕ(DV (L, i))

cW (L) =
∑k−3

i=0

(
up−p

p

)i
ϕ(CW (L, i)) dW (L) =

∑k−3
i=0

(
up−p

p

)i
ϕ(DW (L, i))

cZ(L) =
∑k−2

i=0

(
up−p

p

)i
ϕ(CZ(L, i)) dZ(L) =

∑k−2
i=0

(
up−p

p

)i
ϕ(DZ(L, i))

où ϕ est l’opérateur de Frobenius sur SO (cf. §3.2.1).

4.2.3. On conserve les notations du §4.2.2. Nous donnons maintenant quelques lemmes
et corollaires combinatoires élémentaires qui explicitent certains des éléments introduits
dans le paragraphe précédent. Ces résultats nous serviront dans le paragraphe suivant.
Par convention 0! = 1 et

(
i
j

)
= 0 si i < j. Dans les lemmes qui suivent, on détermine
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les images dans SO/pSO d’éléments de O[[ (u−p)p

p
]] ⊂ SO. Le premier lemme est évident à

partir des définitions du §4.2.2 (nous omettons sa preuve).

Lemme 4.2.3.1. Supposons ` = valp(L) < −k/2 + 2.

(i) On a δV (L) =
∑k−2

i=1
(−1)i+1

i

(
(u−p)p

p
− 1
)i

.

(ii) On a modulo p :{
CV (L, 0) = 1, CV (L, i) = 0, 1 ≤ i ≤ k − 2

DV (L, 0) = 0, DV (L, i) = (−1)i+1

i
, 1 ≤ i ≤ k − 2.

(iii) On a modulo p : cV (L) = 1 et dV (L) =
∑k−2

i=1
(−1)i+1

i

(
up−p

p

)i
.

Les lemmes et corollaires qui suivent sont tous dans le cas ` = valp(L) ≥ −k/2 + 2.

Lemme 4.2.3.2. Supposons ` ≥ −k/2 + 2. On a les égalités modulo p :

(i) CU(L, i) =
(

k/2+m−1
2m+1

)−1( k−3−i
k/2−m−2

)(
k/2−m−2

i

)
CU(L, k/2−m− 2) où i ∈ {0, ..., k − 3} et

CU(L, k/2−m− 2) = (k/2+m−1)!2

(k−3)!(2m+1)!
,

(ii) CV (L, i) =
(

k/2+m−1
2m

)−1( k−2−i
k/2−m−1

)(
k/2−m−1

i

)
CV (L, k/2−m− 1) où i ∈ {0, ..., k − 2} et

CV (L, k/2−m− 1) = (k/2+m−1)!2

(k−2)!(2m)!
.

Supposons de plus valp(a(L)) ∈ {−k/2 + 2, ..., 0} (cf. §4.2.2). On a les égalités modulo
p :
(iii) CW (L, i) = CU(L, i) où i ∈ {0, ..., k − 3},
(iv) CZ(L, i) =

(
k/2+m
2m+2

)−1( k−2−i
k/2−m−2

)(
k/2−m−2

i

)
CZ(L, k/2−m− 2) où i ∈ {0, ..., k − 2} et

CZ(L, k/2−m− 2) = (k/2+m)!2

(k−2)!(2m+2)!
.

Démonstration. On fait la preuve pour (CU(L, i))0≤i≤k−3. Les autres cas se traitent de
façon analogue. On pose n = k/2 − m − 2 pour alléger les notations. Par définition,
modulo p, CU(L, i) = 0 pour n+ 1 ≤ i ≤ k − 3 et (CU(L, i))1≤i≤n est solution du système
(SU(L)) :

∀ 1 ≤ i ≤ n,
∑

1≤j≤n

(−1)n+2m+i−j

n+ 2m+ i− j + 1
Cj =

(−1)n+2m+i+1

n+ 2m+ i+ 1
.

Considérons le produit scalaire (P,Q) =
∫ 0

−1
x2m+1P (x)Q(x)dx défini sur l’espace des

polynômes en une variable x. On a (xi−1, xn−j) = (−1)n+2m+i−j

n+2m+i−j+1
. Donc le système précédent

s’écrit :

∀ 1 ≤ i ≤ n, (xi−1, xn + C1x
n−1 + · · ·+ Cn) = 0.

Autrement dit Pn = xn+C1x
n−1+· · ·+Cn est l’unique polynôme unitaire (i.e. de coefficient

dominant égal à 1) de degré n orthogonal aux polynômes 1, x, . . . , xn−1. Rappelons que
par intégration par parties, on sait former une suite de vecteurs Qr de degré r orthogonaux
aux polynômes de degré < r pour tous les produits scalaires de la forme :∫ b

a

(x− a)α(x− b)βP (x)Q(x)dx



38

où a, b ∈ R, a < b et α, β sont des entiers positifs. Cette suite est :

Qr =
1

(x− a)α(x− b)β

dr

dxr
(x− a)r+α(x− b)r+β.

Donc Pn est le polynôme unitaire associé à :

Qn =
1

x2m+1

dn

dxn
xn+2m+1(1 + x)n =

∑
0≤i≤n

(
n

i

)
(2n+ 2m+ 1− i) · · · (n+ 2m+ 2− i)xn−i

ce qui entrâıne Ci =
(

n
i

) (2n+2m+1−i)!(n+2m+1)!
(n+2m+1−i)!(2n+2m+1)!

. On en déduit pour tout entier i tel que

0 ≤ i ≤ k − 3 les égalités modulo p :

CU(L, i) =

(
k/2 +m− 1

2m+ 1

)−1(
k − 3− i

k/2−m− 2

)(
k/2−m− 2

i

)
CU(L, k/2−m− 2)

avec CU(L, k/2−m− 2) = (k/2+m−1)!2

(k−3)!(2m+1)!
. �

Par définition de δV (L) et δZ(L) et comme (u−p)p

p
= up

p
modulo p, on obtient :

Corollaire 4.2.3.3. Supposons ` ≥ −k/2 + 2. On a modulo p : δV (L) = dV (L)/cV (L).
Supposons de plus valp(a(L)) ∈ {−k/2 + 2, . . . , 0}, on a modulo p : δZ(L) = dZ(L)/cZ(L).

Du lemme 4.2.3.2 et de la formule combinatoire
∑n

j=0(−1)j
(

q−j
q−r

)(
n
j

)
=
(

q−n
q−r−n

)
, on

déduit aisément :

Corollaire 4.2.3.4. Supposons ` ≥ −k/2 + 2. On a les égalités modulo
(
p, (u−p)p

p

)
:

(i) cU(L) =
(

k/2+m−1
2m+1

)−1
CU(L, k/2−m− 2),

(ii) cV (L) =
(

k/2+m−1
2m

)−1
CV (L, k/2−m− 1).

Supposons de plus valp(a(L)) ∈ {−k/2 + 2, . . . , 0}, on a les égalités modulo
(
p, (u−p)p

p

)
:

(iii) cW (L) = cU(L),

(iv) cZ(L) =
(

k/2+m
2m+2

)−1
CZ(L, k/2−m− 2).

Rappelons le développement en série entière de (1 + x)n ln(1 + x) valable pour n entier
positif ou nul :

(1 + x)n ln(1 + x) =
n∑

i=0

(
n

i

)
(Hn −Hn−i)x

i +
∑

i≥n+1

(−1)i−n−1n!(i− n− 1)!

i!
xi.(5)

Lemme 4.2.3.5. Supposons ` ≥ −k/2 + 2. On a les égalités modulo p :

(i) DU(L, k/2 +m− 1) = 1
k/2+m−1

(
k/2+m−1

2m+1

)−1(k/2+m−2
2m

)−1
CU(L, k/2−m− 2),

(ii) DU(L, k/2− 1) = (−1)m

k/2−1

(
k/2+m−1

2m+1

)−1
CU(L, k/2−m− 2),

(iii) si ` < 0, DV (L, k/2− [`]− 1) = 1
k/2−[`]

(
k/2−[`]−1
−2[`]

)−2
CV (L, k/2 + [`]− 1),

(iv) si ` ≥ 0, DV (L, k/2− 1) = 2Hk/2−1CV (L, k/2− 1).
Supposons de plus valp(a(L)) ∈ {−k/2 + 2, ..., 0} (et rappelons que m ∈ {0, ..., k/2− 2}),
on a les égalités modulo p :
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(v) DZ(L, k/2 +m) = −1
k/2+m

(
k/2+m
2m+2

)−1(k/2+m−1
2m+1

)−1
CZ(L, k/2−m− 2),

(vi) DZ(L, k/2− 1) = (−1)m

k/2−1

(
k/2+m
2m+2

)−1(k/2−1
m+1

)(
k/2−2

m

)−1
CZ(L, k/2−m− 2).

Démonstration. (i) D’après le lemme 4.2.3.2, on a modulo p :

(k/2+m−1
2m+1 )DU (L,k/2+m−1)

CU (L,k/2−m−2)
=
∑k/2−m−2

i=0

(−1)k/2+m−i

k/2+m−1−i ( k−3−i
k/2−m−2)(

k/2−m−2
i ).

Posons n = k/2−m− 2 et :

f(y) = −
n∑

i=0

(−1)n+2m+1−i

n+ 2m+ 1− i

(
n

i

) k−3−i∑
j=0

(
k − 3− i

j

)
yj.

Ainsi,
(

k/2+m−1
2m+1

)DU (L,k/2+m−1)

CU (L,k/2−m−2)
est modulo p le coefficient de yn dans f(y). Par ailleurs :

f(y) =

∫ 0

−1

n∑
i=0

xn+2m−i

(
n

i

)
(1 + y)k−3−idx = (1 + y)k−3

∫ 0

−1

x2m
( 1

1 + y
+ x
)n

dx.

Pour des entiers r, s positifs ou nuls posons Ir,s(y) =
∫ 0

−1
xr( 1

1+y
+ x)sdx. Par intégration

par parties, on obtient :

Ir,s(y) =
−1

s+ 1

( −y
1 + y

)s+1

− r

s+ 1
Ir−1,s+1(y) si r > 0,

I0,s(y) =
1

s+ 1

(( 1

1 + y

)s+1

−
( −y

1 + y

)s+1
)
.

On en déduit facilement que le terme de degré n de f(y) est (2m)!n!
(n+2m+1)!

, d’où modulo p :

DU(L, k/2+m−1) =
1

k/2 +m− 1

(
k/2 +m− 1

2m+ 1

)−1(
k/2 +m− 2

2m

)−1

CU(L, k/2−m−2).

Les formules (ii), (iii), (v) et (vi) s’obtiennent de façon analogue. Pour démontrer (iv),
posons n = k/2− 1. D’après le lemme 4.2.3.2, on a modulo p :

DV (L, k/2− 1) = −
∑

0≤i<n

(−1)n−i

n− i

(
2n− i
n

)(
n

i

)
CV (L, k/2− 1).

Posons :

g(x) = −
∫ x

0

1

t

(
1

(1 + t)n+1
− 1

)
dt = −

∑
i≥1

(−1)i

(
n+ i

i

)
xi

i
.

Modulo p, DV (L,k/2−1)

CV (L,k/2−1)
est le coefficient de degré n du développement en série entière de

(1 + x)ng(x). Or −1
t

(
1

(1+t)n+1 − 1
)

=
∑

0≤i≤n(1 + t)i−n−1, donc :

(1 + x)ng(x) = (1 + x)n ln(1 + x)−
∑

0≤i<n

(1 + x)i − (1 + x)n

n− i
.

D’après le développement en série entière (5), le terme de degré n de (1 + x)ng(x) est
2Hn. Par conséquent, modulo p : DV (L, k/2− 1) = 2Hk/2−1CV (L, k/2− 1). �
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Lemme 4.2.3.6. On a les égalités modulo
( (u−p)p

p

)
:

(i) si ` ≥ −k/2 + 2, δV (L) = −Hk/2+m−1 −Hk/2−m−1,
(ii) si de plus valp(a(L)) ∈ {−k/2 + 2, ..., 0}, δZ(L) = −Hk/2+m −Hk/2−m−2.

Démonstration. Par définition de δV (L), on a l’égalité modulo
( (u−p)p

p

)
:

δV (L) =

k/2+m−1∑
i=1

(−1)i

min(i−1,k/2−m−1)∑
j=0

(−1)i−j+1

i− j

(
k − 2− j

k/2−m− 1

)(
k/2−m− 1

j

)
.

Posons n = k/2−m− 1, modulo
( (u−p)p

p

)
on a :

δV (L)=
∑n

j=0
(−1)j−1(2n+2m−j

n )(n
j)
∑n+2m

i=j+1
1

i−j
=
∑n

j=0
(−1)j−1(2n+2m−j

n )(n
j)
(

Hn−j+
∑2m−1

i=0
1

n−j+1+i

)
.

On en déduit δV (L) = Tn + Sn modulo
(

(u−p)p

p

)
où :

Sn =
∑2m−1

i=0

∑n

j=0

(−1)j−1

n−j+1+i(
n
j)(

2n+2m−j
n )=

∑2m−1

i=0
(−1)n+1 n!i!

(n+i+1)!(
n+2m−i−1

n )

Tn =
∑n

j=0
(−1)j−1(n

j)(
2n+2m−j

n )Hn−j .

Pour calculer Tn, posons g(x) =
∑

i≥n+1(−1)i−n−1 n!(i−n−1)!
i!

xi. On a (cf. formule 5) :

(1 + x)n ln(1 + x) =
n∑

i=0

(
n

i

)
(Hn−Hn−i)x

i + g(x) = (1 + x)nHn−
n∑

i=0

(
n

i

)
Hn−ix

i + g(x)

d’où ln(1−x)
1−x

= Hn

1−x
+ g(−x)

(1−x)n+1 − 1
(1−x)n+1

∑n
i=0(−1)i

(
n
i

)
Hn−ix

i en divisant par (1 + x)n+1 et

en remplaçant x par −x. Par ailleurs, un calcul donne :

− 1

(1− x)n+1

n∑
i=0

(−1)i

(
n

i

)
Hn−ix

i =
∑
i≥0

xi

min(n,i)∑
j=0

(−1)j−1

(
n

j

)(
n+ i− j

n

)
Hn−j.

On en déduit que Tn est le coefficient de degré n + 2m dans le développement en série

entière de ln(1−x)
1−x

− Hn

1−x
− g(−x)

(1−x)n+1 . Or ln(1−x)
1−x

= −
∑

i≥1Hix
i, − Hn

1−x
= −Hn

∑
i≥0 x

i et
−g(−x)

(1−x)n+1 = (−1)n
∑

i≥n+1 x
i
∑i−n−1

j=0
n!j!

(n+j+1)!

(
i−j−1

n

)
, d’où :

Tn = −Hn+2m −Hn + (−1)n

2m−1∑
i=0

n!i!

(n+ i+ 1)!

(
n+ 2m− i− 1

n

)
,

ce qui entrâıne (i). La démonstration de (ii) est analogue. �

Corollaire 4.2.3.7. Supposons ` ≥ −k/2 + 2. On a l’égalité modulo
(
p, (u−p)p

p

)
:

(i) dU(L)− cU(L)δV (L) = 1
k/2−m−1

(
k−3

k/2−m−2

)−1
.

Supposons de plus valp(a(L)) ∈ {−k/2 + 2, ..., 0}, on a l’égalité modulo
(
p, (u−p)p

p

)
:

(ii) dW (L)− cW (L)δZ(L) = 1
k/2+m

(
k−3

k/2−m−2

)−1
.
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Démonstration. Toutes les égalités de cette démonstration sont écrites modulo
(
p, (u−p)p

p

)
.

Par définition et d’après le lemme 4.2.3.2 et le corollaire 4.2.3.4 :

dU(L)

cU(L)
=

k/2+m−1∑
i=1

(−1)i

min(i−1,k/2−m−2)∑
j=0

(−1)i−j+1

i− j

(
k − 3− j

k/2−m− 2

)(
k/2−m− 2

j

)
.

On montre comme dans la preuve du lemme 4.2.3.6 que dU (L)

cU (L)
= −Hk/2+m−1 −Hk/2−m−2.

D’après les lemmes 4.2.3.2, 4.2.3.6 et le corollaire 4.2.3.4, on a alors :

dU(L)− cU(L)δV (L) =
1

k/2−m− 1

(
k − 3

k/2−m− 2

)−1

.

Lorsque valp(a(L)) ∈ {−k/2 + 2, ..., 0}, on a dU (L)

cU (L)
= dW (L)

cW (L)
, donc dW (L) − cW (L)δZ(L) =

1
k/2+m

(
k−3

k/2−m−2

)−1
. �

4.2.4. On conserve les notations du §4.2.2 et du §4.2.3 et on utilise les éléments introduits
au §4.2.2. Soit V une représentation semi-stable non cristalline de Gp de dimension 2 sur
E à poids de Hodge-Tate (0, k − 1) (k pair, 3 < k < p). On a vu que V provient par
le foncteur (1) (cf. §3.1.1) d’un des modules filtrés D(µ, L) du (iv) de l’exemple 3.1.2.2
avec µ ∈ O× et L ∈ E. On note V (µ, L) = Vst,k(D(µ, L)) et D(µ, L) = SO[1

p
] ⊗E D(µ, L)

muni des structures (Filk−1D(µ, L), ϕ,N) définies au §3.2.3, i.e. ϕ = ϕ ⊗ ϕ, N = N ⊗
Id+ Id⊗N et Filk−1D(µ, L) est défini par récurrence à partir de Fil0D(µ, L) = D(µ, L)
et Fili+1D(µ, L) = {x ∈ D(µ, L) | N(x) ∈ FiliD(µ, L) et fp(x) ∈ Fili+1D(µ, L)} où

fp : D(µ, L) = SO ⊗E D(µ, L)→ D(µ, L),
∑∞

j=0 rj
uj

j!
⊗ x 7→

∑∞
j=0 rj

pj

j!
x. Tout élément de

Filk−1D(µ, L) peut s’écrire y + z où y =
∑k−2

i=0
(u−p)i

pi yi ∈ Filk−1D(µ, L) avec yi ∈ D(µ, L)

et z ∈ Filk−1SO⊗D(µ, L) ⊂ Filk−1D(µ, L). La proposition suivante décrit les y possibles :

Proposition 4.2.4.1. Soit y =
∑k−2

i=0
(u−p)i

pi yi ∈ D(µ, L) avec y0, ..., yk−2 ∈ D(µ, L) et

soit i0 le plus petit entier tel que yi0 6= 0. Alors y ∈ Filk−1D(µ, L) si et seulement s’il
existe C0 ∈ E× et (C1, ..., Ck−i0−2) ∈ Ek−i0−2 tels que :

yi0 = C0(e1 + Le2),

yi = Ci−i0(e1 + Le2) +

i−i0−1∑
j=0

(−1)i−i0−j+1

i− i0 − j
Cje2 , i0 + 1 ≤ i ≤ k − 2

où (e1, e2) sont les vecteurs de base de D(µ, L) définis au (iv) de l’exemple 3.1.2.2.

Démonstration. Analogue à [Br2],prop.6.1.2.1. �

Les cinq propositions qui suivent donnent certains des O-modules fortement divisibles
que contiennent les D(µ, L). Nous ne donnons des preuves complètes que pour deux des
huit cas à traiter (prop.4.2.4.2 (i) et prop.4.2.4.5), les autres se montrant de manière

analogue. Rappelons que a(L) = (−1)
k
2
−1
(
1 + k

2

(
k
2
− 1
)(

L− 2Hk/2−1

))
(cf. formule (4)).

Proposition 4.2.4.2. Supposons valp(a(L)) = 0.

(i) Si valp(L−2Hk/2−1) < 1, alors MV (µ, L) = SO

(
e1 + L+δV (L)

p
e2
)
⊕SO(L−2Hk/2−1)

e2

p
⊂
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D(µ, L) est stable par ϕ et N . Muni de Filk−1MV (µ, L) = MV (µ, L)∩Filk−1D(µ, L), c’est
un O-module fortement divisible et :

Tst,k(MV (µ, L))⊗O F '

(
ω

k
2λ
(
a(L)

−1
µ−1
)

∗
0 ω

k
2
−1λ
(
a(L)µ−1

))
avec ∗ non nul et peu ramifié,

(ii) si valp(L− 2Hk/2−1) ≥ 1, alors a(L) = (−1)
k
2
−1 et MV (µ, L) = SO

(
e1 + L+δV (L)

p
e2
)
⊕

SOe2 ⊂ D(µ, L) est stable par ϕ et N . Muni de Filk−1MV (µ, L) = MV (µ, L)∩Filk−1D(µ, L),
c’est un O-module fortement divisible et :

Tst,k(MV (µ, L))⊗O F '

(
ω

k
2 ∗

0 ω
k
2
−1

)
⊗ λ
(
(−1)

k
2
−1µ−1

)
avec ∗ très ramifié,

(iii) pour tout L tel que valp(a(L)) = 0, MZ(µ, L) = SO

(
e1 + L+δZ(L)

p
e2
)
⊕ SOe2 est stable

par ϕ et N . Muni de Filk−1MZ(µ, L) = MZ(µ, L) ∩ Filk−1D(µ, L), c’est un O-module
fortement divisible et :

Tst,k(MZ(µ, L))⊗O F '

(
ω

k
2
−1λ
(
a(L)µ−1

)
∗

0 ω
k
2λ
(
a(L)

−1
µ−1
))

avec ∗ non nul.

Démonstration. On pose MV = MV (µ, L), MZ = MZ(µ, L) et β = valp(L− 2Hk/2−1).
(i) Considérons les deux éléments (U, V ) de D(µ, L) suivants :{

U = (u− p)(L− 2Hk/2−1)p
k/2−2

∑k−3
i=0

(u−p)i

pi

(
CU(L, i)(e1 + Le2) +DU(L, i)e2

)
V = pk/2−1

∑k−2
i=0

(u−p)i

pi

(
CV (L, i)(e1 + Le2) +DV (L, i)e2

)
.

On vérifie par un changement de base (de la base (e1 + Le2, e2) à la base du réseau dans
l’énoncé) et en utilisant la proposition 4.2.4.1 que U, V ∈MV∩Filk−1D(µ, L) = Filk−1MV .
De plus, un calcul donne modulo (pk, F ilpSO) : ϕ(U) = −pk−1µ

(
cU (L)(L−2Hk/2−1)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
+(dU (L)−cU (L)δV (L))(L−2Hk/2−1)

e2
p

)
ϕ(V ) = pk−1µ

(
cV (L)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
+

dV (L)−cV (L)δV (L)

p
e2

)
.

Par le lemme 4.2.3.2 et les corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, cV (L) et dU(L) − cU(L)δV (L)
sont inversibles dans SO, ce qui entrâıne que (ϕ(U), ϕ(V )) engendrent pk−1MV . Montrons
ϕ(Filk−1MV ) ⊂ pk−1MV . On déduit de la proposition 4.2.4.1 et du lemme 4.2.3.6 que tout
élément de Filk−1MV s’écrit y+z, z ∈ Filk−1SOMV et y = (u−p)i0y′ avec 0 ≤ i0 ≤ k−2
et :

y′ =
n∑

i=0

(u− p)i

pi

(
Ci

(
e1 +

L + δV (L)

p
e2

)
+
(
pDi +

(
pL− (L− 2Hk/2−1)

)
Ci

)e2
p

)
où n = k− 2− i0, (Ci, Di)0≤i≤n satisfont l’hypothèse (H 4.2.2.1) (cf. §4.2.2), C0 ∈ O\{0},
Ci ∈ piO (1 ≤ i ≤ n) et Di + LCi ∈ pi+β−1O (1 ≤ i ≤ n). Il suffit de voir que ϕ(y′) ∈
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pn+1MV c’est-à-dire :

pk/2

n∑
i=0

(up − p
p

)i
(
ϕ(Ci)

(
e1 +

L + δV (L)

p
e2

)
+
(
ϕ(Di)− δV (L)ϕ(Ci)

)e2
p

)
∈ pn+1MV .

• Si n ≤ k
2
− 2, il est clair que ϕ(y′) ∈ pn+1MV .

• Si k
2
−1 ≤ n ≤ k−4, Ci ∈ piO et valp(L) ≥ 0 impliquentDi ∈ pi−1O pour 0 ≤ i ≤ n. Donc

Ci ∈ pn−k/2+2O pour n−k/2+2 ≤ i ≤ n et Di ∈ pn−k/2+2O pour n−k/2+3 ≤ i ≤ n. Les
éléments (Ci)0≤i≤n−k/2+1 sont donc solution du système inversible suivant, dit de Cauchy :

(−1)n−k/2+4

n−k/2+3
C0+ · · · + (−1)3

2
Cn−k/2+1 ∈ pn−k/2+2O

· · · · · · · · ·
(−1)n+1

n
C0+ · · · + (−1)k/2

k/2−1
Cn−k/2+1 ∈ pn−k/2+2O

d’où Ci ∈ pn−k/2+2O, 0 ≤ i ≤ n. D’après la condition (H 4.2.2.1), on a aussiDi ∈ pn−k/2+2O

pour 0 ≤ i ≤ n. Donc, pour k/2−1 ≤ n ≤ k−4, ϕ(y′) ∈ pn+1(SOpe1⊕SOe2) ⊂ pn+1MV .
• Si n = k − 3, Ci ∈ pk/2−1O, k/2− 1 ≤ i ≤ k − 3 et Di ∈ pk/2−1O, k/2 ≤ i ≤ k − 3. De
plus Ci ∈ pk/2−2O, k/2−2 ≤ i ≤ k−3 et Di ∈ pk/2−2O, k/2−1 ≤ i ≤ k−3. On en déduit
Di, Ci ∈ pk/2−2O, 0 ≤ i ≤ k−3 et, modulo p,

(
Ci

pk/2−2

)
1≤i≤k/2−2

satisfait les mêmes équations

que
(

C0

pk/2−2CU(L, i)
)
1≤i≤k/2−2

. D’où Dk/2−1 + LCk/2−1 = C0DU(L, k/2− 1) modulo pk/2−1.

D’après le lemme 4.2.3.5,DU(L, k/2−1) est inversible. On en déduit valp(C0) ≥ k/2−2+β,
et ϕ(y′) ∈ pk−2MV .
• Si n = k− 2, Ci ∈ pk/2−1O, k/2− 1 ≤ i ≤ k− 2 et Di ∈ pk/2−1O, k/2 ≤ i ≤ k− 2. On en

déduit Di, Ci ∈ pk/2−1O, 0 ≤ i ≤ k − 2. Donc y′ − C0

pk/2−1V = u−p
p
y′′ avec y′′

p
∈ Filk−3MV

et comme ϕ(V ) ∈ pk−1MV , on est ramené au cas n = k − 3.
Donc MV est un O-module fortement divisible. Par ailleurs, modulo (p, F ilpSO), on vérifie
que : U = u

k
2−1

(
CU (L,k/2−2)(L−2Hk/2−1)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2−(L−2Hk/2−1)

e2
p

)
+uDU (L,k/2−1)(L−2Hk/2−1)

e2
p

)
V = u

k
2−1

(
CV (L,k/2−1)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
+
(

DV (L,k/2−1) p

L−2Hk/2−1

−CV (L,k/2−1)
)
(L−2Hk/2−1)

e2
p

)
.

Et un calcul montre que MV⊗F muni de Filk−1MV⊗F, ϕk−1 etN (cf. §3.2.1, c’est un objet
de Mk−1) provient par extension des scalaires de F à SO ⊗ F (et après un changement

de base convenable) de l’objet suivant de MF f,k−1
tor muni d’une action de F :

(
M =

Ff1 ⊕ Ff2, F il
k
2
−1M = M,Fil

k
2M = Ff1, F il

k
2
+1M = 0, ϕ k

2
−1(f2) = µa(L)f2, ϕ k

2
(f1) =

µ(a(L)
−1
f1+f2)

)
d’où on déduit le résultat sur Tst,k(MV )⊗OF (cf. preuve de la proposition

4.2.1).
(ii) Considérons les deux éléments (U, V ) de MV ∩ Filk−1D(µ, L) suivants :{

U = (u− p)pk/2−1
∑k−3

i=0
(u−p)i

pi

(
CU(L, i)(e1 + Le2) +DU(L, i)e2

)
V = pk/2−1

∑k−2
i=0

(u−p)i

pi

(
CV (L, i)(e1 + Le2) +DV (L, i)e2

)
.

Un calcul donne modulo (pk, F ilpSO) :{
ϕ(U) = −pk−1µ(dU (L)−cU (L)δV (L))e2

ϕ(V ) = pk−1µ

(
cV (L)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
+

dV (L)−cV (L)δV (L)

p
e2

)
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et modulo (p, F ilpSO) :{
U = uk/2DU (L,k/2−1)e2

V = uk/2−1

(
CV (L,k/2−1)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
+
(

DV (L,k/2−1)+(L−
L−2Hk/2−1

p
)CV (L,k/2−1)

)
e2

)
.

En utilisant le lemme 4.2.3.2 et les corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, on voit que (ϕ(U), ϕ(V ))
engendrent pk−1MV . Une preuve analogue à (i) donne aussi ϕ(Filk−1MV ) ⊂ pk−1MV

de sorte que MV est un O-module fortement divisible. De plus, un calcul montre que
MV ⊗ F muni de Filk−1MV ⊗ F, ϕk−1 et N (cf. §3.2.1) provient par extension des sca-
laires de F à SO ⊗ F (et après un changement de base convenable) de l’objet suivant de

MF f,k−1
tor muni d’une action de F et d’un endomorphisme F-linéaire N :

(
M = Ff1 ⊕

Ff2, F il
k
2
−1M = M,Fil

k
2M = Ff1, F il

k
2
+1M = 0, ϕ k

2
−1(f2) = µ(−1)

k
2
−1f2, ϕ k

2
(f1) =

µ(−1)
k
2
−1(f1 + (c + (L − 2Hk/2−1)/p)f2), N(f1) = f2, N(f2) = 0

)
où c est une constante

dans F indépendante de L (que l’on peut calculer explicitement). On en déduit facilement
le résultat sur Tst,k(MV )⊗ F (cf. preuve de la proposition 4.2.1).
(iii) Considérons les deux éléments (W,Z) de MZ ∩ Filk−1D(µ, L) suivants :{

W = (u− p)pk/2−1
∑k−3

i=0
(u−p)i

pi

(
CW (L, i)(e1 + Le2) +DW (L, i)e2

)
Z = pk/2−1

∑k−2
i=0

(u−p)i

pi

(
CZ(L, i)(e1 + Le2) +DZ(L, i)e2

)
.

Un calcul donne modulo (pk, F ilpSO) :{
ϕ(W ) = −pk−1µ(dW (L)−cW (L)δZ(L))e2

ϕ(Z) = pk−1µ

(
cZ(L)

(
e1+

L+δZ (L)

p
e2

)
+

dZ (L)−cZ (L)δZ (L)

p
e2

)
et modulo (p, F ilpSO) :{

W = uk/2−1
(
−(L+δZ(L))CW (L,k/2−1)+uDW (L,k/2−1)

)
e2

Z = uk/2−2

((
−(L+δZ(L))CZ(L,k/2−2)+uDZ(L,k/2−1)

)
e2+u2 DZ (L,k/2)

L+δZ (L)

(
e1+

L+δZ (L)

p
e2

))
.

En utilisant le lemme 4.2.3.2 et les corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, on voit que (ϕ(W ), ϕ(Z))
engendrent pk−1MZ . Une preuve analogue à (i) donne aussi ϕ(Filk−1MZ) ⊂ pk−1MZ

de sorte que MZ est un O-module fortement divisible. De plus, un calcul montre que
MZ ⊗ F muni de Filk−1MZ ⊗ F, ϕk−1 et N est isomorphe à l’objet suivant de Mk−1

muni d’une action de F (en notant SF = SO ⊗ F) :
(
M = SFf1 ⊕ SFf2, Fil

k−1M =

SF

(
u

k
2
−2(u2f1 + f2)

)
+ SFu

k
2
−1f2 + FilpSFM, ϕk−1

(
uk/2−2(u2f1 + f2)

)
= (−1)k/2µa(L)f1,

ϕk−1(u
k/2−1f2) = (−1)k/2−1µa(L)

−1
f2, N(f2) = 0, N(f1) = 2a(L)

−2
f2

)
. On en déduit

facilement le résultat sur Tst,k(MZ)⊗ F. �

Proposition 4.2.4.3. Supposons valp(a(L)) > 0, alors MV (µ, L) = SO

(
e1+

L+δV (L)
p

e2
)
⊕

SO
e2

p
est stable par ϕ et N . Muni de Filk−1MV (µ, L) = MV (µ, L) ∩ Filk−1D(µ, L), c’est

un O-module fortement divisible et :

Tst,k(MV (µ, L))⊗O F '
(
Ind

Gp

Gp2
ω

k
2
−1+p k

2
2

)
⊗ λ
(
µ−1
)
.
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Démonstration. On pose MV = MV (µ, L). Considérons les deux éléments (U, V ) de MV ∩
Filk−1D(µ, L) suivants :{

U = (u− p)pk/2−2
∑k−3

i=0
(u−p)i

pi

(
CU(L, i)(e1 + Le2) +DU(L, i)e2

)
V = pk/2−1

∑k−2
i=0

(u−p)i

pi

(
CV (L, i)(e1 + Le2) +DV (L, i)e2

)
.

Un calcul donne modulo (pk, F ilpSO) : ϕ(U) = −pk−1µ

(
cU (L)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
+(dU (L)−cU (L)δV (L))

e2
p

)
ϕ(V ) = pk−1µ

(
cV (L)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
+(dV (L)−cV (L)δV (L))

e2
p

)
et modulo (p, F ilpSO) : U = uk/2−1

(
CU (L,k/2−2)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
+
(

DU (L,k/2−1)u−(L+δV (L))CU (L,k/2−2)
)

e2
p

)
V = uk/2−1

(
CV (L,k/2−1)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
−CV (L,k/2−1)(L+δV (L))

e2
p

)
.

En utilisant les corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, on voit que (ϕ(U), ϕ(V )) engendrent pk−1MV .
Une preuve analogue à la preuve de proposition 4.2.4.2 (i) donne aussi ϕ(Filk−1MV ) ⊂
pk−1MV de sorte que MV est un O-module fortement divisible. De plus, un calcul montre
que MV ⊗ F muni de Filk−1MV ⊗ F, ϕk−1 et N provient par extension des scalaires de
F à SO ⊗ F (et après un changement de base convenable) de l’objet suivant de MF f,k−1

tor

muni d’une action de F :
(
M = Ff1 ⊕ Ff2, F il

k
2
−1M = M,Fil

k
2M = Ff1, F il

k
2
+1M =

0, ϕ k
2
−1(f2) = −µf1, ϕ k

2
(f1) = µf2

)
. On en déduit le résultat sur Tst,k(MV )⊗ F. �

Proposition 4.2.4.4. Supposons valp(a(L)) < −k/2 + 2 i.e. ` < −k/2 + 2, alors

MV (µ, L) = SO

(
e1 + L+δV (L)

p
e2
)
⊕ SOp

k/2−2Le2 est stable par ϕ et N . Muni de

Filk−1MV (µ, L) = MV (µ, L) ∩ Filk−1D(µ, L), c’est un O-module fortement divisible et :

Tst,k(MV (µ, L))⊗O F '
(
Ind

Gp

Gp2
ωk−1

2

)
⊗ λ
(
µ−1
)
.

Démonstration. On pose MV = MV (µ, L). Considérons les deux éléments (U, V ) de MV ∩
Filk−1D(µ, L) suivants :{

U = (u− p)k−1
(
e1 + L+δV (L)

p
e2

)
V = pk/2−1

∑k−2
i=0

(u−p)i

pi

(
CV (L, i)(e1 + Le2) +DV (L, i)e2

)
.

Un calcul donne modulo (pk, F ilpSO) :{
ϕ(U) = (−p)k−1µpk/2−2Le2

ϕ(V ) = pk−1µ
(
e1 + L+δV (L)

p
e2

)
et modulo (p, F ilpSO) : U = uk−1

(
e1 + L+δV (L)

p
e2

)
V = −pk/2−2Le2 + uk−2p−k/2+2L−1 DV (L,k−2)

1+L−1
δV (L)

(
e1 + L+δV (L)

p
e2

)
.

On voit que (ϕ(U), ϕ(V )) engendrent pk−1MV . On a encore ϕ(Filk−1MV ) ⊂ pk−1MV de
sorte que MV est un O-module fortement divisible. De plus, un calcul montre que MV ⊗F
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muni de Filk−1MV ⊗ F, ϕk−1 et N provient par extension des scalaires de F à SO ⊗ F

(et après un changement de base convenable) de l’objet suivant de MF f,k−1
tor muni d’une

action de F :
(
M = Ff1 ⊕ Ff2, F il

0M = M,Filk−1M = Ff1, F il
kM = 0, ϕ0(f2) =

−µf1, ϕk−1(f1) = µf2

)
. On en déduit le résultat sur Tst,k(MV )⊗ F. �

Proposition 4.2.4.5. Supposons −k/2 + 2 < valp(a(L)) < 0 et valp(a(L)) /∈ Z i.e.

−k/2 + 2 < ` < 0 et ` /∈ Z, alors MV (µ, L) = SO

(
e1 + L+δV (L)

p
e2
)
⊕ SO

(
p−[`]L

e2

p

)
est stable par ϕ et N . Muni de Filk−1MV (µ, L) = MV (µ, L) ∩ Filk−1D(µ, L), c’est un
O-module fortement divisible et :

Tst,k(MV (µ, L))⊗O F '
(
Ind

Gp

Gp2
ω

k
2
−[`]+p( k

2
+[`]−1)

2

)
⊗ λ
(
µ−1
)
.

Démonstration. On pose MV = MV (µ, L) et β = ` − [`]. Considérons les deux éléments
(U, V ) de MV ∩ Filk−1D(µ, L) suivants : U = (u− p)pk/2−2−[`]L

∑k−3
i=0

(u−p)i

pi

(
CU(L, i)(e1 + Le2) +DU(L, i)e2

)
V = pk/2−1

∑k−2
i=0

(u−p)i

pi

(
CV (L, i)(e1 + Le2) +DV (L, i)e2

)
.

Un calcul donne modulo (pk, F ilpSO) : ϕ(U) = −pk−1µ

(
cU (L)p−[`]L

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
+(dU (L)−cU (L)δV (L))p−[`]L e2

p

)
ϕ(V ) = pk−1µ

(
cV (L)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
+p1+[`]L−1 dV (L)−cV (L)δV (L)

p
p−[`]L e2

p

)
et modulo (p, F ilpSO) :

U = uk/2+[`]−1

((
−p−[`]LCU (L,k/2+[`]−2)+u1−[`]DU (L,k/2−1)

)
p−[`]L e2

p
+

u1−2[`] DU (L,k/2−[`]−1)

1+L−1
δV (L)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

))
V = uk/2+[`]−1

((
−(1+L−1

δV (L))CV (L,k/2+[`]−1)+u−[`]DV (L,k/2−1)p1+[`]L−1
)

p−[`]L e2
p

+

u−2[`]DV (L,k/2−1−[`]) p1+[`]L−1

1+δV (L)L−1

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

))
.

Comme ` 6∈ Z, valp(p
−[`]L) > 0 et valp(p

1+[`]L−1) > 0. D’après le lemme 4.2.3.2 et les
corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, cV (L) et dU(L)− cU(L)δV (L) sont inversibles dans SO, ce qui
entrâıne que (ϕ(U), ϕ(V )) engendrent pk−1MV . Montrons ϕ(Filk−1MV ) ⊂ pk−1MV . On
déduit de la proposition 4.2.4.1 et du lemme 4.2.3.6 que tout élément de Filk−1MV s’écrit
y + z, z ∈ Filk−1SOMV et y = (u− p)i0y′ avec 0 ≤ i0 ≤ k − 2 et :

y′ =
n∑

i=0

(u− p)i

pi

(
Ci

(
e1 +

L + δV (L)

p
e2

)
+
(
Di +

(
L− L + δV (L)

p

)
Ci

)e2
p

)
où n = k − 2− i0, (Ci, Di)0≤i≤n satisfont l’hypothèse (H 4.2.2.1), C0 ∈ O \ {0}, Ci ∈ piO

(1 ≤ i ≤ n) et Di +p`−1
(
(p−1)α+L−1(Hk/2+[`]−1 +Hk/2−[`]−1)

)
Ci ∈ pi+β−1O (0 ≤ i ≤ n).

Il suffit de voir que ϕ(y′) ∈ pn+1MV c’est-à-dire :

pk/2

n∑
i=0

(up − p
p

)i
(
ϕ(Ci)

(
e1 +

L + δV (L)

p
e2

)
+
(
ϕ(Di)− δV (L)ϕ(Ci)

)e2
p

)
∈ pn+1MV .
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Des conditions sur les Ci, Di, on obtient :

C0 ∈ p−[`]
O, C1 ∈ p−`+1

O, . . . , C−[`] ∈ p−`+1
O,

C−[`]+1 ∈ p−[`]+1
O, . . . , Cn ∈ pn

O.

Puis par récurrence sur 0 ≤ r ≤ k/2− 1 + [`] pour −2[`] + 2r ≤ n ≤ k − 2 :

C0 ∈ p−[`]+r
O, . . . , Cr ∈ p−[`]+r

O,

Cr+1 ∈ p−`+r+1
O, . . . , C−[`]+r ∈ p−`+r+1

O,

C−[`]+r+1 ∈ p−[`]+r+1
O, . . . , Cn ∈ pn

O.

En effet, supposons le résultat acquis pour r − 1. Alors Ci, Di ∈ p−[`]+r−1O, 0 ≤ i ≤ n.
D’après les hypothèses sur les coefficients Ci, Di, on a alors Ci ∈ p−[`]+rO, r ≤ i ≤ n et
Di ∈ p−[`]+rO, −2[`] + 1 + r ≤ i ≤ n. On en déduit (en écrivant un système de Cau-
chy dont (Ci)0≤i≤r−1 modulo p−[`]+r est la solution) Ci, Di ∈ p−[`]+rO, 0 ≤ i ≤ n. Ainsi
Ci ∈ p−`+r+1O + p−[`]+iO et Ci ∈ p−`+r+1O ∩ piO pour r + 1 ≤ i ≤ n d’où la récurrence.
On en déduit :
• Si 0 ≤ n ≤ −2[`], alors n+ 2 ≤ k/2− [`] et Ci, Di ∈ p−[`]O donc ϕ(y′) ∈ pn+1(SOp(e1 +
L+δV (L)

p
e2)⊕ SOe2) ⊂ pn+1MV .

• Si n = −2[`] + 2r + 1 avec 0 ≤ r ≤ k/2 + [`] − 3, alors n + 2 ≤ −[`] + r + k/2 et

Ci, Di ∈ p−[`]+rO donc ϕ(y′) ∈ pn+1(SOp(e1 + L+δV (L)
p

e2)⊕ SOe2) ⊂ pn+1MV .

• Si n = −2[`]+2r avec 1 ≤ r ≤ k/2+[`]−2 alors n+2 ≤ −[`]+k/2+r et Ci, Di ∈ p−[`]+rO

donc ϕ(y) ∈ pn+1(SOp(e1 + L+δV (L)
p

e2)⊕ SOe2) ⊂ pn+1MV .

• Si n = −2[`] + 2r + 1 = k − 3 avec r = k/2 + [`] − 2, alors Ci, Di ∈ pk/2−2O. De plus
Ci ∈ pk/2−1O, k/2 − 1 + [`] ≤ i ≤ k − 3 et Di ∈ pk/2−1O, k/2 − [`] ≤ i ≤ k − 3. Donc
( Ci

pk/2−2 )1≤i≤k/2−2+[`] satisfait les mêmes équations modulo p que
(

C0

pk/2−2CU(L, i)
)
1≤i≤k/2−2+[`]

d’où Dk/2−1 = C0DU(L, k/2 − 1) et Ck/2−1 = 0 modulo pk/2−1. D’après le lemme 4.2.3.5

on en déduit C0 ∈ pk/2−2+βO et ϕ(y′) ∈ pk−1MV .
• Si n = −2[`]+2r = k−2 avec r = k/2+ [`]−1, alors Ci, Di ∈ pk/2−1O et y′− C0

pk/2−1V =
u−p

p
y′′ avec y′′/p ∈ Filk−3M. Donc ϕ(y′) ∈ pk−1MV .

Donc MV est un O-module fortement divisible. Un calcul montre que MV ⊗ F muni de
Filk−1MV ⊗F, ϕk−1 et N provient par extension des scalaires de F à SO⊗F (et après un

changement de base convenable) de l’objet suivant de MF f,k−1
tor muni d’une action de F :(

M = Ff1 ⊕ Ff2, F il
k
2
+[`]−1M = M,Fil

k
2
−[`]M = Ff1, F il

k
2
−[`]+1M = 0, ϕ k

2
+[`]−1(f2) =

−µf1, ϕ k
2
−[`](f1) = µf2

)
. On en déduit le résultat sur Tst,k(MV )⊗ F. �

Proposition 4.2.4.6. Supposons valp(a(L)) ∈ {−k/2 + 2, ...,−1} i.e. ` ∈ {−k/2 +

2, ...,−1} et soit b(L) = (−1)k/2−`−1(k/2− `)
(

k/2−`−1
−2`+1

)
α ∈ O× (rappellons que L = αp`).

(i) MV (µ, L) = SO

(
e1 + L+δV (L)

p
e2
)
⊕ SO

e2

p
est stable par ϕ et N . Muni de

Filk−1MV (µ, L) = MV (µ, L) ∩ Filk−1D(µ, L), c’est un O-module fortement divisible et :

Tst,k(MV (µ, L))⊗O F '

(
ω

k
2
−`λ
(
b(L)

−1
µ−1
)

∗
0 ω

k
2
+`−1λ

(
b(L)µ−1

))
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avec ∗ non nul,

(ii) MZ(µ, L) = SO

(
e1 + L+δZ(L)

p
e2
)
⊕ SOe2 est stable par ϕ et N . Muni de

Filk−1MZ(µ, L) = MZ(µ, L) ∩ Filk−1D(µ, L), c’est un O-module fortement divisible et :

Tst,k(MZ(µ, L))⊗O F '

(
ω

k
2
+`−1λ

(
b(L)µ−1

)
∗

0 ω
k
2
−`λ
(
b(L)

−1
µ−1
))

avec ∗ non nul.

Démonstration. On pose MV = MV (µ, L) et MZ = MZ(µ, L).
(i) Considérons les deux éléments (U, V ) de MV ∩ Filk−1D(µ, L) suivants : U = (u− p)pk/2−2

∑k−3
i=0

(u−p)i

pi

(
CU(L, i)(e1 + Le2) +DU(L, i)e2

)
V = pk/2−1

∑k−2
i=0

(u−p)i

pi

(
CV (L, i)(e1 + Le2) +DV (L, i)e2

)
.

Un calcul donne modulo (pk, F ilpSO) :{
ϕ(U)=−pk−1µ

(
cU (L)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
+(dU (L)−cU (L)δV (L))

e2
p

)
ϕ(V )=pk−1µcV (L)

(
e1+

L+δV (L)

p
e2

)
et modulo (p, F ilpSO) :{

U = uk/2+`−1
(
−αCU (L,k/2+`−2)+u1−`DU (L,k/2−1)

)
e2
p

+uk/2−`α−1DU (L,k/2−`−1)
(

e1+
L+δV (L)

p
e2

)
V = −uk/2+`−1αCV (L,k/2+`−1)

e2
p
.

En utilisant le lemme 4.2.3.2 et les corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, on voit que (ϕ(U), ϕ(V ))
engendrent pk−1MV . Une preuve analogue à la preuve de la proposition 4.2.4.5 donne
aussi ϕ(Filk−1MV ) ⊂ pk−1MV de sorte que MV est un O-module fortement divisible. De
plus, un calcul montre que MV ⊗ F muni de Filk−1MV ⊗ F, ϕk−1 et N provient par
extension des scalaires de F à SO ⊗ F (et après un changement de base convenable) de

l’objet suivant de MF f,k−1
tor muni d’une action de F :(

M = Ff1 ⊕ Ff2, F il
k
2
+`−1M = M,Fil

k
2
−`M = Ff1, F il

k
2
−`+1M = 0, ϕ k

2
+`−1(f2) =

µb(L)f2, ϕ k
2
−`(f1) = µ(b(L)

−1
f1 + f2

)
. On en déduit le résultat sur Tst,k(MV )⊗ F.

(ii) Considérons les deux éléments (W,Z) de MZ ∩ Filk−1D(µ, L) suivants : W = (u− p)pk/2−1
∑k−3

i=0
(u−p)i

pi

(
CW (L, i)(e1 + Le2) +DW (L, i)e2

)
Z = pk/2−1

∑k−2
i=0

(u−p)i

pi

(
CZ(L, i)(e1 + Le2) +DZ(L, i)e2

)
.

Un calcul donne modulo (pk, F ilpSO) :{
ϕ(W )=−pk−1µ(dW (L)−cW (L)δZ(L))e2

ϕ(Z)=pk−1µ

(
cZ(L)

(
e1+

L+δZ (L)

p
e2

)
+

dZ (L)−cZ (L)δZ (L)

p
e2

)
et modulo (p, F ilpSO) :{

W = uk/2+`−1
(
−αCW (L,k/2−2+`)+u1−`DW (L,k/2−1)

)
e2

Z = uk/2+`−2
(
−αCZ(L,k/2−2+`)+u1−`DZ(L,k/2−1)

)
e2+uk/2−`α−1DZ(L,k/2−`)

(
e1+

L+δZ (L)

p
e2

)
.

En utilisant le lemme 4.2.3.2 et les corollaires 4.2.3.4 et 4.2.3.7, on voit que (ϕ(W ), ϕ(Z))
engendrent pk−1MZ . Une preuve analogue à la preuve de la proposition 4.2.4.5 donne aussi
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ϕ(Filk−1MZ) ⊂ pk−1MZ de sorte que MZ est un O-module fortement divisible. De plus,
un calcul montre que MZ ⊗F muni de Filk−1MZ ⊗F, ϕk−1 et N est isomorphe à l’objet
suivant de Mk−1 muni d’une action de F (en notant SF = SO ⊗ F) :

(
M = SFf1 ⊕ SFf2,

Filk−1M = SF

(
u

k
2
+`−2(u−2`+2f1+f2)

)
+SFu

k
2
+`−1f2+Fil

pSFM, ϕk−1

(
uk/2+`−2(u−2`+2f1+

f2)
)

= (−1)k/2+`µb(L)f1, ϕk−1(u
k/2+`−1f2) = (−1)k/2+`−1µb(L)

−1
f2, N(f2) = 0, N(f1) =

(2− 2`)b(L)
−2
f2

)
. On en déduit facilement le résultat sur Tst,k(MZ)⊗ F. �

Le théorème suivant, analogue semi-stable (pour les poids pairs) de la proposition 4.1.1,
se déduit facilement des propositions précédentes et résume les résultats du §4.2 :

Théorème 4.2.4.7. Soit V une représentation semi-stable non cristalline de Gp de

dimension 2 sur Qp à poids de Hodge-Tate (0, k − 1), i.e. V ' V (µ, L) avec µ ∈ Z
×
p et

L ∈ Qp. On suppose 1 < k < p, k pair, et on note ` = valp(L) et, si ` ∈ Z, α = L/p`. Soit
H0 = 0 et, pour n entier positif non nul, Hn =

∑n
i=1 1/i. On pose :

a(L) = (−1)
k
2
−1

(
1 +

k

2

(
k

2
− 1

)(
L− 2Hk/2−1

))
∈ Zp

et si ` ∈ {−k
2

+ 2,−k
2

+ 1, ...,−1} :

b(L) = (−1)
k
2
−`−1

(k
2
− `
)(k

2
− `− 1

−2`+ 1

)
α ∈ Z

×
p .

Soit T un Zp-réseau de V stable par Gp et T sa réduction modulo mZp
.

(i) Supposons valp
(
a(L)

)
= 0.

– Si valp
(
L− 2Hk/2−1

)
< 1, alors :

T '

(
ω

k
2λ
(
a(L)

−1
µ−1
)

∗
0 ω

k
2
−1λ
(
a(L)µ−1

)) avec ∗ peu ramifié

ou

T '

(
ω

k
2
−1λ
(
a(L)µ−1

)
∗

0 ω
k
2λ
(
a(L)

−1
µ−1
)) avec ∗ = 0 si k = 2,

– si valp
(
L− 2Hk/2−1

)
≥ 1, alors :

T '

(
ω

k
2 ∗

0 ω
k
2
−1

)
⊗ λ
(
(−1)

k
2
−1µ−1

)
avec ∗ très ramifié

ou

T '

(
ω

k
2
−1 ∗

0 ω
k
2

)
⊗ λ
(
(−1)

k
2
−1µ−1

)
avec ∗ = 0 si k = 2.

(ii) Supposons valp
(
a(L)

)
> 0, alors T '

(
Ind

Gp

Gp2
ω

k
2
−1+p k

2
2

)
⊗ λ
(
µ−1
)

i.e.

T |Ip '

(
ω

k
2
−1+p k

2
2 0

0 ω
k
2
+p( k

2
−1)

2

)
et det(T ) ' ωk−1λ

(
µ−2
)
.

(iii) Supposons valp
(
a(L)

)
< 0 (i.e. ` < 0 et k 6= 2).
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– Si ` < −k
2

+ 2, alors T '
(
Ind

Gp

Gp2
ωk−1

2

)
⊗ λ
(
µ−1
)

i.e. T |Ip '
(
ωk−1

2 0

0 ω
p(k−1)
2

)
et

det(T ) ' ωk−1λ
(
µ−2
)
,

– si −k
2

+ 2 ≤ ` et ` /∈ Z, alors T '
(
Ind

Gp

Gp2
ω

k
2
−[`]+p( k

2
+[`]−1)

2

)
⊗ λ

(
µ−1
)

i.e. T |Ip '(
ω

k
2
−[`]+p( k

2
+[`]−1)

2 0

0 ω
k
2
+[`]−1+p( k

2
−[`])

2

)
et det(T ) ' ωk−1λ

(
µ−2
)
,

– si −k
2

+ 2 ≤ ` et ` ∈ Z, alors :

T '

(
ω

k
2
−`λ
(
b(L)

−1
µ−1
)

∗
0 ω

k
2
+`−1λ

(
b(L)µ−1

))
ou

T '

(
ω

k
2
+`−1λ

(
b(L)µ−1

)
∗

0 ω
k
2
−`λ
(
b(L)

−1
µ−1
)) .

4.3. Application aux formes modulaires.

4.3.1. On fixe un plongement Q ↪→ Qp. Soient N un entier ≥ 1, χ : (Z/NZ)× →
Q
×
↪→ Q

×
p un caractère de Dirichlet et f une forme modulaire parabolique normalisée

de niveau N , poids k ≥ 2 et caractère χ. On suppose de plus que f est vecteur propre
des opérateurs de Hecke T` pour tout ` premier et on note a` ∈ Zp la valeur propre
correspondante. D’après Deligne, il existe une unique représentation semi-simple (en fait
irréductible) :

ρf : Gal(Q/Q)→ GL2(Qp)

non ramifiée en dehors de Np et telle que, si ` - Np, trρf (Frob`) = a` et detρf (Frob`) =
`k−1χ(`) où Frob` est un Frobenius arithmétique en ` (cf. [DS],th.6.1). De plus, il résulte
du théorème de comparaison de [Ts] que ρf,p = ρf |Gp est potentiellement semi-stable
à poids de Hodge-Tate (0, k − 1). On note ρf la semi-simplifiée modulo mZp

de ρf et

ρf,p = ρf |Gp .

4.3.2. Supposons que N est premier à p et soit f une forme modulaire parabolique
normalisée de niveau N , poids k ≥ 2, caractère χ et vecteur propre des T` de valeur propre
a`. Par [Ts] ρf,p est cristalline et d’après l’exemple 3.1.2.2, on a alors les cas suivants :
(i) soit ρf,p est réductible, auquel cas elle est isomorphe à V (µ1, µ2) = Vst,k(D(µ1, µ2)) avec
µ−1

1 µ−1
2 = χ(p) et µ−1

1 + pk−1µ−1
2 = ap (en particulier, ap est alors une unité p-adique),

(ii) soit ρf,p est irréductible, auquel cas elle est isomorphe à V (µ, ν) = Vst,k(D(µ, ν)) avec
µ = χ(p)−1 et ν = apχ(p)−1 (en particulier ap est alors de valuation > 0).
Cela se déduit comme dans [Sc],§4.2.3 du résultat de Katz-Messing ([KM]).

Corollaire 4.3.2.1. (Deligne, Fontaine, Serre) Soit f une forme parabolique normalisée
de niveau N , poids k et caractère χ avec (p,N) = 1 et 1 < k < p. On suppose T`(f) = a`f
pour tout premier ` avec a` ∈ Zp.

(i) Si valp(ap) = 0, alors ρf,p '
(
ωk−1λ(χ(p)a−1

p ) ∗
0 λ(ap)

)
avec ∗ peu ramifié si k = 2.
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(ii) Si valp(ap) > 0, alors ρf,p '
(
Ind

Gp

Gp2
ωk−1

2

)
⊗λ
(
χ(p)

1/2)
i.e. ρf,p|Ip '

(
ωk−1

2 0

0 ω
p(k−1)
2

)
et det(ρf,p) ' ωk−1λ(χ(p)).

Démonstration. On utilise la proposition 4.1.1 et le fait que µ−1
1 = ap et µ−1

2 = χ(p)a−1
p .
�

Remarque 4.3.2.2. Le cas (i) est bien sûr vrai pour tout k ≥ 2 et le cas (ii) est encore
vrai pour k ∈ {p, p+ 1} (cf. [Ed],§2.4).

4.3.3. Supposons que N est premier à p et soit f une forme modulaire parabolique
normalisée de niveau Np, poids k ≥ 2 et caractère χ : (Z/NZ)× → Zp. On suppose que
f est nouvelle en p et vecteur propre des T` de valeur propre a`. Il résulte de [Sa] que
ρf,p est semi-stable non cristalline et du (iv) de l’exemple 3.1.2.2 que ρf,p ' V (µ, L) =
Vst,k(D(µ, L)) avec µ = pk/2−1a−1

p et L = −Lp(f) où Lp(f) est l’invariant associé à f
défini comme dans [Maz],§9 et §12 (cette dernière égalité est donc ici une tautologie !). En
particulier valp(ap) = k/2− 1. On déduit alors du théorème 4.2.4.7 :

Corollaire 4.3.3.1. Soit f une forme parabolique normalisée de niveau Np, poids k et
caractère χ avec (p,N) = 1, 1 < k < p, k pair et χ trivial en p. On suppose f nouvelle en
p et T`(f) = a`f pour tout premier ` avec a` ∈ Zp. On note Lp(f) l’invariant alors associé
à f (avec la définition de [Maz]), `(f) = valp(Lp(f)) et, si `(f) ∈ Z, α(f) = Lp(f)/p`(f).
Soit H0 = 0 et, pour n entier positif non nul, Hn =

∑n
i=1 1/i. On pose :

a(f) = (−1)
k
2

(
− 1 +

k

2

(
k

2
− 1

)(
Lp(f) + 2Hk/2−1

))
∈ Zp

et si `(f) ∈ {−k
2

+ 2,−k
2

+ 1, ...,−1} :

b(f) = (−1)
k
2
−`(f)

(k
2
− `(f)

)(k
2
− 1− `(f)

−2`(f) + 1

)
α(f) ∈ Z

×
p .

(i) Supposons valp
(
a(f)

)
= 0.

– Si valp
(
Lp(f) + 2Hk/2−1

)
< 1, alors :

ρf,p '

(
ω

k
2λ
(
a(f)

−1
(ap/p

k
2
−1)
)

∗
0 ω

k
2
−1λ
(
a(f)(ap/p

k
2
−1)
)) avec ∗ peu ramifié

ou

ρf,p '

(
ω

k
2
−1λ
(
a(f)(ap/p

k
2
−1)
)

∗
0 ω

k
2λ
(
a(f)

−1
(ap/p

k
2
−1)
)) avec ∗ = 0 si k = 2,

– si valp
(
Lp(f) + 2Hk/2−1

)
≥ 1, alors :

ρf,p '

(
ω

k
2 ∗

0 ω
k
2
−1

)
⊗ λ
(
ap/(−p)

k
2
−1
)
avec ∗ très ramifié

ou

ρf,p '

(
ω

k
2
−1 ∗

0 ω
k
2

)
⊗ λ
(
ap/(−p)

k
2
−1
)
avec ∗ = 0 si k = 2.
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(ii) Supposons valp
(
a(f)

)
> 0, alors :

ρf,p '
(
Ind

Gp

Gp2
ω

k
2
−1+p k

2
2

)
⊗ λ
(
ap/p

k
2
−1
)

i.e. ρf,p|Ip '

(
ω

k
2
−1+p k

2
2 0

0 ω
k
2
+p( k

2
−1)

2

)
et det(ρf,p) ' ωk−1λ

(
a2

p/p
k−2
)
.

(iii) Supposons valp
(
a(f)

)
< 0 (i.e. `(f) < 0 et k 6= 2).

– Si `(f) < −k
2

+ 2, alors :

ρf,p '
(
Ind

Gp

Gp2
ωk−1

2

)
⊗ λ
(
ap/p

k
2
−1
)

i.e. ρf,p|Ip '
(
ωk−1

2 0

0 ω
p(k−1)
2

)
et det(ρf,p) ' ωk−1λ

(
a2

p/p
k−2
)
,

– si −k
2

+ 2 ≤ `(f) et `(f) /∈ Z, alors :

ρf,p '
(
Ind

Gp

Gp2
ω

k
2
−[`(f)]+p( k

2
+[`(f)]−1)

2

)
⊗ λ
(
ap/p

k
2
−1
)

i.e. ρf,p|Ip '

(
ω

k
2
−[`(f)]+p( k

2
+[`(f)]−1)

2 0

0 ω
k
2
+[`(f)]−1+p( k

2
−[`(f)])

2

)
et

det(ρf,p) ' ωk−1λ
(
a2

p/p
k−2
)
,

– si −k
2

+ 2 ≤ `(f) et `(f) ∈ Z, alors :

ρf,p '

(
ω

k
2
−`(f)λ

(
b(f)

−1
(ap/p

k
2
−1)
)

∗
0 ω

k
2
+`(f)−1λ

(
b(f)(ap/p

k
2
−1)
))

ou

ρf,p '

(
ω

k
2
+`(f)−1λ

(
b(f)(ap/p

k
2
−1)
)

∗
0 ω

k
2
−`(f)λ

(
b(f)

−1
(ap/p

k
2
−1)
)) .

Remarque 4.3.3.2. On note que les cas (ii) et (iii) dans le théorème 4.2.4.7 et son
corollaire 4.3.3.1 ne peuvent arriver si k = 2. Par ailleurs, la précision “avec la définition
de [Maz]” dans l’énoncé de 4.3.3.1 vient du fait qu’on dispose de deux autres définitions de
Lp(f) ([Co], [Te]). Cependant, il résulte des travaux de Stevens et de Kato-Kurihara-Tsuji
que, lorsque k est pair (ce qui est notre cas), les définitions de [Co] et [Maz] donnent le
même élément de Qp. Des travaux à venir de Coleman et Iovita devraient montrer que
la définition de [Te] donne également le même élément. Enfin, on savait déjà par ([Kh],
corollary 9) que, pour f comme ci-dessus, on a :

(ρf,p|Ip)
ss ∈

{
ωk−1−i ⊕ ωi, ωk−1−i+pi

2 ⊕ ωi+p(k−1−i)
2 , 0 ≤ i ≤ k

2
− 1

}
(privé de

{
ωk−1 ⊕ 1

}
si k > 2).
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5. Déformations semi-stables et multiplicités

Dans toute cette section, O désigne l’anneau des entiers d’une extension finie E de Qp

dans Qp, F son corps résiduel et π une uniformisante de O. On fixe un entier k tel que
1 < k < p.

5.1. Algèbre commutative. Si R est une O-algèbre locale complète (pour la topologie
de son idéal maximal), on note R(Zp) = HomO(R,Zp) les homomorphismes de O-algèbres
continus pour la topologie des idéaux maximaux.

Lemme 5.1.1. Soit R une O-algèbre locale noethérienne complète de corps résiduel F,
alors R(Zp) = ∅ si et seulement si R[ 1

π
] = 0.

Démonstration. Si R
[

1
π

]
= 0, il est clair que R(Zp) = ∅. Montrons que R

[
1
π

]
6= 0 entrâıne

R(Zp) 6= ∅. Quitte à quotienter R par sa pn-torsion pour tout n, on peut le supposer
(fidèlement) plat sur O. Soient q0  ...  qr une suite maximale d’idéaux premiers de
R
[

1
π

]
et p = qr ∩ R. Comme (R/p)

[
1
π

]
= R

[
1
π

]
/qr est un corps, sa dimension de Krull

est nulle et comme R est fidèlement plat sur O, dim
(
(R/p)[ 1

π

])
= dim

(
R/(π, p)

)
= 0 (cf.

par exemple [Mat],th.15.2 et th.15.3). Donc R/(π, p) est une F-algèbre artinienne locale
non nulle de corps résiduel F. On en déduit facilement que R/p est fini sur O, donc est
contenu dans l’anneau des entiers d’une extension finie de E (= (R/p)[ 1

π

]
). Il est clair

qu’alors ∅ 6= (R/p)(Zp) ⊂ R(Zp) ce qui achève la preuve. �

Lemme 5.1.2. Soient R, R1, ..., Rr des O-algèbres locales plates noethériennes complè-
tes de corps résiduel F (r entier positif non nul). On suppose qu’il existe une injection de
O-algèbres R ↪→ R1 × ... × Rr qui, composée avec les projections, induit des surjections
(continues) R � Ri. Alors :

r∐
i=1

Ri(Zp)
∼→ R(Zp) si et seulement si R

[ 1

π

]
∼→

r∏
i=1

Ri

[ 1

π

]
.

Démonstration. Notons Ii = Ker(R → Ri). Supposons R[ 1
π
]
∼→
∏r

i=1Ri[
1
π
]. Tout élément

f de R(Zp) donne un morphisme de R[ 1
π
] dans Qp qui se factorise par un unique Ri[

1
π
].

Cela entrâıne donc f(Ii) = 0 et f se factorise par Ri i.e. provient de Ri(Zp) d’où la
surjectivité. Puisque R → Ri est surjectif, on a Ri(Zp) ↪→ R(Zp) et il est clair que
deux éléments de Ri(Zp) et Rj(Zp) pour i 6= j ne peuvent donner le même élément

de R(Zp), d’où l’injectivité. Réciproquement, supposons
∐r

i=1Ri(Zp)
∼→ R(Zp). Comme

∩iIi = ∩iIi[
1
π
] = 0, R[ 1

π
] ' R[ 1

π
]/(∩iIi[

1
π
]) et par le “lemme chinois” (cf. par exemple

[Mat],th.1.3 et th.1.4), il suffit de montrer Ii[
1
π
] + Ij[

1
π
] = R[ 1

π
] pour i 6= j. Mais puisque

l’application R → R/Ii × R/Ij induit une injection (R/Ii)(Zp)
∐

(R/Ij)(Zp) ↪→ R(Zp),
on a (R/(Ii + Ij))(Zp) = ∅ d’où (Ii + Ij)[

1
π
] = R[ 1

π
] par le lemme 5.1.1. �

Il est commode d’introduire la définition suivante :
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Définition 5.1.3. Soient R,R1, ..., Rr des O-algèbres locales plates noethériennes com-
plètes (r entier positif non nul). On note :

R ∼
r∏

i=1

Ri

s’il existe un morphisme de O-algèbres R→
∏r

i=1Ri tel que :
(i) en composant avec les projections, ce morphisme induit des surjections (continues)
R � Ri pour tout i,

(ii) ce morphisme induit un isomorphisme R
[ 1

π

]
∼→

r∏
i=1

Ri

[ 1

π

]
.

La condition (ii) entrâıne en particulier que la flèche R →
∏r

i=1Ri est injective. Si
r = 1, R ∼ R1 est équivalent à R ' R1.

Exemple 5.1.4. Soient n ∈ N et R = O[[X]]×O/πn O[[X]] où la flèche O[[X]]→ O/πn

est la surjection canonique sur O et envoie X sur 0. On vérifie que R ∼ O[[X]]× O[[X]].

Remarque 5.1.5. Si R ∼
∏
Ri et si de plus les Ri sont intègres, alors les pi = Ker(R→

Ri) sont exactement les idéaux premiers minimaux de R.

Si A est un anneau local noethérien, on note, comme au §2.2.2, emax(A) la multiplicité
de Samuel de A.

Lemme 5.1.6. Soient R,R1, ..., Rr des O-algèbres locales plates noethériennes complètes
(r entier positif non nul) telles que les Ri ont même dimension et telles que R ∼

∏r
i=1Ri.

Alors :

emax

(
R/(π)

)
=

r∑
i=1

emax

(
Ri/(π)

)
.

Démonstration. De l’isomorphisme R[ 1
π
]
∼→
∏r

i=1Ri[
1
π
] et des platitudes fidèles sur O, on

déduit dim(R) = dim(R[ 1
π
]) + 1 = dim(Ri[

1
π
]) + 1 = dim(Ri) et dim(R/(πn)) = dim(R)−

1 = dim(Ri) − 1 = dim(Ri/(π
n)) pour tout i et tout entier n. On pose d = dim(R) − 1.

Rappelons que si (A,m) est un anneau local noethérien de dimension d et M un A-module
de type fini, la fonction longA(M/mn+1M) est un polynôme en n pour n� 0 de la forme
ed(M)

d!
nd+termes de degré plus petit où ed(M) ∈ Z ([Mat],p.107, ed(M) peut être nul). En

particulier, emax(R/(π
n)) = ed(R/(π

n)) et emax(Ri/(π
n)) = ed(Ri/(π

n)) pour tout i et n.
Démontrons le résultat du lemme par récurrence sur r. Si r = 1, c’est trivial. Si r = 2, on
a une suite exacte courte de R-modules de type fini :

0→ R→ R1 ×R2 → R1 ⊗R R2 → 0

où la surjection est (r1, r2) 7→ r1⊗ 1− 1⊗ r2 et où R1⊗RR2 est annulé par une puissance
de π puisque R[ 1

π
] ' R1[

1
π
]×R2[

1
π
]. Pour n� 0, on a donc, par le diagramme du serpent

associé à la multiplication par πn sur la suite exacte précédente, une suite exacte de
R/(πn)-modules de type fini :

0→ R1 ⊗R R2 → R/(πn)→ R1/(π
n)×R2/(π

n)→ R1 ⊗R R2 → 0
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d’où on déduit par [Mat],th.14.6 :

ed(R1 ⊗R R2)− ed(R/(π
n)) + ed(R1/(π

n)×R2/(π
n))− ed(R1 ⊗R R2) = 0

i.e. ed(R/(π
n)) = ed(R1/(π

n))+ ed(R2/(π
n)). Mais par platitude, on a aussi ed(R/(π

n)) =
ned(R/(π)) (resp. avec R1 et R2) d’où ed(R/(π)) = ed(R1/(π))+ed(R2/(π)) ce qui achève
le cas r = 2. Pour r plus grand, remarquons que R′ = R/(∩r−1

i=1 Ii) vérifie les hypothèses
de l’énoncé au cran r − 1 où Ii = Ker(R → Ri). Par récurrence, on a donc ed(R

′/(π)) =∑r−1
i=1 ed(Ri/(π)). Mais le même raisonnement qu’au cran 2 avec R1 = R′ et R2 = Rr

donne ed(R/(π)) = ed(R
′/(π)) + ed(Rr/(π)) d’où le résultat au cran r. �

Remarque 5.1.7. En reprenant l’exemple 5.1.4, on voit que emax

(
R/(π)

)
= 2 mais que

R est (topologiquement) engendré sur O par 3 générateurs.

Lemme 5.1.8. Soit R une O-algèbre locale plate noethérienne complète équidimension-
nelle de dimension 2 et de corps résiduel F. Supposons R[ 1

π
] régulier et emax

(
R/(π)

)
= 1,

alors R ' O[[X]].

Démonstration. Pour tout idéal premier p de R[ 1
π
], le localisé R[ 1

π
]p est un anneau local et

régulier, donc intègre et intégralement clos (EGA 0IV,cor.17.1.3). Donc R[ 1
π
] est normal, et

si on note (pi)1≤i≤r les idéaux premiers minimaux de R, on a R[ 1
π
]
∼→
∏r

i=1(R/pi)[
1
π
] (EGA

II,cor.6.3.8). Par ailleurs, les Ri = R/pi sont plats sur O. En effet, pi est l’annulateur d’un
élément de R par [Mat],th.6.5 (iii), donc π /∈ pi puisque par platitude π n’est pas un
diviseur de zéro dans R et comme Ri est intègre, il s’ensuit que Ri est sans π-torsion. On
a donc R ∼

∏r
i=1Ri et le lemme 5.1.6 donne 1 = emax(R/(π)) =

∑r
i=1 emax(R/(pi + (π)))

ce qui oblige r = 1 et R intègre. Puisque dim(R/(π)) = 1, emax(R/(π)) = 1 et R/m = F,

il existe X ∈ m \ m2 tel que, pour n � 0, mn/mn+1 ∼→ F · Xn
où X est l’image de

X dans R/(π). Comme X n’est pas nilpotent dans R/(π), on a F[[X]] ↪→ R/(π) d’où
O[[X]] ↪→ R puisque R est sans π-torsion. Soit M le O-module R/O[[X]]. En utilisant
∩nπ

nM = {0} et le fait que M/(π) est un F-espace vectoriel de dimension finie (car
R/(mn + (π)) se surjecte sur M/(π) pour n � 0), on obtient que M est de type fini (en
fait, il est aussi libre car sans π-torsion). Soit x ∈ R. L’image dans M du sous-O-module
de R engendré par les (xn)n≥0 est a fortiori de type fini. Donc il existe n � 0 tel que

xn ∈
∑n−1

i=1 Oxi + O[[X]], ce qui entrâıne x entier sur O[[X]]. L’image dans M du sous-
O-module de R engendré par les (Xnx)n≥0 est aussi de type fini, donc il existe n � 0 et

λ1, ..., λn−1 ∈ O tels que Xnx −
∑n−1

i=1 λiX
ix ∈ O[[X]] i.e. (Xn −

∑n−1
i=1 λiX

i)x ∈ O[[X]]
i.e. x ∈ Frac(O[[X]]) ∩ R ⊂ Frac(R) (rappelons que R est intègre). Comme x est entier

sur O[[X]] et O[[X]] intégralement clos, on a finalement x ∈ O[[X]] d’où O[[X]]
∼→ R (et

M = 0). �

5.2. Familles explicites de déformations semi-stables.

5.2.1. On suppose ici k = 2 et on définit plusieurs SO[[X]]-modules munis de structures

(ϕ,N, F il1) (on verra au §5.2.4 que ces modules sont fortement divisibles).

(i) Fixons ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(β)

)
⊂ GL2(F) avec ∗ peu ramifié non nul et α, β ∈ F×,

α 6= β. Posons M(ρ) = SO[[X]]e1 ⊕ SO[[X]]e2 muni des ϕ, N et Fil1 définis par ϕ(e1) =
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p
(
([β]−1 + X)e1 + e2

)
, ϕ(e2) = [αβ]−1

[β]−1+X
e2, N(e1) = N(e2) = 0, Fil1M(ρ) = SO[[X]]e1 +

Fil1SO[[X]]M(ρ).

(ii) Fixons ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(α)

)
⊂ GL2(F) avec ∗ peu ramifié et non nul et α ∈ F×. Posons

Mcris(ρ) = SO[[X]]e1⊕SO[[X]]e2 muni des ϕ, N et Fil1 définis par ϕ(e1) = p
(
([α]−1+X)e1+

e2
)
, ϕ(e2) = [α]−2

[α]−1+X
e2, N(e1) = N(e2) = 0, Fil1Mcris(ρ) = SO[[X]]e1+Fil

1SO[[X]]Mcris(ρ).

Posons également Mst(ρ) = SO[[X]](pe1)⊕ SO[[X]](Le2) muni des ϕ, N et Fil1 définis par

ϕ(pe1) = p[α]−1(pe1), ϕ(Le2) = [α]−1Le2, N(pe1) = X(Le2), N(Le2) = 0, Fil1Mst(ρ) =
SO[[X]](pe1 + pLe2) + Fil1SO[[X]]Mst(ρ) (correspond au cas valp(L) < 1, cf. preuve de la
proposition 4.2.1).

(iii) Fixons ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(α)

)
⊂ GL2(F) avec ∗ très ramifié et α ∈ F×. Il existe un et un

seul β ∈ F tel que Tst,k(M) ' ρ où M est l’objet de M1 provenant par extension des sca-

laires de F à SO⊗F de l’objet suivant de MF f,1
tor muni d’une action de F et d’un endomor-

phisme F-linéaire N :
(
M = Ff1 ⊕ Ff2, F il

0M = M,Fil1M = Ff1, F il
2M = 0, ϕ1(f1) =

α−1(f1+βf2), ϕ0(f2) = α−1f2, N(f1) = f2, N(f2) = 0
)
. Posons M(ρ) = SO[[X]]e1⊕SO[[X]]e2

muni des ϕ, N et Fil1 définis par ϕ(e1) = p[α]−1e1, ϕ(e2) = [α]−1e2, N(e1) = e2,
N(e2) = 0, Fil1M(ρ) = SO[[X]]

(
e1 + p([β] + X)e2

)
+ Fil1SO[[X]]M(ρ) (correspond au

cas valp(L) ≥ 1, cf. preuve de la proposition 4.2.1).

(iv) Fixons ρ telle que ρ|Ip '
(
ω2 0
0 ωp

2

)
et det(ρ) ' ωλ(α) avec α ∈ F× et posons

M(ρ) = SO[[X]]e1 ⊕ SO[[X]]e2 muni des ϕ, N et Fil1 définis par ϕ(e1) = p[α]−1e2, ϕ(e2) =

−e1 +Xe2, N(e1) = N(e2) = 0, Fil1M(ρ) = SO[[X]]e1 + Fil1SO[[X]]M(ρ).

5.2.2. On suppose maintenant 3 < k < p et k pair. On pose v = u − p. Si R est
une O-algèbre plate locale noethérienne complète et si x =

∑∞
i=0 ri

vi

i!
∈ SR, on note

[x] =
∑p−1

i=0 ri
vi

i!
∈ R[[v]] = R[[u]] ⊂ SR. Pour chacun des O-modules MV (µ, L) du §4.2.4,

on pose FV = e1+ L+δV (L)
p

e2 et GV = ∗ e2

p
où ∗ ∈ {L−2Hk/2−1, p, 1, p

k/2−2L, p−[`]L} suivant

le cas. Pour chacun des O-modules MZ(µ, L) du §4.2.4, on pose FZ = e1 + L+δZ(L)
p

e2 et

GZ = e2. Pour x = λFV + µGV ∈ MV (µ, L) (resp. x = λFZ + µGZ ∈ MZ(µ, L)) avec
λ, µ ∈ SO, on note [x] = [λ]FV + [µ]GV (resp. avec Z). On note également NV (µ, L) =
O[[v]]FV ⊕ O[[v]]GV = O[[u]]FV ⊕ O[[u]]GV ⊂ MV (µ, L) et Filk−1NV = Filk−1MV ∩ NV

(resp. avec Z). Dans la suite, on pose pour alléger MV = MV (µ, L) et NV = NV (µ, L)
(resp. avec Z).

Lemme 5.2.2.1. On a :

Filk−1MV = O[[v]][U ]⊕ O[[v]][V ] + FilpSOMV ,
F ilk−1NV = O[[v]][U ]⊕ O[[v]][V ],
[U ] ∧ [V ] = αV v

k−1FV ∧GV
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où U et V sont les éléments de Filk−1MV qui apparaissent dans les preuves du §4.2.4 et
αV ∈ O[[v]]×. De même, on a :

Filk−1MZ = O[[v]][W ]⊕ O[[v]][Z] + FilpSOMZ ,
F ilk−1NZ = O[[v]][W ]⊕ O[[v]][Z],
[W ] ∧ [Z] = αZv

k−1FZ ∧GZ

où W et Z sont les éléments de Filk−1MZ qui apparaissent dans les preuves du §4.2.4 et
αZ ∈ O[[v]]×.

Démonstration. La preuve est formelle, on la donne pour V , le cas Z étant analogue. Un
examen de la preuve du lemme 3.2.3.2 de [Br4] montre qu’il existe deux éléments U ′, V ′

dans NV tels que Filk−1MV = O[[v]]U ′ ⊕ O[[v]]V ′ + FilpSOMV . En particulier :{
[U ] = λUU

′ + µUV
′ + zU

[V ] = λVU
′ + µV V

′ + zV

avec λU , µU , λV , µV ∈ O[[v]] et zU , zV ∈ FilpSOMV . Comme (ϕ(U ′), ϕ(V ′)) engendrent

pk−1MV par forte divisibilité, de même que (ϕ([U ]), ϕ([V ])), la matrice

(
ϕ(λU) ϕ(µU)
ϕ(λV ) ϕ(µV )

)
est inversible dans SO donc dans O[[v]]. On en déduit que la matrice

(
λU µU

λV µV

)
est

inversible dans O[[v]], ce qui donne l’assertion sur Filk−1MV . Comme FilpSOMV ∩NV =
vpNV , cela entrâıne : {

vk−1FV ∈ O[[v]][U ] + O[[v]][V ] + vpNV

vk−1GV ∈ O[[v]][U ] + O[[v]][V ] + vpNV

d’où vk−1NV ⊂ O[[v]][U ] ⊕ O[[v]][V ] + vpNV qui entrâıne vk−1NV ⊂ O[[v]][U ] ⊕ O[[v]][V ]
puisque k−1 < p. Soit α ∈ O[[v]] tel que [U ]∧ [V ] = αFV ∧GV . Comme vk−1FV , v

k−1GV ∈
O[[v]][U ] ⊕ O[[v]][V ], on a facilement que α divise v2k−2 dans O[[v]] i.e. α = vrβ où
r ∈ {0, ..., 2k−2} et β ∈ O[[v]]×. Comme (ϕ([U ]), ϕ([V ])) engendrent pk−1MV , ϕ([U ]∧[V ])
engendre SOp

2k−2FV ∧GV i.e. ϕ(α)ϕ(FV ∧GV ) = p2k−2γFV ∧GV avec γ ∈ S×O. Un calcul

facile (en revenant à la définition de FV et GV ) donne ϕ(FV ∧GV ) = pk−1µ2FV ∧GV d’où
pk−1ϕ(α)µ2 = p2k−2γ i.e. ϕ(α) = pk−1δ où δ ∈ S×O. On en déduit r = k − 1, ce qui achève
la preuve. �

5.2.3. On suppose toujours 3 < k < p avec k pair et on rappelle que les éléments

δV (L), δZ(L) ∈ Zp[[
(u−p)p

p
]] ne dépendent de L que via m ∈ N, cf. §4.2.2.

(i) Fixons ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(β)

)
⊂ GL2(F) avec ∗ peu ramifié et non nul et

α, β ∈ F×, α 6= β. On pose µ± = ±(αβ)−1/2 ∈ F, quitte à remplacer F par une ex-
tension finie, et :

L± = 2Hk/2−1 −
1

k/2(k/2− 1)
+

(−1)k/2−1

k/2(k/2− 1)
βµ± ∈ F.

Posons M±(ρ) = SO[[X]]FV ⊕ SO[[X]]GV qu’on munit des opérateurs O[[X]]-linéaires ϕ et

N obtenus en remplaçant formellement L par [L±]+X dans l’expression des opérateurs ϕ
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et N dans la base (FV , GV ) de MV ([µ±], L) lorsque valp(a(L)) = 0 et valp(L−2Hk/2−1) = 0
([·] désigne ici le représentant de Teichmüller dans O). Par exemple, on obtient :

ϕ(FV ) = µ

(
pk/2FV + pk/2−1

((1− p)([L±] +X) + ϕ(δV (L))− pδV (L)

[L±] +X − 2Hk/2−1

)
GV

)
.

On définit de même Û , V̂ ∈ M±(ρ) comme les éléments obtenus en remplaçant formel-
lement L par [L±] + X dans l’expression de [U ] et [V ] dans la base FV , GV (cf. preuve
de prop.4.2.4.2 (i) pour U, V et le §5.2.2 pour [U ], [V ]) et on note Filk−1M±(ρ) le sous-

SO[[X]]-module de M±(ρ) engendré par Û , V̂ et Filk−1SO[[X]]M±(ρ).

(ii) Fixons ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(α)

)
⊂ GL2(F) avec ∗ peu ramifié et non nul et α ∈ F×.

On pose (dans F) µ+ = (−1)k/2α−1, µ− = −(−1)k/2α−1 et L+ = 2Hk/2−1− 2
k/2(k/2−1)

. Po-

sons M+(ρ) = SO[[X]]FV ⊕ SO[[X]]GV qu’on munit des ϕ, N et Filk−1 obtenus de même

que précédemment en remplaçant formellement L par [L+] + X dans l’expression des
opérateurs ϕ et N et des vecteurs [U ], [V ] dans la base (FV , GV ) de MV ([µ+], L) lorsque
valp(a(L)) = 0 et valp(L − 2Hk/2−1) = 0. Lorsque 0 < valp(L − 2Hk/2−1) < 1, les coeffi-
cients des coordonnées des opérateurs µ−1ϕ, N et des vecteurs [U ], [V ] de MV (µ, L) dans
la base (FV , GV ) sont dans Zp

[[
L−2H k

2
−1,

p
L−2H k

2−1

]]
. Posons R = O[[X,Y ]]/(XY −p) et

M−(ρ) = SRFV ⊕SRGV qu’on munit des ϕ, N et Filk−1 obtenus en remplaçant formelle-
ment L−2Hk/2−1 par X et p

L−2Hk/2−1
par Y dans l’expression des opérateurs ϕ et N et des

vecteurs [U ], [V ] dans la base (FV , GV ) de MV ([µ−], L) lorsque 0 < valp(L− 2Hk/2−1) < 1.

Par exemple N(FV ) =
(
1 +N(δV (L))/p

)
Y GV .

(iii) Fixons ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(α)

)
⊂ GL2(F) avec ∗ très ramifié et α ∈ F×. On

pose µ = (−1)k/2−1α−1 ∈ F et on note qu’il existe un et un seul élément β ∈ F tel que,

pour tout L tel que valp(L−2Hk/2−1) ≥ 1 et
L−2Hk/2−1

p
= β, Tst,k

(
MV ([µ], L)⊗Fp

)
' ρ⊗Fp

(cf. la fin de la preuve de prop.4.2.4.2 (ii)). Posons M(ρ) = SO[[X]]FV ⊕ SO[[X]]GV qu’on

munit des ϕ, N et Filk−1 obtenus en remplaçant formellement (L−2Hk/2−1)/p par [β]+X
dans l’expression des opérateurs ϕ et N et des vecteurs [U ], [V ] dans la base (FV , GV ) de
MV ([µ], L) lorsque valp(L− 2Hk/2−1) ≥ 1.

(iv) Fixons ρ '

(
ω

k
2
−1λ(β) ∗
0 ω

k
2λ(α)

)
⊂ GL2(F) avec ∗ non nul et α, β ∈ F×. On

définit µ± et L± comme dans le cas (i) (quitte à remplacer F par une extension finie)
et on pose M±(ρ) = SO[[X]]FZ ⊕ SO[[X]]GZ qu’on munit des ϕ, N et Filk−1 obtenus en

remplaçant formellement L par [L±] +X dans l’expression des opérateurs ϕ et N et des
vecteurs [W ], [Z] dans la base (FZ , GZ) de MZ([µ±], L) lorsque valp(a(L)) = 0.

(v) Fixons ρ telle que ρ|Ip '

(
ω

k
2
−1+p k

2
2 0

0 ω
k
2
+p( k

2
−1)

2

)
et det(ρ) ' ωk−1λ(α) avec α ∈ F×.
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On pose µ± = ±α−1/2 ∈ F (quitte à remplacer F par une extension finie) et M±(ρ) =
SO[[X]]FV ⊕SO[[X]]GV qu’on munit des ϕ, N et Filk−1 obtenus en remplaçant formellement

L − 2Hk/2−1 + 1
k/2(k/2−1)

par X dans l’expression des opérateurs ϕ et N et des vecteurs

[U ], [V ] dans la base (FV , GV ) de MV ([µ±], L) lorsque valp(a(L)) > 0.

(vi) Fixons ρ telle que ρ|Ip '
(
ωk−1

2 0

0 ω
p(k−1)
2

)
et det(ρ) ' ωk−1λ(α) avec α ∈ F×.

Lorsque valp(a(L)) < −k
2

+ 2 i.e. valp(L) < −k
2

+ 2, les coefficients des coordonnées des
opérateurs µ−1ϕ, N et des vecteurs [U ], [V ] de MV (µ, L) dans la base (FV , GV ) sont dans
Zp[[p

−k/2+2L−1]]. On pose µ± = ±α−1/2 ∈ F (quitte à remplacer F par une extension finie)
et M±(ρ) = SO[[X]]FV ⊕SO[[X]]GV qu’on munit des ϕ, N et Filk−1 obtenus en remplaçant

formellement p−k/2+2L−1 par X dans l’expression des opérateurs ϕ et N et des vecteurs
[U ], [V ] dans la base (FV , GV ) de MV ([µ±], L) lorsque valp(L) < −k

2
+2. On pose également

M(ρ) = SO[[X]]e1 ⊕ SO[[X]]e2 muni des ϕ, N et Filk−1 définis par ϕ(e1) = pk−1[α]−1e2,

ϕ(e2) = −e1 +Xe2, N(e1) = N(e2) = 0, Filk−1M(ρ) = SO[[X]]e1 + Filk−1SO[[X]]M(ρ).

(vii) Fixons ρ telle que ρ|Ip '
(
ωk−1−i+pi

2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
avec 1 ≤ i ≤ k

2
− 2 et det(ρ) '

ωk−1λ(α) avec α ∈ F× (ce cas n’arrive donc que pour k > 4). Lorsque i − k
2

+ 1 <

valp(a(L)) < i− k
2
+2 i.e. i− k

2
+1 < valp(L) < i− k

2
+2, les coefficients des coordonnées des

opérateurs µ−1ϕ, N et des vecteurs [U ], [V ] de MV (µ, L) dans la base (FV , GV ) sont dans
Zp[[p

−i−1+k/2L, pi−k/2+2L−1]]. Soit R = O[[X, Y ]]/(XY − p). On pose µ± = ±(α−1/2) ∈ F
(quitte à agrandir F) et M±(ρ) = SRFV ⊕SRGV qu’on munit des ϕ, N et Filk−1 obtenus
en remplaçant formellement p−i−1+k/2L par X et pi−k/2+2L−1 par Y dans l’expression des
opérateurs ϕ et N et des vecteurs [U ], [V ] dans la base (FV , GV ) de MV ([µ±], L) lorsque
i− k

2
+ 1 < valp(L) < i− k

2
+ 2. Par exemple N(FV ) =

(
1 +N(δV (L))/p

)
Y GV .

(viii) Fixons ρ '

(
ω

k
2
+iλ(α) ∗
0 ω

k
2
−1−iλ(β)

)
⊂ GL2(F) avec 1 ≤ i ≤ k

2
− 2, ∗ non nul et

α, β ∈ F× (ce cas n’arrive donc que pour k > 4). On pose µ± = ±(αβ)−1/2 ∈ F (quitte à
remplacer F par une extension finie) et :

α± =
(−1)

k
2
+i−1

k/2 + i

(
k/2 + i− 1

2i+ 1

)−1

βµ± ∈ F.

On pose M±(ρ) = SO[[X]]FV ⊕ SO[[X]]GV qu’on munit des ϕ, N et Filk−1 obtenus en

remplaçant formellement piL par [α±] +X dans l’expression des opérateurs ϕ et N et des
vecteurs [U ], [V ] dans la base (FV , GV ) de MV ([µ±], L) lorsque valp(L) = −i.

(ix) Fixons ρ '

(
ω

k
2
−1−iλ(β) ∗

0 ω
k
2
+iλ(α)

)
⊂ GL2(F) avec 1 ≤ i ≤ k

2
− 2, ∗ non nul

et α, β ∈ F× (ce cas n’arrive donc que pour k > 4). On pose µ± et α± comme au (viii)
(quitte à remplacer F par une extension finie), et M±(ρ) = SO[[X]]FZ ⊕ SO[[X]]GZ qu’on

munit des ϕ, N et Filk−1 obtenus en remplaçant formellement piL par [α±] + X dans
l’expression des opérateurs ϕ et N et des vecteurs [W ], [Z] dans la base (FZ , GZ) de
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MZ([µ±], L) lorsque valp(L) = −i.

(x) Fixons ρ '
(
ωk−1λ(α) ∗

0 λ(β)

)
⊂ GL2(F) avec ∗ non nul et α, β ∈ F× et posons

M(ρ) = SO[[X]]e1 ⊕ SO[[X]]e2 muni des ϕ, N et Filk−1 définis par ϕ(e1) = pk−1
(
([β]−1 +

X)e1 + e2
)
, ϕ(e2) = [αβ]−1

[β]−1+X
e2, N(e1) = N(e2) = 0, Filk−1M(ρ) = SO[[X]]e1 +

Filk−1SO[[X]]M(ρ).

5.2.4. On suppose ici k pair et 1 < k < p.

Proposition 5.2.4.1. Soient ρ : Gp → GL2(F) une représentation finie telle que
EndF[Gp](ρ) = F et M(ρ) l’un des SR-modules muni des structures (ϕ,N, F ilk−1) définis
aux §5.2.1 et §5.2.3 (avec R = O[[X]] ou O[[X, Y ]]/(XY −p) suivant le cas et quitte à rem-
placer F par une extension finie ne dépendant que de ρ). Alors M(ρ) est un R-module for-
tement divisible et Tst,k(M(ρ)) est une déformation de ρ à R (au sens de [CDT],appendice
A).

Démonstration. C’est facile pour les déformations cristallines et lorsque k = 2. Posons
v = u−p et M = M(ρ). Vu les propositions 4.2.4.2 à 4.2.4.6, les seuls points non évidents
de la définition 3.2.1.1 sont (ii) et (vii), i.e. Filk−1M∩ IM = IF ilk−1M pour tout idéal I
de R et vN(Filk−1M) ⊂ Filk−1M. Nous montrons (ii) qui est le plus délicat, laissant (vii)
au lecteur. Il suffit de montrer Filk−1M ∩ IM ⊂ IF ilk−1M, l’autre inclusion étant claire.
Posons F = FV ou FZ et G = GV ou GZ suivant le cas, N = R[[v]]F ⊕ R[[v]]G ⊂ M,
Filk−1N = Filk−1M∩N et notons (H, J) les générateurs de Filk−1M obtenus formellement
par la procédure précédente à partir des vecteurs ([U ], [V ]) ou ([W ], [Z]) suivant le cas.
Du lemme 5.2.2.1, on déduit aisément H ∧ J = αvk−1F ∧ G avec α ∈ R[[v]]×, d’où
vk−1N ⊂ R[[v]]H + R[[v]]J . Comme Filk−1N = R[[v]]H + R[[v]]J + vpN, on obtient en
fait Filk−1N = R[[v]]H + R[[v]]J . Soit x ∈ Filk−1M ∩ IM, on peut écrire x = y + z
avec y ∈ Filk−1N ∩ IN et z ∈ IF ilpSRM et il suffit de montrer y ∈ IF ilk−1N. On a
y = λH+µJ avec λ, µ ∈ R[[v]] et y∧J = λH ∧J ∈ I[[v]]F ∧G, d’où λvk−1 ∈ I[[v]] ce qui
entrâıne λ ∈ I[[v]]. On montre de même µ ∈ I[[v]], d’où y ∈ IF ilk−1N. La fin de l’énoncé
se déduit facilement des propositions du §4.2.4 et du corollaire 3.2.2.3. �

Corollaire 5.2.4.2. Soit ρ : Gp → GL2(F) une représentation finie telle que
EndF[Gp](ρ) = F. Toute déformation de ρ de type (k, triv) (cf. §2.2.2) est isomorphe (sur

Zp) à Tst,k(M(ρ)) ⊗R Zp pour un unique R-module fortement divisible M(ρ) parmi ceux
définis aux §5.2.1 et §5.2.3 et un unique morphisme de O-algèbres R→ Zp.

Démonstration. Remarquons d’abord qu’il n’y a de telles déformations que si ρ|Ip ∈{(
ωk−1−i ∗

0 ωi

)
,

(
ωk−1−i+pi

2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
, 0 ≤ i ≤ k − 2

}
(cf. théorème 4.2.4.7). Si ρ

est une déformation de ρ de type (k, triv), ρ est en particulier un réseau stable par Gp

dans une des représentations V (µ1, µ2), V (µ, ν) ou V (µ, L) de l’exemple 3.1.2.2 (pour
des valeurs convenables des paramètres). Ces représentations sont mutuellement non iso-
morphes et comme les valeurs des paramètres sont fixées par M(ρ) et par le morphisme
R → Zp (cf. les constructions de ce paragraphe), on voit facilement qu’il y a au plus un
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seul choix de chaque tel que ρ ⊗ Zp ' Tst,k(M(ρ)) ⊗R Zp. Le fait que toute déformation
de ρ de type (k, triv) est de la forme Tst,k(M(ρ)) ⊗R Zp résulte de EndF[Gp](ρ) = F, des
résultats du §4.1 et du §4.2, de la proposition 5.2.4.1 et du corollaire 3.2.2.3. �

5.3. Anneaux de déformations semi-stables.

Théorème 5.3.1. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p et ρ : Gal(Qp/Qp) →
GL2(F) une représentation finie telle que EndF[Gp](ρ) = F. Quitte à remplacer F par une
extension finie ne dépendant que de ρ, on a les résultats suivants :
(i) Supposons k = 2, alors :

– R(2, triv, ρ)O = 0 si ρ|Ip /∈
{(

ω ∗
0 1

)
,

(
ω2 0
0 ωp

2

)}
,

– R(2, triv, ρ)O ' O[[X]] si ρ|Ip ∈
{(

ω ∗
0 1

)
avec ∗ très ramifié,

(
ω2 0
0 ωp

2

)}
ou si ρ '

(
ωλ(α) ∗

0 λ(β)

)
avec α, β ∈ F× et α 6= β,

– R(2, triv, ρ)O ∼ O[[X]] × O[[X]] si ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(α)

)
avec α ∈ F× et ∗ peu

ramifié.

(ii) Supposons k ≥ 4, alors :

– R(k, triv, ρ)O = 0 si :

ρ|Ip /∈
{(

ωk−1−i ∗
0 ωi

)
,

(
ωk−1−i+pi

2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
, 0 ≤ i ≤ k − 2

}
,

– R(k, triv, ρ)O ' O[[X]] si :

ρ|Ip ∈

{(
ω

k
2 ∗

0 ω
k
2
−1

)
avec ∗ très ramifié,

(
ωk−1 ∗

0 1

)}
,

– R(k, triv, ρ)O ∼ O[[X]]× O[[X]] si :

ρ|Ip ∈

{(
ωk−1−i ∗

0 ωi

)
avec 1 ≤ i ≤ k − 2 et i 6= k

2
− 1,

(
ω

k
2
+p( k

2
−1)

2 0

0 ω
k
2
−1+p k

2
2

)}

ou si ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(β)

)
avec α, β ∈ F× et α 6= β,

– R(k, triv, ρ)O ∼ O[[X]]× O[[X]]× O[[X]] si ρ|Ip '
(
ωk−1

2 0

0 ω
p(k−1)
2

)
,

– R(k, triv, ρ)O ∼ O[[X]] × O[[X, Y ]]

(XY − p)
si ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(α)

)
avec α ∈ F×

et ∗ peu ramifié,

– R(k, triv, ρ)O ∼
O[[X, Y ]]

(XY − p)
× O[[X, Y ]]

(XY − p)
si ρ|Ip '

(
ωk−1−i+pi

2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
avec

1 ≤ i ≤ k
2
− 2 (ce dernier cas n’arrive donc que pour k > 4).
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Démonstration. Les cas R(k, triv, ρ)O = 0 découlent directement de la proposition 4.1.1
et du théorème 4.2.4.7. On note pour alléger Ru l’anneau des déformations universel de
ρ (noté R(ρ)O au §2.2.2) et R = R(k, triv, ρ)O supposé non nul. Il s’agit de montrer
R ∼

∏r
i=1Ri où r est un entier entre 1 et 3 et Ri (1 ≤ i ≤ r) l’un des anneaux O[[X]],

O[[X,Y ]]
(XY−p)

suivant le cas (cf. les constructions des §5.2.1 et §5.2.3). On procède en trois

temps : (i) on montre l’existence d’une injection de O-algèbres R ↪→
∏r

i=1Ri, (ii) on
montre que les flèches R → Ri qu’on en déduit sont surjectives, (iii) on montre que la
flèche R

[
1
π

]
→
∏r

i=1Ri

[
1
π

]
qu’on en déduit est surjective. Seule la démonstration du (ii)

n’est pas formel, i.e. repose sur quelques calculs, que nous donnons (brièvement) seulement
dans les cas où Ri = O[[X, Y ]]/(XY −p) (ceux où Ri = O[[X]], plus simples, seront laissés
au lecteur).
(i) Par la proposition 5.2.4.1 (et la propriété universelle de Ru), on a pour chaque i un
morphisme continu de O-algèbres locales complètes Ru → Ri, d’où un homomorphisme
f : Ru →

∏r
i=1Ri. Soit x ∈ Ru, montrons que f(x) = 0 si et seulement si x ∈ ∩(k,triv)p,

l’intersection étant prise sur les idéaux premiers de Ru de type (k, triv) (cf. §2.2.2). Soit p

un tel idéal premier, il lui correspond une déformation ρ : Gp → GL2(R
u/p) ↪→ GL2(Zp)

de ρ de type (k, triv) et par le corollaire 5.2.4.2, il existe un i et un homomorphisme de
O-algèbres Ri → Zp (uniques) tels que le diagramme suivant commute :

Ru → Ri

↓ ↓
Ru/p ↪→ Zp.

Réciproquement, tout morphisme Ri → Zp correspond à un idéal premier p = Ker
(
Ru →

Ri → Zp

)
de type (k, triv). Soient x ∈ Ru et xi son image dans Ri pour 1 ≤ i ≤ r. Si

x ∈ ∩(k,triv)p, alors pour tout morphisme de O-algèbres Ri → Zp, xi s’envoie sur 0, ce qui
entrâıne aisément xi = 0, donc f(x) = 0 puisque c’est vrai pour tout i. Réciproquement,
si xi = 0 pour tout i, alors pour tout p de type (k, triv) l’image de x dans Ru/p est nulle,
donc x ∈ ∩(k,triv)p. Par passage au quotient sur la flèche Ru →

∏
Ri, on obtient bien une

injection R ↪→
∏
Ri.

(ii) Il suffit de montrer que Ru → Ri/(π,m
2
i ) est surjectif où mi est l’idéal maximal de

Ri. Considérons le cas Ri ' O[[X, Y ]]/(XY − p) qui n’arrive (cf. §5.2.3) que pour ρ '(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(α)

)
avec ∗ peu ramifié non nul (1er cas) ou ρ '

(
ωk−1−i+pi

2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
avec 1 ≤ i ≤ k

2
− 2 (2ième cas). On a Ri

(π,m2
i )
' F[X,Y ]

(X2,XY,Y 2)
et il suffit de montrer que la

représentation galoisienne :

Tst,k

(
MRi

(ρ)
)
⊗Ri

Ri

(π,m2
i )
' Tst,k

(
MRi

(ρ)⊗Ri

Ri

(π,m2
i )

)
ne peut être définie sur une sous-F-algèbre stricte de Ri

(π,m2
i )

. Par la pleine fidélité du

foncteur Tst,k (cf. §3.2.2), il est équivalent de montrer que MRi
(ρ) ⊗Ri

Ri

(π,m2
i )

ne provient

pas par extension des scalaires d’un sous-objet dans Mk−1 muni d’une action d’une telle

sous-F-algèbre (noter qu’une sous-F-algèbre de F[X,Y ]
(X2,XY,Y 2)

en est aussi un quotient).

1er cas : On a N(FV ) = (1 + N(δV (L))/p)Y GV (cf. §5.2.3,(ii)) d’où on déduit que Y est
dans l’image d’une telle sous-algèbre. Par ailleurs, un calcul (cf. preuve de prop.4.2.4.2
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(i)) montre que Filk−1MRi
(ρ)⊗ Ri

(π,Y,X2)
est engendré par :{

U = u
k
2−1
(

CU (L, k
2
−2)X(F V −GV )+uDU (L, k

2
−1)GV

)
V = u

k
2−1CV (L, k

2
−1)(F V −GV )

avec modulo FilpSRi
⊗ Ri

(π,Y,X2)
:{

ϕk−1(U) = −µ
(

cU (L)XF V +(dU (L)−cU (L)δV (L))GV

)
ϕk−1(V ) = µcV (L)F V

ce qui revient à : ϕk−1(u
k
2−1(F V −GV )) =

µcV (L)

CV (L, k
2−1)

F V

ϕk−1(u
k
2 GV ) =

−µcU (L)

DU (L, k
2−1)

[(
1+

CU (L, k
2−2)

CV (L, k
2−1)

cV (L)

cU (L)

)
XF V +

(
dU (L)

cU (L)
−δV (L)

)
GV

]
.

Mais le corollaire 4.2.3.4 nous dit que modulo (p, up

p
) :

1 +
CU(L, k

2
− 2)

CV (L, k
2
− 1)

cV (L)

cU(L)
=
k

2
6= 0

et il est clair qu’une telle sous-algèbre contient aussi X, c’est-à-dire est égale à Ri

(π,m2
i )

.

2ième cas : On a N(FV ) = (1+N(δV (L))/p)Y GV (cf. §5.2.3,(vii)) d’où on déduit que Y est
dans l’image d’une telle sous-algèbre. Par ailleurs, un calcul (cf. preuve de 4.2.4.5) montre
que Filk−1MRi

(ρ)⊗ Ri

(π,Y,X2)
est engendré par :{

U = ui
(
−CU (L,i−1)XGV +u

k
2−iDU (L, k

2
−1)GV +uk−1−2iDU (L,k−2−i)F V

)
V = −uiCV (L,i)GV

avec modulo FilpSRi
⊗ Ri

(π,Y,X2)
:{

ϕk−1(U) = −µ
(

cU (L)XF V +(dU (L)−cU (L)δV (L))GV

)
ϕk−1(V ) = µcV (L)F V

ce qui revient à : ϕk−1(uiGV ) =
−µcV (L)

CV (L,i)
F V

ϕk−1(uk−1−iF V ) =
−µcU (L)

DU (L,k−2−i)

[(
1+

CU (L,i−1)

CV (L,i)

cV (L)

cU (L)

)
XF V +

(
dU (L)

cU (L)
−δV (L)

)
GV

]
.

Mais le corollaire 4.2.3.4 nous dit que modulo (p, up

p
) :

1 +
CU(L, i− 1)

CV (L, i)

cV (L)

cU(L)
=

k − i− 1

k − 2i− 1
6= 0

et il est clair qu’une telle sous-algèbre contient aussi X, c’est-à-dire est égale à Ri

(π,m2
i )

.

Les cas Ri ' O[[X]] procèdent de manière similaire.
(iii) Pour tout couple d’entiers (a, b) positifs ou nuls tels que a ≤ b et a+b = k−1, on définit
les idéaux premiers p de Ru de type (a, b, triv) en remplaçant “à poids de Hodge-Tate
(0, k−1)” par “à poids de Hodge-Tate (a, b)” dans la définition des idéaux premiers de type

(k, triv) au début du §2.2.2. Notons que par l’isomorphisme Ru = R(ρ)O
∼→ R(ρ⊗ω−a)O

un idéal premier de type (a, b, triv) devient un idéal premier de type (b − a + 1, triv) =
(k−2a, triv). Par le même raisonnement qu’au (i) on construit une injection de O-algèbres
Ru/ ∩ p ↪→

∏
Ri où l’intersection à gauche est prise sur les idéaux premiers de type
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(a, b, triv) pour tous les couples (a, b) possibles et où le produit à droite est pris sur les
familles explicites de déformations de type (b − a + 1, triv) de ρ ⊗ ω−a construites aux
§5.2.1 et §5.2.3 pour tous les couples (a, b) possibles. De plus, par (ii) la projection sur
chaque Ri est surjective et on a un diagramme commutatif :

Ru/ ∩ p ↪→
∏
Ri

↓ ↓
R ↪→

∏r
i=1Ri.

où l’application de gauche est la surjection canonique et celle de droite la projection sur
les composantes de type (k, triv) (rappelons que R = Ru/ ∩ p mais l’intersection n’étant
prise que sur les idéaux premiers de type (k, triv) = (0, k − 1, triv)). Il suffit donc de

montrer (Ru/∩ p)
[

1
π

] ∼→
∏
Ri

[
1
π

]
pour la première ligne, c’est-à-dire, par le lemme 5.1.2,∐

Ri(Zp)
∼→ (Ru/ ∩ p)(Zp). L’injection découle de l’unicité dans le corollaire 5.2.4.2. La

surjection est plus délicate. Considérons les déformations ρ de ρ aux O-algèbres locales
noethériennes complètes (A,m) satisfaisant les deux conditions suivantes :
(i) pour tout entier positif n, ρ ⊗A

A
mn est l’image, par le foncteur Tst,k du §3.2.2, d’un

objet de la catégorie Mk−1,
(ii) det(ρ) = εk−1

[
ω−k+1det(ρ)

]
où [·] désigne le représentant de Teichmüller dans O.

Comme l’image essentielle de Mk−1 est stable par sous-objet, somme directe et quo-
tient, c’est un exercice de voir que ces déformations satisfont les conditions de [CDT],A.2
et le sous-foncteur des déformations correspondant est donc représenté par un quotient
Ru/I de Ru. On a I ⊂ p pour tout idéal premier p de Ru de type (a, b, triv) puisque la
déformation Gp → GL2(R

u/p) correspondante satisfait alors les deux conditions ci-dessus
(le (i) découle de la proposition 3.2.3.2 et du corollaire 3.2.2.3 et le (ii) de la condition sur
le déterminant au §2.2.2). La surjection Ru → Ru/∩ p se factorise donc par Ru/I et tout
élément de (Ru/ ∩ p)(Zp) donne un élément de (Ru/I)(Zp) c’est-à-dire, vu la définition
de Ru/I et le §3.2.3, la torsion par εa d’une déformation de ρ⊗ω−a de type (k− 2a, triv)
pour un certain entier a ∈ {0, k

2
− 1}, c’est-à-dire un élément de Ri(Zp) pour un certain

entier i. Ceci donne la surjectivité voulue et achève la preuve de (iii). �

Corollaire 5.3.2. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p et ρ : Gal(Qp/Qp) →
GL2(F) une représentation finie telle que EndF[Gp](ρ) = F. Alors la conjecture 2.2.2.4 est
vraie pour R(k, triv, ρ)O.

Démonstration. On peut supposer O arbitrairement grand d’après le lemme 2.2.2.5. Le (ii)
de la conjecture 2.2.2.4 est alors clair par le théorème 5.3.1, et aussi le (i) en remarquant
que les composantes irréductibles de R(k, triv, ρ)O sont O[[X]] ou O[[X,Y ]]/(XY − p)
(cf. la remarque 5.1.5). D’après le lemme 5.1.2 (et le théorème 5.3.1), on a

∐r
i=1Ri(Zp) '

R(k, triv, ρ)O(Zp) pour r ∈ {1, 2, 3} et Ri ∈ {O[[X,Y ]]/(XY −p),O[[X]]}, les Ri paramé-
trant toutes les déformations de ρ de type (k, triv). On en déduit aisément le (iii). �

Du théorème 5.3.1 et des lemmes 5.1.6 et 2.2.2.6, on déduit :

Corollaire 5.3.3. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p et ρ : Gal(Qp/Qp) →
GL2(Fp) une représentation finie telle que EndFp[Gp](ρ) = Fp.

(i) Supposons k = 2, alors :
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– µgal(2, triv, ρ) = 0 si ρ|Ip /∈
{(

ω ∗
0 1

)
,

(
ω2 0
0 ωp

2

)}
,

– µgal(2, triv, ρ) = 1 si ρ|Ip ∈
{(

ω ∗
0 1

)
avec ∗ très ramifié,

(
ω2 0
0 ωp

2

)}
ou si

ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(β)

)
avec α, β ∈ F

×
p et α 6= β,

– µgal(2, triv, ρ) = 2 si ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(α)

)
avec α ∈ F

×
p et ∗ peu ramifié.

(ii) Supposons k ≥ 4, alors :

– µgal(k, triv, ρ) = 0 si :

ρ|Ip /∈
{(

ωk−1−i ∗
0 ωi

)
,

(
ωk−1−i+pi

2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
, 0 ≤ i ≤ k − 2

}
,

– µgal(k, triv, ρ) = 1 si :

ρ|Ip ∈

{(
ω

k
2 ∗

0 ω
k
2
−1

)
avec ∗ très ramifié,

(
ωk−1 ∗

0 1

)}
,

– µgal(k, triv, ρ) = 2 si :

ρ|Ip ∈

{(
ωk−1−i ∗

0 ωi

)
avec 1 ≤ i ≤ k − 2 et i 6= k

2
− 1,

(
ω

k
2
+p( k

2
−1)

2 0

0 ω
k
2
−1+p k

2
2

)}

ou si ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(β)

)
avec α, β ∈ F

×
p et α 6= β,

– µgal(k, triv, ρ) = 3 si ρ|Ip '
(
ωk−1

2 0

0 ω
p(k−1)
2

)
ou si ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(α)

)
avec α ∈ F

×
p et ∗ peu ramifié,

– µgal(k, triv, ρ) = 4 si ρ|Ip '
(
ωk−1−i+pi

2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
avec 1 ≤ i ≤ k

2
− 2 (ce

dernier cas n’arrive donc que pour k > 4).

5.4. Comparaison des multiplicités. Pour tout entier k > 1, on rappelle que :

σ(k, triv) = St⊗Qp
Symk−2(Q

2

p)

et que σ(k, triv)
ss

désigne la semi-simplifiée modulo mZp
de σ(k, triv) (cf. §2.1.2).

Lemme 5.4.1. Soit k un entier pair tel que 1 < k < p.
(i) Si k = 2, alors σ(2, triv)

ss
= σp−1,0.

(ii) Si k ≥ 4, alors :

σ(k, triv)
ss

=

( k
2
−2⊕

i=1

σk−2−2i,i

)2⊕( k
2
−2⊕

i=0

σp+1−k+2i,k−2−i

)2

⊕ σk−2,0 ⊕ σ0, k
2
−1 ⊕ σp−1, k

2
−1

où la première somme directe disparâıt si k = 4.
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Démonstration. Le (i) est laissé au lecteur. Pour le (ii), il s’agit donc de décomposer

σp−1,0 ⊗Fp
σk−2,0. On peut procéder comme suit. Soit U0(p) =

(
∗ ∗
p∗ ∗

)
⊂ GL2(Zp), on

remarque que Ind
GL2(Zp)

U0(p) (σk−2,0|U0(p)) ' σk−2,0⊕σp−1,0⊗σk−2,0 puisque Ind
GL2(Zp)

U0(p) 1 ' σ0,0⊕
σp−1,0. On est donc ramené à la décomposition de Ind

GL2(Zp)

U0(p) (σk−2,0|U0(p)) en représentations

irréductibles. Pour (i, j) ∈ {0, ..., p − 2}2, notons σ′i,j le caractère de U0(p) sur Fp donné

par

(
a b
pc d

)
7→ aid

j
. Un calcul facile donne (σk−2,0|U0(p))

ss ' ⊕k−2
i=0 σ

′
i,k−2−i de sorte que :

(
Ind

GL2(Zp)

U0(p) (σk−2,0|U0(p))
)ss

'
k−2⊕
i=0

(
Ind

GL2(Zp)

U0(p) σ′i,k−2−i

)ss
.

On est donc ramené à la décomposition des Ind
GL2(Zp)

U0(p) σ′i,j en représentations irréductibles

qui est faite dans le lemme 3.1.1 de [CDT]. Le résultat final s’en déduit facilement. �

A partir de la règle du §2.1.2, on obtient facilement :

Corollaire 5.4.2. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p et ρ : Gal(Qp/Qp) →
GL2(Fp) une représentation finie telle que EndFp[Gp](ρ) = Fp.

(i) Supposons k = 2, alors :

– µaut(2, triv, ρ) = 0 si ρ|Ip /∈
{(

ω ∗
0 1

)
,

(
ω2 0
0 ωp

2

)}
,

– µaut(2, triv, ρ) = 1 si ρ|Ip ∈
{(

ω ∗
0 1

)
avec ∗ très ramifié,

(
ω2 0
0 ωp

2

)}
ou si

ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(β)

)
avec α, β ∈ F

×
p et α 6= β,

– µaut(2, triv, ρ) = 2 si ρ '
(
ωλ(α) ∗

0 λ(α)

)
avec α ∈ F

×
p et ∗ peu ramifié.

(ii) Supposons k ≥ 4, alors :

– µaut(k, triv, ρ) = 0 si :

ρ|Ip /∈
{(

ωk−1−i ∗
0 ωi

)
,

(
ωk−1−i+pi

2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
, 0 ≤ i ≤ k − 2

}
,

– µaut(k, triv, ρ) = 1 si :

ρ|Ip ∈

{(
ω

k
2 ∗

0 ω
k
2
−1

)
avec ∗ très ramifié,

(
ωk−1 ∗

0 1

)}
,

– µaut(k, triv, ρ) = 2 si :

ρ|Ip ∈

{(
ωk−1−i ∗

0 ωi

)
avec 1 ≤ i ≤ k − 2 et i 6= k

2
− 1,

(
ω

k
2
+p( k

2
−1)

2 0

0 ω
k
2
−1+p k

2
2

)}

ou si ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(β)

)
avec α, β ∈ F

×
p et α 6= β,
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– µaut(k, triv, ρ) = 3 si ρ|Ip '
(
ωk−1

2 0

0 ω
p(k−1)
2

)
ou si ρ '

(
ω

k
2λ(α) ∗
0 ω

k
2
−1λ(α)

)
avec α ∈ F

×
p et ∗ peu ramifié,

– µaut(k, triv, ρ) = 4 si ρ|Ip '
(
ωk−1−i+pi

2 0

0 ω
i+p(k−1−i)
2

)
avec 1 ≤ i ≤ k

2
− 2 (ce

dernier cas n’arrive donc que pour k > 4).

En vertu des corollaires 5.3.2, 5.3.3, 5.4.2 et des résultats du §2.3.2, on a finalement :

Théorème 5.4.3. Soient k un entier pair tel que 1 < k < p, τ un type galoisien
de degré 2 scalaire et ρ : Gal(Qp/Qp) → GL2(Fp) une représentation finie telle que

EndFp[Gp](ρ) = Fp. Alors µgal(k, τ, ρ) = #det(τ)(Isauv
p ) · µaut(k, τ, ρ). En particulier si τ

est modéré µgal(k, τ, ρ) = µaut(k, τ, ρ).

6. Exemples potentiellement cristallins en bref

Rappelons déjà que le cas semi-stable avec 1 < k < p et k impair reste à traiter. Les
calculs seront probablement du même ordre de difficulté que pour le cas pair, bien que
différents. Nous examinons ci-dessous, sans donner les détails des calculs (lorsque nous
les avons faits !), certains cas de la conjecture 2.3.1.1 quand le type galoisien τ est non
scalaire.

6.1. Exemples de type “série principale”. Le cas le plus simple après τ scalaire est
τ ' ω̃iχ|Ip ⊕ χ|Ip où 1 ≤ i ≤ p− 2, χ est un caractère fini de Ip qui s’étend à Gp et ω̃ est
le relevé de Teichmüller du caractère ω. Quitte à twister par χ (cf. proposition 2.3.2.2),
on peut supposer τ ' ω̃i ⊕ 1. Les représentations potentiellement semi-stables à poids de
Hodge-Tate (0, k − 1) (k entier ≥ 2) et à représentation de Weil-Deligne isomorphe à τ
après restriction à Ip sont cristallines sur F = Qp(

p
√

1). Soit π̃ une uniformisante de F
telle que π̃p−1 + p = 0, ces représentations sont les Vst,k(D) où D = Qpe1 ⊕Qpe2 est un
module faiblement admissible avec N = 0 de la forme suivante :

ϕ(e1) = ξe1, ϕ(e2) = pk−1

ξ
µe2

Filk−1(F ⊗Qp D) = (F ⊗Qp Qp) · (π̃i ⊗ e1 + e2)

µ ∈ Z
×
p , ξ ∈ Zp, 0 ≤ valp(ξ) ≤ k − 1

et muni d’une action linéaire de Gal(F/Qp) donnée par (g ∈ Gal(F/Qp)) :{
g(e1) = e1
g(e2) = ω̃(g)ie2.

(On voit facilement que D est faiblement admissible en utilisant la proposition 3.1.1.5 par
exemple et on note que l’action de Gp sur Vst,k(D) ⊂ Bst⊗QpD tient compte ici de l’action

de Gal(F/Qp) sur D.) On pose D = D(µ, ξ) et V (µ, ξ) = Vst,k

(
D(µ, ξ)

)
. Lorsque k = 2,

en utilisant la description des groupes p-divisibles sur OF , i.e. des réseaux galoisiens dans
les représentations cristallines sur F à poids de Hodge-Tate ∈ {0, 1}, donnée dans [Br5],
des techniques similaires aux précédentes fournissent les deux propositions :
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Proposition 6.1.1. Soient V une représentation potentiellement cristalline de Gp de
dimension 2 sur Qp à poids de Hodge-Tate (0, 1) et telle que WD(V )|Ip ' ω̃i|Ip ⊕ 1 où

1 ≤ i ≤ p− 2, i.e. V ' V (µ, ξ) avec µ ∈ Z
×
p et ξ ∈ Zp, 0 ≤ valp(ξ) ≤ 1, T un Zp-réseau

de V stable par Gp et T sa réduction modulo mZp
.

(i) Si valp(ξ) = 0 alors T '
(
ωλ(ξ

−1
) ∗

0 ωiλ(ξµ−1)

)
.

(ii) Si 0 < valp(ξ) < 1 alors T |Ip '
(
ω1+i

2 0

0 ω
p(1+i)
2

)
et det(T ) ' ω1+iλ(µ−1).

(iii) Si valp(ξ) = 1 alors T '

(
ω1+iλ( ξ

p
µ−1) ∗

0 λ(p
ξ
)

)
.

On fixe O l’anneau des entiers d’une extension finie de Qp dans Qp et F son corps
résiduel.

Proposition 6.1.2. Soient 1 ≤ i ≤ p− 2, τ ' ω̃i|Ip ⊕ 1 et ρ : Gal(Qp/Qp)→ GL2(F)
une représentation finie telle que EndF[Gp](ρ) = F. On a les résultats suivants :

(i) R(2, τ, ρ)O = 0 si ρ|Ip /∈
{(

ω ∗
0 ωi

)
,

(
ω1+i

2 0

0 ω
p(1+i)
2

)
,

(
ω1+i ∗

0 1

)}
,

(ii) R(2, τ, ρ)O ' O[[X]] si ρ|Ip ∈
{(

ω ∗
0 ωi

)
,

(
ω1+i ∗

0 1

)}
,

(iii) R(2, τ, ρ)O '
O[[X, Y ]]

(XY − p)
si ρ|Ip '

(
ω1+i

2 0

0 ω
p(1+i)
2

)
.

(Noter que ce résultat était conjecturé dans [CDT],conjecture 1.2.2. Pour ρ réductible,
l’existence d’une surjection O[[X]] � R(2, τ, ρ)O était connue, cf. [CDT],cor.2.1.3.). En

remarquant que pour τ ' ω̃i|Ip ⊕ 1, on a σ(2, τ) = Ind
GL2(Zp)

U0(p) ω̃i (où ω̃i

(
a b
pc d

)
= [a]i) et

σ(2, τ)
ss
' σi,0 ⊕ σp−1−i,i, on déduit de la règle d’admission et de la proposition 6.1.2 :

Corollaire 6.1.3. Soient 1 ≤ i ≤ p − 2, χ un caractère fini de Gp, τ ' ω̃iχ|Ip ⊕ χ|Ip

et ρ : Gal(Qp/Qp) → GL2(Fp) une représentation finie telle que EndFp[Gp](ρ) = Fp.

Alors µgal(2, τ, ρ) = #χ(Isauv
p ) · µaut(2, τ, ρ). En particulier si χ est modéré µgal(2, τ, ρ) =

µaut(2, τ, ρ).

Lorsque k > 2 (et k < p), on a seulement une description conjecturale des réseaux
stables par Galois dans les représentations cristallines de Gal(Qp/F ) à poids de Hodge-
Tate (0, k− 1) (par des modules fortement divisibles généralisant ceux du §3.2). Cela dit,
en utilisant cette description, on peut quand même par des calculs tester la conjecture
2.3.1.1. Par exemple lorsque k = 3 et i = 1 (et modulo la description conjecturale des
réseaux galoisiens), on peut vérifier que ça marche encore...

6.2. Un exemple de type “supercuspidal”. Dans cette section, on suppose p = 3
et on décrit ce que pourrait être la situation (nous n’avons pas mené les calculs jusqu’au
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bout) dans le cas τ ' (IndW3
WK

χ)|I3 où K = Q3(
√
−3) et χ : W ab

K = K× → Z
×
3 est un

caractère donné sur O×K par :

χ(−1) = −1, χ(1 +
√
−3) = 1

χ(1 + 3) = 1, χ(1 + 3
√
−3) = ζ

où ζ 6= 1 et ζ3 = 1 dans Z
×
3 . Noter que ce type est un de ceux qui apparâıt sur la

représentation de Weil-Deligne associée au module de Tate 3-adique d’une courbe ellip-
tique sur Q3 de conducteur 243 (cf. [BCDT]). Les représentations potentiellement semi-
stables à poids de Hodge-Tate (0, k−1) (k entier ≥ 2) et à représentation de Weil-Deligne
isomorphe à τ après restriction à I3 sont cristallines sur F = Q3(

12
√
−3). Soit π̃ = 12

√
−3,

on peut voir que ces représentations sont les Vst,k(D) où D = Q3e1⊕Q3e2 est un module
faiblement admissible avec N = 0 de la forme suivante (où on fixe π ∈ Z3 tel que π2 = 3) :

ϕ(e1) = πkµe2, ϕ(e2) = −πk−2µe1
Filk−1(F ⊗Q3 D) = (F ⊗Q3 Q3) ·

(
(π̃4 ⊗ a+ 1⊗ b)e1 + π̃6 ⊗ 1(π̃4 ⊗ a− 1⊗ b)e2

)
µ ∈ Z

×
3 , (a, b) ∈ Q

2

3 \ {(0, 0)}

avec Q9 ⊗Q3 D muni d’une action Q9-semi-linéaire de Gal(Q9[π̃]/Q3) donnée par :{
γ2(e1) = e1
γ2(e2) = e2

où γ2 ∈ Gal(Q9[π̃]/Q3),

{
γ2(
√
−1) = −

√
−1

γ2(π̃) = π̃{
γ3(e1) = −1

2
e1 − 3

2
e2

γ3(e2) = 1
2
e1 − 1

2
e2

où γ3 ∈ Gal(Q9[π̃]/Q3),

{
γ3(
√
−1) =

√
−1

γ3(π̃) = − π̃6

2
(1− π̃6){

γ4(e1) =
√
−1⊗ e1

γ4(e2) = −
√
−1⊗ e2

où γ4 ∈ Gal(Q9[π̃]/Q3),

{
γ4(
√
−1) =

√
−1

γ4(π̃) = −
√
−1π̃.

(On voit facilement que D est faiblement admissible en utilisant la proposition 3.1.1.5
par exemple et on note que l’action de G3 sur Vst,k(D) ⊂ Bst ⊗Q3 D tient compte ici
de l’action de Gal(Q9[π̃]/Q3) sur D.) On pose c = b

a
∈ Q3 ∪ {∞}, D = D(µ, c) et

V (µ, c) = Vst,k

(
D(µ, c)

)
. On convient que val3(c) = +∞ si b = 0 et val3(c) = −∞ si

a = 0. Supposons k = 2 et soient T un Z3-réseau de V (µ, c) stable par G3 et T sa
réduction modulo mZ3

. Les calculs partiels que nous avons obtenus (via la description des
réseaux dans les représentations cristallines sur F à poids de Hodge-Tate ∈ {0, 1} donnée
dans [Br5]) suggèrent la description suivante des T possibles (noter qu’ici ω2 = 1) :

(i) Supposons val3
(

c3−3
c3+3

)
> 0, alors T |I3

?'
(
ω3

2 0
0 ω2

)
ou bien T |I3

?'
(
ω3

2 0
0 ω2

)
⊗ ω (et

det(T ) = ωλ(µ−2)).

(ii) Supposons val3
(

c3−3
c3+3

)
< 0, alors T |I3

?'
(
ω3

2 0
0 ω2

)
⊗ ω ou bien T |I3

?'
(
ω3

2 0
0 ω2

)
(l’autre cas de (i)).

(iii) Supposons val3
(

c3−3
c3+3

)
= 0.

• Si val3(c) ≤ 0, alors T |I3 '
(
ω ∗
0 1

)
avec ∗ très ramifié ou T |I3 '

(
1 ∗
0 ω

)
avec ∗ très

ramifié,

• si 0 <val3(c) <
1
3
, alors T |I3

?'
(
ω ∗
0 1

)
avec ∗ peu ramifié et mêmes caractères diagonaux
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non ramifiés (pour T ) ou T |I3
?'
(

1 ∗
0 ω

)
avec ∗ peu ramifié et mêmes caractères diagonaux

non ramifiés (pour T ),

• si val3(c) = 1
3
, alors T |I3

?'
(
ω ∗
0 1

)
avec ∗ peu ramifié et caractères diagonaux non

ramifiés différents (pour T ) ou T |I3
?'
(

1 ∗
0 ω

)
avec ∗ peu ramifié et caractères diagonaux

non ramifiés différents (pour T ),

• si 1
3
<val3(c) <

1
2
, alors T |I3

?'
(
ω ∗
0 1

)
avec ∗ peu ramifié et mêmes caractères diagonaux

non ramifiés (pour T ) ou T |I3
?'
(

1 ∗
0 ω

)
avec ∗ peu ramifié et mêmes caractères diagonaux

non ramifiés (pour T ),

• si val3(c) ≥ 1
2
, alors T |I3 '

(
ω ∗
0 1

)
avec ∗ très ramifié ou T |I3 '

(
1 ∗
0 ω

)
avec ∗ très

ramifié.
(L’absence de ? au dessus d’un ' signifie que l’on a complètement vérifié l’assertion.)
Les calculs suggèrent que les modules fortement divisibles correspondant aux réseaux
galoisiens dépendent de µ et des quantités suivantes (suivant les cas précédents) : (i)

X = c et Y = c3

3
− 1, (ii) X = c et Y = c3

3
+ 1, (iii) X = c−1 − [c−1] si val3(c) ≤ 0, X = c

et Y = 3
c3

si 0 <val3(c) <
1
3
, X = c et Y = c3

3
−
[

c3

3

]
si val3(c) = 1

3
, X = 3

c2
et Y = c3

3
si

1
3
<val3(c) <

1
2

et X = c, Y = c2

3
−
[

c2

3

]
si val3(c) ≥ 1

2
.

Fixons O l’anneau des entiers d’une extension finie de Qp dans Qp, F son corps résiduel

et ρ : Gal(Qp/Qp) → GL2(F) une représentation finie telle que EndF[Gp](ρ) = F. Par
analogie avec la situation semi-stable, quitte à agrandir F il semble alors raisonnable
d’attendre les anneaux de déformations suivants (cf. définition 5.1.3 pour le symbole ∼) :

(i) R(2, τ, ρ)O
?∼ O[[X,Y ]]

(X3−3(Y +1))
× O[[X,Y ]]

(X3−3(Y +1))
, donc µgal(2, τ, ρ)

?
= 3 + 3 = 6, si ρ|I3 '(

ω3
2 0

0 ω2

)
ou ρ|I3 '

(
ω3

2 0
0 ω2

)
⊗ ω,

(ii) R(2, τ, ρ)O
?∼ O[[X,Y ]]

(X3−3(Y−1))
× O[[X,Y ]]

(X3−3(Y−1))
, donc µgal(2, τ, ρ)

?
= 3 + 3 = 6, si ρ|I3 '(

ω3
2 0

0 ω2

)
⊗ ω ou ρ|I3 '

(
ω3

2 0
0 ω2

)
(l’autre cas de (i)),

(iii) R(2, τ, ρ)O
?∼ O[[X]]× O[[X,Y ]]

(X2−3(Y +λ))
(pour un λ ∈ W (F)× ⊂ O× dépendant de ρ), donc

µgal(2, τ, ρ)
?
= 1 + 2 = 3, si ρ|I3 '

(
ω ∗
0 1

)
avec ∗ très ramifié ou ρ|I3 '

(
1 ∗
0 ω

)
avec ∗

très ramifié,

(iv) R(2, τ, ρ)O
?∼ O[[X,Y ]]

(X3Y−3)
× O[[X,Y ]]

(X3Y 2−3)
, donc µgal(2, τ, ρ)

?
= 4+5 = 9, si ρ '

(
ωλ(α) ∗

0 λ(α)

)
avec ∗ peu ramifié ou ρ '

(
λ(α) ∗

0 ωλ(α)

)
avec ∗ peu ramifié (α ∈ F×),

(v) R(2, τ, ρ)O
?∼ O[[X,Y ]]

(X3−3(Y +λ1))
× O[[X,Y ]]

(X3−3(Y +λ2))
(pour des λi ∈ W (F)× ⊂ O× dépendant
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de ρ), donc µgal(2, τ, ρ)
?
= 3 + 3 = 6, si ρ '

(
ωλ(α) ∗

0 λ(β)

)
avec ∗ peu ramifié ou

ρ '
(
λ(α) ∗

0 ωλ(β)

)
avec ∗ peu ramifié (α, β ∈ F×, α 6= β).

Signalons au passage qu’une bonne partie de [BCDT] consistait à “isoler” les familles en
O[[X]] ci-dessus (qui n’apparaissent que dans le cas très ramifié). Côté Langlands local,
on a par le (iii) du théorème 2.1.1.4 :

σ(τ) '
(
Ind

GL2(Z3)

O×
K(1+3OKs)

χχ′′
)

(c’est-à-dire a = 4 et on peut choisir χ′ = 1). En prenant (
√
−3, 1) comme Z3-base de

OK , on vérifie que :

O
×
K(1 + 3OKs) =

{(
a b
3c d

)
∈ U0(3) | a ≡ d (3), b ≡ −c (3)

}
= U.

Posons V =

{(
a b
3c d

)
∈ U0(3) | a ≡ d (3)

}
, on a les extensions de groupes :

1 → U → V → F3 → 0
1 → V → U0(3) → F×3 → 1

où V → F3 est donné par

(
a b
3c d

)
7→ a−1(b + c) et U0(3) → F×3 par

(
a b
3c d

)
7→ a−1d.

On en déduit (en remarquant que χχ′′ = 1 puisque χχ′′ est d’ordre 3) :

σ(2, τ)
ss

= σ(τ)
ss

=
(
Ind

GL2(Z3)
U 1

)ss

=

(
Ind

GL2(Z3)
U0(3)

(
Ind

U0(3)
V

(
IndV

U1
)))ss

=
(
Ind

GL2(Z3)
U0(3)

(
Ind

U0(3)
V (1⊕ 1⊕ 1)

))ss

=
(
Ind

GL2(Z3)
U0(3)

(
σ′0,0

3 ⊕ σ′1,1
3))ss

= σ3
0,0 ⊕ σ3

2,0 ⊕ σ3
0,1 ⊕ σ3

2,1

où σ′i,j

(
a b
3c d

)
= aid

j
si i, j ∈ Z/2Z (cf. aussi [BCDT],§3.4). C’est alors un exercice

de vérifier que la règle d’admission du §2.1.2 redonne bien les mêmes multiplicités que
précédemment (notons que dans ce cas det(τ) = 1).
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Annexe A. Sur l’unicité des types pour GL2 (par Guy Henniart)

A.1. Introduction.

A.1.1. Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien. Fixons une
clôture séparable algébrique F de F et notons WF le groupe de Weil de F sur F . Nor-
malisons l’application de réciprocité τF : WF → F× de façon que les substitutions de
Frobenius géométriques correspondent aux uniformisantes de F . Comme τF induit un iso-
morphisme entre W ab

F et F×, on obtient une bijection canonique entre les quasicaractères
de WF et ceux de F×1. Plus généralement, Langlands a conjecturé l’existence, pour chaque
entier n ≥ 1, d’une bijection canonique σ 7→ π(σ) de l’ensemble GF (n) des classes d’iso-
morphisme de représentations Φ-semisimples de dimension n du groupe de Weil-Deligne
de F ([Ta],§3) sur l’ensemble AF (n) des classes d’isomorphisme de représentations lisses
irréductibles de GLn(F ). Pour n = 1, GF (1) s’identifie à l’ensemble des quasicaractères
de WF , AF (1) à l’ensemble des quasicaractères de F× et l’application σ 7→ π(σ) de GF (1)
dans AF (1) est l’application réciproque de la bijection χ 7→ χ ◦ τF de AF (1) sur GF (1).
Dans la suite, nous nous intéressons uniquement au cas où n = 2 et nous posons G =
GL2(F ). H. Jacquet et R.P. Langlands ([JL]) ont construit π(σ) pour σ ∈ GF (2) réductible,
ou quand la caractéristique résiduelle de F est impaire. Ph. Kutzko ([Ku2]) a ensuite
construit π(σ) dans tous les autres cas, obtenant alors la bijection voulue.

Remarque A.1.1.1. Les correspondances de Langlands mentionnées ci-dessus ont été
établies en 1999 pour tout entier n ≥ 2 par M. Harris et R. Taylor ([HT], voir aussi [He]).

A.1.2. Si σ ∈ GF (2) est irréductible, alors π(σ) ∈ AF (2) est supercuspidale, et réciproque-
ment. Si σ ∈ GF (2) est réductible, nous allons décrire π(σ). Deux cas sont en fait
possibles. Dans le premier, il existe des quasicaractères χ1, χ2 de F× tels que σ =
χ1 ◦ τF ⊕ χ2 ◦ τF ; alors π(σ) est la série principale π(χ1, χ2) ([JL],§3). Dans le second
cas, σ est indécomposable ; notant | | le quasicaractère norme de F×, il existe un qua-
sicaractère χ de F× tel que la représentation de WF sous-jacente à σ soit isomorphe à
χ| |−1/2 ◦ τF ⊕χ| |1/2 ◦ τF , et π(σ) n’est autre que la représentation spéciale (χ◦det)⊗StG
où StG est la représentation de Steinberg de G (notée σ(| |−1/2, | |1/2) dans loc.cit.).

Remarque A.1.2.1. La représentation π(χ| |−1/2, χ| |1/2) n’est autre que le quasica-
ractère χ ◦ det de G. Les éléments de AF (2) qui ne sont pas de cette forme χ ◦ det sont
de dimension infinie.

Remarque A.1.2.2. La correspondance σ 7→ π(σ) de GF (2) sur AF (2) est compa-
tible à la torsion par les quasicaractères de F× au sens où pour tout σ ∈ GF (2) et tout
quasicaractère χ de F×, on a π((χ ◦ τF )⊗ σ) = (χ ◦ det)⊗ π(σ).

A.1.3. Nous allons introduire une partition de AF (2) en composantes.

Définition A.1.3.1. Deux éléments π et π′ de AF (2) sont dans la même composante
si les éléments σ et σ′ de GF (2) auxquels π et π′ correspondent ont même restriction au
groupe d’inertie IF de WF (à isomorphisme près).

1Pour nous, un quasicaractère d’un groupe topologique G est un homomorphisme continu de G dans
C×. C’est un caractère si en outre ses valeurs sont des nombres complexes de module 1.
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Rappelons que J. Bernstein ([De]) a donné une décomposition de la catégorie des
représentations lisses de G en produit de sous-catégories indécomposables. Il découle
immédiatement des définitions de [De] et du §A.1.2 que, pour que deux éléments de
AF (2) soient dans la même composante, il faut et il suffit qu’ils appartiennent à la même
sous-catégorie dans la décomposition de Bernstein.
En fait, les composantes se décrivent aisément d’après le §A.1.2 précédent. Il y a d’abord
les composantes supercuspidales : si π ∈ AF (2) est supercuspidale, la composante de π est
formée des (η◦det)⊗π où η parcourt les quasicaractères non ramifiés de F×. Puis il y a les
composantes spéciales : si χ est un quasicaractère de F×, la composante de (χ◦det)⊗StG
est formée des ((ηχ) ◦ det)⊗ StG et des représentations π(η1χ| |−1/2, η2χ| |1/2) où η, η1, η2

parcourent les quasicaractères non ramifiés de F×. Un cas particulier est la composante
triviale s0, qui est celle de StG (ou du quasicaractère trivial de G, si l’on veut). Enfin,
il y a les composantes principales : si χ1 et χ2 sont des quasicaractères de F× tels que
χ1χ

−1
2 est ramifié, alors la composante de π(χ1, χ2) est formée des π(η1χ1, η2χ2), où η1 et

η2 parcourent à nouveau les quasicaractères non ramifiés de F×.

Remarque A.1.3.2. Soient π ∈ AF (2) et χ un quasicaractère de F×. Alors l’application
π′ 7→ (χ ◦ det)⊗ π′ induit une bijection de la composante de π sur celle de (χ ◦ det)⊗ π.
Cela découle aussitôt de la remarque A.1.2.2.

A.1.4. Posons K = GL2(OF ), où OF est l’anneau des entiers de F .

Définition A.1.4.1. Soient λ une représentation lisse irréductible de K et s une
composante de AF (2).
(i) On dit que λ est typique pour s si les seuls éléments π de AF (2) où λ intervienne (au
sens où λ est un constituant de π|K) sont dans la composante s et si λ intervient dans au
moins un élément de cette composante.
(ii) On dit que λ est un type pour s si λ est typique pour s et si λ intervient dans tous
les éléments de la composante s.

On voit immédiatement que dire que λ est un type pour s signifie précisément que λ
est un type au sens de Bushnell-Kutzko ([BK2],§4) pour le facteur correspondant à s dans
la décomposition de Bernstein.
Pour chaque composante s de AF (2), nous allons déterminer (à isomorphisme près) toutes
les représentations lisses irréductibles typiques de K.

Remarque A.1.4.2. Pour énoncer nos résultats de façon simple, il est commode de
remarquer que si s est la composante de π ∈ AF (2) et χ un quasicaractère de F×, alors λ
est typique pour s (resp. est un type pour s) si et seulement si (χ◦det)⊗λ est typique (resp.
est un type) pour la composante de (χ ◦ det)⊗ π : en effet la multiplicité de (χ ◦ det)⊗ λ
dans (χ ◦ det)⊗ ρ|K est égale à celle de λ dans ρ|K pour tout ρ ∈ AF (2), et on applique
la remarque A.1.3.2.

A.1.5. Voici les résultats que nous démontrons dans les deux chapitres suivants.

1) Si s est une composante supercuspidale, alors il existe une représentation lisse irréducti-
ble de K typique pour s, unique à isomorphisme près. C’est un type pour s, et elle inter-
vient avec multiplicité 1 dans tout élément de s.
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2) Si s est la composante triviale s0 de StG, alors il y a, à isomorphisme près, exac-
tement deux représentations lisses irréductibles de K typiques pour s0. La première
est la représentation triviale de K, qui intervient avec multiplicité 1 dans toutes les
représentations de s0 dans la série principale, mais pas dans les représentations spéciales.
La seconde est la représentation de K qui provient, par inflation, de la représentation de
Steinberg du quotient GL2(kF ) de K (où kF désigne le corps résiduel de F ). Elle intervient
avec multiplicité 1 dans les représentations spéciales de s0 et dans les représentations de
s0 qui sont de la série principale et de dimension infinie, et elle n’intervient bien sûr pas
dans les quasicaractères de G. Aucune de ces deux représentations typiques pour s0 n’est
donc un type pour s0.

3) Si enfin s est une composante principale de AF (2), il y a à isomorphisme près, exac-
tement une représentation lisse irréductible de K typique pour s, sauf si le cardinal de
kF est 2, auquel cas il y a, à isomorphisme près, exactement deux représentations lisses
irréductibles de K typiques pour s. Toute représentation lisse irréductible de K typique
pour s est un type pour s et intervient avec multiplicité 1 dans les éléments de s.

Remarque A.1.5.1. Les seules composantes qui n’apparaissent pas dans 1), 2) et 3)
sont celles des représentations de la forme (χ ◦ det) ⊗ StG où χ est un quasicaractère
ramifié de F×. Mais on obtient les représentations typiques de ces composantes à partir
du cas 2) par torsion par χ ◦ det, cf. la remarque A.1.4.2.

A.1.6. Les représentations typiques seront décrites au cours de la démonstration. La
méthode utilisée consiste simplement à identifier la restriction à K (ou une grande partie
de cette restriction) de chaque élément de AF (2) en suivant les renseignements donnés par
Casselman ([Ca]) pour les séries principales et spéciales et par Kutzko ([Ku1]) pour les
représentations supercuspidales. Les deux chapitres A.2 et A.3 correspondent à ces deux
cas traités successivement.
Il est vraisemblable que ces résultats s’étendent à GLn pour n ≥ 3. L’extension à GLn

pour les représentations supercuspidales devrait être facile en utilisant [BK1], mais le cas
général demanderait à examiner beaucoup plus en détail les constructions difficiles de
types dans [BK3].

A.2. Les séries principales et spéciales.

A.2.1. Dans la suite, nous notons OF l’anneau des entiers de F , pF son idéal maximal,
kF = OF/pF son corps résiduel et q = qF le cardinal de kF . Nous notons aussi UF le
groupe des unités de OF , qui est filtré par ses sous-groupes U i

F = 1+pi
F pour i entier ≥ 1.

Nous fixons également une uniformisante $F de F et un caractère additif ψ de F trivial
sur pF mais non sur OF ($F et ψ ne serviront qu’au chapitre A.3).
Pour chaque caractère ε0 de UF , nous notons s(ε0) la composante de AF (2) qui contient
π(ε̃0, 1) pour tout quasicaractère ε̃0 de F× dont la restriction à UF est ε0. Si ε0 est le
caractère trivial de UF , on a s(ε0) = s0. Toute composante spéciale ou principale de
AF (2) s’obtient, par torsion par un quasicaractère de F×, à partir d’une composante de
la forme s(ε0) (cf. la remarque A.1.4.2). Nous pouvons donc nous contenter de déterminer
les représentations typiques pour ces composantes s(ε0).
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A.2.2. Fixons donc un caractère ε0 de UF et notons pN0
F son conducteur d’Artin ; l’entier

N0 est alors appelé l’exposant de ε0. Si χ1, χ2 sont deux quasicaractères de F× tels que
χ1|UF

= ε0 et χ2|UF
= 1, la restriction à K de l’induite parabolique (normalisée ou non)

de χ1 ⊗ χ2 ne dépend que de ε0 et se décrit, d’après ([Ca],p.311), de la façon suivante.
Pour chaque entier N ≥ 1, on note K(N) le groupe 1 + M2(p

N
F ) et on pose K(0) =

K. Pour chaque entier N ≥ 0, on note K0(N) le groupe des matrices

(
a b
c d

)
dans K

telles que c appartienne à pN
F . On a K0(0) = K(0) = K. Pour N entier ≥ N0, on pose

IndN(ε0) = IndK
K0(N)(ε), où ε est le caractère de K0(N) défini par ε

(
a b
c d

)
= ε0(a), et on

note uN(ε0) le complément de IndN−1(ε0) dans IndN(ε0). D’après ([Ca],prop.1), uN(ε0)
est irréductible pour tout entier N ≥ N0 : c’est l’unique représentation irréductible de K,
à isomorphisme près, qui soit triviale sur K(N) mais non sur K(N − 1) et contienne un
vecteur non nul qui se transforme suivant le caractère ε de K0(N) (loc.cit.,p.312).
Si χ1, χ2 sont deux quasicaractères de F× comme précédemment, la restriction à K de
l’induite parabolique de χ1 ⊗ χ2 est la somme directe des représentations irréductibles
uN(ε0) pour N ≥ N0 (ces représentations sont inéquivalentes). De plus, uN0(ε0) n’apparâıt
dans aucune représentation lisse supercuspidale de G (loc.cit.,prop.2).

A.2.3. Examinons d’abord le cas où ε0 = 1 i.e. s(ε0) = s0. Alors u0(1) est la représenta-
tion triviale de K et u1(1) s’obtient par inflation à partir de la représentation de Steinberg
de GL2(kF ) ' K/K(1). Comme u0(1) et u1(1) sont les deux composantes irréductibles
de l’induite à K de la représentation triviale du sous-groupe d’Iwahori K0(1) de G et que
cette dernière est un type pour s0 ([BK2],§9.2), on voit que u0(1) et u1(1) sont typiques
pour s0. Les multiplicités annoncées au §A.1.5 sont immédiates.

A.2.4. Pour ε0 6= 1, il est bien connu que uN0(ε0) est typique pour s(ε0), c’est même
un type pour s(ε0) : il s’agit là du cas le plus élémentaire de type semi-simple au sens
de Bushnell-Kutzko, cf. [BK3]. Par le §A.2.2 elle intervient avec multiplicité 1 dans tout
π ∈ s(ε0). Il s’agit maintenant d’examiner si uN(1) pour N ≥ 2 et uN(ε0) pour ε0 6= 1 et
N ≥ N0 + 1 sont typiques ou non. Rappelons pour cela le théorème 1 de [Ca] :

Théorème A.2.4.1. Soient π une représentation lisse irréductible de G de conducteur

p
c(π)
F avec c(π) ≥ 1, ωπ le caractère central de π et η0 = ωπ|UF

. Alors le complément dans
π|K de l’espace des points fixes par K(c(π)− 1) est la représentation

∑
N≥c(π) uN(η0).

Notons que pour c(π) = 0, π est non ramifiée et sa restriction à K est connue, cf. §A.2.2.
Pour ε0 = 1, prenons pour π une représentation lisse irréductible supercuspidale de niveau
0 (i.e. ayant un vecteur non nul fixe par K(1)) et telle que ωπ|UF

= ε0 = 1 (on vérifie
aisément, par exemple à l’aide de A.3.2 ci-dessous, qu’il en existe, même pour q = 2).
Alors c(π) = 2 et, comme par le théorème ci-dessus uN(1) intervient dans π pour N ≥ 2,
on voit que uN(1) n’est pas typique pour N ≥ 2. Pour ε0 6= 1 et N0 = 1 (ce cas n’existe
pas pour q = 2), on prend pour π une représentation lisse irréductible supercuspidale de
niveau 0 telle que ωπ|UF

= ε0. Pour la même raison, uN(ε0) n’est pas typique pour N ≥ 2.
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A.2.5. Pour ε0 6= 1 et N0 ≥ 2, il faut distinguer suivant que q vaut 2 ou non. Supposons
d’abord q ≥ 3. Soient η un caractère modéré non trivial de UF et χ1, χ2 deux quasica-
ractères de F× tels que χ1|UF

= ηε0 et χ2|UF
= η−1 ; alors la série principale π(χ1, χ2)

n’appartient pas à la composante s(ε0) et son conducteur est pN0+1
F . On voit donc par le

théorème A.2.4.1 que pour N ≥ N0 +1, uN(ε0) intervient dans π(χ1, χ2)|K et n’est pas ty-
pique pour s(ε0). Cela prouve que pour ε0 6= 1 et q ≥ 3, uN0(ε0) est la seule représentation
typique pour s(ε0).

A.2.6. On suppose maintenant ε0 6= 1 et q = 2 (donc N0 ≥ 2). Il s’agit de déterminer
si uN(ε0) est typique ou non pour N ≥ N0 + 1. Si N0 vaut au moins 3, choisissons un
caractère η de UF de conducteur p2

F et construisons π = π(χ1, χ2) de conducteur pN0+2
F

comme au paragraphe précédent. Alors uN(ε0) intervient dans π|K pour N ≥ N0 + 2 et
comme π n’est pas dans la composante s(ε0), uN(ε0) n’est pas typique pour N ≥ N0 + 2.
Pour N0 = 2, c’est ε0 lui-même qui est l’unique caractère de UF de conducteur p2

F et on
ne peut utiliser le même raisonnement. Si E est une extension quadratique non ramifiée
de F , on peut trouver un caractère θ de E× de conducteur p2

E, non stable par l’action de
Gal(E/F ), et dont la restriction à UF est ε0. La représentation π(θ) associée à IndWF

WE
(θ)

par la correspondance locale est alors supercuspidale et de conducteur p4
F . Par le théorème

ci-dessus uN(ε0) intervient dans π(θ) pour N ≥ 4 et n’est donc pas typique.
Nous allons montrer que pour q = 2, ε0 6= 1 (et N0 ≥ 2), uN0+1(ε0) est aussi typique pour
s(ε0). Par le §A.2.2 elle intervient avec multiplicité 1 dans tous les éléments de s(ε0) ; c’est
donc un type pour s(ε0).

A.2.7. On suppose donc q = 2, ε0 6= 1 et on veut montrer que uN0+1(ε0) n’intervient ni
dans les séries principales de composante différente de s(ε0), ni dans les représentations
supercuspidales ou spéciales. Soit π une représentation lisse irréductible de G où uN0+1(ε0)
intervient ; alors π est générique puisqu’elle ne peut être de dimension 1. Comme uN0+1(ε0)

a un vecteur fixe non nul sous le groupe

(
1 + pN0

F OF

pN0+1
F UF

)
qui contient un conjugué de(

UF OF

pN0+1
F 1 + pN0+1

F

)
, l’exposant de π est au plus N0 + 1. Si π est une série principale

π(χ1, χ2), la somme des exposants de χ1 et χ2 est donc au plus N0 + 1. Mais on a aussi
χ1χ2|UF

= ε0 ce qui implique que χ1 ou χ2 est d’exposant au moins N0, donc que χ1 ou χ2

est d’exposant 0 ou 1. Comme q = 2, l’exposant 1 ne peut intervenir ce qui entrâıne que
π(χ1, χ2) appartient à la composante s(ε0). Le même raisonnement montre que uN0+1(ε0)
n’intervient pas dans les représentations spéciales. Si maintenant π est supercuspidale, on
a ωπ|UF

= ε0, d’où c(π) ≥ 2N0 > N0 + 1, de sorte que par le théorème A.2.4.1 uN0+1(ε0)
intervient dans le sous-espace de l’espace de π formé des points fixes par K(c(π)−1). Mais

d’après ([Ca],thm.2) cet espace ne contient aucun vecteur non nul fixe par

(
1 OF

0 1

)
, il

ne peut donc contenir uN0+1(ε0).
En conclusion, pour q = 2, ε0 6= 1 (et donc N0 ≥ 2), on a deux types pour s(ε0), à savoir
uN0(ε0) et uN0+1(ε0) qui tous deux interviennent avec multiplicité 1 dans les éléments de
s(ε0).



79

A.3. Les représentations supercuspidales.

A.3.1. Il reste à examiner les composantes supercuspidales de AF (2). Nous utiliserons
les constructions des éléments supercuspidaux de AF (2) dues à P. Kutzko ([Ku1], voir
aussi [Ku2]). Notre description est proche de celle de [GK].
L’existence d’un type pour une composante supercuspidale s donnée de AF (2) ne pose
pas de problème. En effet, d’après les références ci-dessus, pour chaque π ∈ s il existe un
couple, formé d’un sous-groupe ouvert J de G compact modulo le centre de G et d’une
représentation lisse irréductible λ de J , tel que π soit l’induite compacte de λ, de J à G ;
un autre élément de s est de la forme (η ◦det)⊗π (où η est un quasicaractère non ramifié
de F×) qui est induite compacte de la représentation (η ◦ det)⊗ λ de J . La restriction λ0

de λ au sous-groupe compact maximal J0 de J est un type pour s au sens de [BK2],§5
et intervient avec multiplicité 1 dans tous les éléments de s. On peut conjuguer à loisir
la paire (J, λ) dans G sans changer le résultat, et on peut donc prendre J0 inclus dans
K. Alors l’induite ρ de λ0 de J0 à K est une représentation lisse irréductible de K : en
effet, dans les constructions de loc.cit., l’entrelacement de λ0 dans G est réduit à J , donc
l’entrelacement de λ0 dans K est J ∩ K = J0, ce qui entrâıne l’irréductibilité de ρ. Il
s’ensuit que la représentation ρ est un type pour s au sens de la définition A.1.4.1 et
qu’elle intervient avec multiplicité 1 dans chaque élément de s.
Dans la suite, nous prouvons qu’il existe une unique représentation typique pour s, à
isomorphisme près. D’après la remarque A.1.4.2, nous pouvons nous limiter au cas où s
est formée de représentations minimales, au sens où l’on ne peut abaisser l’exposant de
leur conducteur par torsion par un quasicaractère de F×. Dans ces cas, nous décrivons
ci-dessous la construction de la paire (J, λ).

A.3.2. Considérons d’abord le cas où s est la composante d’une représentation lisse
irréductible supercuspidale π de niveau 0 ; elle est formée de représentations minimales
d’exposant 2. Le groupe J = F×K agit sur le sous-espace de l’espace de π formé des
vecteurs fixes par K(1) par une représentation lisse irréductible λ, et π est l’induite
compacte de λ. On a J0 = K, et ρ = λ0 provient par inflation d’une représentation
irréductible cuspidale du groupe fini K/K(1) ' GL2(kF ). D’après le théorème A.2.4.1 le
complément de ρ dans π′|K pour π′ ∈ s est la somme directe des uN(ε0) pour N ≥ 2, où
ε0 est la restriction à UF du quasicaractère central de π : on voit donc que ρ est la seule
représentation typique pour s, à isomorphisme près.
Les représentations lisses irréductibles supercuspidales minimales de G qui ne sont pas de
niveau 0 sont d’exposant supérieur à 3. Il va falloir en rappeler la construction précise.

A.3.3. Dans un premier temps, nous donnons la construction de toutes les représentations
lisses irréductibles supercuspidales minimales π de G dont l’exposant est pair et supérieur
à 4. Pour cela, on choisit une extension quadratique non ramifiée E de F , un plongement
de E dans M2(F ) tel que l’image de UE = O

×
E soit contenue dans K, un élément b ∈ E×

de la forme $−n
F u où n est un entier strictement positif et u un élément de UE dont la

classe dans le corps résiduel kE engendre l’extension kE/kF , et enfin un quasicaractère θ

de E× tel que θ(1 + x) = ψ ◦ trE/F (bx) pour x ∈ p
n+1

2
E (où pE est l’idéal maximal de OE).
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A.3.4. Si n est impair, on pose H = J = E×K(n+1
2

) et on définit un quasicaractère λ de
H = J par les formules :

λ(y) = θ(y) pour y ∈ E×
λ(1 + x) = ψ ◦ tr(bx) pour 1 + x ∈ K(n+1

2
).

Alors l’induite compacte π = c − IndG
J (λ) est une représentation lisse irréductible su-

percuspidale minimale de G d’exposant 2(n + 1). Par le §A.3.1, la représentation ρ =
IndK

J∩K(λ|J∩K) de K est irréductible, intervient avec multiplicité 1 dans tous les éléments
de la composante de π et est un type pour cette composante. Toutes les représentations
lisses irréductibles supercuspidales minimales de G d’exposant multiple de 4 sont obtenues
par la construction précédente.

A.3.5. Si n est pair, on pose H = E×K(n
2

+ 1), J = E×K(n
2
) et J1 = U1

EK(n
2
) où

U1
E = 1 + pE ⊂ UE. On a H ⊂ J et J1 ⊂ J . On définit un quasicaractère η de H par les

formules :

η(y) = θ(y) pour y ∈ E×
η(1 + x) = ψ ◦ tr(bx) pour 1 + x ∈ K(n

2
+ 1).

L’induite de H à J se décompose en représentations irréductibles dont la restriction à
J1 est l’unique classe de représentations irréductibles de J1 dont la restriction à H ∩ J1

contienne η|H∩J1 . Ces composants irréductibles apparaissent tous avec la même multi-
plicité sauf l’un d’entre eux, que l’on note λ. Dans ce cas encore l’induite compacte
π = c − IndG

J (λ) est une représentation lisse irréductible supercuspidale minimale de
G d’exposant 2n + 2, et par le §A.3.1 la représentation ρ = IndK

J∩K(λ|J∩K) de K est
irréductible, intervient avec multiplicité 1 dans tous les éléments de la composante de
π, et est un type pour cette composante. Toutes les représentations lisses irréductibles
supercuspidales minimales de G d’exposant supérieur à 4 et congru à 2 modulo 4 sont
obtenues par la construction précédente.

A.3.6. Dans la situation des deux paragraphes qui précèdent, il s’agit de voir que la
représentation irréductible ρ de K est le seul constituant de π|K qui soit typique pour
la composante s de π. Autrement dit, il s’agit d’examiner π|K et de montrer que ses
constituants autres que ρ interviennent aussi pour d’autres composantes que celle de π.
Pour étudier π|K , on décompose G en union disjointe de doubles classes E×KgK avec

g ∈
{(

$a
F 0

0 1

)
, a ∈ N

}
. Alors π|K = ⊕gIndK

K∩gKg−1(ρg) où ρg(x) = ρ(g−1xg) pour

x ∈ K ∩ gKg−1. Soit µ un quasicaractère de E× trivial sur F× et d’exposant 1. Il en

existe puisque q2−1
q−1

= q+ 1 ≥ 3. On peut dans les constructions des paragraphes A.3.4 et

A.3.5 remplacer θ par θ′ = θµ, ce qui donne une représentation irréductible λ′ de J , puis,
par induction de J à G, π′ et, par induction de J ∩K à K, un type ρ′ pour π′. Comme
µ est (modérément) ramifié, π′ n’est pas tordue de π par un caractère non ramifié, et
appartient donc à une composante autre que celle de π. Nous allons montrer que pour

g =

(
$a

F 0
0 1

)
, a ≥ 1, les représentations ρg et ρ′g sont équivalentes. Cela prouvera bien

que ρ est la seule représentation typique pour la composante de π.
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A.3.7. Prenons donc g =

(
$a

F 0
0 1

)
avec a ≥ 1. Il s’agit d’identifier :

ρg = ResgKg−1

K∩gKg−1

(
IndgKg−1

g(J∩K)g−1(λ
g)
)

et ρ′
g

= ResgKg−1

K∩gKg−1

(
IndgKg−1

g(J∩K)g−1(λ
′g)
)

ou, ce qui revient au même, ResK
g−1Kg∩K

(
IndK

J∩K(λ)
)

et ResK
g−1Kg∩K

(
IndK

J∩K(λ′)
)
. On écrit

K comme union disjointe de doubles classes (g−1Kg ∩K)h(J ∩K) et on désire identifier,

à h fixé, les représentations λh et λ′h de g−1Kg ∩ K ∩ h(J ∩ K)h−1. Mais pour a ≥ 1,
g−1Kg∩K est formé de matrices triangulaires modulo pF et ne peut contenir une matrice
dont la réduction modulo pF ait un polynôme caractéristique irréductible sur kF . Il s’ensuit
que g−1Kg ∩K ∩ h(J ∩K)h−1 est inclus dans hUFJ

1h−1. Mais, par choix de µ, λh et λ′h

ont même restriction à ce groupe, d’où le résultat. Notons que tout cela est valable pour
toute valeur de q.

A.3.8. Il faut passer à l’étude des représentations lisses irréductibles supercuspidales de
G dont l’exposant est impair. Elles sont automatiquement minimales.
Notons I le groupe d’Iwahori K0(1) et K ′ son normalisateur dans G. Le groupe I possède
une filtration naturelle par les sous-groupes I(j) = 1 + P j

I pour j entier ≥ 1 où PI est

formé des matrices

(
a b
c d

)
de M2(OF ) avec a, c, d dans pF . Les sous-groupes I(j) sont

distingués dans K ′. On choisit une extension quadratique ramifiée E de F (si q est impair,
il n’y en a que deux à isomorphisme près) et un plongement de E dans M2(F ) tel que
E× ⊂ K ′ ; on a alors K ′ = E×I. On choisit un élément b ∈ E× de valuation dans E
impaire et négative −n et on forme le groupe J = E×I(n+1

2
). On fixe un quasicaractère

θ de E× tel que θ(1 + x) = ψ ◦ trE/F (bx) pour x ∈ p
n+1

2
E et on définit un quasicaractère λ

de J par les formules :

λ(y) = θ(y) pour y ∈ E×
λ(1 + x) = ψ ◦ tr(bx) pour 1 + x ∈ I(n+1

2
).

Alors l’induite compacte π = c− IndG
J (λ) est une représentation lisse irréductible super-

cuspidale minimale de G d’exposant n+2 et, comme expliqué au §A.3.1, la représentation
ρ = IndK

J∩K(λ|J∩K) est irréductible, intervient avec multiplicité 1 dans tous les éléments
de la composante de π et est un type pour cette composante.
De même qu’aux §A.3.6 et §A.3.7, il reste à voir que les constituants de π|K autres que ρ
ne sont pas typiques. Nous allons distinguer suivant les valeurs de n+1

2
.

A.3.9. Supposons d’abord n+1
2
≥ 2, i.e. n ≥ 3, et soit µ un quasicaractère de E× trivial

sur O
×
F et d’exposant 2. On peut remplacer dans le paragraphe précédent θ par θ′ = θµ,

d’où une construction de λ′, σ′, π′ et ρ′ analogue à la précédente. Alors λ et λ′ ont même
restriction à I(n+1

2
) et l’entrelacement dans G de cette restriction est égal à J . Si π et π′

étaient équivalentes, alors λ et λ′ seraient conjuguées dans G (c’est le résultat principal du
chapitre 8 de [BK1], bien que pour GL2 cela se démontre plus simplement). Un élément
de G conjuguant λ et λ′ doit entrelacer leur restriction à I(n+1

2
) et donc appartenir à J ,

ce qui est impossible puisque µ n’est pas trivial. Il s’ensuit par le même raisonnement
que π et π′ n’appartiennent pas à la même composante. Nous allons montrer que tout
constituant de π|K autre que ρ intervient aussi dans π′|K .
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A.3.10. Ecrivons G comme union disjointe de doubles classes KgK ′ où g =

(
$a

F 0
0 1

)
,

a ≥ 1, le cas a = 1 correspondant à la classe KK ′. Posant τ = IndK′

J (λ), on a π = IndG
K′(τ)

et π|K est somme directe des représentations IndK
K∩gK′g−1(τ g). Pour g =

(
$a

F 0
0 1

)
avec

a ≥ 2, on veut donc identifier IndK
K∩gK′g−1(τ g) et IndK

K∩gK′g−1(τ ′
g), et pour cela, il suffit

d’identifier ResgK′g−1

K∩gK′g−1τ
g et ResgK′g−1

K∩gK′g−1τ
′g. Comme au §A.3.7, il revient au même d’iden-

tifier ResK′

g−1Kg∩K′

(
IndK′

J (λ)
)

et ResK′

g−1Kg∩K′

(
IndK′

J (λ′)
)
. Ecrivons maintenant K ′ comme

union disjointe de doubles classes (g−1Kg ∩ K ′)hJ . On désire identifier, à h fixé, les

représentations λh et λ′h de g−1Kg ∩ K ′ ∩ hJh−1. On a g−1Kg ∩ K ′ = K0(a). Soit $
une uniformisante de hE×h−1 et soit j = 1 + x ∈ I(n+1

2
) ; si (1 + $)j = y appartient

à g−1Kg ∩ K ′, c’est une matrice de la forme

 α β

$a
Fγ δ

 avec α, δ ∈ UF , β, γ ∈ OF

et α ≡ δ ≡ 1 modulo pF puisque y − 1 est topologiquement nilpotent. Mais alors
det(y − 1) = (α − 1)(δ − 1) − $a

Fβγ a une valuation dans F au moins égale à 2, ce
qui est impossible. On en déduit g−1Kg ∩K ′ ∩ hJh−1 ⊂ h(1 + p2

E)h−1I(n+1
2

)O×F et, sur ce

groupe, λh et λ′h cöıncident, d’où le résultat voulu.

A.3.11. Il reste à traiter le cas n = 1, où π est de conducteur p3
F i.e. c(π) − 1 = 2.

D’après la preuve du théorème 3 de [Ca], les vecteurs de π fixés par K(2) forment une
représentation irréductible de K. Comme J ∩K contient K(2), cette représentation n’est
autre que ρ. Par le théorème A.2.4.1, le complément de ρ dans π|K est la somme directe
des uN(ε0) pour N ≥ 3, où ε0 est la restriction à UF du quasicaractère central de π. Aucun
de ces constituants ne peut être typique pour la composante de π.
Notons encore que les résultats des deux derniers paragraphes sont valables pour toute
valeur de q.
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