REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL,(Q,),
DEMI-PLAN p-ADIQUE ET REDUCTION MODULO p

par
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Résumé. — On calcule par voie cohomologique la réduction modulo p de représentations
p-adiques semi-stables de GL2(Q,) ([4]). Les calculs exploitent la géométrie du demi-
plan p-adique. Ils permettent de retrouver certaines formules de la réduction modulo p
de représentations p-adiques semi-stables de Gal(Q,/Q,) ([6]).

Abstract. — We compute by cohomological means the reduction modulo p of some p-adic
semi-stable representations of GL2(Q,) ([4]). The calculations use the geometry of the p-
adic upper half plane. They allow to recover some of the formulae of the reduction modulo
p of p-adic semi-stable representations of Gal(Q,/Q,) ([6]).
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1. Introduction et notations

1.1. Introduction. — Soit L une extension finie de Q,, O son anneau d’entiers, m
une uniformisante de © et F < © /(m). Dans [14], Teitelbaum calcule par voie coho-
mologique la réduction modulo 7 d’un réseau invariant dans le dual (algébrique) de la
représentation |det|*/?~! @ Sym*?L? ®/, Steinberg de GLy(Q,) pour k > 2 entier pair (| |
est la norme p-adique). Plus précisément, si B(k) désigne le Banach p-adique complété
de |det|*/?~! @ Sym" 2L? ®; Steinberg par rapport & un quelconque O-réseau stable par
GL3(Q,) de type fini sur O[GL2(Q,)], alors le dual B(k)* convenablement tordu est une
représentation de GLo(Q,) isomorphe & H(X,w*/?) @ L ot X est le schéma formel du
demi-plan p-adique et w le faisceau inversible des différentielles « régulieres » sur X. La
réduction modulo 7 H%(X,w"?) ® F ci-dessus est alors isomorphe & la représentation

HO(X,w"? ®TF) qui se calcule explicitement en utilisant la géométrie de la fibre spéciale
de X.

Dans [4], d’autres complétés de |det|*/?>~! @ Sym*2L? ®; Steinberg par rapport a
des réseaux invariants qui ne sont pas de type fini sur O[GLy(Q,)] ont été définis. Ils
font intervenir un parametre supplémentaire £ € L et sont notés B(k,L). De plus, la
réduction modulo 7 de B(k,L), ou du dual B(k,L)*, est reliée a la réduction modulo
7 des représentations p-adiques semi-stables non-cristallines de Gal(Q,/Q,) (4], [2]) et
est donc plus intéressante a étudier que celle de B(k). Il était donc naturel d’essayer
d’étendre le calcul cohomologique de [14] & ces nouvelles complétions. C’est I'objet du

présent article.

On définit dans un premier temps pour k pair, 2 < k < p+ 1 et L € L un faisceau
de D-modules sans torsion w(k, L) pour la topologie de Zariski sur le schéma formel X,
extension d’un faisceau de D-modules libres de type fini par un faisceau cohérent. Il est

muni d'une action de GL2(Q,) et est construit de telle sorte que B(k, L)* convenablement
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tordu est une représentation de GLy(Q,) isomorphe & H°(X, w(k,L))® L. Dans cet article,
nous calculons H(X,w(k, L)) @ F pour k pair, 4 < k < p+ 1 et val(L) > 0. Le résultat

principal est le suivant :

Théoréme 1.1.1. — Supposons k pair, 4 < k < p+1 et val(L) > 0. Alors, on a une

suite exacte de représentations de GLo(Q,) :

. {f c (IndGL2 Q) . SymP~ 3F2> ® w o det, a(L )Tpf:f} — H' (X, w(k, L)) QF —

GL2(Zp)Qp
GLa(Q,
{f € IndGr%) L LT = a(L)f} =0

ot a(L) © (—1)5_1(1 +EE-1)(L - 2(Zf/21_2 %))) O, ou w est le caractére cy-
GLQ Qp

La(Zp
compacte usuelle sans condition de support et ou T, est un certam opérateur de Hecke

2

clotomique modulo p (vu comme caractére de Q ), ot Ind Sym est ['induite

sur cette induite (voir §1.2).

Le cas k = 2 est trivial mais se comporte un peu différemment (cf. [4, §4.5]) . Un
corollaire immédiat de ce théoreme est que, sous les conditions de I’énoncé, B(k,L)
est non nul et admissible au sens de [12] (cf. [4, Prop.4.4.4]). Mais ces résultats sont
maintenant connus sans restriction sur k£ ou L par une méthode completement différente
([7], [8]). Notons que, lorsque val(a(£L)) > 0, I'induite de gauche dans la suite exacte est
nulle de sorte que I'on a dans ce cas H*(X,w(k,L))@F = {f € IndGL2 Q” 0 1,7T,f = 0}.
Lorsque k£ < p — 1 (et sous les autres conditions du théoreme 1.1. 1) la semi-simplifiée
modulo p de la représentation de Gal(Q,/Q,) correspondant & B(k, L) est, & une torsion
convenable pres, wnr(a(L£)™!) @ nr(a(L)) si val(a(L)) = 0 (ot nr(\)(Frob arlth) /\)
la représentation irréductible de dimension 2 correspondant au caractere fondamental de
niveau 2 si val(a(£)) > 0 (voir [6]). Dans les deux cas, on retrouve bien exactement un
cas particulier de la correspondance modulo p définie dans [3] (dualisée), de sorte que les
calculs de cet article sont en quelque sorte I'analogue coté GL2(Q)) des calculs galoisiens
de [6] pour val(L) > 0. Le théoreme 1.1.1 se déduit aussi par une méthode complétement
différente des résultats généraux de [2] (combinés avec les calculs de [6]) sur cette
correspondance modulo p. Signalons que nous avons également calculé la représentation
H(X,w(k,L)) @ F lorsque val(L) < 0, ce qui fait apparaitre des formules analogues
a celles du théoreme 1.1.1 mais différentes (voir [6] pour le co6té Galois). Néanmoins,

devant la technicité de ces calculs, nous avons finalement renoncé a les rédiger.

Donnons quelques breves indications sur la preuve du théoreme 1.1.1.
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Le calcul se fait en deux étapes. Dans la premiere, on détermine la représentation
HO(X,w(k,L) ® F), dans la deuxi¢me, on détermine H°(X,w(k, L)) @ F. Contrairement

au cas purement cohérent de [14], ces deux représentations sont ici différentes.

Commengons par H°(X,w(k,L) ® F). On calcule d’abord la GLy(Z,)-représentation
HO(P!, (w(k,L) @ F)|p1) ou P! est une composante irréductible de la fibre spéciale de X,
ce qui donne (cf. §4.2) :

Proposition 1.1.2. — On a une suite exacte de représentations de GLy(Z,) :
k/2—2
0 — @D Sym" P F @ Wt o det — HOP', (w(k, £) @ F)|p1) — ind72™1 — 0
i=0

ou I(Z,) est le sous-groupe de GLa(Z,) des matrices triangulaires supérieures modulo p.

Puis on utilise la suite exacte de Mayer-Vietoris associée au recouvrement de la fibre
spéciale de X (un arbre infini de P!) par toutes ses composantes irréductibles. La condition
de « recollement » aux points d’intersection des composantes fait apparaitre une condition

faisant intervenir 'opérateur de Hecke T}, et on trouve (cf. §4.4) :

Théoréme 1.1.3. — On a une suite exacte de représentations de GLy(Q,) :
k/2—2
GLa(Qp i
0—>Q)Qx%&%@§mf3zw)®w Lo det — HO(X,w(k, L) @ F) —
i=0

{fem@?%@ﬂ|Tf_a(ﬁ}HO

ot a(L) est comme au théoréme 1.1.1.

Passons maintenant & H°(X,w(k, L)) ® F. Toutes les sections de H(X,w(k,L) ® F)
se relevent dans H°(X,w(k,L) ® ©/p). Mais toutes les sections de H°(X,w(k, L) ®
9/p) ne se relevent pas dans H(X,w(k,L) ® 9/p®). Le calcul du défaut de re-
collement modulo p? des sections modulo 7 du théoreme 1.1.3 montre que, dans

@k/ 2= 2(1 dg?g" QXSymp 3= 2’IFZ) ® Wt o det, seules se relevent les sections f de

(Indgtz (SP))QX SymP3F 2) ® w o det satisfaisant a(L)T,f = f. Mais c’est la la seule obs-
p)p
truction, au sens ot les sections qui se relevent modulo p? se relevent alors modulo p” pour

tout n (et finalement se relevent dans H°(X, w(k,L))). On obtient ainsi le théoréme 1.1.1.

L’article est organisé comme suit. Dans le paragraphe 2, on rappelle la définition
des espaces B(k)* et B(k,L)* comme espaces de fonctions sur le demi-plan p-adique
(§2.1), la définition du schéma formel X de ce demi-plan (§2.2) puis les calculs de
Teitelbaum (§2.3). Dans le paragraphe 3, on définit les faisceaux w(k,L) (§3.1) et
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quelques variantes (§3.2). Dans le paragraphe 4, apres des préliminaires sur les GLy(Z,)-
représentations Sym'F? pour certains i (§4.1), on détermine les GLy(Z,)-représentations
HO(PY (w(k, L) @TF)|p1) (§4.2) et HY(PY, (w(k, L) @TF)|p1) (§4.3), puis H*(X,w(k, L) @TF)
et HY(X,w(k,L) ® F) (§4.4). Dans le paragraphe 5, apres des considérations de co-
homologie de Cech (§5.1) et quelques calculs préliminaires (§5.2), on détermine le
défaut de recollement des sections de HO(X,w(k,L) ® F) modulo p? ce qui définit
des classes de Cech dans H'(X,w(k,L) ® ©/p) que l'on identifie (§5.3), puis on en
déduit par dévissage la GLy(Q,)-représentation H°(X,w(k,L)) ® F (§5.4). Deux ap-
pendices rassemblent les calculs les plus techniques de 'article. Le premier donne des
résultats combinatoires et les calculs permettant de déterminer la GLy(Z,,)-représentation
H(P!, (w(k,L) @ F)lp1), le deuxiéme donne des calculs de classes de cohomologie de
Cech dans H' (P!, (w(k,L) @ F)|p1) utilisés au §5.3.

Les calculs de cet article sont parfois techniques mais ont au moins I'avantage d’étre
entierement géométriques. Nous ignorons si 'on peut définir un autre faisceau que
w(k,L) qui aurait les mémes sections globales tensorisées par L mais donnerait lieu a
des calculs plus simples. Peut-on par exemple définir un tel faisceau cohérent, ou est-on
condamné a travailler avec un faisceau analogue a w(k,L), c’est-a-dire mélange d’un
faisceau cohérent et d'un faisceau de type fini? Y-a-t’il une théorie intéressante de tels
faisceaux « hybrides » ? Peut-on simplifier les calculs en rajoutant des puissances divisées

dans la partie cohérente du faisceau w(k, L) ?

Signalons pour finir que les calculs présentés dans cet article ont aussi une valeur
historique. Ce sont eux qui ont suggéré, des juillet 2002 ([3],[4]), la définition des
représentations B(k, L), ou de leur duale B(k,L)* = H'(X,w(k,L)) @ L.

Le deuxieme auteur remercie B. Edixhoven et V. Maillot pour plusieurs discussions.

1.2. Notations. — Dans tout cet article, on travaille avec des coefficients dans une
extension finie L de Q, dont on note O I'anneau des entiers, 7 une uniformisante et F le
corps résiduel.

On note G & GLy(Q,), K « GLs(Z,), I C K le sous-groupe d’'Iwahori, i.e. le

sous-groupe des matrices triangulaires supérieures modulo p, et N le normalisateur de

. . . : 1
dans G. Le groupe N est engendré par les scalaires, K et la matrice w, « (2 )
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L] u p~¥a la norme

On note val la valuation p-adique normalisée par val(p) =
p-adique et y : G — {1,—1} le caractere x(g) « (—1)ldet(9) " Si n, m sont des entiers
positifs ou nuls, on note o(n, m) la représentation de dimension n+ 1 de K sur F donnée
par 'action & gauche suivante sur le F-espace vectoriel ®7_ Fu’ :

a b ; deéf m i n—i .
cd v = (ad —be)™ (au+c)' (bu+d)"™", 0<i<n.
Cette action se factorise en une action de GLg(F,). On étend cette action de maniere

tacite a KQ, en faisant agir p par I'identité.

Si z € Fp,, on note [z] € Z) le représentant multiplicatif de . Si H C G est un
sous-groupe ouvert contenant Q; et o une représentation de dimension finie de H sur
un [F-espace vectoriel V', on note Indga le F-espace vectoriel des fonctions quelconques
f: G — V telles que f(hg) =h- f(g) (h € H, g € G) muni de action & gauche de G
donnée par (g - f)(¢) © f(d'g). Sig e GetveV,onnote [g,v] I'unique fonction dans
Ind%o & support dans Hg~! telle que [g,v](g') « g g-vsigge H. Toute fonction dans
Ind%o s’écrit de maniere unique comme une somme (infinie en général) de fonctions

[g,v] ol g parcourt un systeme de représentants fixé de H\G.

Lorsque 0 = o(n,m) et H = KQ

Ind%o — Ind% e donné par linéarité sur chaque [g, v] par la formule ([1], [3]) :

., on dispose d'un G-entrelacement canonique T), :

T(lg, ) S Y l9g', (g ™)()]

g'HeG/H

ou ¢ : G — Endg(co(n,m)) est 'unique fonction a support dans H ((1) 1(/)p>H telle que

@(h1<(1) 1?p>h2) =M 0@((3 1(/)p>) o hy avec gp(((l] 1(/)p>)(ui) =0s10 <7< net

o (é 1(/)p>)(1) = 1. On en déduit en particulier la formule :

(1) L1 1) = 3 (0 )i, u”)

y€eFp

On peut munir les représentations Indflo d’une topologie « faible » naturelle pour la-
quelle I'espace sous-jacent est compact et les opérateurs 7T}, ci-dessus continus. Néanmoins,
dans cet article, nous avons pris le parti de ne pas insister sur ces aspects topologiques.
Le lecteur scrupuleux pourra vérifier que toutes les applications G-équivariantes de cet

article sont continues pour cette topologie.
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Si V' est un L-espace vectoriel topologique localement convexe, on note V* son dual,

c’est-a-dire le L-espace vectoriel des formes linéaires continues sur V.

On note C, le complété p-adique de la cloture algébrique de Q, et, si L € L, log,
I'unique logarithme p-adique sur C) tel que logg(p) © L. On note ¢ le caractere
cyclotomique p-adique Q — Z; : il envoie p sur 1 et est I'identité sur Z;.

On note H, “0et H, it 1/2+4---+41/n pour n entier > 0. Pour des entiers n,m
tels que 0 < m < n, on note (;:L) les coefficients binomiaux habituels. Si m < n ou si

m < 0, on convient que (:1) =0.

2. Préliminaires

On rappelle la définition des représentations B(k)* et B(k,L)*, la construction du
modele formel du demi-plan p-adique, et le calcul géométrique (du a Teitelbaum) de la

réduction modulo 7 de B(k)*.

2.1. Rappels sur les GLy(Q,)-représentations B(k)* et B(k,L)*. — Dans ce
paragraphe, on rappelle la définition des représentations p-adiques B(k)* et B(k,L)* de
G ([4],[5]) en termes de fonctions sur le demi-plan p-adique.

éf az+c

On munit C, — Q, de l'action a gauche de G donnée par z +— z|, « g pour

g = (Z Z) € G. Soit W C C,—Q, I'affinoide des points z tels que 0 < |z] < 1, |z—[z]| = 1
et |2 —[z]| = 1 pour x € F). Pour g € G, on pose 2, © {#|g,2 € W} Cc C, — Q,.
Les ouverts rigides 20, recouvrent C, — Q, quand g varie. On note O(k)qy, le L-espace
vectoriel des fonctions rigides analytiques L-rationnelles h sur 20,. C’est un espace de
Banach pour la norme max.cqy, | h(z)| naturellement muni d’'une action a gauche de
g 'Ng par h + h(z|,-1,4). Il s'identifie aux fonctions sur 20, de la forme z — h(z|,-1)
avec h € O(k)gp. On note O(k)3; une boule unité quelconque de O(k)gy stable par N et
O(k)y, Y {2 — h(2|,1), h € O(k)%}. Cest une boule unité de O(k) sy, -

On définit O(k,L)gy comme le L-espace vectoriel des fonctions f : 20 — C, de la

forme :

k-2 k—2
J(E) = h(2) + 32 Y casloge(c — ) + D Y duszloge (£ — [2])

z€lF, i=0 z€F) =0
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avec h € O(k)qy et ¢y, dy; € L. Cest encore un espace de Banach car O(k)gy v est
d’indice fini et on note O(k, L)3, une boule unité quelconque de O(k, L)gy stable par N
(pour l'action f +— (2 — f(z|n)). Pour g € G, on définit O(k,L)qy, (resp. O(k,L)gng)
comme le L-espace vectoriel (resp. le ©-module) des fonctions W, — C,, z — f(z|,~1)
avec f € O(k,L)qy (resp. f € O(k,L)%;). Clest encore naturellement un L-espace de
Banach (resp. une boule unité). On pose enfin (cf. [4, §3 et §4]) :

Ok) ¥ {f:C,—Q, —C,, fla, € O(k)a, Vg € G}

Ok,L) = {f:C,—Q,—C,, flag, € O(k,L)y, Vg € G}
o) & {f € OW), fla, € Oy, Y € G}

Ok, £)° % {f € O(k, L), fla, € O(k, L)%, Vg € G} .

Les espaces fonctionnels O(k) et O(k, L) sont naturellement des espaces de Fréchet, tandis
que les espaces fonctionnels O(k)° et O(k, £)° sont naturellement des modules compacts
(cf. [4]). De plus, O(k)° @ L (resp. O(k,L)? @ L) est topologiquement isomorphe et de
fagon G-équivariante au dual tordu (muni de la topologie faible) B(k)* ® e'e (resp.
B(k,L)*®c"2") d’un espace de Banach p-adique B(k) (resp. B(k, L)) muni d'une action
continue de G. En fait, B(k) (resp. B(k,L)) est un G-Banach p-adique unitaire au sens
de [4] et [5] et admet aussi une description directe qui ne passe pas par le demi-plan
p-adique (voir [5, §3]). Par ailleurs, B(k) s’identifie avec son action de G au complété
p-adique de la représentation localement algébrique |det|*/?>~! @ Sym*?L? @ Steinberg

par rapport a un O-réseau invariant de type fini sur O[G] (cf. [4, §4]).

2.2. Rappels sur le modéle formel semi-stable de C, — Q,. — Dans ce para-
graphe, on rappelle brievement la construction explicite du modele formel semi-stable

du demi-plan p-adique.

Chaque 20, pour g € G (cf. §2.1) admet un modele formel affine naturel W, = Spf(A,)
sur Spf(9) ou :
.Ag déf D[ug,vg] 1 . 1 _ A
(ugvg —p) [1—uf ' 1 -y
(" désigne le complété p-adique). Notons U, « Spf(D[ug][ﬁ]/\) C W, et V, ©
Spf(D[vg][ﬁ]A) C Wy. Les schémas formels (W) e se recollent (pour la topologie

de Zariski) en un schéma formel X sur Spf(9) via les données de recollement suivantes
(voir [13] pour plus de détails) :

! /
dug—c  d'vg—c

(i) W, = Wy, (ug,vg) = (vg,ug) si g9t = wy et (ug,vy) — (_bug+a’ —b'vgtal

gt = (0 =w(l b)w €I

C

) si
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. ~ dug—c 4 1 _ (a b .
(ii) ug—>ug/,ugm—>#g+a81g’g —(‘Z d)G KQy ;

~ dvg—c o 1 1 (a b .
(ili) Vg = Vg, vy — L SlgyT = wp<c d)wp € w, KQwy,.

Lorsque g = 1, on oublie dans la suite 'indice 1 dans Wy, A1, uq, etc. On a une action
a droite de G sur X induite par g : Wy = Wy, (ugg,vgg) — (ug,vy). Elle est telle
que W est stable sous I'action de N, U est stable sous I'action de KQ, et V est stable
sous laction de w, KQyw,. Explicitement, si g = <‘c‘ Z)E KQp, l'action g : U — U

est donnée sur f € Ofu][—==]" par f(u) — f(EEE) et si g = wp<‘c’ Z)wp € w, KQ, wy,

Paction g : V — V est donnée sur f € O[v][=5]" par f(v) — f(EES).

On note X % X X gpt(©) SPE(F) la fibre spéciale de X. On voit que X est le changement
de base de F, & F d’un arbre infini de P!, chaque P* étant coupé « perpendiculairement »
par un P! différent en chacun de ses points fermés rationnels sur F,, (de sorte que chaque
P! coupe exactement p+1 autres P'). On vérifie que W, & Wy Xgpe(0) SPE(F) = Spec(4,)

ou :

def Flug, vg] 1 1

Ag:Ag@)DF:

est le changement de base de F,, a F de I'ouvert égal & deux P! se coupant « perpendiculai-
rement » au point (ug,v,) = (0,0) privés de leurs autres points définis sur F,. De méme,

U, « Uy Xgpe0) SPE(F) est le changement de base de F,, a F du P! « horizontal » de W,
privé de tous ses points définis sur ), et V, © Vg Xspi(0) SPE(F) est le changement de

base de F,, & F du P! « vertical » privé de ses points définis sur F,,.

On note dans la suite C' une composante irréductible quelconque de X et P
un point singulier quelconque de X. On appelle «ouvert central» 'ouvert affine
W = Spec(A;) = Spec(A) et « composante centrale » la composante C' associée a la
variable v de A (en termes d’arbre de Bruhat-Tits, 'ouvert central correspond a l'aréte
centrale non orientée et la composante centrale au sommet central). Pour chaque C, on
note d(C) € N la distance & la composante centrale, i.e. la longueur de la chaine de P!

reliant C' & la composante centrale avec la convention d(composante centrale) .

Si F est un faisceau de O-modules sur Xz, = Xyar, on dit que F est G-équivariant
si pour tout g € G lisomorphisme ¢ : X = X induit des isomorphismes de faisceaux
de ©-modules ¢g7'F = F vérifiant des relations de composition évidentes que 1’on laisse

au lecteur. Pour un tel faisceau, les groupes de cohomologie H*(X,F) “n (Xzar, F) =
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HZ(X’ ff) déf

pellons enfin que X étant un schéma séparé, pour définir un faisceau sur Xz, = Xz, il

H(X7z.:,F) sont alors munis d’une action & gauche O-linéaire de G. Rap-

suffit de le définir sur les ouverts affines de X.

2.3. Rappels sur les résultats de Teitelbaum. — Dans ce paragraphe, on rappelle

le calcul cohomologique ([14]) pour k& > 4 pair de la réduction modulo 7 (et aussi modulo
p) de B(k)*.

On note w le faisceau inversible sur Xz, des « différentielles régulieres », c’est-a-dire
I'unique faisceau cohérent tel que I'(Spf(A,),w) « Ag%" = Ag% pour tout g €
GL3(Q,). Pour tout n € N, on note w” la puissance tensorielle n-ieme de w. Les fais-
ceaux w™ sont G-équivariants de sorte que les groupes de cohomologie H*(X,w™) sont

munis d’'une action O-linéaire de G.

Théoréme 2.3.1. — Soit k un entier pair positif et non nul.

(i) La G- représentatz’on HO(X,wk’?) est un O-réseau invariant dans l’espace de Banach
dual B(k)* ®e'T (cf. §2.1).

(i) On a H'(X,w*’?) = 0.

Démonstration. — Le (i) résulte de [14, Theorem 17] (voir aussi [10, Theorem 4.2]) et
de [4, Proposition 4.3.5 et Proposition 4.6.1] (on peut aussi procéder comme dans la

proposition 3.1.2). Le (ii) est démontré dans [14, Corollary 24| (voir aussi [10, Theorem
2.1)). O

On note @ & w ®¢ F qui s’identifie au faisceau G-équivariant inversible des (vraies)
différentielles régulieres sur X (cf. [14]) et, pour k positif et pair, @*/? la puissance
tensorielle k/2-ieme de @. Si C' (resp. P) est une composante irréductible de X (resp. un
point singulier de X), on note @*/?|¢ & o2 (resp. /2| p L g **/2) ol i est 'immersion
fermée C' — X (resp. P — X) et i* est au sens des faisceaux de O x-modules. Par exemple
T2 p = IF(C%)'“/2 = IF‘(d%)k/2 pour g € G convenable. On a de plus une suite exacte
évidente de faisceaux de Ox-modules :

(2) 00— - [ @)= [[ @) —0
1:C—X 1. P—X

oit la fleche @2 — T]4,(@"?|¢) est induite par les restrictions sur les diverses compo-
santes irréductibles de X et la fleche []4,(0"?|¢) — []i.(@"?|p) est induite par les
restrictions sur les divers points singuliers de X multipliées par (—l)d(c) (pour chaque

composante C').
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Remarque 2.3.2. — L’action naturelle de G sur le faisceau []i,(@*/?|p) dans (2) (in-
duite par g : (du,/u,)*? — (du/u)*/?) doit étre tordue par le caractere x pour que la

suite (2) soit G-équivariante.

On suppose maintenant et jusqu’a la fin de ce paragraphe k > 4 et k pair. Soit
D ¥ 11 P le diviseur des points singuliers de X et @*/ 2(1) & oh/ 2(—D) le sous-faisceau
G-équivariant inversible de @*/? des différentielles s’annulant aux points singuliers. On
définit comme précédemment @*/2(1)|¢ € *(@*/2(1)) si i : C — X et les restrictions

induisent dans ce cas un isomorphisme G-équivariant :

(3) 25 I e@20)).

1:C—X

On a de plus les deux suites exactes, respectivement K-équivariante et G-équivariante :

(4) 0—a"1)]c > — ] &@p) =0
1. P—=C

(5) 0-*2(1) - & = [ w.@p) —0
1:.P—X

ou le produit dans (4) est sur les points singuliers P de X contenus dans C' et dans (5)

sur les points singuliers P de X.

Lemme 2.3.3. — On a H'(X,w"?) = H'(X,w**(1)) = H'(C,&"*(1)|c) = 0.

Démonstration. — La nullité des deux premiers est démontrée dans [14, Lemma 28]
t [10, Theorem 2.1]. Pour le dernier, on a @*/?(1)|c ~ O¢((k/2 — 1)(p + 1) — k) et
HYC,0c((k/2 =1)(p+1)—k))=0car (k/2—1)(p+1)—k>—1si k>4, O

Du lemme 2.3.3 et de (2), (3), (4) et (5), on déduit immédiatement :

Corollaire 2.3.4. — (i) On a un isomorphisme G-équivariant H°(X,w*?) @ F =
HO(X, w"/?).

(ii) Pour chaque composante C, on a une suite exacte :

0 — H(C,&**(1)|c) — H(C,&*|c) — [[ H'(P,&@*|p) — 0.

peC
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(7ii) On a un diagramme commutatif de suites exactes de G-représentations :

0 0 0
T T i

0_>HPeX HO(Pawk/2|P) _’Hc HPeC H0<P7wk/2|P) —>HPeX HO(Pawk/Z‘P) —0
T T T

0—  HUX,@"?)  — TJloHAC,&"|0)  —Tlpex H'(P,@"?p) =0
T 7 T

0— HYX,&"*(1) — Tl HY(C,&o"*()]e) — 0
T T
0 0

ot les deux surjections de droite sont les restrictions multipliées par (—1)“©) (comparer

avec la remarque 2.5.2).

Nous allons préciser les K-représentations et G-représentations supportées par certains

des espaces vectoriels du corollaire 2.3.4.

Proposition 2.3.5. — (i) Soit C' la composante centrale et ny, & (p—1)(k/2—-1)—2.
L’application :
ui(du>k/2
(4 —wr)FD2

— ui, 0 <7< mny
mduit un isomorphisme K -équivariant :
HY(C, 52 (1)]e) = o(m 1)
(i) L’application :
_ G _

[T #°C.@*2(1)|e) — Indo HO(C,0*2(1)]0)

C—X
qui envoie (s,(uy))ges ot J est un systéme de représentants quelconque de KQ, \G sur

l'unique fonction f dans Uinduite telle que f(g) = s,(u) pour tout g € J induit via (i) un

isomorphisme G-équivariant :

[[ 2°C.@")|e) = df o (n, 1).
C—X

Démonstration. — Voir [14, Proposition 27] et aussi [10, §3]. Notons que p € Q) agit
trivialement sur H°(C,w*/2(1)|¢) et que I'application définie en (ii) ne dépend bien siir
pas du choix de J. O]

On en déduit par le (iii) du corollaire 2.3.4 :

Corollaire 2.3.6. — On a un isomorphisme de G-représentations H°(X,w*/%(1)) =

Ind[G(Qxa(m€7 1).
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Lemme 2.3.7. — On a une suite exacte G-équivariante, scindée sip > 2 :
(6) 0 — Ind§1 — Indjf 1 — IndFx — 0.

. , . el déf G N
Démonstration. — Si f € Indjpx1, on note o(f) = (g — f(wyg)) € Ind7y. 1. La fleche
de gauche dans la suite exacte est l'injection canonique et celle de droite donnée par

f— f—o(f). L’exactitude de la suite (pour tout p) est laissée au lecteur. Si p > 2, un
fHof) | f=olf) O
2 7

scindage s’obtient en écrivant f =

Corollaire 2.3.8. — La suite exacte de G-représentations :
0— ] BE*(P.@*?1p) = [[ ][] H'(P.&""(p) — [] EO(P.@*|p) — 0
Pex C PeC PeX

du (iii) du corollaire 2.8.4 est isomorphe a la suite exacte (6) tordue par x*/2.

Démonstration. — L’application []. [Tpcc HO(P,@*?|p) — Ind?QPXIF(%“)’I“/2 qui envoie
(cg(%’)k/ *)ges oft J est un systeme de représentants quelconque de IQ\G et ¢, € F sur
'unique fonction f dans linduite telle que f(g) = ¢,(%)*/? pour tout g € J induit un
isomorphisme G-équivariant indépendant de J :
—k ~ G k G

H H HO(P,T"?|p) & IndIle ~ "2 IndIle.

C peC
On définit de maniere similaire un isomorphisme G-équivariant []p. H(P,&"/?|p) &
Ind§ x*/? et la commutation du diagramme avec la suite exacte (6) est laissée au lecteur.
Noter que la torsion par x dans le terme de droite de (6) est bien compatible avec la

torsion par y de la remarque 2.3.2. O

La colonne verticale de gauche dans le (iii) du corollaire 2.3.4 se récrit donc :

Corollaire 2.3.9. — On a une suite exacte G-équivariante :
0— Indfa@;(j(nk, 1) — HO(DC, wk/Q) Ko F — Indgxk/Q — 0.

Nous reprendrons cette suite exacte au §4.1.

3. Définition des faisceaux

3.1. Les faisceaux w(k,L) et W(k,L). — Dans ce paragraphe, on définit pour
2 < k<p+1, kpair et L € L un faisceau G-équivariant de O-modules w(k,L) sur
Xzar = Xzar muni d’'un morphisme O-linéaire G-équivariant w(k, L) — w¥/2. On montre
que les sections globales H°(X,w(k, L)) sont isomorphes & un O-réseau invariant dans

2

Bk,L) @' .
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Soit, (%gg)km_l (resp. (;ng)k/Z—l) I'unique section de w™ "2 (W,) =Hom g (w3 (W,), 4,)
telle que ((;T’;)k/%l, (%)k/%l) =1 (resp. <(;ng)k/2*1, (%)W%U = 1) avec la convention

(s )k/2=1 = 1 (resp. (;ng)k/z—l =1)sik =2 0Ona (:qu)kﬁ_l = (=1)k2 ()R

dug Vg
On note aussi d’“/% (resp. dTl“H) I'unique section de w_%i(ug) (resp. w_%i(\?g)) telle
Ug Vg
que <duk/%’du§/2_1> =1 (resp. <W,dv§/2_l> = 1) avec encore duTg_l = 1 (resp.
1 g . g g
W = 1) si k=2.

oty déf 1 sival(L)>0
Soit [L7] = { L1 sival(L) <0

©. Dans la définition des D-modules ci-dessous, on convient que Zgzo 0 si j <0.On

de sorte que I'on a toujours [L71] € D et [L71)L €

définit pour g € G les O-modules :

k—2 k/2—2—1

é —2 - ’ Ui
(b, L)W, & o W,) & DA 01671 [loge(uy — o)+ S L)t
Bt — J dug
zelf, J
k—9 k/2—2—1 1, \j i
5 B o167 [loge (v, — )+ Y L)t
zEIF;f 1=0 J=1 / dvg
k—2 uz’
& @ oL Noge(u) %
i=k/2—1 dUg
k—2 Ui
© P o (L loge (vg) -
i—k/2 dvg
déf k=2 = Ui I
wik, L)(Uy) = W T (U) e P EPo- £ loge (ug — [2]) T
z€Fp =0 Uy
» - k—2 vl
Wik, L)(Vy) E T (V) o P o (L oge (v, — )t
z€l, =0 9

Pour le moment, les formules a droite avec des log, sont juste des symboles formels
qui vont prendre leur sens avec les fleches de restriction et les fleches de recollement. Si

Zy € W, est un ouvert affine tel que Z, n’est inclus ni dans U, ni dans V,, on pose :
déf k=2
w(k,L)(Zy) = w™ 2 (Zy) @w‘kﬁ?(wg) w(k,L)(W,).
Si Z, € Uy, est un ouvert affine non vide, on pose :
déf k=2
o £)(20) & P (2) 8 iz b L)(W,)
et si Z, €V, est un ouvert affine non vide, on pose :
Wk, £)(Zg) F w7 (Zg) & __aze o w(k, L)(Vy).

w )



REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Qp) ET REDUCTION MODULO p 15

Soit Z, € W, un ouvert affine qui n’est ni dans U, ni dans V,, on définit une application
de ©-modules w(k, L)(Z,) — w(k,L)(Z,NU,) comme la restriction usuelle sur le faisceau

k—2 X
w~ 2 et comme suit sur les « symboles » :

k/2—2—i

- x] tu, )’ ul B x] ", )’ u
(L7 | log (ug — [2])+ Z d ]j ’ J k/92—1 = (L] Z & ' 2 k/g2—1
= Ug = J dug
1 Uy
S1L log (1 — ) —
dug
k/2—2—1 _ i k=2
([z]"v,)! Yg k/2—17p—1 P
(L7 | loge(vg — [2])+ — — (=D)L — X
I = J dv§/2 ! Jz; ; j )i ug
u/;‘—?—’i
du]gC/Q_1
ul ul
(& log e (ug)— 75—+ (L7 loge (ug) — 75
g g
i k—2—1i
_ v _ _ j_k=2 U
(L g (vg) — g — (DM ETNLY T L
9 dug
1 _ﬁu57271
S HL loge (u,)p Pt
dug

Noter que, pour les termes en v,, on a juste écrit v, = % et développé log L(% —[z]) =
log,(1— ﬁ) On définit de maniere strictement analogue w(k, £)(Z,) — w(k, £L)(Z,nV,)
en remplacant (ug,v,) par (vg,u,). On vérifie facilement que cela définit un faisceau
w(k,L)|w, sur Wy za, qui est extension d'un faisceau de O-modules libres de type fini

, . . k=2
(engendré par les « symboles » avec des log,,) par le faisceau cohérent w™"z |y, .

Proposition 3.1.1. — Les faisceaur (w(k,L)|w,)qeq se recollent en un faisceau G-
équivariant w(k, L) sur Xy., qui est extension d’un faisceau de D-modules libres de type

. . . ) k=2
fini par le faisceau inversible w™ z .

Démonstration. — Nous allons recoller les w(k, L)|w, suivant les données de recollement
(i), (ii) et (iii) du §2.2.

(i) Soit (g9,9") € G* tels que ¢'g7' = w,, Z, € W, un ouvert affine qui n’est ni
dans U, ni dans V, et Z, C W, louvert affine image par l'isomorphisme W, —
W, du §2.2. On définit un isomorphisme de O-modules w(k,L)(Z,) = w(k,L)(Z,)

- . o ~ . . k=2
comme l'isomorphisme induit par Z, — 24 sur le faisceau cohérent w™ 2 et comme

(ug,vy) — (vg4,u,) dans les logarithmes, en remplagant [Q_l]logﬁ(vg)(c%gg

ce terme apparait par (—1)¥271([L7YL — [L7log, (u,)) (52)*/271. Soit (g, ') € G tels

dug

)E/2=1 Jorsque
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que ¢g'g ! = (‘Z Z)Z wp@ Z,)wp € IQ), on définit un isomorphisme de O-modules

w(k,LYWy,) = w(k,L)(W,) comme I'isomorphisme déja défini sur w7 et comme

(g, vg) — (_'i: = _d;ff::;,) dans les logarithmes (en les développant). Explicitons le
g g

1 0
0 [yJ(1+p2)

calcul pour les trois types de matrices qui engendrent I. Si ¢'¢g~! = ( ) avec

y € F) et z € Z,, on développe formellement :

loge ([5)(1 + =)y — 1)) = logg(uy — [ay~]) + logs (1 +p#)

= loge(uy — oy~ = 3 j<5: (—_[ij;u%)j

ot z € FX. Un calcul (formel) donne alors pour i € {0,--- , k — 2} :
k/221 _1 k/221 2!
¢! —i—pz)]u] yPul
log. ([y](1 + pz)u ) + Z = logy (ug— )+ Z

+ Z x - plud

Jitje>k/2—2—i

ot * € A,. En multipliant par [£71]([y](1 +pz))i_k/2+1d %5 on obtient bien au final
une expression dans : ’
k/2—2— Z i

_ k=2 1 Juj Ug
WwT (Wy) @0 (L] | loge (uy— +Z =t
g

On a un calcul similaire avec les termes en log (v, —[z]). Noter que, siz =0 (et i > k/2—
1), le calcul devient trivial en écrivant log. ([y](1 + pz)uy) = log. ([y](1 + pz)) +log (uy).

Si g'g~! = <plz (13> avec z € Z,, on développe encore formellement :

log (ty — pz — [a]) = loge (uy — [z]) — 3" L

2 Gy — 1))

si x # 0, et un calcul donne encore pour i € {0,--- ,k — 2} :
k/2=2-i0 o i k/2-2-ip 105
Y (u, — pz [z P u
logi (g — pe— [a]) + 3 LI TP o ) 4 Y
j=1 J J=1 J
S

Jit+je>k/2—2—i

avec * € A,. En multipliant par [} ]% et en développant (u, — pz)’, on obtient

bien (apres un calcul simple) une expressmn dans :

k/2—2— Z ,1 ¢

2 : _ J u
2 Wg)@@D-[L [ logg (u —1—2 k/g2—1'
=0 dug
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Si z =0, on écrit pour i > k/2 —1:

~ (uy — pz)" _ (ug — p2)' - (ug = p2)*
16 log, (1 —pz)% = [Llog (uy)~—2 ot [L7log, (1 — zv,)~—2 2
dug dug dug

En développant (ug pz) " /2 - et en remplacant 2 W dans le développement par

. —2—j
(—1)’“/2_1}7’_’“/2*1% si j < k/2—2, le premier terme se récrit comme un élément de :
Vg

k—2 .
@ O - ([L 1]5 — £ 1]10&;(09) k/g T D @ 1Og,g(ug)dk—/92_1-
j=k/2 j=k/2—1 Ug

Pour le deuxieme, si z € pZy, on écrit loge (1 — 2v,) = — 35554 ijvf’ et si z € Z, on écrit

_pz)t i v ,Uk 2 % .
log. (1 — zvy) = log(z) +loge (vg — 271, (djk/g—)l = (—1)k2 1y K21 (val e~ dgi/zg T puis on
g

i —vg)ivh=271 17 _k=2 BN
corrige [L7log (v, — zfl)p“kﬂ“% par des éléments de w™"2" (Z,) de maniére
vl N éf
A faire apparaitre [L7!] <log,;(vg [z]) + Z Jvé) T ol @ ' 2~1 modulo p.
Vg

On a un calcul similaire avec les termes en log, (v, — [2]) que l'on épargne au lecteur.
Enfin, si ¢'¢g! = (é i) avec z € Zj, les calculs sont strictement analogues en échangeant
Ug et vg.

(ii) Soit (g,9") € G* tels que ¢'g~! = (‘CL Z)E KQy, Z, € U, un ouvert affine et
Zg € Uy louvert affine image par 'isomorphisme U, = Uy du §2.2. On définit un
isomorphisme de 9-modules w(k,L)(Z,) = w(k,L)(Z,) comme lisomorphisme induit

~ k=2 d
par 2, — Zgy surw- z et comme uy, — ;‘9 —
Les calculs sont analogues au cas (i) en plus simples car il n’y a plus a distinguer entre

xr=0etxF#0.
(iii) Soit (g,¢') € G* tels que ¢g'g = wp<‘; Z)wp € w,KQ w,, Z, € V, un ouvert

dans les logarithmes (que 1’on développe).

affine et Z, C V, Pouvert affine image par I'isomorphisme V, = V, du §2.2. On définit
un isomorphisme de O-modules w(k, L)(Zg/) — w(k,L)(Z,) comme 'isomorphisme induit

~ k=2 d
par 2, — Zy sur w2z et comme vy — dans les logarithmes.

U

Tbvgta +
Ces isomorphismes de recollement sont compatibles avec les fleches de restriction

(vérification formelle) et permettent donc de définir un faisceau w(k, L) sur Xz, qui

est clairement G-équivariant. ]

En particulier, on a une action 9-linéaire de G' sur H(X, w(k, L)). Le faisceau w(k, L)

a été fabriqué pour satisfaire la proposition suivante :

Proposition 3.1.2. — Soit k un entier pair compris entre 2 et p+ 1. La G-représenta-

tion HO(X, (k‘ L)) est isomorphe a un D-réseau invariant dans ’espace de Banach dual

B(k, L) ® "5 (cf §2.1).
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Démonstration. — Tout élément de w(k, L)(W) s’écrit (formellement) de maniere unique

sous la forme dui(/?—l + dui(;;)—l ou s(u) (resp. t(v)) est somme d'un élément de A avec uni-

quement des u (resp. des v) et de termes [L7!] QogL(u—[ ])+Zk/2 - ZM) u' ou

(L1 loge (u)u! (resp. avec u & la place de v). A tout élément de w(k,L)(W), on as-
socie la fonction f : 20 — C,, 2z — s(2) + (=p)*?7t(p/2)2>7*. 1l est facile de voir
que cela définit un isomorphisme N-équivariant entre w(k,L)(W) et un O-réseau ou-
vert O(k, L)Yy stable par N dans le Banach O(k, L)y (cf. §2.1). Si g = <CCL b) € G,

d
a tout élément di?jgll + fj;g)l € w(k,L)(W,) on associe de méme une fonction f :
Ug

W, — C,, 2 — (ad — bc)1 42 bz 4 a)? (s(55) + (—p)/2 (e (a2
qui induit un isomorphisme entre w(k, L)(Wy) et g7' - O(k,L)3y C O(k,L)qg, (ou, si
f€Ok,L)y, g7'.f € O(k,L)q, est la fonction z — f(z[y-1)). Avec les définitions de

O(k,L) et O(k,L)° données au §2.1, on a donc clairement un isomorphisme O-linéaire

G-équivariant :

H'(X,w(k, L)) = {feOk&L) | flow, €97 Ok, L)V g € G}
Ok, L)°

d’ou le résultat. ]

Soit P(k) C w5 I'unique sous-faisceau G-équivariant tel que, si Z, € W, est un

ouvert affine non vide, on a :

k2
dét =
P(k)(Z9) = @ k/Q T & @ O k/? 1 7 (Zy)
i=h/2-1 i=kj2 Mg

lorsque Z, n’est ni dans U, ni dans Vg, P(k)(Z,) o @fjowj‘% lorsque Z, C U, est
Ug

non vide et P(k)(Z,) & <% dev/% lorsque Z, C 'V, est non vide.
Vg

Proposition 3.1.3. — La différentiation k — 1-iéme induit un morphisme O-lincaire
G-équivariant w(k, L) — w*? de noyau P(k).

Démonstration. — C’est le méme argument que celui a la base de la construction du

k—1
complexe wF/>+1 4, WF/2 en notant que les logarithmes disparaissent en différentiant

(la différentiation sur les “logarithmes formels” étant celle naturelle). O

Remarque 3.1.4. — Le lecteur aura remarqué que la définition des faisceaux
w(k,L)|w, et de leur recollement nécessite seulement k/2 — 1 < p. Néanmoins, les

autres calculs de cet article sont strictement limités a £ < p+ 1.

On note dans la suite W(k, L) w(k,L) @9 F le faisceau modulo 7 sur Xz,,.
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3.2. Les faisceaux w(k,L)|c et wW(k,L)|p. — Dans ce paragraphe, on définit des
faisceaux de F-espaces vectoriels W(k, L)|c (resp. W(k,L)|p) pour la topologie de Zariski
sur une composante C' (resp. un point singulier P) et on montre que 'on a une suite
exacte de faisceaux sur Xz, : 0 — W(k,L) — ei(W(k,L)|c) — Upi.(@(k,L)|p) — 0
oui:C — X (resp. P — X).

Soit C' ~ IP’l une composante de X et i : C'— X l'immersion fermée correspondante.
On note w7 |c e (W™ 2). Pour P € C un point singulier quelconque de X, on note
Wp C C Touvert affine C'\ {points singuliers autres que P} et u,4, une coordonnée sur

C nulle au point P. On pose :

k/2—2— 1 i
déf _ 1y, U
SO0 2 1) & Do)+ 3 ) e
el =0 gp
® @ F - [V log,( )L
Solligp duF 2t
i=k_1 gp
2
Si ug, est une autre coordonnée sur C' nulle au point P, on a ugy, = —d:j:;fa pour

<Z Z)E IQy et en développant les logarithmes exactement comme dans le (i) de la
preuve de la proposition 3.1.1, on voit que 'on reste bien dans @W(k,L)|c(Wp) de sorte
que w(k,L)|c(Wp) ne dépend pas du choix de la coordonnée uy,. Si Z C Wp est un

ouvert affine contenant P, on pose :

ok, L)le(2) CT T e(Z) @2, Bk L)|c(Wp).

5 [e(Wp

Si Z C Wp est un ouvert affine ne contenant pas P (donc Z C C'\ {points singuliers} =
déf

U), on pose W(k,L)|c(Z) = wW(k,L)(Z). Les applications de restriction w(k,L)|c(Z) —
W(k,L)|c(ZNU) sont définies comme au §3.1 et permettent par recollement de définir
un faisceau de F-espaces vectoriel W(k, L)|c sur C, extension d’un faisceau de F-espaces
vectoriels de dimension finie par le faisceau inversible G_%k'. On a de plus une
application naturelle de faisceaux w(k,L) — i.(W(k,L)|c) définie comme suit sur les
ouverts W,, de X (cf. §2.2) ot gp € G est tel que i ' (W,,) = Wp : sur W' Cest
application canonique de restriction, sur les termes ug, c’est l'identité (i.e. on garde la

méme formule), les termes [L_l]logL(vgp)% (pour i > k/2) sont envoyés sur 0 et les
9p

termes [L7!] <logL(ng —z)+ Zk/2 1—i (& ;QP) ) - 1:/2 r pour ¥ € F sont envoyés sur 0
Ygp
(noter la sommation jusqu’a k/2 — 1 —i et pas k/2 — 2 — i et voir §3.1 pour la définition

de B(k, £)(W,) = w(k, £)(Wy,) @ F),
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Soit P € X un point singulier, u,, une coordonnée sur une composante C' contenant

P qui est nulle au point P et w—%|p © F(%)k/%l. On pose :
P
déf k-2 1 u];/Q_l
J— er ___&E—<2 — P
w<k7£’)’P =w 2 |P ®F- [L ]logL(ugp)d k/2—1
9p

qui ne dépend pas du choix de la coordonnée u,, par les formules de développement du

logarithme comme précédemment et en écrivant :

k/2-1 k/2—1 k/2—1
1 Uwpg k/2—1[p—11p Yg k/2[p—1 Ug
— Wpgp — — P — P
[L ]logL(uprP) k/2—1 = (_1) / ['E" ]L k/2—1 @ (_1) / ['E" ]logﬁ(u9P> k/2—1"
u’wpgp dugp dugP

On a de méme une application naturelle évidente w(k,L)|c — i (W(k,L)|p) otti: P — C

qui est 'application canonique sur 5 et qui, sur les ouverts contenant P, envoie
. -1 j 7

les termes [L71] (10g5(ugp—$) + zgizl_l_l s ;.L‘”’)J> y 9P pour x € Fy sur 0 (noter la

ap ‘
sommation jusqu'a k/2 — 1 — i), les termes [L*I]logg(ugp)% pour ¢ < k/2 sur 0 et
Uyl

k/2—1

est l'identité sur I - [L_l]logg(ugp);g,gf—g_l.
Proposition 3.2.1. — On a une suite exacte naturelle G-équivariante de faisceauz de

[F-espaces vectoriels :

0— ok L) — [ i@k L)) — [] i@k L)p) — 0.
i:C—X i:P—X
Démonstration. — 11 suffit de montrer que la suite est exacte en restriction a chaque
ouvert W, de X (car ces ouverts recouvrent X), ce qui est évident. Noter que, comme
au §2.3, [[i.(@(k,L)|c) — []i«(w(k,L)|p) est application induite par les restrictions
ci-dessus sur les divers points singuliers de X multipliées par (—1)d(c) et que 'action de

G sur le faisceau []i.(@(k,L)|p) doit étre tordue par y (voir la remarque 2.3.2). O

4. La GLy(Q,)-représentation H°(X,w(k,L) ® F) pour val(L) > 0
L’objet de ce paragraphe est le calcul de la G-représentation H°(X,w(k,L)) pour
4 <k<p+1,k pair et val(L) > 0.

4.1. La GLy(Z,)-représentation o(ny,1). — On commence par I’étude des facteurs

de Jordan-Holder de la K-représentation o(ny, 1) (cf. proposition 2.3.5).

Pour 0 < n < p—1 et m quelconque, rappelons que la représentation o(n, m) (cf. §1.2)

est irréductible (voir par exemple [1]). Rappelons aussi les deux lemmes suivants :
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Lemme 4.1.1 ([3]). — Soit n € {p+ 1,---,2p — 2}. On a une suite ezxacte de

représentations de K :
0—-on—p—-11)don+1-p0) —-0on0)—c2p—n—-2,n+1—p) —0
ou l'ingection a(n —p — 1,1) < a(n,0) est donnée par u" P~ 17" — (uP — w)u™ P~ et

ot o(n+1—p,0) est la sous-représentation engendrée par 1 € o(n,0).

Lemme 4.1.2 ([9]). — Soitn >2p—1 et écrivonsn=j+m(p—1) avecp+1<j <
2p — 1. On a une suite exacte de représentations de K :
0—on—p-—1,1) gun g o(n,0) — o(n,0)/c(n—p—1,1) — 0
ot d(n,0)/o(n —p—1,1) est isomorphe a 0(3,0)/o(j —p —1,1).
On rappelle que nj, = (/2 —D)p—k/2—1=(k/2=2)(p+1)+p+1—Fk. Sik =4,

on voit que o(ng, 1) est irréductible et vaut o(p — 3,1). Pour £ > 6, on a :

Lemme 4.1.3. — Supposons 6 < k < p+ 1, on a une suile exacte de représentations
de K :

0—o(n—(i+1)p+1),1) " o(n—i(p+1),0) — o —0
ot o est une extension de o(2(i+1),p — 3 — 2i) par o(p — 3 — 2i,0).

Démonstration. — On écrit n —i(p+1) = (k/2 -3 —4)(p — 1) + 2p — 2i — 4. Pour
jJ=2p—2i—4, onap+1<j<2p—4et, dapres le lemme 4.1.2, on a la suite exacte :
0—=on—(+1)(p+1),1) = on—ilp+1),0) = a(4,0)/o(j —p—1,1) — 0.

Par le lemme 4.1.1 appliqué a o(2p — 2¢ — 4,0) = 0(j,0), on a :
0—o(p—2i—=51)do(p—3—2:0) —0(5,0) >0(2(i+1),p—3—2i) -0
avec 0(j —p—1,1) ~o(p — 2i — 5,1). On en déduit le résultat annoncé. ]

D’apres le lemme 4.1.3, les composantes de Jordan-Hélder de o(ng, 1) pour 6 < k < p+1
sont donc d’une part o(p —3,1), o(p—5,2) etc. jusqu'a o(p—3 —2(k/2—2),k/2—1) et
d’autre part 0(2, —1), 0(4, —2) etc. jusqu'a o(k — 4,2 — k/2). On a en fait une structure

assez simple de la K-représentation o(ny, 1) :

Lemme 4.1.4. — Supposons 6 < k < p+ 1, on a une suite exacte de représentations
de K :

00— olp—31)Bo(p—52 & olp—k+1k2—1) — olng,1) —
02,-1)®oc(4,-2)®---do(k—4,2—-k/2) — 0
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ot o(p—3—2i,i+ 1) pour 0 < i < k/2 — 2 est la sous-K-représentation de o(ny,1)

engendrée par (u — uP)".

Démonstration. — Soit n un entier positif ou nul de la forme n = rp—s avec r et s entiers
tels que 0 < 7 < s < p, alors le sous-F-espace vectoriel de o(n,0) engendré sous K par 1
est de dimension p— (s—7) (développer (bu+d)™ = (bu?+d)"~*(bu+d)P~* et regrouper les
mémes puissances de b'd" ). En prenant n = nj, —i(p+1) = (k/2—1—4)p— (k/2+1+1)
pour 0 < i < k/2—2 et en utilisant le lemme 4.1.3, on en déduit que la sous-représentation
de o(ng, 1) engendrée sous K par (u—uP)" est de dimension p —2(i + 1) et est isomorphe
ao(p—3—2i,i+1). Lasomme directe o(p—3,1)So(p—>5,2)®---do(p—k+1,k/2—1)
est donc une sous-représentation de o(ng,1). Le quotient admet les facteurs de Jordan-
Holder restants, et on verra dans la preuve du lemme 4.3.4 qu’il s’agit encore d’une somme
directe. O]

4.2. La GlLy(Z,)-représentation H°(P' &(k,L)[p1). — Dans cette partie, on se place
sur la composante centrale C' de X et on determme la représentation H°(C,w(k,L)|c)

de K sous les conditions du §4 en utilisant le §4.1 et la proposition 2.3.5.

Notons @*/2|c € i ([L-Y@"/?) (resp. @*/2|p L i*(@"/?)) ot i : C — X (vesp. i: P —
X). Comme dans la proposition 3.1.3 et sachant que &k — 2 < p — 1, la différentiation
W/ 2|c (resp.
un morphlsme F-linaire w(k,L)|p — @*/2|p) de noyau contenu dans w2 |c (resp.

T p).

(k — 1)-itme induit un morphisme F-linéaire K-équivariant W(k,L)|c — @

Lemme 4.2.1. — La différentiation k —1-ieme ©(k,L)|c — @*/?|¢ induit une injection

de K -représentations :
H(C,5(k, L)|c) — H(C,5"|c).

—k/2

Démonstration. — Notons P(k)|c le noyau de w(k, L)|¢ — @*/?|¢, on a donc une suite

exacte :

0— HYC,P(k)lc) — H(C,@(k,L)|c) — H(C,@"?|c).
De plus, P(k)|c est contenu dans @'z |c. Or HO(C, o "2 |c) = 0 car w2 |¢ &
Oc(—*2(p+ 1)+ k—2) et —2(p+ 1)+ k — 2 < 0. Dot aussi H*(C,P(k)|c) =

et I'injection voulue. O

Pour déterminer la K-représentation H°(C,w(k,L)|c), nous allons déterminer les
sections de H°(C,@"/?|¢) qui se relevent en des sections de H°(C,@(k,L)|¢) via appli-
cation du lemme 4.2.1. On note dans la suite y € P'(F,) = F,U{oc} un point de C' défini
sur I, et W, C C T'ouvert affine C'\ {points définis sur F,, autres que y}. Rappelons que



REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Qp) ET REDUCTION MODULO p 23

U = C \ {points définis sur F,} (cf. §2.2). On note u, une coordonnée sur C' nulle en y
et telle que u, |y = u —y si y # 00, uyly = u! si y = oo (ol u est la variable sur U, cf.

§2.2). Par abus de notation, on note aussi u = ug.

Pour les calculs qui vont suivre, nous utiliserons la description alternative suivante de

Gk, £)|c(W,) (ot val(L) > 0) :

k/2— 2 ~1)i i
_ k-2 (uyz — )
Wl L)1) = ) © @@F(% wa) ) ) 7
z€F, 1= 0
k—2 ui
D @ F(logﬁ(uy)) k/yg 1
i=k/2—1

(pour revenir a la description du §3.2, il suffit de développer le terme (u, 93)’ en facteur
"
des logarithmes a droite et de remarquer que # est déja dans W~ = |C( ) pour

j>k/2—2—19).

Pour a € {1,---,k/2 — 1}, considérons les sections ((ﬁz;/; € H(C,@"?(1)|¢) (cf.

proposition 2.3.5). En prenant une « primitive (k — 1)-ieme » sur chaque ouvert W, de la

ub)e

Say € H'(W,,w(k,L)|c) pour y € F, U {oo} :

section globale (k—1—a)!(a—1)!(—-1)*" (S:i“)k/ définissons les sections locales suivantes

k/2-2 —1\j ~1\k—1-a

aéf o o UooT Uoo — )T

Seco = (_1)k/2 ul 1 Z QOgL(uoo_l,) + Z ( ] ) )(( y 2/2_1)
xe]F;f J=1 Yoo

kj2— 2 k—1—a k—1—«
déf —x) u
e duy duy
k/2— 2

k _ 1 —« uk—l—a
i+ )
Z ( J ) dufj/z_1
Lemme 4.2.2. — Le (p+1)-uplet (sa,y)yepi(r,) définit une section s, € H°(C,w(k,L)]|c).

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que les restrictions s, |y ne dépendent pas de y.
Les sections locales s, |y se récrivent :

k—1—«

3a,oo|U _ (_1>k/2—a Z Ugo_ll'_k+1+a10gg(uoo . ZL’) (Uood_ka/;)_l
Uoo

z€Fy
)k—l—oz

(uy, —x
Sayly = Zloga(uy—f)ydukT
Y

zelF,
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k/2—2 (uoox 1)J Uoo—x )z~ 1)k—1-a a k/2—2 (uyx J

car erﬁ«‘x (Z]/l ( J ) )(( du?l;é?—)l =0et er]}?g (uy — )" 1" > ik / y—) =
k:la k/2—2 (=1) (k—1—«a ‘o )
E 7 ( p ) modulo p. On vérifie alors que :

(U _ l,)k—l—a _
Sa,0lU = Saylv = Z log (u — m)w € H(U,w(k,L)|c)
zelF,
d’ou le résultat. ]

Nous renvoyons a la fin de 'appendice A.2 pour la preuve de la proposition qui suit :

Proposition 4.2.3. — (i) Soit2 < a<k/2—1c¢et:
déf ub~! k/2 0( v —k/2
ro (e ) (@) € HOC. @) )
avec f(u)(du)*’? un élément de la sous-représentation :

k—(k/2—a)(p+1) ur(du)k/g

o(ny— (k/2—a)p+1),k/2—a)= D

r=0
de H°(C,w""%(1)|¢). Alors ro n'admet pas d’antécédent dans H°(C,w(k,L)|c) via lin-

jection du lemme 4.2.1.

(u —ur)e

i) I existe une section rys € H(C,@"?|o) de la forme :
/

déf 1
e ™ (e @) (@)
avec f(u)(du)¥’? € H°(C,w*/*(1)|c) qui admet un antécédent sy.;» dans HO(C,w(k,L)|c)

via 'ingection du lemme 4.2.1.

Corollaire 4.2.4. — On a une suite exacte de représentations de K :
0— H — HC,@(k,L)|c) — indXx*? =0

ot H C o(ng, 1) est la sous-K-représentation (cf. lemme 4.1.4) :

k/2—2
HY D olp—3-2i,i+1).
i=0
Démonstration. — Pour alléger les notations, nous omettons les torsions par les ca-

racteres centraux. D’apres le lemme 4.1.3, pour 0 <i < k/2 —2, o(ng —i(p+ 1)) est une
sous-représentation de H°(C,w*/?(1)|¢). Soit H; son image inverse dans H(C,@(k, L)|¢)
via I'injection du lemme 4.2.1 (ne pas confondre avec H; = 1+ --- 4 1/i!). Nous allons
k/2-2 :
o(p—3—2j).
Pour i = k/2—2, la sous-représentation o(p—k+1) de H°(C,w*/%(1)|¢) est engendrée par

(Zu)u/ (lemme 4.1.4). Or, par le lemme 4.2.2, il existe une section s; € H°(C,w(k, L)]c)
(du) h2

démontrer par récurrence descendante sur 0 < i < k/2—2 que H; = ®,C

qui s’envoie sur
olp—k+1). Supposons 0 <i < k/2—3 et la récurrence établie pour i + 1. Notons Q);

par l'injection du lemme 4.2.1. On en déduit donc Hy o =
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le conoyau 0 — H; 1 — H; — @); — 0. On a un diagramme commutatif dont toutes les
fleches verticales sont des injections :
0— Hiq - H; - @ —0
| | |
0— o(n—(+1)(p+1) — ol —ilp+1) — Gpi —0
avec 0 — o(p —3 — 2i) — G,,; — 0(20 +2) — 0 par le lemme 4.1.3. La section
COULEENYS o(ng —i(p+1)) C H(C,@"?(1)|¢) est un générateur de o(p — 3 — 2i) par

Taupy =17
(du)k/Q
(=D eE
par I'injection du lemme 4.2.1 (cf. lemme 4.2.2). On en déduit que Q; contient o(p—3—24).
Toute section de o(ny —i(p + 1)) € H(C,@"?(1)|¢) de la forme :
-1

((u — up)k/21i + f(u)) (du)k/z

ub

le lemme 4.1.4. Or, la section globale sy/o_1_; € H°(C,w(k,L)|c) s’envoie sur

ot f(u)(du)*? € o(ny — (i + 1)(p + 1)) n’a pas d’antécédent dans H°(C,w(k,L)|c)
d’apres le (i) de la proposition 4.2.3. Une telle section s’envoie donc nécessairement vers
un élément non nul de o(2i+2) (sinon, elle aurait un antécédent pour un certain f(u) par
ce qui précede et la K-équivariance des fleches). Comme o(2i 4+ 2) est irréductible, aucune
section de 0(2i + 2) ne peut donc se relever dans H; et Q); = o(p — 3 —2i). Comme H est
scindé, on adonc H; = H; 1Po(p—3—2i) = @ffi_Q
Enfin, d’apres le (ii) de la proposition 4.2.3, il existe une section 7, € H?(C, T*?| )
de la forme ryjp = (——trme + f(u))(du)*? avec f(u)(du)¥/? € H(C,5*/?(1)|¢) qui

u(u—uP)

o(p—3—27) et la récurrence est établie.

admet un antécédent sy /o dans H°(C,w(k, L)|c). De plus, on vérifie facilement que, dans
la suite exacte 0 — HO(C,@*/?(1)|¢) — H°(C,T*?|¢) — indFx*? — 0 (cf. le (i) du
corollaire 2.3.4), la section 7/, s’envoie vers la fonction f € indf1 ~ indf y*/2 telle que
flg)=1sigelet f(g) =0 sinon, donc vers un générateur de ind® y*/2. Ceci acheve la

preuve. ]

Notons que, pour k& = 4, on a un isomorphisme H°(C,@(k,L)|¢) = H°(C,o"?|¢)
puisque, dans ce cas, o(p — 3,1) = o(n4,1) = H ~ H°(C,0*?(1)|¢) (cf. proposition
2.3.5).

Remarque 4.2.5. — Les formules explicites des sections s, du lemme 4.2.2 montrent
que leurs images par H(C,w(k,L)|¢) — HO(P,w(k,L)|p) (ou P € C est défini sur F,,
cf. §3.2) sont nulles. On en déduit que la sous-représentation H du corollaire 4.2.4 est
dans le noyau de H(C,w(k,L)|c) — H°(P,w(k,L)|p).

4.3. La GILy(Z,)-représentation H'(P',w(k,L)[p1). — On détermine la K-
représentation H'(C,w(k,L)|c). On conserve les hypothéses et notations du §4.2.



26 C. BREUIL & A. MEZARD

Soit J(k) C @*/?|¢ le faisceau sur C' de F-espaces vectoriels de dimension finie défini
comme suit. Pour W, C C et U C C' comme au §4.2 (ot y € F, U {oo} est un point de
C' défini sur F,), on pose :

k—2 k/2—1

ait duy (duy )+
Ik DDr, — m@ D
z€F) 1=0
k—2
déf (du)*/?
IRU) = @@Fm-
zeFy i=0

Par un calcul élémentaire, on vérifie que les applications de restriction (@"/2|c)(W,) —
(@"2|¢)(U) envoient bien I(k)(W,) dans J(k)(U) (le seul point non évident est lorsque
y = 00). De plus, J(k)(W,,) (resp. I(k)(U)) est stable sous l'action de I (resp. de K). Si
Z C W, est un ouvert affine contenant y, on pose J(k)(Z) = © I(k)(Wy) et si Z C U est
un ouvert non vide, on pose J(k)(Z) = g (k)(U). Cela permet de définir un sous-faisceau
—k /2

K-équivariant J(k) de @"/?|c.

Lemme 4.3.1. — Pour tout i € Z, Uinclusion J(k) C ©/2|c induit des isomorphismes
de K -représentations H'(C,1(k)) — H'(C,w*/?|c). En particulier, on a H'(C,I(k)) =
0.

Démonstration. — Nous allons montrer que l'inclusion de faisceaux J(k) — @w*/2|o admet

un scindage. Définissons en effet un autre sous-faisceau $(k) C @*/?|c comme suit :

s(km,) = D D dqiy ZH@@FU (du, )/

xeFXl>k 1 >0

deéf (du) k2 i k)2

S(k)(U) = @@ Fr— M@@Fu (du)™2.
€Fpi>k—1 i>0

Si Z C W, (resp. Z C U) est un ouvert affine contenant y (resp. un ouvert affine non vide)
défini en inversant un polynome f(u,) (resp. f(u)) ne s’annulant pas aux points de F, on
pose S(k)(Z2) E 8(k)(W,) & @,y F3r (resp. 8(k)(Z) L 8(k)(U) & B, F d:j)ffb
Les fleches de restriction (@*/?|c)(W,) — (@"/?|¢)(U) envoient encore $(k)(W,) dans
S(k)(U) (vérifier pour y = 00) ce qui permet donc de définir un sous-faisceau $(k) de
WF/%| o satisfaisant de maniere évidente 8(k) @ J(k) = ©*/?|¢. Comme H'(C,w"/?|¢) = 0
(car T*/%|c ~ Oc(k/2(p+1) — k) et k/2(p+1) —k = k/2(p—1) > 0), on a en particulier
HY(C,3(k)) = 0 dou HY(C,I(k)) = H'(C,w"/?|¢). On a déja calculé que H°(C,w*/?|;)
était engendré sous K par les sections suivantes :

(du k/2 k/2

]Fu(u_up k/2—1 @@ I<:/2 1
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Comme toutes ces sections globales sont déja dans H°(C,J(k)) qui est stable par K, on
a H(C,J(k)) = H°(C,w*’?|¢). Enfin, les deux espaces H'(C,@"?|¢) et H(C,J(k)) sont

nuls pour 7 > 2 puisque C' est une courbe. O
On peut alors compléter le lemme 4.2.1 par la proposition :

Proposition 4.3.2. — On a une suite exacte longue de cohomologie K -équivariante :
0— H(C.@(k. £)|o) = HC.0"*|c) — H(C,& % |o) — H'(C.5(k, £)|c) 0.

Démonstration. — 1l n’est pas difficile de vérifier que le faisceau de F-espaces vectoriels
k/2|c (un

isomorphisme équivariant est donné en dérivant formellement k — 1 fois les parties avec

(@(k, L)|c/w™ "2 |¢) est canoniquement isomorphe au sous-faisceau J(k) de @

les logarithmes). En écrivant la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite
exacte courte 0 — w2 |¢ — w(k,L)|c — I(k) — 0 et en utilisant les lemmes 4.2.1 et
4.3.1, on a le résultat. O

Corollaire 4.3.3. — On a une suite exacte de représentations de K :
0 — o(ng, 1)/H — HY(C, w7 |o) — H'(C,(k, £)|c) — 0
ou H C o(ng, 1) est défini dans le corollaire 4.2.4.
Démonstration. — Cela résulte de la proposition 4.3.2 et du corollaire 4.2.4. O]

Notons que, pour k = 4, on a un isomorphisme H(C,o~ "2 |¢) = HY(C,w(k,L)|c)

puisque H = o(ny, 1).

Comme W™z |¢ ~ Oclk —2 — (p+ 1)(k/2 = 1)) = Oc(2 — i) et T2(1)|¢ ~
Oc(ng), on a par dualité de Serre un isomorphisme K-équivariant H'(C,w~"2"|¢)

H°(C,w*’?(1)|¢)* ~ o(ng, 1)*. La proposition 4.3.2 donne donc une fleche
§: HY(C,T"*(1)|¢) — HY(C,@"%(1)|¢)",

12

c’est-a~dire une fleche K-équivariante o(ng, 1) — o(ng, 1)*.

Lemme 4.3.4. — L’image de la fleche o(ny, 1) — o(ng, 1)* s’identifie dans o(ng, 1)*
au dual de o(ny,1)/H.

Démonstration. — Il faut montrer que, si un élément est dans I'image de ¢, son accou-
plement contre un élément quelconque de H ¢ H°(C,@"?(1)|¢) par la dualité de Serre
est nul. On peut vérifier cette nullité par un calcul explicite mais donnons un argument
théorique. Lorsque k < (p + 5)/2, les facteurs de Jordan-Holder de o(ny, 1)/H sont tous
distincts des facteurs de Jordan-Holder de H (cf. §4.1 pour la liste de ces facteurs), et

comme tous ces facteurs irréductibles sont auto-duaux (car le caractere central de o(ny, 1)
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est trivial), 'image de o(ng, 1) dans o(ng, 1)* se factorise nécessairement en un isomor-
phisme o(ng,1)/H = (o(ng,1)/H)*. Cela démontre au passage que la représentation
o(nk, 1)/ H est scindée (car ses facteurs de Jordan-Holder sont distincts pour k < p+ 1),
i.e. que 'on a un isomorphisme o(ny,1)/H ~ o(2,—1)®o(4,-2)® - -Go(k—4,2—k/2)
pour k > 6 (cf. lemme 4.1.4). Mais le calcul de résidus (issu de la définition explicite
de la dualité de Serre, cf. §B.1) donnant (§(s),h) = 0 pour s € H°(C,&"?(1)|c) et
h € HC H(C,w2(1)|¢) lorsque k < (p +5)/2, i.e. (§(s),s,) = 0 pour s, comme au
lemme 4.2.2, est un calcul purement combinatoire qui ne voit pas la condition k < (p+5)/2
et qui est donc valable pour 4 < k < p+ 1. On en déduit le résultat. O]

Corollaire 4.8.5. — La surjection H'(C, w2 |¢) — HYC,w(k,L)|¢) du corollaire

4.3.3 induit un isomorphisme de K -représentations H* = H'(C,w(k,L)|c).

Notons que, H étant scindé, on a aussi un isomorphisme K-équivariant H* ~ H.

4.4. La GLy(Q,)-représentation H°(X,w(k,L)). — On détermine la G-représenta-
tion H(X,w(k,L)) (sous les conditions du §4) en combinant le corollaire 4.2.4 avec la

proposition 3.2.1.

L'injection W(k, L) — [[,.c.x @(@(k, L)|c) (cf. proposition 3.2.1) induit une injection

de G-représentations :

(7) H(X,w(k,L))— ] HC®(k L))

1:C—X
Pour y un point de la composante centrale de X défini sur IF,,, on note encore W, I'ouvert
de X défini au §2.2 « centré » en y et (uy,v,) les coordonnées sur W,,. Avec les notations

du §2.2, on a Wy = Wy, (et (uy,0) = (ug,,v,,)) ot g, & () V) € K siy€F,

et Woo = Wy (et (Uso, Vo) = (Ugo,Vg.)) OU goo & (? é) € K. On note également
Vy “ V,, Pouvert des points non rationnels de la composante « verticale » au point y et
on remarque que U, = U pour tout y. Par abus de notation, on note aussi u = ug et

vV = p.

Lemme 4.4.1. — Soit a € {1,--- k/2 — 2}. La section s, € H*(C,w(k,L)|c) (cf
lemme 4.2.2) se prolonge par zéro via linjection (7) en une section 5, € H(X,w(k,L))

a support dans la composante centrale.

Démonstration. — On va construire directement une section s, dans H°(X,w(k, L)) qui

s’envoie sur s, par l'injection (7). On définit des sections locales 5,, € H(W,,w(k, L))
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pour y € F, U {oo} par les mémes formules qu’au §4.2 :

k/2-2 —1\j —1\k—1—a

~ g e o Uoo T Uoo — T )T
e & (D S (mgm—:w w3 ) (st

2€F} j=1 too

k/2— 2 k—1—«
~  déf U, — )
Sa,y == <10g£; - Q? + Z ) yd k‘/2*1
:L"E]F;f Uy

k—1—-a  k/2-2 ; k—1-a
u (=1 (k—1—a\u
Hogy (uy) 5 + Z ; ( ; ) ST
duy/ = J duy/
Il suffit de vérifier que les sections locales s, , sont telles que s, .|y est indépendant de
y et 544]y, = 0 pour tout y. Le premier calcul est déja fait (preuve du lemme 4.2.2).
Pour le deuxiéme, on trouve en utilisant les applications de restriction du §3.1 (i.e. en

remplagant u, par p/v, et en développant les logarithmes) :

—k+1+a k/2— 2 -1y k—1-a
~ o a+1 X b ) (p — /UOOZU)
SOl,OO‘Voo - <_1) Z k/2 o (lOgL( o - 1 +Z ZUI > dvkﬂil

z€Fy =1 e
k/2—1, k/2 py vy
5 = (—=1)/% —a] 2y
S 7y‘Vy ( ) p OgL(Uy) d05/271
_ k/2—2 —1\s k—l—-a,,a—1
(=Dt p (pz~")"\ (0 = vy2)* 0y
—i——Z(logL(——l)—l—Z — >
k/2—1 i k/2—1
pk/ et Vy T —~ v dvt/
k/2—2 i a—1
_ _ (=1 (k—1—a) v
+(_1)k/2 1pk/2 @ : . Y
2 U Jadm
et un calcul facile montre que toutes ces sections locales sont nulles (modulo p). O

L’analogue du lemme 4.4.1 pour les sections de H°(C,w(k,L)|c) s’envoyant sur un
générateur de Indf x*? (cf. corollaire 4.2.4) est plus subtil. Rappelons que l'on a déja
défini un relevement sy € HO(C,w(k,L)|c) du générateur de Indf x*/2 donné par la
fonction identité a support dans I (voir la fin de la preuve du corollaire 4.2.4 et le lemme

A2.2).

De la proposition 3.2.1, on déduit une suite longue de cohomologie G-équivariante :

(8) 0= H'(X,@(k, L)) —» ] B X,in@k L)) — [] HX i@k L)p))
i:C—X . P—X
— H'(X, @k L) — [] B (X, i@k L)c) —

:C—=X
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et rappelons que l'action de G sur [, p..y H*(X,i.(@(k,L)|p)) est laction naturelle
tordue par x (cf. remarque 2.3.2). Rappelons aussi que laction de K sur H'(C,w(k,L)|c),

H(C,@"?|) ete. est étendue & KQ en envoyant p vers l'identité.

Lemme 4.4.2. — (i) On a un isomorphisme G-équivariant :
[T #°(Cok,L)le) = ndF o HO(C,w(k, L)|e)
CX
qui envoie (84(ug,vy))ges ot J est un systeme de représentants quelconque de KQy\G
sur l'unique fonction f dans Uinduite telle que f(g) = sy4(u) pour tout g € J.
(i) On a des isomorphismes G-équivariants :
[T 2°P.@(k,L)[p) = x © dSHO(P,w(k, £)]p) = IndFx*"? @ IndF x>+
Pex
ou le premier isomorphisme envoie (cy(7- )k/2 '+ dglogg (ug) (7 )’“/2 1)QEJ ot J est un
systeme de représentants quelconque de N\G et ¢g,dg € F sur lum’que fonction f dans
Vinduite telle que f(g) = co(2£) 271 + dglog, (w)(£)"*! pour tout g € J et on le
deuzieme isomorphisme envoie f sur 'unique couple de fonctions (h,l) dans les induites

de droite tel que h(g) = ¢, + 1Ld, et l(g) = —d,.

Démonstration. — Le (i) et le premier isomorphisme du (ii) sont laissés au lecteur. Pour
le deuxiéme isomorphisme du (ii), il suffit de remarquer que I’action naturelle de N dans
la base F(2)">"1@F (1L —log, (u)) ()2t de HO(P,w(k, L)|p) réalise un isomorphisme
de cette représentation avec x*/27' @ x*/? (regarder I'action de w, et utiliser log,(p) =
L). Comme il faut tordre par x cette action naturelle (cf. ci-dessus), on en déduit le
résultat. O

Notons ¢ : Ind%. *Qx H(C,@(k, L)|c) — Ind§x*? @ Ind§x*/?*! le morphisme induit par
la suite exacte longue (8) (et en utilisant le lemme 4.4.2). Par la remarque 4.2.5, ¢ se

Ka 1ndIQX X2 de IndIG(Q; HY(C,w(k,L)|c) et définit donc un

morphisme ¢ : Ind KQxlndIQX Y2 Indgxk/Z D indgxk/ﬂl7 c’est-a~-dire un morphisme :

factorise par le quotient Ind%

o Ind]C\",Xk/2 D ind%xk/”l - Ind]GVXk/Q @ ind]C\;,Xk/2+1

via I'isomorphisme du lemme 2.3.7 (car p > 2).

Rappelons que Ind% resp. Indgl) s'identifie au F-espace vectoriel des fonctions

<1 (
KQp
a valeurs dans F définies sur les sommets (resp. les arétes non orientées) de I'arbre de
Bruhat-Tits pour GL2(Q,). On note T, (resp. U,) I'endomorphisme de IndKQX (resp.
Ind$1) défini par (T,f)(s) = .. f(8') (vesp. (Upf)(a) = 3., f(a')), la somme portant

sur les p 4+ 1 sommets (resp. les 2p arétes) adjacents au sommet s (resp. issues de 'aréte
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a) (T, coincide avec I'endomorphisme déja noté T, défini au §1.2). Le lemme suivant est

immédiat et laissé au lecteur :

Lemme 4.4.3. — On a un diagramme commutatif G-équivariant :

0 — 1 — IndGQxl — Ind§1 — 0

I Lz Loy
0 — 1 — IndIG(Qpl — Ind§1 — 0

oty Uapplication Ind%._ .1 — Ind§1 envoie f € Indfﬂ@;l sur la fonction a — f(o(a)) +

KQ;
f(t(a)) en notant o(a) et t(a) les deux sommets de l’aréte a.

Lemme 4.4. 4 — Soit a(L) € (—=1)5 (1 + 55— 1)(L — 2Hypp1)) € O (00 Hy =
1+ % + -+ L ¢f §1.2). L'endomorphisme ¢ de (Ind$1 @ ind$x) ® x*/? est donné (a

17’
multiplication pres par un scalaire non nul) par une matrice de la forme :

( (Up +1) + (=1)** 1a(L) * )
0 —k(k/2—1) )

Démonstration. — Reprenons la section sgp(u) € H(C,w(k,L)|c) précédente (ot C
désigne la composante centrale) et notons sj/2(v) © wp(Sk/2(u)) (i.e. on remplace u par
v dans la formule de s;/5(u), la notation étant légitime puisque wyu = v, cf. §2.2). En
revenant a la définition du scindage Ind /2 Ind%xk/ 2 ind%xk/ 21 (cf. preuve du
lemme 2.3.7), on voit qu’il suffit de calculz()er O (s1s2(w) + spj2(v)) et d(sp2(u) — sp/2(v))
en terme des fonctions (-£)*/271 et (1L —loge (u)) (2 )27 (vues comme fonctions dans
I'induite a support dans N). Notons res,(si/2(u)) (resp. resy(sk/2(v)) la restriction de
Sg/2(u) (resp. sg/2(v)) au point rationnel y de la composante support de sy /() (resp. de

déf —_1)k/2 déf
Sk/2(v)). Posons Ay/p = (k/2_1()!21k)/2(k/2 iy et brjoks2 = k/2(k/2 —1)Ag/s, on trouve pour

y € Fy U{oc} d’apres la démonstration du lemme A.2.1 et d’apres le lemme A.2.3 (en se
rappelant que sy = s}, /2 cf. la fin de la preuve de la proposition 4.2.3 dans 'appendice
A2):

vy )k/Q—l

w. \ k/2—1
vesy (se2(w) = =Aua () resy(skga(v) = — A (55

du, dv,

et, poury =0¢€ [, :

k/2—1

w \k/2-1 w \ k/2-1
reso(sg/2(u)) = —(Ag — bk/m/sz/?—l)(@) = b2y 210&(“)(@)

v v\ k/2-1
reso(sg2(v)) = —(Apja — bk/zk/sz/?—l)(%) B bk/2’k/210gﬂ(v)<%> '
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En se rappelant que, dans le morphisme ¢ de la suite exacte (8), on multiplie les restric-

tions par —1 des que l'on « change de branche », on obtient :

O (sky2(u) + sp/2(v)) = —Ak/z( > (du_qz)k/zl_ 3 <%>k/21)

y€EF, U{oco} y€Fy U{oo}
u \ k21
+(-1+ (—1)]6/271)(Ak/2 — brjok/2Hij2-1) (@)
k/2—1
L (D) ploge () (- )

k/2—1
+(— )k/2+ b2, k/25<du) .

Or, dans IndKQXX ~x® Inde;F( )E/2=1 o a

Up(%yﬂ—l _ Z (du_lz)km—l N (_1)k/2_1 Z (dv_;/)k/z—l.

y€elF,; U{oo} y€eF,; U{co}

On trouve donc pour ¢(sg(u) + sk2(v)) :

k k/k u \ k/2-1 ' Ko
el +2 (5 - 12H5—1 *1’35(5 -1)) (@)m e
u - .
+® Dupak(5 1) (G0 —loge)) (3) s (FD =
ou le premier terme est dans Indgxk/ 2 et le deuxieme dans Ind%xk/ 2o Ind%xk/ 21 (on

n’aura pas besoin de la formule pour * € Ind%xk/ 2). Par un calcul analogue, on obtient

pour ¢(Sk/2(u) - Sk/z(v)) :
*@Ak/Qk(g—1> <%L log, (u )(d—l;>k/2 by )’f/2 1
)

_Ak/2(Up+2—k:(§—l>Hgl+L];( ))(“ UG (C) = 1

En remarquant que I'image de sj/2(u) 4 sg/2(v) (resp. sp/2(u) — sg/2(v)) dans IHdIGQxXk/Q
P

est dans Ind§x*/? si (—=1)¥/? = 1 (resp. si (=1)¥/? = —1), on en déduit facilement le

résultat. o

Corollaire 4.4.5. — (i) Le morphisme ¢ est surjectif.
(ii) Le noyau de ¢ est isomorphe o {f € IndS w1 | T,f =a(L)f}.

Démonstration. — Tout endomorphisme p7, — A de IndIG(le avec (u, ) € F, uX # 0
est surjectif (vérification facile), on en déduit donc (i) par le lemme 4.4.3 combiné avec
le lemme 4.4.4. On voit aussi que le noyau de ¢ est isomorphe a {f € IndIG(le | T,f =
(—=1)*2a(L)f} ® x*/2. Mais cette dernicre représentation de G est isomorphe & {f €
ndg o 1| T,f = a(L)f}, dou (ii). O
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De la suite exacte longue (8), des résultats du §2.3, du §4.2 et du §4.3, on déduit alors

facilement :

Corollaire 4.4.6. — (i) On a une suite exacte G-équivariante :

O—>IndIG(QpH—>HO(X,w(k,L)) — {f € Ind% ol I Tpf = a(L)f} — 0.

(ii) On a un isomorphisme G-équivariant :

HY (X, @(k, £)) = IndG o H (C,@(k, L)]c) ~ Indf . H*.

5. La GLy(Q,)-représentation H°(X,w(k,L)) ® F pour val(L) >0

L’objet de ce paragraphe est le calcul de la G-représentation H°(X,w(k, L)) @ F pour
4 <k<p+1, k pair et val(L) > 0.

5.1. Cohomologie de Cech. — On compare les groupes H' et H' pour les faisceaux
W(k,L)|c et w(k,L).

Reprenons les notations du §4.2 et considérons le recouvrement (W) ep1r,) de C. On
munit P'(F,) d'une relation d’ordre total par 0 < 1 < --+ < p—1 < o0o. Pour tout faisceau

de groupes abéliens F sur Cya,, on définit le groupe de cohomologie de Cech :

ch«?def< H FU )>/N
(v, z)EIPl(Fp>2
ol (Sy.)y<s ~ (ty2)y<» si et seulement s’il existe s, € F(W,) pour tout y € P(F,) tel
que Sy —ty. = S:|u — sy|v pour tout y < z. Si le faisceau F est K-équivariant, on a une
action naturelle de K sur H'(C,J).

Lemme 5.1.1. — On a un isomorphisme canonique K -équivariant :
(C,o(k,L)|c) = HY(C,w(k,L)|c).

Démonstration. — Pour tout faisceau de groupes abéliens F, on sait par la théorie généra-
le (cf. e.g. [11, §II1.4]) qu’il y a un morphisme canonique (K-équivariant si F Dest)
HY(C,F) — HYC,J). En revenant & la preuve de la proposition 4.3.2, on a pour
tout ouvert affine V' de C et tout ¢ > 1 une suite exacte courte H'(V, wj2;2|0) —
H(V,5(k,L)|c) — H(V,I(k)). Or, H(V,o "2 |¢) = 0 car @2 |¢ est quasi-cohérent
et H(V,3(k)) = 0 car J(k) est un facteur direct de @*/?|¢ (cf. preuve du lemme 4.3.1) et
Wk/2| o est aussi quasi-cohérent, d’ou H'(V,w(k,L)|c) = 0. Comme les ouverts W, et U

du recouvrement sont affines, la théorie générale (cf. e.g. [11, Ex.II1.4.11]) entraine alors
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en particulier que le morphisme canonique H*(C,@(k,L)|¢) — H'(C,T(k,L)|¢) est un

isomorphisme. O]

Considérons un systeme de représentants J C G de N\G et le recouvrement affine
(Wy)ges de X correspondant. Pour toute relation d’ordre total < sur J et tout faisceau
de groupes abéliens F sur X, définissons le groupe de cohomologie de Cech :

(ng def(H H:W mWh)>/N

g<h
(g,h)€ T2

ol (Sg.n)gen ~ (tgn)g<n si et seulement s'il existe s, € F(W,) pour tout g € J tel que
Sgh — tgn = Shlw,nw, — Sglw,nw, pour tout g < h. Si le faisceau F est G-équivariant, on

a une action naturelle de G sur H*(C, F).
Lemme 5.1.2. — On a un isomorphisme canonique G-équivariant :
HY (X, @(k, L)) = HY(X,@(k,L)).

Démonstration. — Définissons un sous-faisceau J(k) C @*/2 sur X comme suit (avec les
notations du §2.2) :

amm@@@F%%ﬁ@@Fm%ﬁ@W%@Qﬁﬂ

zcFy =0 zeFy =0

IMES

et (k)(Z) € J(k)(W,) (resp. I(k)(Z) € 3(k)(U,), resp. 3(k)(Z) € d(k)(V,)) si Z C W,
et Z L Uy Z L Vg (vesp. Z C Uy et Z # 0, vresp. Z C Vet Z # ). Comme pour la

" : . k=2
preuve de la proposition 4.3.2, on a une suite exacte courte de faisceaux 0 — w™ "2 —

w(k,L) — J(k) — 0 qui induit pour tout ouvert V- C X et tout ¢ > 1 des suites

2

exactes H (V,w™ 'z ) — H{(V,w(k, L)) — H(V,d(k)). Si V est affine, le premier groupe

k/2 est quasi-cohérent et

est nul car W7 est quasi-cohérent et le troisieme aussi car w
car on peut montrer, comme dans la preuve du lemme 4.3.1, que 'injection de faisceaux
J(k) — w*? admet un scindage. Comme toutes les intersections du recouvrement (W,) ¢
sont affines, la théorie générale (cf. e.g. [11, Ex.II1.4.11]) donne en particulier que le

morphisme canonique H*(X,@(k, L)) — H'(X,@(k,L)) est un isomorphisme. O

On obtient alors :
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Corollaire 5.1.3. — On a un isomorphisme G-équivariant :

HY (X, @(k, L)) == IndS, . HY(C,@(k,L)|c).

KQp
Démonstration. — Cela découle du (ii) du corollaire 4.4.6 et des lemmes 5.1.1 et 5.1.2. [
5.2. Modifications de sections. — On effectue quelques modifications sur les sec-

tions (Sa)1<a<k /21 du lemme 4.4.1. Ces calculs serviront au paragraphe suivant.

déf déf
=V

Reprenons les notations du §4.4 et notons de plus W, = W, , V, = et

9y
(uy, vy) « (ug,,vg,) pour y € U {oo} (voir §2.2). On remarque que U = U,, et on note

aussi (u,v) = (ug, Vo).

Pour a € {1,---,k/2 — 1}, nous avons défini au lemme 4.4.1 des sections globales
5o € H°(X,w(k, L)) & support dans la composante centrale C' par recollement de sections
locales 5, € H*(W,,w(k,L)) pour y € F,U{oco}. Notons encore 3,, € H*(W,,w(k, L))

la section locale en caractéristique zéro définie par (presque) les mémes formules :

k/2-2 1)) 1\k—1-a
~ def —a a— (Uoo[2] 1)\ (oo —[2])[2] )
Suce (1 S (ol + 3 =) (el

X i—1 U
z€lFy, J

k/2—2 Z1Nj k—l—c k—1—«

~ déf Uy |T Uy — |T
s % (logaliy — o)+ 30 ) O g0

IEF; J=1 Uy ty

., ’“/22‘2 (—1) (k: —1- a) ub1-e
= J J duz/%1

ou rappelons que [z] € Z, désigne le représentant de Teichmiiller de z.

Lemme 5.2.1. — Poury € F,, on a :

Saalt = 3 logeu — [y — o) eI

z€lFp

Uafl a—1

Sagle, = (=D)M2pHEme <_ ooty ot + (L= Hio1a) z/z—l) 0
Uy dvy

ot *x € w2z (V).
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Démonstration. — La premiere formule est laissée au lecteur. Pour la deuxieme, on a :
k/2—2 —1\j ( k—1—o,,a—1
- _ p—vyl])"
3 — (_1)k/21 (10 P4 I (pl] ‘ ) > y y
v lv,=(=1) Z gz(vym ) ; jvl (pdov, )k/2=1

IEF;

a—1
- — Py Y
+(_1)k/2 lpk/Q lOgL(U—)#
Y Y

k/2—2

B B (=1) (k—1—a\ vo!
+ (_1)k/2 1pk/2 a Z : ‘ 22_1
= j dok/
d’ol on déduit la formule de I'énoncé en développant les logarithmes puis en utilisant le

lemme A.1.2 et log. (p) = L. O

Remarque 5.2.2. — Par le (i) du lemme 4.4.1, les sections locales (54,4 )yepi(r,) S€ T€-
collent en fait en une section globale de HY(X,w(k,L) ® ©/p) (et pas seulement de
H°(X,w(k,L))) a support dans la composante centrale.

Nous allons modifier les sections locales s,, pour y € F, sans changer leur réduction

modulo p. Cela nous servira dans la paragraphe suivant pour mener a bien les calculs
dans H'(X,w(k,L) ® 0/p).

Pour 0 <j<p-—-1etyeclF, posons:

k/2—2

0 3 o (ol — o) + 3 Lty D ey,

zeF) i=1

Lemme 5.2.3. — Pour y € F,, on peut modifier la section locale S,, € w(k,L)(W,)
par un élément dans ®1<j<p- 19t , de telle sorte que la nouvelle section 54, vérifie :

~ (v — [z Ay(u) By(u)
Saylu = Z log, (u — [ﬂ)w —plk—1- a)duz/Q—l - deZ/Q_l + px

z€F,

ot * € wk,L)(U) et :

e O T

Ayfu) o S - b e )
=1 P z€Fy =7

B % S e S g e
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Démonstration. — Un calcul formel de développement des logarithmes donne (voir lem-
mes 5.2.1 et A.3.3) :

3 toge = fo] — [y LB 0 (o 4 L
u—lz k—2—q u— k—2—a
—p@Fi—a)§25@ﬂ%kﬁk{$+M)( g1 A §;é¢y s

P

ou * € w(k,L)(U) et 0y, « - 0 ! (J)[y]p Iz]? € Z, (cf. lemme A.3.2). 11 suffit alors

p
de corriger 5., par —(k — 1 —a)> F~ i 0 [y]P~7t],,. Un dernier calcul fournit A, (u) et
By(u). O

Lemme 5.2.4. — Pour y € IF,, on peut modifier la section locale 'svay par un élément
dans pw*%(wy) + pO <log£<uy [ ]) + Zk/Z 2( )j (Uy[;?*l)7> (Uy;[z}): : de telle sorte

que la nouvelle section s, , vérifie :

k/2—2

~ (u— [ uhtme aic (= )’
Sa,y|u = Z IOgL(’U,—[I']) duk/Zil _plogﬂ(u) duk/271 +pz a;[y]k ' duk/2,1
zelF, =0
k/2—2 4 . .
(-1 (k—1-«a hea—io1 (U — [y])'
2D T

ou :

i k—2—«
y déf k—1—a (_1)a+i+1 Z ( i1—J ) (_1)i—j+1+a

o k—1l—a—i
k « : .
— 2 (_1)a+1+J J
(RS0

Démonstration. — En modifiant la section s,, du lemme 5.2.3 par un élément dans

pw_k2;2(Wy) (cf. lemme A.3.4), on peut supposer déja :

N ) N VRPN (7 )
Sawhe = D loge (u = [a]) = S +p Z e
z€lF)y
Puis en ajoutant a S, le terme —ongL(uy [y]) + Zk/z 2(=1) (“y[y}_l)j) (Uy;[z}/):j_a
dont la restriction a U est : '
e kj2-2 L ( ;
-1l ki1 (U — [y])
sy v 3 32 (U e G
=1 j
o lyk/2-1
(=)

duk/2—1
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k/2—1 _
avec x € Z,[u — [y]] et en rajoutant encore p * :yk/ﬁ € pw’k%(wy) (pour le méme ),
Uy

on obtient une restriction comme dans 1’énoncé. O
Posons :
i 11
déf (—1)]+ k—1—«
(9) ai—aﬁ—j:ZIT ey €7,

(on ne fait pas apparaitre la dépendance en « dans I’écriture «;), on a donc pour y € F), :

_ (U _ [:C])k—l—oc uk—l—a
(10) Sayhu= Z log, (u — M)W —ploga(u)m
z€lFp
k/2—2 .
—amic1 (U — [y])’
+p Z a;ly)® 1W
i=0
et notons que :
_ (U, _ [x])k—l—oz uk—l—a
(11) Sao =Y _ logg (u — [ﬂ)w —plogg(u)m-
z€lF,
Reprenons maintenant le calcul de 54|y, du lemme 5.2.1 :
Lemme 5.2.5. — Poury €F,, on a (avec s,, comme dans le lemme 5.2.4) :
Uoz—l ,Uoz—l 'Uk/2_1
ga,y’Vy — (_1)k/2—1pk/2—a (—logﬁ(vy>%+(£)—Hk_l_Q) %) +p*q Yo 1+p2*2
dvy dvy dvy
0l *1 € Zy et *y € w‘¥(\7y).
Démonstration. — Par le lemme 5.2.1, il suffit de vérifier que les modifications des lemmes

k/2 1
5.2.3 et 5.2.4 sont des termes de la forme p *1 o k 7T + p?#5 en restriction & V.. Prenons

par exemple ¢/, (lemme 5.2.3), on a :

k/2—2 s » k—2—a, k—2

. B . P plz] i] (U [z]) Uy
by b= (=121 3 ol (logo (& = o) + 3 (PE—) =)=

W 1V er]FX L(vy ) ; v, i (pdvy)k/Z—l

P
et en développant les logarithmes, un calcul donne :
j (=12 k/2—1-a “];/2 ' 2
Gy ]Vy:p—k/z —3 Z[g;] / +Jd T +p°x.
z€lF, Uy

On laisse les autres termes correctifs (lemme 5.2.4) au lecteur. ]
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5.3. Défauts de recollement. — On calcule explicitement les classes de cohomologie
dans H'(X,w(k, L) ® 9/p) provenant du défaut de recollement modulo p? des sections

locales (54,y)yept(r,) modifiées du §5.2.

Un examen soigneux des preuves des parties 2, 4 et 5.1 (et des preuves utilisées de I’ap-
pendice) montre d’abord que tous les résultats concernant H*(X,w*/?) et H'(X,w(k, L))
(i = 0,1) s’étendent & I'identique & H* (X, w*2®90/p) et H (X, w(k,L)®9O/p) & condition
de remplacer le corps F des coefficients par la F-algebre artinienne 9/p. En particulier

(cf. corollaires 4.4.6 et 5.1.3), on a une suite exacte :
0— Indg@ (Horo/p) — HY(X,w(k,L)®9/p) — {f € Indfa@; 1o, | Tpf = a(L)f} —0
et des isomorphismes :

HY (X, w(k,L)®9/p) ~ HY(X,w(k,L) ® 9/p) ~ Indf«@ (H ®r O/p)*.

Pour n > 2, la suite exacte courte de faisceaux :
0— wk,L)@o/p" ™ == wk,L)®@0/p" — wk,L)®9/p — 0

induit une suite exacte longue :

0 — H'(X,wk,L)20/p" ") — H'(X,w(k, L)®0/p") — H(X,w(k, L)®90/p) n,
HY (X, w(k, L)@ 0/p" ).

Pour voir si s € H(X, w(k,L) ® ©/p) se releve en une section de H(X, w(k, L) @ 9/p"),

il suffit donc de calculer son image par 'application :
U s HO(X,w(k, L) @ 9/p) — H' (X, w(k, L) ®0/p"").

On détermine maintenant les images dans H' (X, w(k,L) ® 9/p) ~ HY(X, w(k,L) @ O/p)
par ¢y des sections (S4)1<a<k/2—1 de HO(X, w(k,L) @ ©/p) (cf. §5.2).

Pour y € PY(F,) et z € PY(F,), on définit g,. € G comme suit. Si y € F, et 2z € F,,

9. 2 (e ) Sty Fpetz=oc0.g, ¥ () V) Siv=ococtzeFp g, ¥ (1 )
et siy = oo et z = o0, gy, « ([1) g). On note W, « Wy,., Wy, & Wy,. (cf. §2.2)
et on remarque que W,, = W, et W,, = W,. Les ouverts W, recouvrent (dans X)
la composante C, «perpendiculaire » au point y a la composante centrale C' et on a
W,. xx C, = C, \ {points définis sur [, autres que y.} et W,, "W, , =V, (avec les
notations du §5.2) si z # z’. Dans la suite, un élément de H(Cy, (w(k,L)®9/p)|c,) (resp.
de HY(C, (w(k, L) ® ©/p)|c)) est écrit dans le recouvrement (W, ),cpi(r,) de C, dans X

(resp. (Wy)yep (r,) de C' dans X)) avec l'ordre total y = yo < y1 < -+ < yp—1 < Yoo (rESP.
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0<l<---<p—1<o0),cth §5.1 (le faisceau (w(k,L) ® O/p)|c est défini exactement

comme au §3.2 en remplacant F par O/p).

Lemme 5.3.1. — Soit a(L) & (—1)3’1(1 + 55 —1)(L — 2Hyjo-1)) € O (cf. lemme

4-4.4). L'image de 321 par o est donnée dans e HY(C, (w(k,L) ® O/p)|c) par :
o sur C, pour y € F, par la classe dans H'(C,, (w(k, L) ® O/p)

k/2—-2 k/2—2
) (00
k‘/2(l€/2 — 1) dvf/Q_l WyoNWyys 7dU§/2_1 WyonWy o5 Y )

c,) du uplet :

e sur C (la composante centrale) par la classe dans H'(C, (w(k,L) ® 9/p)|c) du uplet :

W A 7_duk/271|WOOW°°7‘“ 7W|I/Vp_lrﬂ/{/oo

et par 0 sur les autres H'(C, (w(k, L) ® 9/p)|c).

k/2 k/2

Démonstration. — L’image par 1, d’une section s € H°(X,w(k,L) ® O/p) & support
dans la composante centrale est simplement donnée dans H*(Cy, (w(k, L) ® ©/p)|c,) par
la classe du uplet (—p~'5, |w, nw,,» - > =0 "8y lwy w0, -+, 0) ot 8, € w(k, L)(W,)
est un relevé local de s|y,. Par le lemme 5.2.5, on obtient donc pour 1;(Sy/2-1) :

k/2—2
(—l)k/2<(L — loge(vy) — Hk/Q)WMWWW e
Y

k/2—2
Uy
(L —logg(v,) — Hk/z)WWyomwyw, 0,--- ,O).
Uy
Sk/2=1 k/2 1 _
En effet, les uplets de la forme (di‘k/ﬁ Wy Wy, s 7W Wy Wy s 0, - ,O) (qui
Y

k/2—1
apparaissent avec le terme correctif *1% dans le lemme 5.2.5) ont une classe nulle dans

3 /2
HY(Cy, (w(k, L)®9/p)]|c,) car lasection locale k; 11 appartient & H*(W,, w(k, L)®9/p).

Par ailleurs, on I'égalité dans H'(C,, (w(k, L) ® D/p)|cy) d’apres le lemme B.2.2 :

/22 /22
Yy Yy
<logL<Uy)dvk/21 ’Wyoﬂwyﬂ o 7logL<vy)dvk/2,1 ’WyoﬂWyoo7 07 e 70) =
Y Y
k/2—2 /22
Hk;/2—2( yk/2_1|WyoﬂWyl7' Tty yk/g_llwyomwyoo707. te 70)
dvy dvy

d’ou la premiere égalité de I’énoncé en remarquant que L —Hy, jo_o— Hy o = %a(&).

Passons a la deuxieme. L’image par 1, d’une section s € H*(X,w(k,L)®9/p) a support
dans la composante centrale est donnée dans H'(C, (w(k, L) ® 9/p)|c) par la classe du

uplet (p~' (52w, aw. — Sylw,ow.))y<- ol les 8, € w(k, L)(W,) sont des relevés locaux des
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slw,, y € PY(F,). En développant (u — [y])" = ’f/2 1 (i) )=T[y]"" et en utilisant
(10), (11) et le lemme B.2.2, un calcul donne dans Hl(C’, (w (k’ L) ®O/p)le) :

((gk‘/Q—l,leyﬂWz - gk/Q—l,y|Wy|"‘|Wz>) =

y<z
k/2—2 k/2—2 . B2
—2—r i i u
—p Z ( /{5/2 > Z <T>(_1) 041-(0,.,. ,0, (duk/Q_l‘WyﬂWoo)yer)

ou rappelons que «; est défini en (9). Mais par le lemme A.3.8, on a :

3 (o) S (e

d’ou la deuxieme égalité de 1’énoncé. Le fait que l'on trouve une classe nulle sur les
autres composantes (en particulier la composante « perpendiculaire » au point co a la

composante centrale) est un calcul facile laissé au lecteur. ]

Lemme 5.3.2. — Soit a € {1,--- ,k/2 — 2}. L’image de s, par 1y est donnée dans
M HY(C, (w(k,L) ® 9/p)|c) par la classe dans H'(C, (w(k,L) @ 9/p)|c) (ot C est la
composante centrale) du uplet :

k/2—2 k/2-2 ,

ZO ( Z (;) (_1)iirai) <((Zk7a7177ﬂ - ykiailir) du}f/Q_l ’WyﬂWz )y<z,z;éoo’

(_ hea—1-r U | )
Y Juk/2—1 WaWee ) e,

et par 0 sur les autres H*(C, (w(k, L) @ 9/p)|c).

Démonstration. — On utilise (10) et (11) comme précédemment et on développe (u —

[y])! = Zizo (i) u"(=1)""[y]""". La derniére assertion provient du lemme 5.2.5 et du fait
k/2—1

que les termes correctifs en *1% ne contribuent pas (cf. preuve précédente). [
Vy

Remarque 5.3.3. — La formule sommatoire du lemme 5.3.2 est encore valable pour

a = k/2 — 1, mais dans le lemme 5.3.1, on a complétement identifié la classe de Cech

« centrale » dans H'(C, (w(k, L) ® 9/p)|¢) en utilisant le lemme B.2.2.

5.4. La GLy(Q,)-représentation H°(X,w(k,L)) ® F. — On détermine la G-
représentation H(X,w(k, L)) @ F (sous les conditions du §5).

Proposition 5.4.1. — Soit a(L) € O comme au lemme 5.3.1.
(1) L’application 1y : H*(X,w(k,L) ® O/p) — H'(X,w(k,L) ® O/p) est surjective.

(ii) On a un isomorphime de G-représentations :

Ker(¢2|1ndi@X(H®]FD/p ) {f € IndKQX( o(p—3,1)®r O/p),a(L)T,f = f} :
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Démonstration. — Nous allons montrer que 1s[,q¢  (ge0,p) est surjectif et calculer son
KQY
noyau. Rappelons que : ’
k/2—2
Hepo/p= @ op—3-2j,j+1) 2= 0/p
=0

et que chaque représentation o(p—3—2j, 7+ 1) ®O/p est engendrée sous K par la section
globale 53 /9_1_; € H*(X,w(k,L)®9/p) (voir le lemme 4.4.1, la preuve du corollaire 4.2.4
et le début du §5.3). Rappelons aussi que H'(X,w(k,L) ® O/p) ~ Indf«@x (H ®p O/p)*
(voir le début du §5.3). Montrons que la projection de 1)5(sk/2—1—;) sur la composante
centrale est non nulle modulo 7. Pour cela, considérons le uplet du lemme 5.3.2 (et aussi le
uplet « central » du lemme 5.3.1 pour j = 0) vu dans H(C, (w™"2 ®9/p)|¢) et calculons
son accouplement avec la section :
(1) (k/2-1=0) K 1y Y2
u u 0 1
s~ V() s € HUC R @ 0/ o)

donné par la dualité de Serre entre H°(C, (w2 9/p)(1) |¢) et H(C, (w2 ®@9/p)|c).

Un calcul facile de résidus donne :

o3 () B (e

WPV (6/2-1=)—k gy )k /2
(ufup)k/Q_l_j

antécédent dans HO(C, (w(k,L) ® 9/p)|c), on en déduit par le corollaire 4.3.5 que le

uplet du lemme 5.3.2 (et le uplet « central » du lemme 5.3.1 pour j = 0) est vraiment

qui est dans Z; d’apres le lemme A.3.8. Comme la section

a un

non nul modulo 7 dans H'(C, (w(k, L) ® 9/p)|c). Comme 3;5_1_; engendre sous K la
représentation « irréductible » o(p —3 — 24,7 + 1) ® O/p (au sens ou cette représentation
n’admet pas de sous-représentation stricte non nulle facteur direct comme O /p-module),
1o est injectif en restriction a o(p — 3 — 25,7 + 1) ® 9/p. Lorsque j > 0, on sait de
plus par la derniere assertion du lemme 5.3.2 que la projection de ty(Sg/2-1-;) sur les

composantes non centrales est nulle. On a donc Ker(vs |,4¢ (0(p—3—2; j+1)®g/p)) =0et
KQy ’

Indf{(@; (c(p—3—27,j+1)®@9/p)* C Im(e)) pour j > 0. Pour j = 0, on déduit facilement

du lemme 5.3.1 que :

¢2 |Ind?{@x (o(p—3,1)@rD/p) Ind[G(Q; (U(p -3, 1) QF D/p) - Ind[G(Q;j (0(p -3, 1) O D/p)*

P

~ Indfa@; (o(p—3,1) ®r O/p)

s’identifie (& multiplication pres par un scalaire non nul) a 'endomorphisme surjectif

1. > k/2 k/2

—a(L)T,+1d. En effet, les éléments de Cech (O, w0, e [ WorWae s 0 Chﬁ:wwpfmwm)
k/2—1( uk/2—2 k/2—2 ) , .

et (—1)% (W!WOQWI, C T [ WonWa s 0, -+ ,O) s’envoient nécessairement res-

pectivement sur 1 et —u?~3 dans o(p—3,1)®9/p (& homothétie pres) via un isomorphisme
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(o(p—3,1) @ 9/p)* = a(p —3,1) ® O/p (pour le premier, cela découle du fait qu’il

est la projection de l'image de 5351 et pour le deuxieme, on applique (2 é)) On

applique alors la formule (1) donnant 7,([Id, 1]) en remarquant que (2 [fy])u = v,

sur X (§2.2). Donc 19 est finalement surjectif (et méme surjectif en restriction a

Ind%@x (H ®9/p)) et son noyau en restriction a Indf(Qx (H®9D/p) est exactement donné
P P

par les f € Indfa@; (c(p—3,1) ® O/p) tels que a(L)T,f = f. O

Proposition 5.4.2. — L’image de H*(X,w(k,L) ® 9/p?) dans H°(X,w(k,L) ® O/p)
se reléve dans H°(X,w(k,L)) via Uapplication H°(X,w(k,L)) — H°(X,w(k,L) @ ©/p).

Démonstration. — Pour alléger les notations, on note w(k,L)/p™ pour w(k,L) ® O/p".
Par la proposition 5.4.1, Papplication v, : H*(X,w(k,L)/p) — H (X, w(k,L)/p) est sur-
jective. En reprenant la suite exacte longue de cohomologie définissant 15, on en déduit
que l'application HY(X,w(k,L)/p) — HY(X,w(k,L)/p?) est nulle et que I'application
HY(X,w(k,L)/p?) — HY(X,w(k,L)/p) est injective. Par ailleurs, le diagramme commu-
tatif :

0= wik L)/ L wkL)/p — wlkL)fp —0

! !
0— wkL)/p = wkl)/p* — w(k,HL)/p —0

induit un diagramme commutatif :

Ho(x,w(lk,L)/p3) N HO(x,wﬁk;,L)/p) ¥ Hl(x,w(lk,ﬁ)/pQ)

HO(X,w(k, £)/p?) — HOX,w(k,L)/p) 2 HYX,w(k,L)/p)

ou la fleche verticale de droite est injective. Cela implique immédiatement que 3 est
surjectif et que 'on a un isomorphisme H'(X,w(k,L)/p?) = HY(X,w(k,L)/p). Comme
13 est surjectif, on peut recommencer le raisonnement précédent avec i3 au lieu de 1)s,
puis ¥4 au lieu de 13 etc. et on obtient par récurrence des isomorphismes pour tout n > 1 :

H'Y (X, w(k, L) /p") = H' (X, w(k,L)/p).

On a des diagrammes commutatifs analogues au précédent :

HY(X,w(k,L)/p™™) — HY(X,w(k,L)/p") — H'(X,w(k,L)/p™)

| I I
HY(X,w(k, L)/p"*") — H(X,w(k,L)/p") — H (X w(k,L)/p)

d’ou on déduit des isomorphismes pour tous n,m > 0 :
(12) T (HO(C,w(k, £)/p"* ") — HOX, w(k, £)/p"))

Im(HO(.’)C,w(k, L) /p™Y) = HO(X, w(k, £) /p")).
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En passant a la limite projective sur n sur les suites exactes :

0 — HYX,w(k,L)/p" ") — HO (X, w(k,L)/p") —
Im(HO(DC,w(k,L)/p") s H(X, w(k, £) /p)) -0

et en remarquant que le quotient de droite est constant par (12) appliqué avec n =1 et
que les conditions de Mittag-Leffler sont satisfaites sur les noyaux par (12) encore, on en
déduit :

H(X, w(k, L)) @ 9 /p — Im(HO(DC,w(k, £)/p?) — HOX, w(k, L)/p))
d’ou le résultat. O

On en déduit le résultat principal de cet article (théoreme 1.1.1) :

Théoréme 5.4.3. — Soit a(L) € O comme au lemme 5.5.1.

(i) Sival(a(L)) > 0, on a un isomorphisme de G-représentations :
H(X,w(k, L))o F~{f € Indfﬂ@; 1,T,f = 0}.

(ii) Si val(a(L)) =0, on a un isomorphisme de G-représentations :

0—{fe Ind[G(Q;U(p —3,1),a(L)T,f = f} — H'(X,w(k, L)) @5 F —
{f € md o LT, f = a(L)f} — 0.

Démonstration. — Noter que (ii) lorsque val(a(£L)) > 0 redonne (i) puisque la représenta-
tion de gauche est alors nulle. Par le lemme 5.4.2, on voit donc qu’il suffit de montrer le
méme énoncé que (i) pour val(£) > 0 avec la G-représentation image de H(X,w(k, L) ®
9 /p?) dans H(X, w(k,L) ® O/p), c’est-a-dire avec Ker(1)y). Par le corollaire 4.4.6, on a

une suite exacte :

0 — Ind®

oy (H@9/p) — H' (X, wk,L)®90/p) — {f € Indf 1| T,f = a(L)f} — 0

et par la proposition 5.4.1, on a :
e
Ker(¢2|1ndf{(@; (HeD/p) = {f € Ind o (o(p— 3,1) ® 9/p), alL)T,f = f} :
1l suffit donc de montrer que Ker(vy) C HY(X,w(k,L) ® ©/p) s’envoie encore surjective-
ment vers la représentation quotient {f € Indf{@; 1| T,f =a(L)f}. Soit § un élément de
cette représentation quotient et s € H*(X,w(k,L) ® ©/p) un relevé de 5. Comme 1'ap-
plication v, est surjective en restriction a Indfa@x (H ®9/p) (cf. preuve de la proposition
P
5.4.1), il existe s € IndS . (H ® 9 /p) tel que ¥y(s") = y(s) et Pélément s — s’ € Ker(1,)

KQy
s’envoie encore sur 5. Ceci acheve la preuve. m
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Corollaire 5.4.4. — Supposons k pair, k < p+1 et val(L) > 0.
(i) Le GLy(Q,)-Banach unitaire B(k,L) est non nul et admissible.

(ii) La correspondance définie dans [4] est compatible a la réduction modulo p.

Démonstration. — Le (i) résulte de [4, Prop.4.4.4]. Le (ii) résulte de [6] et de la définition

de cette correspondance ([3]). O
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Appendice A

Calculs de sections
A.1. Calculs combinatoires. —

Lemme A.1.1. — Soit1<n<p—2et0<{<p—1. On ales égalités dans F,(u) :

ut _ ZZ phti-n l ﬁ s10</f<n-1
(u —up)" = (u—2z) \l+i—n 0 sinon
z€
1 ) xj—n—l
= + —1)"/ —_—
u(u _ up)n un+1 Z( ) Z (u _ LL’)J
Jj=1 z€Fy
Démonstration. — La premiere égalité se démontre par récurrence sur £ > 0. La deuxieme
se démontre en remarquant que :
1 —n+i—1 ]
—_— — (=) —.
(u—up)n ZZ u—x) =+ (=) (u—x)

z€Fy i=1

Lemme A.1.2. — Soit 1 </ <n. On a (dans Q) :

5 ) (oo

1<5<e J

(=17
J
développement en série entiere de z — —(1 + 2)"log(1l + z). En dérivant (1 + 2)* =

Démonstration. — La somme Y, ,~—— (Z—j) est le coefficient de degré ¢ dans le

E . | 2" par rapport a x, on obtient par ailleurs :
i

Z_ (1+2)"log(1 + 2) = ZZ%CU)

Or, si  n’est pas un entier de 0 a ¢ — 1, on a par dérivation logarithmique :

% (als) _ (f:) 0<]Z<;1 ﬁ — (f) (Hy — Hy—;)

é 1 1 ¢
ou H, ot Z (— — ) pour tout nombre complexe x € Z( (avec Hy def 0). Donc le

n n+x
n>
coefficient de degré ¢ dans le développement en série entiere de z — (1 4 2)*log(1 + 2)
est (7)(Hy — Hy—) lorsque z € C, — {0,--+ ,¢ — 1}. On en déduit le résultat. O

Lemme A.1.3. — Soit 1 < m < n des entiers et M «“ (Mll)0<;:m la matrice a coeffi-
o<i<m
cients dans Q définie par M, “ ("J”) pour 0 < i <m et My, “ ("ﬂ l) 22:1 (=1 (”ﬂ)

( J \—=j
)m(m+1)/2

pour 1 <l <met0<i<m. Alorsdet(M):(

m!
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Démonstration. — Par le lemme A.1.2, on a M;; = (”+ii_l) (”Z”) (Hpyi — Hypq) pour
1<i<met0<7<m. Onen déduit :

1 1/n 1/(n—1) ... 1/(n—m+1)

1 1/(n+1) 1/n oo 1/ (n—m+2) n\ /n+i
det(M) = (—-1)™ )
et(M) = (=" : : : : H(z)<n)

0<,l<m

1 1/(n+m) oo 1/(n+1)

En développant le déterminant par rapport a la premiere colonne, on reconnait des

déterminants de Cauchy. On obtient ainsi :

e () il H0<;l<;]<m( =) [Licicicm (=1 +1)
det(M) = (-1) Z(—l)J(H( il ) H(n—l). H1<z<m,0_<i<m(n+ll+z'—l) >

7= =1 A
m 1 (71)m(m—1)/2
m j 7{(m—j)! ml
= UL T
=0 (n )
(e N
= XY Ay
m! ~ m J
On en déduit det(M) = (—1)":1—”:*1)/2 :

La démonstration du lemme combinatoire qui suit est laissée en exercice au lecteur.

Lemme A.1.4. — Soit 1 < m <n des entiers et M' = (M1:/7l>0§i§m la matrice obtenue

0<Ii<m
a partir de la matrice M du lemme A.1.3 en ajoutcmt a la derniere colonne le terme :
- n-+1
M, = My + (-1 3 <+) 0<i<m.
s — j

7j=1
Alors Ker(*M') est de dimension 1 et est engendré par le vecteur colonne (¢;)o<i<m 0U

déf ( n+1

, _ 1 \n+i T :
¢ = i+1+n_m)( 1)"*". En particulier, on a :

m m m 1 j . -1 n+1

$ M - (S5 R ()

- X - J 1= m

=0 =0 j=1
A.2. Calculs de sections modulo p. — Rappelons que ny, = (k/2—1)(p—1)—2 avec
4 < k < p+1 et k pair. Dans ce paragraphe, on détermine si les sections de H°(C,@*/?|¢) :

(du>k:/2 ur(du)k/Z
w(u — wp) 217 (y — gp)k/2 1

admettent un antécédent dans H°(C,w(k,L)|c) (via Dlinjection du lemme 4.2.1 et

0<r<ng

pour val(L) > 0). Par décomposition en éléments simples (lemme A.1.1), les fractions

1
u(u—uP)

rm,l pour 0 < r < ng appartiennent a :

k/2—1 et ( ;L)

k/2—1 p—1 o k/2

@@FZ e © Fl.

zlcxlxeFX i=1
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Reprenons les notations du §4.2. On commence par « intégrer » formellement k£ — 1 fois la

section locale (—1)(i — 1)!(k — 1 — z')!(d“u#ik/2 pour 1 < i < k/2 par rapport a la variable

U = g, PUis par rapport a ., enfin par rapport a u, pour y € F;. On obtient, a addition
k2

pres d’'un terme dans F[uy]ﬁ :
Uy

k—1—1
déf
tio = —logg(ug) pypmY
Ug
déf k/2+1 ol
tico = (1) Moge (o) 5
died
k/2-1 j —1yj k—i—1
aéf (=) (uyy= )\ (uy, +y)
tiy = —<logL(uy+y)+Z =l ) Y T
et J duy

Puis on fait de méme avec (k —1 —i)!(i — 1)I(=1)*" 3 (Z:;) (du)k/?

wr . o k/2—1 uéx‘j (ug — x)k—l—z
ti,a70 = (—1) Z X <IOgL<U0 — .73') + Z ; > k/2—1
z€lF, J
) ' k/2—-1 —1Vj o Nk—1—i
traso = (=DM N7 gitgechil (logg(uoo —a)+ > (oot ) )(u"o ,fz)l
z€lF, J
i—1
+(_1)k/2+a+1 Z xikﬂm(uoo _ x)kflfilogﬁ(uoo)%
acGIF;f Uoo
k/2-1 “1yj k—1—i
et _z- i (uy(z—y) ")\ (uy +y — @)
tiay = (1) Z x O‘(log,;(uy—i— y—zx)+ Z L ) ! e
X =1 -] de
z€Fp, J
TAY
. yk-1-1
+(—1)a_lyz_a10gg(uy)ﬁ-
Uy

Les éléments (t;,)1<i<k/2 €t (tia,y)1<i<k/21 sont des sections dans H°(W,,w(k,L)|c) pour
- 1<a<p-1
y € F,. Ce ne sont pas, en général, des sections dans H(Wo,w(k,L)|c) pour y = 0o a
cause des termes log L(uw)%, 1 <a<k/2—1 (cesont alors seulement des sections
Uoo

dans HY(U,w(k,L)|c)).

Rappelons la convention (Z) =0sim>noum<0.



REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Qp) ET REDUCTION MODULO p 49

Lemme A.2.1. — (i) Poury € F,U{oo}, 1 <i<Ek/2—1etl<a<p-—1 onaa
k/2
addition prés d’un terme dans F[uy]# :
Y
k—1—i
. . Ug — X
tiaolv = (=1)*7" > 2" log (ug — m)%
z€F) du
p
k/2—11( k—1—i iprup T
L ijl }(k/Z—l—j)(_1>]+1 dzg/rl sik/2<a<k-—2 7
0 stnon
k—1—1
« i—1, a— Uoo — T
tm’oo’U _ (_1)k/2+ Z uoolm k—HlOgL(uoo _ w)%
z€FX duOo
p
i ut k/2-1 (=1)7 (k—1—4\ u! .
L DR L oge (use) S + (DM SR (D) e sia < k)2
0 stnon
et, pour y € F -
k—1—i k—1—i
i—a a—i U a—i i—a (U +y—x>
iyl =y~ (—1) logL(uy)%—i_(_l) Zx loge (uy+y—1) . k/2—1
de zeF X duy
aty
k/2—1 k/2— 1 l
_Z<—Z—l )klalz (_1_Z> Uy
=37 duz/z_l

k/2
(i) Poury € B3, 1 <i < k/2, on a a addition pres d'un terme dans F[uy]# :

k/2—1 . r
( +y k - k—1—i—r ]C—Z— 1 (_1)]+1 Uy
tiylo = —logg (uy +y)—— 72— T T Z Y Z r—j Jodut*t

j=1
Démonstration. — Nous démontrons seulement le cas de ¢;,,|v, laissant les autres cas
k)2

au lecteur. On observe que, a addition pres d’un terme dans F[uy]dlfj’ﬁ :
Uy

(e =)y

Z x"*a(uy +y— x)lcflfi Z ; —

j=1

& l g k—1—1 “1ti—itj k—1—i—l_i—a
Uy Z ; [—j (=1 Z(x—y) v
o

et, par le lemme A.3.1 :

L U [V

zG]F;;
zHy
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On en déduit la formule de 'énoncé. O]

Lemme A.2.2. — Pour2<a<k/2etyecF,U{cc}, notons :

s ¢ wati,a,y si2<a<k/2-1

a7y
i=1

k/2—1

3;/2 - Z bi,k/Zti,k/ly +bk/2,k/2tk/2,y
i=1

ot les b; o sont dans F. Il existe un unique choiz de (b;o)1<i<a dans F, qui est en fait
dans I¥,, de telle sorte que :

(-1t :
(z')baa:{m si 22a<k/2-1,

_1)k/2 .

;

(ii) les coefficients de % dans s, pour 1 <i < a—2 ety €F, sont nuls;
Uy ’

/

,00

(iii) le coefficient de logg(um)% dans s., . est nul.

De plus, pour o = k/2, I’élément 52/2 ainst défini s’obtient localement par « intégration »
k —1 fois (comme au début de ce paragraphe) d’un élément :

1

u(u — up

rie = ( o+ F(w)) (du)? € H(C,5"2])

avec f(u)(du)*’? € HO(C,@"?(1)|c).

Démonstration. — Définissons une matrice carrée M a coefficients dans Z, avec o — 1
lignes par :
é k—1—1
M; o « ( .Z>, 1<i<a-1
oa—1
. ¢ , .
6 k—i—0—1 1) (k—1-— ,
My = ( e )Z< .)< ,Z), 1<(<a-2 1<i<a-—1
’ a—1 , J {—7
j=1
Les conditions (ii) et (iii) imposent que (b; )1<i<a—1 €st solution du systeme linéaire :
a—1
Z Mi,(]bi,a = _ba,a
i=1
a—1 .
1 [k —1—
> Migbio = —Z( 3 ( ,a>bw 1<l(<a-2
i=1 — ) t—7j

(voir lemme A.2.1 en notant que, pour ¢ < a—2 < k/2—2, on peut remplacer les sommes
Zfﬁ_l par Z§:1 car (k;:“) = 0 pour j > /). Or, en changeant i en o — 7, on observe
que la matrice M est une matrice du méme type que celle définie au lemme A.1.3, donc

M est inversible, i.e. M € GLy—1(Z,). On en déduit 'existence et I'unicité (b; 4 )1<i<a—1
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(dans IF,). Par construction, s , , s’obtient par « intégration » k—1 fois (comme au début
de ce paragraphe) de :

k/2—1

(13) s SR+ Y Y o ()

z€FY =1
avec app = 1 et a; = (—1)**F1(k — 1 —0)I(i — 1)lb; /2 pour 1 < i < k/2 — 1. Il suffit de
montrer qu’il existe une suite (a;)s<i<x/2—1 dans I, telle que :

k/2—1

P 1+i—k/2 v
rk/2:< @ upk/21+2a )(du)
oll on remarque que les sections (“pfltzjﬁ,g?“)k/z)2<i<k/2_1 sont dans H°(C,@*/2(1)|¢) (le

up—k/Q(du)k/2

terme >
U—u

n'y est pas). Pour cela, on constate que le systeme :

= 1Hi—k/2 1
(( (u—up) >1§i§k/21’ u(u — up)k/2—1>

est échelonné en (( PR %)1«%/2-17 —75) (utiliser le lemme A.1.1) et que I'expres-
sion de 7/, comme en (13) dans la base ((“]D(_upr—;;)m(du)k/2)1<z<k/2 b W(CIZT)?SH) ne fait

pas intervenir de termes en “

. En effet, la matrice de changement de base (A; ;) 1<i<k/2
1<5<k/2

est donnée par :

(n) si 1<i<k/2—1 et 1<j<k/2
Aij =1 (=1)F2H i=k/2 et 1<j<k/2-1
1 si i=j=k/2

avec n < p— k/2 — 1. On a donc Azl = (k/zll) sil<i<k/2—1et Ak/21 = —1. On

doit vérifier la nullité de a} = ZZ -t (WQ Ya; — agys. Or la condition (iii) implique :

i—1
%ilk_l_ib- .
2 kj2 — i ik/2 = —Ok/2.k/2-

n rem nt b; /o> par son expression en fonction a;, on ient a} = 0. 1 eV
En remplagant b; ;o par son expression en fonction de a;, on obtient a7 = 0. Ceci acheve

la preuve du lemme. O

Lemme A.2.3. — Soit2 < a <k/2, les coefficients de (—1)*/?=u2"1 dans s!, . et de

«,00

Y2 Uy~ Udans s, y poury € F) (avec s!, . et sl ., comme au lemme A.Q.Q pour le choix

a,00 a,y
de (bia)i<i<a du lemme A.2.2) sont tous égauz a :
P -1 a+1
A, def ' ( )‘ —— si2<a<k/2-1
(k—1—a)(a—1lk—a) (k_2a+1)
P -1 k/2
AV e (—1) si o =k/2.

(/2 — 1)2k/2(k/2 — 1)
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Démonstration. — Définissons une matrice carrée N = (N;y) 1<i<a a coefficients dans
0<t<a—1

Z,, par :

NZJ = Mig, 1§i§0&—1, 0§€§a—2
1

) N o a— . _] N o O¢—1_ ] N o
Nias ¥ (k O‘.Z) (=1) (k ! Z‘)+<—1)"‘ (-1 <k L Z.),lﬁiﬁa

a—1 = a—1—7 = a—1—]
¢ .
é -1y (k—1-
Nop &304 _)( ‘“),136304—2
= 7 t—j
Noo & 1.

En changeant 7 en o — 7, on reconnait la matrice M’ définie dans le lemme A.1.4 avec

déf .
m=a—1etn=~k—a—1. Donc le vecteur (¢;o = ba—ia)o<i<a—1 est 'unique vecteur

du noyau de N avec ¢y = boo = % si2<a<k/2—1etcopm=Dbrpore=
G2 En particulier, on a :
@ N a—1 o ‘ .
k—a—1 -1 —1— AV k1 —
-3 bm( , )EIu( ) me o D ( | )
i=1 @t Jj=1 J a—l-j i=1 j=1 J a—1—7

Via le lemme A.2.1, on remarque que le terme de gauche s’identifie au coefficient de

ug Y2 dans s, , et que celui de droite s’identifie au coefficient de (—1)**~*u2;* dans

sl o Via le lemme A.2.2, on remarque que les coefficients de (—1)"*~*u2! dans s,

«,00"
k—2a ue 1 (—1)att . _
et de y dans s/, e e () si2<a<k/2—1et

a (k/2—1()!_21k);2/(2k/2—1) si @« = k/2. On conclut en observant que (o — 1)(k_k2_oil) = (k —

a) (kk:;;;ll) : ]

y sont égaux a

On démontre maintenant la proposition 4.2.3, dont on rappelle I’énoncé :
Proposition A.2.4. — (i) Soit2<a<k/2—1et:

d_éf< u?
T \fu—wye

-1

+ flw)) (du)'* € HO(C, 2 (1)]c)

avec f(u)(du)*’? un élément de la sous-représentation :

mi-(k/2-0)(@4)
u" (du
olme— (/2 ) o+ Dk/2— )= D ()

r=0
de H(C,@"%(1)|¢). Alors ro n'admet pas d’antécédent dans H°(C,@(k,L)|c) via lin-
jection du lemme 4.2.1.

(ii) 1l existe une section ry;s € HY(C,0*/%|¢) de la forme :

i = (u(u - ip)k/z—l + (W) (d)*”
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avec f(u)(du)¥’* € HO(C,w*/*(1)|c) qui admet un antécédent sy.» dans HO(C,w(k,L)|c)

via injection du lemme 4.2.1.

uP~!
(u—ur)e

j’"(u))(du)"“/2 € H°(C,T"%(1)|¢) avec f(u)(du)*’? € o(ny — (k/2 — a)(p+1),k/2 — a).

D’apres le lemme A.1.1, on a :

Démonstration. — Commengons par le (i). Soit 2 < a < k/2 —1 et r, = (

P - X e
flu) € @IF @@@FZ uxj_i)

Jj=1 pB=1 xEIFX

Lorsque l'on «integre » k — 1 fois 7, (comme au début du paragraphe), on obtient une

. déf
(/AN ) / .
expression de la forme s = s, + ., avec :

«
/ f— . .
Sa,y - E : blaat%a»y

p—1 a—1
Spoy = Zzbﬁtﬁy"‘zbt,y
s
ou byo = % et b g,b; € F (notons que s dépend de a ce que n’indique

pas la notation). Si (sy)yepi(r,) définit une section globale de H°(C,w(k,L)|c) alors on
a d’une part s) € HO(W,,w(k,L)|c) pour y € F, U {oo}, dautreﬁ;_)?rt sylv = silu
pour v,y € F, U {oo}. En particulier, les coefficients de logL(uw)% dans s”_ pour

1 < 6 < k/2—1 doivent étre nuls. D’apres le lemme A.2.1, les termes (tiao0)1<i<a
a—1

(resp. (t@ﬂ’oo)lg;iafl et (tio0)1<i<a—1) N'introduisent que des termes en logL(uoo)dZ,f;ﬁ
g-1 . , A
(resp. en log,;(uoo)d“,:‘w pour § # «), donc qui ne se mélangent pas. On en déduit en
Usd

particulier que le coefficient de log, (um)ﬁ% dans s/, . doit étre nul.
Uoo ’

.- N . -1 , .
La condition s7 |y = sl entraine que les coefficients de % dans s déterminent
k: 1-3
les coefficients de % dans sj pour 1 < < k/2 — 1. Comme on integre k — 1 fois
. U
des fractions rationnelles sans partie principale, les coefficients de W dans s pour
U

k 1—
j > k — 1 sont nuls. Enfin, les coefficients de % dans sj pour k/2 < 3 < k — 2 sont

déterminés par le lemme A.2.1. Tout ceci fait que la partie « polynomiale » de s{ s’écrit :

« a—1
k—1-8 2 : k—1—i
Ug E biﬁ&iﬁ + Ug biai
i=1 =1

N

-2

1

»
Il
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ot les coefficients a; 3, a; (dans F) sont déterminés par le lemme A.2.1.

La condition sy|y = sg|y pour y € F) entraine I'égalité de polynomes (en développant
k—1—
u P = (uy+y)k )

& — —1- k—1—-06—1 — k —1—i k—1—1—1
S (X (M aatart e (T T ) <
1=0 B=1 i=1 i=1
k/2—1 k—1-1 « ;
Z Z Zb k—1-8-1 b, U\ k1-i
,8Ci,81Y +Z iCil y
=0 pA=1 i=1

ou les coefficients ¢; g; cg; sont déterminés par le lemme A.2.1. En identifiant les coeffi-
cients de chaque u; pour [ > 0, on obtient que certains polynomes en y de degré inférieur
ou égal a k — 3 sont nuls en chaque y € F;. Comme k — 3 < p — 2, ces polynomes sont
donc identiquement nuls. Pour [ = 0, on obtient de méme la nullité d’un polynéme en y
de degré < k — 2 en chaque y € F/, et méme en y = 0 car ¢; ;10 =0 pour 1 <i < «
par le lemme A.2.1. Ce polynome est donc aussi identiquement nul. Finalement, on en
déduit pour tout 1 <<k —2ettout 0 <1 <k/2—1":

—1-p —-1-p bpag sif<a
( > Zalvﬁb BT ( I ) { 0 sinon
- bgcg, sif < a
Z bipcipa + { /BOB’ sinon
i—1

En particulier, pour f = aet 1 =0,ona y ;  aiabia =0car ¢;ao =0 pour 1 <i<a
(utiliser que, dans 'expression de t; o, |y du lemme A.2.1, la somme Zf:/ ?_1 commence a

!
[ =1). On en déduit que les coefficients de d:/% dans s;, , sont nuls pour 1 <1 < k/2-2.
Uy ’

En résumé, si r, € H°(C,w"?(1)|c) a un antécédent dans H°(C,w(k,L)|C), alors il
existe (bjq)1<i<a avec b, € I tels que s, = Yoo biatiay (y € F,U{oco}) vérifie :

N S o L B
(0) boo = Gormaa-mr

(ii) les coefficients de d:—/%_l dans s, , pour 1 <i < k/2 -2 et y € F, sont nuls;

Uy )
(iii) le coefficient de logL(uoo)Cl;,?*;;l_1 dans s, ., est nul.
Par les lemmes A.2.2 et A.2.3, on voit qu’il n’existe pas de tel élément s/, pour o < k/2—1,
et r, n'admet donc pas d’antécédent dans H°(C,w(k,L)|c) pour a < k/2 — 1. Ceci
démontre le (i) de la proposition. Quant au (ii), i.e. au cas o = k/2, il a déja fait 'objet

du lemme A.2.2 en posant sy, e 52/2. O



REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Qp) ET REDUCTION MODULO p 55

A.3. Calculs de sections modulo p?. — On rappelle que k est un entier pair compris
entre 4 et p+ 1.

Les lemmes A.3.1 a A.3.4 ci-dessous interviennent au §5.2.

Lemme A.3.1. — Soity € IF; et0<s<r.Ona:

N [

zG]F;;
Ay
Lemme A.3.2. — Soient x,y € F, etéxydffw Onalz]+ [y =z +yl +
oy, avec :
= . , =0, . A
) [z +y'yl (1) = - ] TylP™

i P
Lemme A.3.3. — Soitn>2. On a :
(u—[a] = [y])"oge (u—[z] = [y]) = —pday(u — [z +y])" ™ + (u—[z+y])"loge (u—[z+y])
- np(;w,y(u — [z + y])n_lloga(u — [z +y]) +p2*

ou * est une série de Laurent en u — [z + y| a coefficients dans Z,.

Démonstration. — On écrit :

Oz
loge(u — [z] = [y]) = log(u — [x + y] — pdasy) =loge(u — [z +y]) — pm’iy] + PP
et on développe (u — [z] — [y])™log (u — [z] — [y]). O

Lemme A.3.4. — Soit 0 <(<k/2—1,y€F, et définissons les éléments suivants de
Liplu] :

oop=Llop ' 'k/2—2 L1 |
a3 Dypo s 3 o
By(u) « _ (—1)1’1%@]?iz[x]i(u_m)kzz.
=1 Ty
On a modulo pZy|u] :
k/2—2 » e
Al =2 %y““(u—w? (7 D Cayre et
k/2—2 oy - L
By(u) = Z yk =t (u—y) Z <k_1;f—ﬂ) (k j2 £) (J) ¥ (u y)k/Q 1
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Démonstration. — Posons dans F,[u] :

ay(u,1) def Z i Z x__j(u — ) (u—z —y)F 2t

k—2—1/ o
— )" (=1 k—2—{(—n z7]+k727€7n_
DD Dl G (R RCEa )
j:1 n=0 iBE]F;;

Pour 1 <i<p—-1,1<j<k/2-2et0<n<k—-—2-/ ona—k/2+3<
i—j+k—2—0—n < 2p—2. En posant (k_j_z) =0sin &{0,---,k—2—/}, on peut écrire
ay () = S ((52 ()1 (B2 - g ().
Comme 0 < /¢ <k/2—1,0ona:

k/2—2 [ k—2—¢
ay(u’ z) = Z @(u _ y)i+k717€7p(_1)ifj + (u . y)k/Qfl*

j=1

avec * € F,[u]. On obtient alors la formule donnant A,(u) modulo p en remarquant que

p-1 ()

Ay(u) =50 Typ_iay(u, i) modulo p. Posons dans F[u] :
k—2—¢ y
uzdfzgv k2£ Z( )uk2€] sz—i-]
Ay Jj=0 Ay

Pour n >0, on a :

an_ p—1—yP™t sin=0(p-1)
n p—y" sinon
TH#Y

d’ou, comme 1 <i+7<2p—2:

k—2—t
by(u,i) = — (k —2 é) e VDD (k - 2 B g> UFR I (L Yyt

p—1—1 J

k—2-— é) ukféflprri(_l)i.

p—1—1

= ﬂﬂu—wk2“—(

On en déduit By(u) = 21;2—02—4 (k_?_é)uk—Q—f—z(zz}.%z)ywl + (u — )kt

% € Zp[u]. En posant j =k —2 — ¢ — i, on a donc modulo p (avec * € Z,[u]) :

x modulo p ou

k—2—¢ o ( P ) .
Z ( ) k-1—-t—j ykflfffju] + (u_y>k/271 .
J=

p
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En développant v/ = (u — y + y)7, on obtient finalement modulo p :

By(u) :kiﬁ(k_?_gﬁtﬁtﬁf*Jﬁi:G)w—w@%ﬂwu_wW%u

§=0 J p i=0
k/2—2 k—2—¢ D .
i, k—1—f—i k—2-14 (———') J _
RSy ( , )w(‘)ﬂu_y)k/m*.
i=0 j=i J p ?

Les lemmes A.3.5 & A.3.8 interviennent dans les preuves des lemmes 5.3.1 et 5.4.1.

Lemme A.3.5. — Soit 0 <i<n ety(n,i) « (=D)" > icicn (;_1)]? (";1) (7). Ona:
. 1/n
Démonstration. — En inversant 'ordre de sommation, on a :
L R =1\ (n—]
W(nvl)'_ ZE: j ﬂ,—>j i .
7j=1
n(n—1 n—j3\ __ n! .
Or, on a }(n—j)( i]) = Tm—i—gy €t
! o o
(x4+y+2)" = Z m Tyl 2

52 Jlil(n —i — j)!

0<j<n—i

Le coefficient de z* dans le développement de (z+y+1)" est donc d’une part (’;) (y+1)"7,

d’autre part Zogjgn—i yjj,z,(n”—_'z_”, En particulier, lorsque y = —1, on obtient pour i < n :
n—i A n'
—1) =0
Z} )jmm—i—ﬁ!
dot Yoo G () = aitirn soit A(n,1) = =5 (7). O

Lemme A.3.6. — Soit 0 <r <{<mn et f(n,r) o s Z1gj§r %(’:j) Posons :

oty 2 (-1 3 (1) (-1050,0) + (0.1

avec y(n,i) comme au lemme A.3.5. On a :

n n—r o
aln,l,r) = (r) ;(—1) ( ; )(Hanz H,).
Démonstration. — Puisque, pour i > r, (i) (7) = (:f) (7:__:), on a d’apres les lemmes A.1.2

et A.3.5:

a(n, 0,r) = (’:) S (-1 (?::) (Hoo1_: — H,)

r<i<t
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d’ou le résultat en changeant i en 7 — r. n
Lemme A.3.7. — Soitn, { et s des entiers positifs ou nuls tels que { < s < n. Posons :
s l . i ;
é +0—r i - (1) n
A(n,t,s) & " —1y!
e +l—r
B(n,t,s) ¥ " )
) Y ("L et

Alors, on a :

A(n, l,8) 4+ B(n,{,s) = ; (7;) (n+§—r> —75:1—7?+_1Z<nzr>

r =0
Démonstration. — Par le lemme A.1.2, on a :
n + E r\ — ) n

- ;(””")(2)

(”_T)(H -}
Par le lemme A.3.6, on a :

B(n,(,s) — Z <" +ﬁ B T) (:f) i(—ni (” - T) (Horys — Hy).

r=0 i=0

s ('
|
3

En sommant les deux nouvelles expressions de A(n,/l,s) et B(n,{,s), on obtient le
résultat. [

Lemme A.3.8. — Soit n, { et s des entiers positifs ou nuls tels que £ < s < n. On a

avec les notations du lemme A.3.7 :

A(n,0,s) + B(n,(,s) = (;1_)? (’2) -

En particulier, pour { =k/2—2—j, s=k/2—2 et n=Fk/2+ j, on obtient :

png k—2—r k22 7 i (—1)’“/2*1*9' k/2+ -1
> )2 )0 T = <
— k/2—2—j — \r 27+ 2 k/j2—2—j
\ déf n n—+u i ?—771 i—m-+n n— 1)ntm m+1 n
o oy & (—ayri oy () (Cqyimen gt ey GOy s G0y,
Démonstration. — Posons :

e n\ (n—r\[(n+0—r\ (=1)"!
= A B =
S(n, L, s) (n,4,8) + B(n,{,s) OQZ;Q (r)< i >( ¢ )n—r—z’

0<i,r
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(la deuxieme égalité résulte du lemme A.3.7). Comme (") (";") = (,",)("}"), on a:

% T+t )
s J
+l—j+i\ (]
S — H—l n )
e =25 ) ()0
7=0 =0
Or on a I'égalité Y27 (—1)"+! ("JrZ () = J+1("+f]3) car c’est le coefficient de z*
dans (—1)7a7(1 4 z)" T =377 (=1)"*H(? )(1 + z) (1 + 2)" T dot
L (1) n+tl—j
l,
e =2 C )

Ainsi S(n, ¢, s) s’identifie au coefficient de degré s de :

(1+2)"C(a) <1+x>nz(””—8+i)w :

+,:E.
n—s-+1
i>0

n

Orona:

G(ZL‘) — pts / Z (TL +L—s+ 7’) (_1)s+l+itn—s—1+idt

>0

_ n+s/ Z ( ) n+€+1+zt 1— E+zdt
i>n+Ll—s
_ :L,n+s/ = 1( 1)6+1Z (Z)(_l)nJritindt
0 i>n \

x tnfffl -1 l+1 -
= x”“/ —( ) dt.
0 (1 + t)n-i—l

Le coefficient de degré s de (1 + x)"G(x) s’obtient donc par intégrations par parties

successives et donne ’énoncé cherché. OJ

Appendice B
Calculs de Cech

B.1. Calculs de résidus. — On reprend les notations du début du §5.1 et on note Q! ~
Oc(—2) le faisceau des différentielles de Kihler sur la courbe C' ~ P'. L’isomorphisme
H L(C, QY 5 F qui est a la base de la dualité de Serre est induit par I'application :

tr : H QU) - F

y<z
y,2€PL(Fp)2

(Sy2)y<s +— Z (ves(sy,.) — resy(sy..))
y<z
ol res, est le résidu au point fermé x de la forme différentielle rationnelle s, , € Q' (U) =
QY(W,NW,). En effet, on vérifie que "application tr est nulle sur le sous-espace engendré
par (s.|u — Sy|U)y<z ol (8y)yeri(r,) est tel que s, € HO(W,, Q") (voir e.g. [11, §IIL7]).
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Lemme B.1.1. — Soient r, 1,1 des entiers positifs ou nuls.
(i) On aves, (i) = (/)=
(ii) On a :
’V’d T’d Id . . = N
3 (resae () s, (0 Y) = (1) sir—l1+1=0(p-1)
(u —up)! (u—up)! 0 sinon
z€lF,
(iii) On a :

_ Z z (resw<%> - reSJ;(%)) B

{ (") sii+tr—1l4+1=0(p-1)
0

sinon

Démonstration. — Pour (i), on a :

udu N (u+z)"du — (T\ wldu N\ (T it
resx((u—ul’)l> _reSO( (u— wp)! ) -~ (3)‘” res‘)(u —up—l)l> “-y)t

J

Comme resm(%) ne dépend pas de z, on a 3 ¢ resoo((u“jig)l) = 0 et on obtient

alors (ii) en appliquant (i). Pour (iii), on a :

Z (yz_xz) <resy (%) —Tres, <%)>: Z (yi_;yi)(yf_lﬂ _;pr—l+1) (l j 1)

<y <y
z,yE]Fp z,yE]Fp
1
:i (yz_xz)<yr I+1 x?"*l‘i’l) <l i 1)
z,y€lFp
=0
et on obtient (iii) en appliquant (ii). O

On note ( , ) 'accouplement donné par la dualité de Serre :

tr

(14) HYC,w "7 |¢) x H(C,&"2(1)|c) — HY(C, Q') = F.

En appliquant le lemme B.1.1, on obtient alors :
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Lemme B.1.2. — Soit i < n des entiers positifs ou nuls et a, r des entiers tels que
I1<a<k/2-1et0<r<(p+Da—k. Ona:

%

n—u n—1 u
<<((Z -y )W \Wysz ) y¢<z )

z2F#00
7
u

(du)k/Q B
duk/2—1 ‘WyﬂWoo )yer>’ (u _ up)a -
{ —(I*) sin+r—a+1=0(p-1)

n—1i

(—v

a—1
0 sinon

B.2. Calculs de classes de cohomologie. —

Lemme B.2.1. — Pour toutn >1, on a :
" 45\ o (1) 1
—1)/ - =-2H,.
("))
Jj=1 1=]
Démonstration. — Posons :
of — 45\ e (i) 1
S, €N (—1) -
(") ()

Comme Y11 ()7 = XL, (G1) 5 = 3 Xi (1) = 55050 () = () = 5(.2,), ona:

= ()

Or (—1)i (") = Grelonmi) (_”j_l) et Sp=>70 (T )5 est le coefficient de

J J! J n—j
degré n dans le développement limité a 'ordre n en z = 0 de la fonction :

F@) % (14 2y /0 A+ -1,

t

Comme w ==Y, (1+t) ™ ona:

/O”f (1 +t)—t"—1 Z:l

=0

(1+2)""=1) —In(l +x)

et flz) =31 L ((1+z) = (1+2)") = (1+2)"In(1 4 ). Le coefficient de degré n du

développement limité de f(x) donne donc :

Sp=—Hy+ Y (?)@ — 9,
=1

en utilisant le lemme A.1.2. ]

Dans I'énoncé qui suit, on reprend les notations du §5.3.
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Lemme B.2.2. — (i) On a l’égalité dans H'(C,G(k,L)|¢)
k/2—2+4j wk/2—2+7

1 1 u 1
(= =) e o)y s (0 S ) s, ) =

. k/2—2+7 uk/2—2 uk/2-2
+1
o (M2 25 ) Gt g 0---.0).

(i) On a l’égalité dans H'(C,@T(k,L)|¢)

k22 uk/2-2
<10gL<u>W|WoﬂWﬂ"' JNog (u) == Iworwee,, 0, -+ ,0) =
k/2—2 k/2—2
u u
Hk/Q*Q(W|WOOW17'” 7W|Wgﬂwooaoa"' 7O>

(i4i) On a Uégalité dans H'(C,@(k,L)|¢)

—i N Lo
<((Zk/2 - yk/z )duk/Qfl ) |WyﬂWz)y<z,z7éoo’ ( - yk/Q duk/271 ) ’WanOC)yEIFp> -
U2 U2

k—i—2
— k:/2_2 <07 707 duk./Q_l’WoﬂWoo;'.- 7W’Wpflmwoo>'

Démonstration. — (i) D’apres le corollaire 4.3.5, il suffit de montrer que les deux éléments
de Cech considérés accouplés contre les sections de H C H°(C,@"/?(1)|¢) par la dualité
de Serre (14) donnent la méme valeur. Par le lemme 4.1.4 (ou plutét sa preuve), il est
facile de voir qu’'une section h € H s’écrit sous la forme :

bu + d)*PHD =k (dy)k/2
S R R s

(u—wr)e

(b,d)EFZ
1<a<k/2—1

avec apqq € I et il suffit donc de vérifier que les deux accouplements contre les sections
(butd)* Pk (dy)k/2
()

B.1.2) :

coincident. Par le lemme B.1.2, on a (avec r et @ comme au lemme

i k2 b2
<((<<—y>p S (=) ) o i) e (9P T o)y, )
u(du)\ o (=1) (k/Q;QIj”) sir=—-k/2+1+a mod (p—1)
(w—wup)>/ 0 sinon
et par un calcul de résidus :
k22 k22 u” (du)r?
(Gl - gz w002+ 0) 200 ) =

{_(T+k/22) sir=-k/2+1+a mod (p—1)

a—1
0 sinon
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Comme (bu-d)>@+)—k — Sool)=F (“PHD=EYr e+ =k=ryr Taccouplement du premier

(bu+d)a(p+l)—k(du)k/2

) donne la somme :

élément de Cech contre

Z::O (m(poi(f;ji;ki+a) (§—2+j+mép:11)—§+1+a> (— 1)jbm(p—1)—§+1+ada(p+1)—k—m(p—1)+§—1—a
2

qui vaut :
0 sioa<k/2-1
(—1)7 (F552,7)d02 Dk i = k/2 -1
car, pour 1 <o <k/2—1et 0<m < a, on a modulo p :
alp+1)—k [ 1 si(a,m)=(k/2—-1,0)
(p—1)—k/24+1+a) |0 sinon
De méme, on trouve :
k22 uF/2—2 (bu + d)*P+HD =k (dy)k/2
<<W’WO0W17“ W‘Wgﬂwooaoa"' 70>7 (u_up) >

0 sioa<k/2-1
—d*2=DHD=k i o =k/2 -1

d’ou (i). Pour (ii), considérons le (p + 1)-uplet de sections locales :

k/2—2

(0’ <logL(ux—(—x))+ Z ué(—x)—z> (uy :ii;/fzzk/2—27 (_1)’“/2_1(—108;;;(%0)%.51

i=1
k/2—2 k/2
1y us
+( Z ;) duléé21>)

olt la section 0 de gauche est vue dans HO(Wy,w(k,L)|c), les sections avec u, dans
H°(W,,w(k, L)|c) pour z € FX et la derniére section dans H°(W, @(k, L)|c). Les inter-
section deux & deux de ces sections (comme au §5.1) donnent un élément de Cech qui est

nul par définition. Cette nullité donne (par un calcul simple et en utilisant (i)) 1’égalité
dans H'(C,@(k,L)|c) :

k22 K272 k22
loge (1) | worm. ,o,---,0)+ —,(— mZ,o,---,o):
( gc( )duk/zflyzev;%uv:oo} ( ; Z) duk/271|ze‘¥%u‘fw}
() E O 0
— N\ o1 WonWz ,U,"cc :
o /{3/2 -2 P 1 duk/2-1 zeIF%u{oo}
Or Zf/i 2(=1)7 (%Z/EE;J) Zfﬁfz Q = —2Hy 5 par le lemme B.2.1, d’ou (ii) puisque
Hyjoo =301 M2 /i Le (iii) se démontre de maniere analogue au (i). O

On a aussi un énoncé strictement analogue a celui du lemme B.2.2 en remplacant
HY(C,&(k,L)|c) par HY(C, (w(k,L) @5 9/p)|c) (voir le début du §5.3). La preuve est la
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méme en utilisant la dualité :

HY(C, (02 @p 9/p)lo) x H(C, (&**(1) @9 9/p)|0) — 9/p.
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