INVARIANT £ ET SERIE SPECIALE p-ADIQUE
par

Christophe Breuil

Résumé. — A chaque entier k& > 2 et chaque L € Qip7 on associe conjec-
turalement un espace de Banach p-adique B(k,£) muni d’une action continue
unitaire de GL2(Q,). On montre que B(k,L) existe bien si k = 2 ou si k > 2
et L “provient” d’une forme modulaire de poids k sur I'o(pN) avec (p,N) = 1
et N=N"Nt ot (N",NT) =1et N~ est le produit d’'un nombre impair de
nombres premiers. Les Banach B(k,L) devraient “correspondre” (& torsion pres
par des caracteres cristallins) aux représentations semi-stables non-cristallines de
Gal(Q,/Q,) de dimension 2 sur Q,.
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1. Préliminaires

1.1. Introduction. — Soit p un nombre premier et f une forme modulaire
parabolique nouvelle de poids k > 2 sur I'o(Np) avec (N,p) = 1. Supposons f
vecteur propre des opérateurs de Hecke avec, pour simplifier, des valeurs propres
dans Z. Lorsque k = 2, 'invariant £ de f, noté L(f), a été défini pour la premiere
fois dans [20] par la formule :

log(q) — L(f)val(q) =0

ou val est la valuation normalisée par val(p) = 1, log est le logarithme p-adique
normalisé par log(p) = 0 et ott ¢ € Q) est tel que Jo(f)(Cp) ~ C,/q?, Jo(f) étant
la courbe elliptique associée a f. Cet invariant intervient dans la comparaison
entre valeurs spéciales des fonctions L complexe et p-adique de f. Lorsque k > 2,
trois définitions a priori différentes de L(f) furent données un peu plus tard dans
[32], [10] et [19]. On sait maintenant que ces trois définitions donnent toutes
la méme valeur. La définition peut-étre la plus parlante conceptuellement est
celle de [19] que nous rappelons maintenant. Soit p la représentation p-adique de
Gal(Q/Q) associée a f, on sait que la composante locale p, = p[Gal(@ /qQ,) est
semi-stable non cristalline. Il lui correspond donc par le foncteur de Fontaine un
(¢, N)-module filtré Dy (p,) de dimension 2 et L(f) est par définition le paramétre
de la filtration de Hodge sur Dg(p,) (voir e.g. [9],84.3 ou l'exemple 1.3.5).
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A la forme f est aussi associée une représentation automorphe 7 = ®,m, de
GL3y(Aq) ou Aq désigne les adeles de Q. La composante locale 7, est, a une
torsion non ramifiée pres, la représentation spéciale, ou Steinberg, de GL3(Q,)
que 'on note St. C’est une représentation lisse irréductible de GL2(Q,) ot il n’y
a pas le moindre invariant L. Pour cette raison, alors que L(f) est un invariant
local en p coté Galois, il a le privilege d’étre unanimement considéré comme un
invariant global coté GLg.

La motivation a lorigine de ce travail (et aussi de [9], [6], [7] et [8], voir
I'introduction de [5]) est I’abolition de ce privilege.

Cette motivation est reliée a la question vague suivante : y-a-t’il une “correspon-
dance de Langlands” (globale ou locale) entre représentations p-adiques continues
de groupes de Galois et certaines représentations p-adiques continues de groupes
linéaires 7 En effet, si une telle correspondance existe, alors dans notre cas par-
ticulier ’hypothétique représentation p-adique II, de GLy(Q,) associée a p, doit
déterminer p, (& isomorphisme pres) et doit donc contenir une donnée équivalente
a la filtration de Hodge sur Dg(p,). Autrement dit, les poids de Hodge-Tate
(0,k — 1) et I'invariant £ doivent étre quelque part dans la représentation locale

IT

-

Pour E une extension finie de Q, contenant p¥/2, notons Sym*2E? la représen-

tation algébrique de GL»(Q,) de plus haut poids (0, k—2) et Sym* > E?= ]det]%
®Sym" 2E? (ou | - | est la norme p-adique). Notre approche pour construire IT,,
est grossierement la suivante : a chaque valeur L € E C Q_p devrait étre associé
un FE-espace de Banach p-adique B(k, L) = II, muni d’une action continue de
GL2(Q,) et obtenu (au moins pour k£ > 2) comme complétion p-adique “conve-
nable” (dépendant de L) de Sym" *E? @, St.

On donne dans cet article un procédé conjectural local de construction de
B(k,L) pour tout k et tout L (pour k = 2, le procédé n’est pas conjectural).
En utilisant la théorie globale, on montre que B(k,L) existe vraiment pour k
pair > 2 et L provenant des formes modulaires de poids k sur I'g(pN) avec une
hypothese faible sur N (voir ci-apres).

Commengons par le procédé conjectural local. Notons log, I'unique détermina-
tion du logarithme p-adique telle que log.(p) = L. On définit d’abord des
représentations localement analytiques 3 (k, L) (au sens de [25]) faisant inter-
venir log, et ayant Sym* ?E? ®p St comme (sous-représentation sur les) vec-
teurs localement algébriques de la facon suivante. La fonction log, permet de
construire une extension non triviale 0 — 1 — (L) — 1 — 0 de représentations
du Borel supérieur de GL2(Q,). En tordant cette extension par le caractere

(8 Z) — |ad|%dk—2 et en en prenant l'induite parabolique analytique au sens

de [25], on obtient une représentation localement analytique qui a 6 facteurs de
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Jordan-Holder topologiques. Cette représentation possede un sous-quotient to-
pologique naturel X(k, L) qui n’a plus que 3 facteurs et qui vérifie ¥(k, L) ~
(kL") = L = L' (voir §2.1). C'est le plus “petit” sous-quotient ayant cette
propriété. Il a un unique sous-objet irréductible : Sym* 2E? @ St. Si 'on agran-
dit F, la représentation X (k, L) est modifiée de fagon évidente par extension des
scalaires de sorte qu’elle ne dépend pas vraiment de F.

Appelons réseau de X(k, L) tout sous-Og-module fermé de Y (k,L) qui l'en-
gendre sur F et qui ne contient pas de E-droite.

Conjecture 1.1.1. — Pour tout k > 2 et tout L € E C Q,, %(k,L) posséde
a commensurabilité prés un unique réseau stable par GLa(Q,).

J’ignore si 'on peut forcément choisir ce réseau topologiquement de type fini
sur Op[GL2(Q,)]. La définition conjecturale “brutale” (et provisoire) de B(k, L)
est alors :

Définition 1.1.2. — On définit B(k,L) comme le complété de ¥(k,L) par
rapport & un quelconque réseau stable par GL2(Q,).

La conjecture 1.1.1 entraine que B(k,L) doit de plus étre topologiquement
irréductible si k > 2.

Proposition 1.1.3. — La conjecture 1.1.1 est vraie pour k = 2. De plus,
B(2,L) est admissible (au sens de [27]) de longueur 2 et B(2,L) ~ B(2,L')
(isomorphisme topologique GLa(Q,)-Eéquivariant) si et seulement si L = L.

En pratique, méme lorsque 'on sait que X(k, L) possede un réseau stable par
GL3(Q,), on ignore si tous les autres lui sont commensurables. Il est donc plus
commode de donner une autre définition de B(k, L), toujours conjecturale mais
plus facile & manier, comme complétion de ¥(k, L) par rapport a une classe de
commensurabilité particuliére de réseaux stables par GL2(Q,). Cette classe sera,
en un certain sens, “minimale”.

Nous allons la définir par dualité. Il faut d’abord expliciter le dual topologique
Y(k,L) de X(k,L). Pour tout k& > 2, soit O(k) I'espace usuel des fonctions rigides
analytiques E-rationnelles sur le demi-plan p-adique 2 = C, \ Q, et munissons
O(k) de l'action a gauche de GL2(Q,) de poids k (& une torsion pres, cf. (11)).
Soit O(k, L) l'espace des fonctions sur € qui, en restriction a chaque affinoide,
sont de la forme : une fonction rigide E-rationnelle + une E-combinaison linéaire
de fonctions z"log.(z — z;) ou n € {0,...,k — 2} et z; € Q,, et munissons
O(k,L) de I'action a gauche de GL2(Q,) de poids 2 — k (& une torsion pres,
cf. (15)). La dérivation (k — 1)-ieme donne une surjection GLy(Q,)-équivariante
O(k,L) — O(k). Les espaces O(k) et O(k, L) sont munis de topologies naturelles
qui en font des espaces de Fréchet.
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Théoreme 1.1.4. — Pour tout k > 2 et tout L € E C Q_p, on a un 150mor-
phisme topologique GL2(Q,)-Equivariant :

O(k,L) ~X(k,L).

Ce théoreme généralise un théoreme de dualité de Morita ou il n’y avait pas de
logarithmes ([22]). Sa preuve, donnée en détail au §3, est assez calculatoire a cause
des formules qui apparaissent lorsque 1’on accouple les logarithmes des deux cotés
(voir formules (17)). Mais les calculs marchent si bien que I’auteur soupgonne for-
tement ces formules, ainsi que ’accouplement, d’avoir une interprétation concep-
tuelle.

Soit Qp un affinoide F-rationnel “suffisamment grand” de € (ou plutot ses
points a valeurs dans C,, cf. §3.1) et définissons :

Ok, L) ={F € O(k,L) | |(9-F)la,| <1V g € GL2(Qy)}

ou la norme | - | est définie sur 'espace des fonctions sur € sommes d’une
fonction rigide sur €y et d'une combinaison linéaire finie de 2" log (z —2;) comme
précédemment. On peut montrer que O(k, L)Y est un sous-Og-module compact
de O(k, L) stable par GLy(Q,) et que O(k,L)® = O(k,L)Y @ E est indépendant
du choix de Q. 1l résulte de [27] que Homg, (O(k, L)Y, E) (espace vectoriel des
applications continues Opg-linéaires) est naturellement un Banach sur F muni
d’une action continue “unitaire” (i.e. stabilisant un ouvert borné) de GL2(Q,)
indépendant du choix de €.

Définition 1.1.5. — On définit B(k, &) = Home, (O(k, L)V, E).

Noter qu’on ignore a priori si B(k,L) # 0 pour k > 2 (car on ignore si
O(k, L)Y #£ 0). Si O(k,L)Y # 0, on peut montrer que B(k,L) est le complété
de X(k, L) par rapport au réseau dual O(k, L)Y de O(k, L)Y (i.e. le Og-module
des éléments de X(k,L) entiers contre tout élément de O(k,L)Y) et que tout
réseau de X (k, L) stable par GLy(Q,) contient p"©(k, L)V pour un n convenable
(d’ou l'appellation “classe de commensurabilité minimale”, cf. précédemment).
Ainsi, cette deuxieme définition de B(k, L) est conjecturalement équivalente a la
précédente (équivalente si k = 2) et est celle que nous adoptons dans tout cet
article. Pour k > 2, B(k, L) est aussi le complété de Sym* 2E? ®g St par rapport

au réseau O(k, L)V N (Sym" 2E? @ St).

Lorsque k& > 2, I’étude locale de B(k,L) semble non-triviale. La théorie des
formes modulaires rigides analytiques combinée avec le théoreme 1.1.4 va montrer
sans douleur que, pour k > 2 et pair, les B(k, L), au moins pour certaines valeurs
discretes de L, sont non nuls et tous distincts.

Pour I" sous-groupe discret cocompact dans SLy(Q,,), notons Sy (I') le E-espace
vectoriel des formes modulaires rigides analytiques F-rationnelles de poids k et
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niveau T, ¢’est-a-dire, vu nos conventions, S(T') = O(k)'" (* désigne la trans-
position usuelle des matrices). Soit N € N premier & p et tel que N = N™ N+
avec (N7, NT) = 1 et N~ produit d’'un nombre impair de nombres premiers.
Pour E suffisamment grand, on peut trouver I' tel que Si(I') — Si(T'o(pN))
(formes modulaires paraboliques classiques de poids k et niveau pN), I'injection
étant compatible aux opérateurs de Hecke et ayant pour image les formes de
Sk(Co(pN)) nouvelles en p et aux places ou I “n’est pas de type I'y”. En particu-
lier, 'image contient toutes les formes nouvelles f € Si(To(pN))™*™ qui peuvent
donc se “voir” comme des formes rigides F' € O(k)'T, cf. §5.3.

Comme pour O(k, L), on définit par le méme procédé O(k)> = {F € O(k) | |(g-
Fllo,| <1V g e GLy(Qp)} ® E et on vérifie que la dérivation O(k,L) — O(k)
induit pour k > 2 une injection O(k,L)® — O(k)". De plus, on voit aisément que
O(k)™ c O(k)".

Théoreme 1.1.6. — Supposons k > 2. Soit f une forme modulaire propre
nouvelle dans Si(To(pN)) (de sorte que L(f) € E est bien défini) et soit F €
Sk(T) € O(k)® la forme modulaire rigide associée. Alors F € O(k,L)> C O(k)®
si et seulement si L = —L(f).

Du théoreme 1.1.6, on déduit (cf. §5.4) :
Corollaire 1.1.7. — Soit A(k) « {=L(f), f forme propre nouvelle dans
Sk(To(pN)) pour N de la forme N~ Nt comme avant} C Q,.
(i) Pour tout L € A(k), on a B(k,L) # 0. En particulier X(k,L) posséde un
réseau stable par GLy(Q,).
(ii) Soit L € A(k), L' € Q, et E une extension finie de Q, dans Q, contenant
L, L et p*2. Si B(k,L) = B(k,L') est un isomorphisme E-linéaire continu
GL3(Qyp)-équivariant, alors L = L.

La conjecture qui suit et ses conséquences rassemblent ce que l'auteur croit
étre vrai localement sur les Banach B(k,L) pour £ > 2 et donne en particu-
lier un lien local avec les représentations semi-stables non-cristallines absolument
irréductibles de dimension 2 de Gal(Q,/Q,). Comme dans [29], notons B(k, L)an
le sous- E-espace vectoriel des vecteurs localement analytiques de B(k, L), c’est-a-
dire les vecteurs v tels que 'application orbite g +— ¢-v est une fonction localement
analytique de GL2(Q,) dans B(k,L). C’est naturellement une représentation lo-
calement analytique de GL2(Q,).

Conjecture 1.1.8. — Supposons k > 2.

(1) L’application ¥(k,L) — B(k,L)an est un isomorphisme topologique.

(ii) Soit B(k,L)° = {v € B(k,L) | |v| < 1}, alors B(k,L)° ®o, F, est de lon-
gueur finie comme représentation (lisse) de GLo(Q,) sur F, et sa semi-simplifiée
correspond a la semi-simplifice modulo p de la représentation semi-stable non-
cristalline V (k, L) (voir l'exemple 1.3.5) selon la régle de [7),Déf.1.1.
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En particulier, B(k, L) ®¢o, F, devrait étre une “supersinguliere” (cf. [6], [7])
si et seulement si V(k,L) est résiduellement irréductible etc. L’auteur espere
revenir sur des cas particuliers de (ii) dans le futur.

Proposition 1.1.9. — La conjecture 1.1.8 a comme conséquences :

(i), B(k,L) # 0 pour tout k et tout L.

(i), B(k,L) est admissible (au sens de [27]) et, si k > 2, topologiquement
irréductible.

(iii), Pour tout L,L' € Q,, on a B(k,L) = B(k,L') (isomorphisme topologique
GL3(Qy)-équivariant) si et seulement si L = L.

(v); La conjecture 1.1.1 est vraie et B(k,L) est l'unique complétion unitaire
non-nulle de ¥(k,L).

(Les? sont la pour rappeler que les assertions sont conditionnelles & 1’énoncé
1.1.8 pour k > 2.)

Notons au passage qu'un Banach peut étre topologiquement irréductible sans
que ses vecteurs localement analytiques forment une représentation localement
analytique topologiquement irréductible.

Voici pour finir I'organisation de I’article. Le paragraphe 1 contient, outre I'in-
troduction et les notations, un petit “programme” de synthese entre les résultats
et conjectures de [7], ceux de cet article et, plus généralement, ceux qu’on pourrait
attendre, au vu de la situation coté Gal(Q,/Q,) et théorie de Hodge p-adique,
concernant des représentations du type Sym* 2E? @p T, avec m, représentation
lisse irréductible de GL2(Q,). Le paragraphe 2 contient la construction et les
propriétés des représentations ¥(k, L). Le paragraphe 3 contient la définition des
espaces O(k) et O(k, L) ainsi que la preuve du théoreme 1.1.4. Le paragraphe 4
contient la définition et les propriétés de O(k, L), O(k)® et B(k, L), la conjecture
1.1.8 et la preuve de la proposition 1.1.9, 'examen du cas k = 2 et la preuve (en
utilisant [33] et [17]) que le Banach Homg(O(k)P, E) n’est, lui, jamais admissible
si k > 2. Le paragraphe 5 contient le lien avec la théorie globale et les preuves
du théoreme 1.1.6 et du corollaire 1.1.7.

1.2. Notations et conventions. — On fixe une cloture algébrique Q_p de Q,
de corps résiduel F, et on note C,, la complétion p-adique de Q, et | - | la valeur
absolue p-adique sur C, donnée par |z| = m ol val est la valuation p-adique
normalisée par val(p) = 1. Si £ C Q, est une extension finie de Q,, Op est son

. 1, . déf , .
anneau d’entiers, mg son idéal maximal et Fp = Og/mpg son corps résiduel.

On note G = GLy(Q,), K = GLy(Z,), P C G le sous-groupe de Borel des
matrices triangulaires supérieures, I C K le sous-groupe d’Iwahori des matrices

triangulaires supérieures modulo p, (1) le pro-p-sous-groupe de [ et w = ((1) (1)> .
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On désigne par k le poids modulaire, c¢’est un entier supérieur ou égal a 2. Si
k est impair, on choisit une racine carrée \/p de p de sorte que p*/2, ph=2/2,
etc. sont définis. On note Sym* 2E? la représentation algébrique évidente de G
et, si p*/? € E, Sym*?E? Gﬁf|det|%®Symk_2E2. On note St la représentation
de Steinberg de G, c’est-a-dire le F-espace vectoriel des fonctions localement
constantes H : P1(Q,) — F modulo les fonctions constantes muni de I'action &
gauche ((“°)- H)(z) = H(&t).

cd bz+d

On normalise la réciprocité locale en envoyant les Frobenius sur les inverses
des uniformisantes. On note ¢ le caracteére cyclotomique p-adique Gal(Q,/Q,) —
Gal(Q,/Qp)* — Z). Viala réciprocité locale Q) C Gal(Q,/Q,)**, onace(p) = 1
et € [zx=Id. On voit que le caractere central de Sym" 2E? est exactement £F72.

Une fonction localement analytique d’une variété analytique p-adique dans un
espace de Banach est une fonction qui, dans une carte locale, s’écrit comme un
développement analytique usuel. Pour £ € Q,, on note log; : C, \ {0} — C,
I'unique fonction (localement analytique) satisfaisant les propriétés suivantes :

+oo 4
loge (1 —z) = —Z‘% si || <1
n=1
loge(zy) = loge(x)+ loge(y)
logp(p) = L.

On renvoie au livre [24] pour les notions d’analyse fonctionnelle p-adique uti-
lisées (espaces topologiques localement convexes p-adiques, espaces de Banach
p-adiques, espaces de Fréchet p-adiques, duaux faibles et forts, ensembles bornés,
etc.). Tous les duaux topologiques sont implicitement munis de la topologie forte
et tous les Banach B sont p-adiques et tels que |B| C |E| on E C Q,, désigne les
coefficients. On appelle GL2(Q,)-Banach unitaire tout espace de Banach B muni
d’une action de GL2(Q),) telle que pour tout v € B les applications GL,(Q,) — B,
g +— g - v sont continues et telle que, pour un choix de norme | | sur B, on a
lg - v| = |v| pour tout g € GL3(Q,) et tout v € B.

1.3. Stratégie et exemples. — Soit £ C Q_p une extension finie de Q, et V
une représentation potentiellement semi-stable de Gal(Q_p/ Q,) sur un E-espace
vectoriel de dimension 2. La représentation V' a deux poids de Hodge-Tate A\; <
Aa. On fait sur V' les deux hypotheses suivantes :

(i) les poids de Hodge-Tate sont distincts, i.e. Ay < Ag,

(ii) V' est absolument irréductible.
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L’objectif est d’associer a V' une représentation continue de GL2(Q,) “natu-
relle” (d’un point de vue arithmétique ou géométrique) sur un espace de Banach
et qui détermine la classe d’isomorphisme de V.

On peut dans un premier temps associer a V' deux représentations de G sur un
E-espace vectoriel (quitte a agrandir £) :

(i) la représentation algébrique Alg(V') de plus haut poids (A1, Ay — 1),

(ii) la représentation lisse irréductible Lisse(V') correspondant, via la corres-
pondance de Hecke au sens de [12], a la F-semi-simplifiée de la représentation de
Weil-Deligne associée a V' dans [16] (voir aussi [9],§2.2). Cette représentation de
Weil-Deligne est essentiellement le (¢, N)-module filtré D, (V') sans sa filtration.

Un point important est que le couple (Alg(V), Lisse(V)), ou ce qui revient au
méme la représentation localement algébrique Alg(V') ® g Lisse(V'), ne détermine
pas la classe d’isomorphisme de la représentation galoisienne V' : on a oublié la
filtration sur Dy (V).

L’étude présente du cas V' semi-stable suggere a posteriori la stratégie sui-
vante : on devrait pouvoir associer a chaque V telle que dimgLisse(V) > 1 une
représentation de G sur un E-espace de Banach B(V) satisfaisant au moins les
conditions suivantes :

(i) B(V) est un G-Banach unitaire.
(ii) B(V) est topologiquement irréductible et admissible (voir [27] ou §4.6).

(iii) Les vecteurs localement algébriques de B(V'), c’est-a-dire les vecteurs v €
B(V) tels que I’action d’un sous-groupe ouvert compact de G suffisamment petit
sur v est algébrique, forment une représentation (localement algébrique) B(V')a
de G isomorphe a Alg(V) ®g Lisse(V).

(iv) Les vecteurs localement analytiques de B(V'), c’est-a-~dire les vecteurs v €
B(V) tels que la fonction G — B(V), g — g-v est localement analytique, forment
une représentation (localement analytique au sens de [25]) B(V),, de G dont la

classe d’isomorphisme détermine celle de V. En particulier, B(V),, “contient” la
filtration de Hodge. On a bien str B(V ). € B(V )an.
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Notons que B(V)., est alors muni d'une topologie canonique (voir [29],87).
Comme déja mentionné dans 'introduction, B(V'),, peut avoir plusieurs compo-
santes topologiques de Jordan-Holder méme si B(V) n’en a qu'une. L’avantage
de B(V) sur B(V)a, est son irréductibilité topologique et le fait que sa boule
unité modulo mg donne lieu a des représentation lisses de G en caractéristique
p. Lavantage de B(V),, sur B(V) est sa structure analytique (on peut faire agir
I'algebre de Lie).

S’il existe B(V') satisfaisant les conditions (i)-(iv) ci-dessus, on peut aussi se
demander si les duaux B(V'),, et B(V)" ont une interprétation rigide analytique
et si la boule unité mod. mg de B(V') prédit la semi-simplifiée mod. mg de V
selon la regle donnée dans [7],Déf.1.1.

Remarque 1.3.1. — Lorsque V est réductible, il faut probablement laisser
tomber la condition “B(V') topologiquement irréductible”. Voir par exemple §4.5.

Exemple 1.3.2. — Soit V comme précédemment cristalline et, quitte a tordre
V, supposons (A, A2) = (0,k—1) et det(V) =e*1. OnaV = V(k,q,) olla, € mg
et Dpst(V (K, ap))Y (le (¢, N)-module filtré dual) est isomorphe & Fe; @ Fes avec
N =0et:

(e1) = pile FiI'D = D si i <0
{ S0(61) ; —(f + aZe FiI'D = Fep si 1<i<k-1
90 2 1 pC2 Fl].ZD _ O Si Z Z k

(cela utilise [11]). Supposons a, ¢ {£(p*/? + p*/>~1)}, on a :
Alg(V) @ Lisse(V) = Sym* 2 E? @p ind (jp/2-141 © flyerza;1)

ot 'induite parabolique est 'induite lisse classique, (o, @) € E? sont les valeurs
propres de ¢ et py(x) = A¥@ (voir [7],§3.2). On remarque qu’ici Alg(V) @
Lisse(V') suffit a déterminer V(k,a,) puisqu’il n'y a pas de parametre dans la
filtration.

Voici un candidat pour le Banach B(V') = B(k,a,). Par réciprocité de Frobe-

nius, on a une surjection c—indf(Qx Sym* 2 E? — Alg(V)®gLisse(V) ot I'induite
Foyi

de gauche est I'induite lisse a support compact modulo Q) ([7],§3.2). On note

O(k,a,) I'image du réseau c—ind[G(Q; Sym*~202. Dans [7], il est conjecturé que

O(k,a,) est toujours un réseau de Alg(V) ®@p Lisse(V), i.e. ne contient pas de

E-droite. Si tel est le cas, on note B(k,a,) le G-Banach unitaire complété de
Alg(V') ®g Lisse(V') par rapport a O(k, a,).

Théoréme 1.3.3. — Supposons dimgLisse(V) >1 (i.e. a, & {£(pF/2+p*/2~1)})
et k <2p (avec k #4 sip=2).

(i) Le Op-module ©(k,a,) est un réseau de Alg(V) ®p Lisse(V).

(ii) Le Banach B(k,a,) est admissible.

(iii) Si val(a,) # 1, B(k,a,) est topologiquement irréductible.
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Démonstration. — (i) est montré dans [7]. Par le lemme 4.6.3, (ii) résulte du fait
que O(k,a,) ® F, est une représentation de longueur finie ([7],Th.1.4) et du fait
que lespace des invariants sous /(1) d’une représentation lisse irréductible avec
caractere central de G sur F, est de dimension finie ([1],[2],[6]). (iii) résulte du
fait que dans ce cas O(k, a,) ®F,, est algébriquement irréductible ([7],Th.1.4). [

La borne 2p et les hypotheses “k # 4 si p = 27 et “val(a,) # 1”7 devraient
étre inutiles. Notons que la semi-simplifiée modulo mg de B(k,a,) = B(V)
semble effectivement prédire la semi-simplifiée modulo mg de V' (voir [7],56).
Par ailleurs, déterminer la représentation localement analytique B(k, a,)an €t son
dual B(k,a,),, me semble une question ouverte intéressante.

Remarque 1.3.4. — Le cas a, = +(p*/? 4 p*/271) dans l'exemple 1.3.2 est
particulier puisqu’alors Alg(V) ®p Lisse(V) = Sym"2E? (i torsion quadra-
tique prés) n’est pas un G-Banach unitaire. On peut néanmoins définir O(k, a,)
comme le Og[G]-module intersection de l'image de c—indIG(Q; Sym* 202 dans
Sym* ?E?®@ind% | |®] |7 avec Sym"?E?® St et conjecturer que c’est un réseau
pour tout k dans Sym*?E?® St (ca I'est pour k < 2p par [7]). Le G-Banach uni-
taire B(k,a,) dans ce cas semble étrangement étre (3 torsion pres) la complétion
de Sy_mk_QE2 ® St par rapport a ©(k, a,). Cette complétion est a priori différente
des complétions “semi-stables” de Sy_mk'_2E2 ® St construites dans cet article.

Exemple 1.3.5. — Soit V' comme précédemment semi-stable non cristalline
et, quitte a tordre V', supposons (A1, A2) = (0,k — 1) et det(V) = &1, A torsion
pres par un caractere quadratique non ramifié, ona V=V (k,L)ouk >3, L € F
et Dot (V (K, L))V est isomorphe a Ee; & Eey avec :

B e FilI'D = D si 1 <0

(Ve 2o o) 2 B, (R = Bl+te) s 1<iskod

Fil'D = 0 si 1>k
(cela utilise [11]). Notons que Alg(V)®gLisse(V) = Sym* 2E?®St ne détermine
pas V & cause de l'invariant L. Pour k = 2, le module filtré ci-dessus correspond
a des représentations V' (2,L) qui sont réductibles. La suite de cet article va
consister en particulier & donner une construction (largement conjecturale) de

B(V) = B(k,L).

Lorsque Lisse(V') est une série principale quelconque (e.g. ramifiée), on devrait
avoir une situation analogue a celle de 'exemple 1.3.2 au sens ou Alg(V) ®@g
Lisse(V') détermine encore V. Lorsque Lisse(V') est une série discrete quelconque
(e.g. une supercuspidale), on devrait avoir une situation analogue a celle de
I'exemple 1.3.5 au sens ou Alg(V') ®g Lisse(V') ne détermine pas V.
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2. Des représentations localement analytiques

On construit les représentations localement analytiques Y (k, L) mentionnées
dans l'introduction. L’idée est de combiner logarithme p-adique et induction pa-
rabolique.

2.1. Construction des représentations. — Soit L € Q, et Eg = Q,&p C
Q,. Notons que log,(Q,) € Q,(L) C Er. Soit o(L) la représentation suivante
de P sur EZ = Ege; @ Eres :

a();)[(g 2)](61) — o
o@[(§ D) = (ozela) -~ logs@)er +ex

On a donc une extension non scindée : 0 — 1 — o(L) — 1 — 0 ou 1 désigne
la représentation triviale. On pose o(k,L) = o(L) ® xi ot x : P — E est

le caractere (¢ 2) — |ad|"2"d*2. Le caractére central de o(k,L) est e¥2 (et

o(2,L) =0(L)).

On note indga(k:, L) le Er-espace vectoriel des fonctions f : G — Ege; @ Eges
localement analytiques telles que f(bg) = o(k,L)(b)(f(g)) pour tout b € P,
g € G. 1l s'injecte dans le E-espace vectoriel C**(G, Ege; @ Eres) de toutes les
fonctions localement analytiques de G dans Ege; @ Eres et on le munit de la
topologie localement convexe induite par la topologie naturelle de C**(G, Ege; @
Erey) (voir [25],62). On note de méme ind$ yy le Eg-espace vectoriel des fonctions
f: G — Eg localement analytiques telles que f(bg) = xx(b)f(g) (b € P, g € G)
muni de la topologie induite par celle de C**(G, E¢). On munit ind%o(k, L) et
indSy, de l'action & gauche continue de G usuelle : (g-f)(¢') = f(¢'g)-

Une suite exacte d’espaces vectoriels topologiques 0 — V' — V — V” — 0 est
dite stricte si la topologie de V' est induite par celle de V' et si la topologie de
V" est la topologie quotient de celle de V.

Lemme 2.1.1. — On a une suite exacte stricte d’espaces vectoriels localement
convexes compatible a l’action de G :

0 — indSy; — indGo(k, L) 2 indSx — 0.
Démonstration. — Le seul point non trivial est que s est bien surjective et

stricte pour les topologies. La décomposition d’Iwasawa G = PK fournit par
[15],Sa.4.1.4 des isomorphismes topologiques de restriction :

indGo(k, L) 5 ind® o (k, L)|prx et indGx, = ind5- o xe|pok-
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La décomposition de Bruhat K = I I1 (P N K)wl fournit un isomorphisme topo-
logique ([15],Kor.2.2.4 et Sa.4.1.4) :

indpr 0 (k, £)|prxc = indprgo(k, L) pax ® indy,punso (b, £)*Lupuns
ou o(k,L)(g) = o(k,L)(wgw) (resp. avec x; a la place de o(k,L)). Enfin, par
[15],5a.4.3.1, les deux applications :

indbeeo(k, L) prxe — C™(Z,, E%)
1 0
;o= (x’_)f[(px 1)])
ind{upwﬁlo-(ka L)w |waﬁI — Can(zp’ Ei)

R ])

sont des isomorphismes topologiques (resp. avec yi et C**(Z,, E)). Le résultat
découle donc du fait que la projection C**(Z,, E%) — C*(Z,, Ex) sur une com-
posante est surjective et stricte. O

Soit x : P — EY, (SZ) — ]adl%ak_ld_l, on a d’apres [26],84 une suite

exacte stricte compatible a GG d’espaces vectoriels localement convexes :
0 — Sym*2E2 @ (ind%1)™ — ind&x; — indGix — 0

ol (indgl)lisse désigne le E-espace vectoriel des fonctions localement constantes
sur P\G a valeurs dans Ey, avec action a gauche usuelle de G. Dans cette suite
exacte, la représentation de gauche est munie de la topologie localement convexe
la plus fine (cf. [26],§4). On a Sym*2E2 C Sym"?E2 @ (ind$1)™*
sous-espace de inngk des polynomes homogenes de degré k£ — 2 en les variables

¢ et d (en notant (¢ s) un élément de G).

: clest le

On définit les représentations suivantes de G :

X (k) & ind$x/Sym" 2 E2
Y(k,L) “ s H(Sym*2E%)/Sym" 2 E?
ol s est la surjection du lemme 2.1.1. On les munit de la topologie quotient de
la topologie induite par ind5o(k, L) (ou de maniere équivalente de la topologie
induite par la topologie quotient de ind$o(k, £)/Sym*2FE%). Le caractere central
de X(k) et S(k, L) est 2.

Rappelons ([25],83) qu'une représentation continue de G sur un FEg-espace
vectoriel localement convexe séparé tonnelé V' est dite localement analytique si,
pour tout v € V, l'application G — V, g — g - v est localement analytique
([15],62.1). Le théoreme suivant est une conséquence facile de ce qui précede et
des résultats de [25] et [26] :
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Théoreme 2.1.2. — (1) X(k) et X(k,L) sont des représentations localement
analytiques de G sur des Er-espaces vectoriels localement convexes réflexifs.
(i) On a une suite exacte stricte compatible a G :

0— X(k) — 2(k, L) — Sym* ?E2 — 0.

(1ii) X(k, L) (resp. X(k)) a trois (resp. deuzx) facteurs de Jordan-Hélder topolo-
giques qui sont Sy_mk_2Ei ® St, indIGD)Zk et Sy_mk_ZE% (resp. Sy_mk_zE% ® St et
indSx ).

(iv) $(k) est une extension topologiquement mnon scindée de ind%xy par
Sy_mk_QEE ® St.

2.2. Un autre modeéle. — De fagon analogue a [22],§3, on peut interpréter
Y (k, L) comme un espace de fonctions localement analytiques sur Q, ayant un
certain comportement a l'infini modulo les polynomes de degré < k — 2.

Proposition 2.2.1. — [ existe une bijection E-linéaire compatible a l’action
de G entre s~ (Sym" 2E2) et le Eg-espace vectoriel C(k, L) des fonctions loca-
lement analytiques H sur Q, a valeurs dans E, telles que pour |z| >0 :

(1) H(z) = 22( f “n) = 2P(2)loge(2)

ot a, € Eg, P(z) est un polynome en z de degré < k — 2 a coefficients dans E,
(dépendant de H) et ot l'action de G est donnée par :

(2) K‘CL Z)~H}(z) = |ad—bc|k22(bz+d)k‘2[H<az+c>

bz +d
az +c ad — be
P(ra) e (G rap)
T\ a) s\t ap
(prolongé par continuité en z tel que bz +d = 0).

Démonstration. — Si P(X,Y") est un polynéme homogene de degré < k — 2 en

les variables X et Y, on note P(g) = P(c,d) pour g = (ZS) € G. L’espace

sous-jacent & s~} (Sym* 2E%) ® |det|="2" est formé des fonctions f : G — Ep
localement analytiques telles qu’il existe un polynome P;(X,Y’) homogene de
degré < k—2 a coefficients dans E (nécessairement unique) vérifiant pour g € G

et (8 2) eP:
® (5 2)9) = (70 + (orela) - logel@) o).

Un calcul montre que la fonction Fy(g) & f(g) — P¢(g)log(det(g)) satistait
Ff((o‘o f)g) = Fy(g) pour tout (% ’16) € P, donc ne dépend que de (c¢,d) dans



INVARIANT £ ET SERIE SPECIALE p-ADIQUE 15
ab . .
g = (C d) puisque :

a B\ [(a b\  [ac+cB ba+dS
0 1 c d) c d ’
De plus, si A € Q) — G, un calcul facile donne :

(4) Fr(Ag) = N(Fy(g) — 2P¢(g) log (V).

On pose H¢(z) “ Ff((i (1))) = f((i (1))) pour z € Q, : c’est une fonction locale-
ment analytique a valeurs dans Fg vérifiant pour z # 0 :

A )
) k2 (Ff< (211 ;L)) _ 2Pf(1,z—1)1og,;(z))

Zk_QFf( ((1) ;1) ) — 22872 P (1, 27 1) log g (2).

Comme Fy((,”. 1)) est analytique en 27! quand [z > 0, Hy(z) vérifie bien
une équation du type (1) pour |z| > 0 avec P(z) = 2*72P;(1,271) = P(z,1).
L’application f +— Hy est clairement Eg-linéaire. Si Hy = 0, alors Ff((z f)) =0

pour (*?) € G, 2*72P;(1, 27 loge(z) = 0 pour |z| > 0 et 2*72F;((2. 1)) =0
pour |z| > 0. Donc Py = 0 et f(g) = Fy(g) est nul si g = (‘53) avec d # 0 par
(4) ousi g = (V) par continuité. On en déduit facilement f = 0 avec (3) d’o

Iinjectivité de f +— H;. Soit H € C(k,L), on pose Pr(1,2) = 2F72P(271) et :
(2 4) = et e sy a1
a b b9
F((40)) = & 2p000m:(0)

ou agy est le premier coefficient dans (1). Il est facile de vérifier que f(g) ©

Fi(g) + P;(g) log(det(g)) est dans s (Sym*2E2) @ |det|~"2" et a pour image
H par l'application précédente, d’ou sa surjectivité. La compatibilité a I'action
de G est laissée au lecteur. O

Hy(2)

= |

On a de méme un isomorphisme entre ind%y, et C(k)(g{H e C(k,L)| P = 0}.

On munit C'(k, L) (resp. C(k)) de la topologie déduite de celle de s~ (Sym* 2 E2)
(resp. de ind%xy).
Corollaire 2.2.2. — On a des isomorphismes topologiques compatibles a G :
Y(k) ~ C(k)/Sym"2E%
Y(k,L) ~ O(k,L)/Sym*?E2
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ot Sym*?E2 C C(k) € C(k,L) est le sous-espace des H qui sont des polynomes
en z de degré < k — 2.

2.3. Questions de topologie. — Précisons un peu la topologie sur C'(k, L)
et C(k) (et donc sur X(k) et X(k,L)).

Soit U = (U;)o<i<s un recouvrement fini de Q, par des ouverts U; deux a deux
disjoints tels que :

Uy = {z€Q,| |z >ro}
U = {z€eQy||z—z|<mr}, 1<i<s

pour des 1; € |E[| et des z; € Q,. On définit C(k, L)y comme le sous-espace de
C(k,L) des fonctions H telles que :

(5) H2)y, = Y am(z—2)" 1<i<s
(6) HEy = #7) 2 = 2P(2) loge(2)

avec an, a;n, € Eg et |ay|ry™, |ai,|r? bornés quand n — +oo. On définit aussi :
C(k)y € {H € C(k,L)y | P =0 dans (6)}.

On a une injection (non compatible a G) :

Sym*2E2 — CO(k,L)y
B 0 si|z] <
P - HE={ yp,

Jloge(z) si |z| > 1o

qui induit un isomorphisme Eg-linéaire C(k,L)y ~ C(k)y @ Sym*?E2. Les
espaces C(k)y et Sym*2FE2 sont tous les deux naturellement des Banach. Pour
Symk*ZE% c’est évident et pour C(k)y, il est bien connu que c¢’est un Banach
pour la norme [ H(2) |y = maosics (1 (2)]u, 1) ot [H(=)lu,| = $upsg lasalr? si
i>1et |H(2)|v,| = sup,>glan|ry™. On munit C(k, L)y de la topologie somme
directe. Pour H € C(k, L)y, posons :

B 0 si|z] <o
(7) Hu(2) = { —2P(z)loge(2) si |z| > 1o
avec P(z) comme en (6), alors C'(k, L)y est un Banach pour la norme :
0 | () = mews (12~ (o))l max )

ou —2P(z) = Zi;ﬁ b,z". Si U’ est un recouvrement plus fin que U, les fleches
de transition C'(k)y — C(k)ys sont injectives, continues et compactes (cf. par
exemple [21],§3.2), donc aussi les fleches C(k, L)y — C(k, L)y car Sym*2E2
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est de dimension finie (cf. [24],885 et 16). Il est clair par ailleurs qu’on a des
isomorphismes Eg-linéaires C(k, L) = lim C'(k, L)y et C(k) = lim C(k)y.

Lemme 2.3.1. — La topologie de C(k,L) = UmC(k, L)y (resp. de C(k) =
lim C(k)y) définie au §2.2 est la topologie limite inductive ([24],85.E).

Démonstration. — Choisissant une section F¢-linéaire Sy_mk_in — C(k,L) de
la surjection C'(k,L) — Sy_mk_QE%, nécessairement continue pour les deux topo-
logies de C'(k, L), on a un isomorphisme topologique C'(k, L) ~ C(k) @Sy_mk_QEi
pour les deux topologies de sorte qu’il suffit de montrer le lemme pour C'(k). A tor-
sion prés par un caractere (ce qui ne change pas la topologie), on a C'(k) ~ ind$1®
d*=2. L’isomorphisme topologique ind%1®@d*? ~ C*(Z,, Ex) ® C*(Z,, Er) de
la preuve du lemme 2.1.1 se traduit via la proposition 2.2.1 par :

Ck) = C™(Z,, Er) ® C*(Z,, Ex)
H — (z— H(pz)) @ (z— 2" *H(=z™)

olt x — z* 2H (x™!) est prolongé par continuité en 0 en utilisant (1). Il est alors
facile de vérifier que la topologie de droite induit bien la topologie de la limite
inductive a gauche (voir par exemple [24],§16 pour la topologie sur C**(Z,, Ey)).

[

2.4. Etude des entrelacements. — On regarde les entrelacements entre les
représentations X(k, L).

Si I'on remplace F par une extension finie quelconque E de E., il est d’abord
clair que toutes les représentations du §2.1, en particulier Sy_mk_2E,2; ®St, (k) et
Y (k, L), sont remplacées par leur extension des scalaires de E a E. On ne men-
tionnera pas dans la suite sur les représentations elles-mémes cette dépendance
triviale du corps des coefficients (que 1'on s’autorise a agrandir si besoin est).

Lemme 2.4.1. — Deuz représentations Y(k,L) et S(k', L") sont topologique-
ment isomorphes (sur une extension finie commune E de Er, et Eg/) si et seule-
ment si k =k et L =L

Démonstration. — On a k = k' en regardant les caracteres centraux. Fixons
un isomorphisme topologique ¥ : X(k, L) = X(k,L') commutant & G. Par le
théoreme 2.1.2, 1) préserve (k) = indIGDXk/Sy_mk_QEz. Quitte & multiplier par un
scalaire non nul, on peut supposer ¥|su) = Id par [25],Prop.6.2 puisque cette
représentation n’est pas scindée. De plus, il existe C' € E* tel que ¢ induit la
multiplication par C' :

S(k, L) /S(k) ~ Sym*2E2 25 Sym*2E% ~ 5(k, L') /S (k).
Via la proposition 2.2.1, ¢ induit un isomorphisme :
C(k,L)/Sym"2E? ~ C(k, L") /Sym* 2 E?
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qui est donc 'identité sur les classes des H analytiques a U'infini. Soit H € C(k, L)
avec P =1 et notons H' € C'(k,L’) un représentant de sa classe image (H' n’est
pas ici la dérivée de H!), alors H'(z) + 2C'log,,(z) est analytique pour |z| > 0
par ce qui précede. Soit a € Q), on vérifie avec (2) que |a\_%(8 (1)) -H — H est
analytique a l'infini. Puisque ¢|x) = Id, il existe un élément de Sym*2E? i.e.
un polynéme F,(z) de degré < k — 2, tel que :
_k=2 fa 0 _k=2 fa 0
la|” = (O 1) -H—H=|a| = (0 1) -H'—H + P,

c’est-a-dire H(az) — H(z) +log.(a) = H'(az) — H'(2) 4+ C'log,,(a) + P,(z) pour
tout z € Q,. En regardant le développement de ces fonctions au voisinage de

0, on obtient que le terme constant de P,(z) + C'log,(a) — log,(a) est nul. En
regardant le développement de ces fonctions a 'infini et en identifiant les termes

constants, on en déduit —2log,(a) = —2Clog(a) pour tout a € Q) d’ou il
vient C'=1et L =L O
Lemme 2.4.2. — La représentation X(k, L) a un seul sous-objet topologique-

ment irréductible, qui est Symk*QEz ® St, et un seul quotient topologiquement
irréductible, qui est Sym*>E2.

Démonstration. — Vu le théoreme 2.1.2, il suffit de vérifier qu’il n’y a pas de sec-
tion G-équivariante (automatiquement continue) Sym* 2E% < %(k, L). Suppo-
sons qu’une telle section existe et soit H € C'(k, Lmreprésentant de I'image de
1e Sy_mk_in, i.e. H vérifie (1) avec P = 1. Il existe un polynome P,(z) de degré
< k—2tel que |a|_%(g "Y-H—H = P,, soit H(az)—H(z)+log.(a) = P,(z) pour
tout z € Q,. En regardant, comme dans la preuve d’avant, les termes constants en
0 et a I'infini, on obtient —2log, (a) = 0 pour tout a € Q' ce qui est absurde. [

Pour un caractere localement analytique x : Q) — E* (ou E est une extension
déf

finie quelconque de Ey dans Q,), posons %(k, L, x) = %(k,L) @ (x o det). Des

deux lemmes précédents, on déduit aisément :

Corollaire 2.4.3. — Soit E une extension finie commune de E¢ et Eg et
X, X'+ Q, — E* deux caractéres localement analytiques, alors :

(i) Home (S(k, L, x), S(K, L', X)) # 0 si et seulement si (k,L,x) = (K',L',x'),
(it) Endg (2(k, L, X)) = E.

3. Un théoréme de dualité

Le but de cette partie est de montrer que le dual ¥ (k, L) de X(k, L) s’identifie
topologiquement et de fagcon G-équivariante a un certain espace de fonctions

“log . -rigides” sur le demi-plan de Poincaré p-adique. Ce résultat est une extension
d’un théoreme de Morita ([22],85) qui concernait le dual (k)" de (k).
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3.1. Rappel de la dualité de Morita. — On fixe un entier £ > 2 et une ex-
tension finie £ de Q, dans Q,. Soit Q = C,\Q,, le demi-plan de Poincaré p-adique
(ou plutot ses points a valeurs dans C,). Soit U = (U;)o<i<s un recouvrement dis-
joint de Q, dans C, comme au §2.3, c’est-a-dire U; = {z € C, | |z — z| < ri},
r; € |[EX|, etc. On note 0y V'affinoide C,\U C Q et O(k)y les fonctions rigides
analytiques E-rationnelles sur 2 (la signification de k viendra de l'action de G),
i.e. les fonctions Fy : Q0 — C, de la forme :

(9) sz +ZZ )

i=1 n=1

avec by, b, € E et |by|ry — 0, |b;n|r;™ — 0 quand n — +o00. L’algebre O(k)y
est une algebre de Banach pour la norme :

(10) |Fy| = max|Fy(z)]
ZEQU
= max (IE?(})( by |70 s Iglgf{ byl ™. .. ,I};lgi( |bs7n|rs_”)

et si U’ est plus fin que U, les applications de restriction O(k)yr — O(k)y,

Fyr — Fuilg, sont injectives et continues. On pose O(k) © Jim lim O(k)y muni de

la topologie de la limite projective ([24],§5.D) et de I'action a gauche de G :

N B R

ou ' € O(k). L’application Gx O(k) — O(k) est alors continue (voir [28],Lem.1.3
si k = 2, ou le lemme 3.2.1) et on vérifie que Q) agit par e~=2) Comme il
existe un systeme cofinal dénombrable de recouvrements U, O(k) est un espace
de Fréchet (voir [24], preuve de la proposition 16.5 ou [28],51).

Soit U = (U;)p<i<s comme ci-dessus, Fyy une fonction rigide analytique sur £y
comme en (9) et H une fonction de Q,, dans E comme en (5) et (6). On définit
I’accouplement E-linéaire a valeurs dans F :

déf

(12) <FU7H>U,M0r = Z resQ(FU(Z)H(Z)dZ)
QEP(Qp)

ou “resg” signifie “résidu en (7. Explicitement :

resg (Fy(2)H(z)dz) = 0siQ ¢ {o0, 21,...,2}

+00
res,, (FU(Z)H(z)dz) = Zambmﬂ siie{l,...,s}

k—1—n

resoo(FU(z)H(z)dz) = _Za”+k 1bn —l—ZZa Z blmresoo< z—z) dz)

n
i=1 n=0 m=1

et notons que les sommes infinies convergent bien (par exemple en écrivant

:L_(X()) &z nbz n+l — =T :L_ O(Gz nr )(b;;znrll))
1
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Remarque 3.1.1. — Le terme >, , Zn o n fn;lfn bi,mresm(%dz) est

oublié dans [22].

Soit (F, H) € O(k)xC(k), alors (Flq,, H)umor ne dépend pas de U tel que H €
C(k)y ([21],83.4) et définit un accouplement E-linéaire continu G-équivariant
([22],85) -

(, YMor = O(k)x C(k) — FE

qui de plus s’annule sur O(k) x Sym*2E.

Théoréeme 3.1.2 ([22],Th.3 p. 293). — L’accouplement ( , )nor induit un
isomorphisme topologique compatible a G :

O(k) = (C(k)/Sym*2E?) = X (k).

Le cas k = 2 de ce théoreme est généralisé en dimension supérieure dans [28].

Nous utiliserons le lemme facile suivant :

Lemme 3.1.3. — Soit F € O(k), H € C(k), F*Y € O(k), H*Y € C(k)
leur dérivée (k — 1)-iéme et Q € P1(Q,), alors :

resg(FF Y (2)H(2)dz) = (—1)" treso(F(2) H* Y (2)dz).
En particulier (F*D H)yor = (—=1)FYF, HFD) 1o,

Démonstration. — Par récurrence, il suffit de considérer le cas k£ = 2. Dans un
voisinage de Q € P'(Q,), on a un développement de Laurent :

—+00

F(2)H(2)dz = Z an(z — 2g)"dz

et resg(F(2)H(2)dz) = a—y (si Q = oo, F(z)H(z)dz de développe de facon
analogue en 2z’ = 1/z, au lieu de z — zg, pour |z| > 0). Comme :

“+o00

(F(2)H(2))dz = > (n+ Dopy(z — 29)"dz
on a resq((F(2)H(z))dz) = 0 pour tout @ € P*(Q,), d’ott le résultat. O

3.2. Enoncé du théoréme de dualité. — On fixe L € Qp et B = Qu(L, /D).
Soit U = (U;)o<i<s comme au §3.1 et définissons O(k, L)y comme le Eg-espace
vectoriel des fonctions Fyr : Qy — Ep de la forme :

(13 sz —|—ZZ +ZZcmz loge(z — 2;)

zlnl i=1 n=0
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n

avec |b,|ry — 0 et |b;,|r;™ — 0. C’est encore un Banach pour la norme :

(14) | Fy| = max (max by |76, max max |b; ,|r; ", max max |cm])
n>0 1<i<s n>1 0<n<k—2 1<i<s

et les restrictions O(k, L)yr — O(k, L)y sont aussi injectives et continues lorsque
U’ est plus fin que U. On pose O(k, L) « lim O(k, L)y muni de la topologie de
la limite projective. Comme O(k), O(k, L) est un espace de Fréchet. On définit
une action a gauche de G sur O(k, L) par :

1 [(20):#]0 e B ey

Son caractere central est encore e~ (=2),

Lemme 3.2.1. — L’application G x O(k,L) — O(k,L), (9,F) — g-F est
continue.

Démonstration. — Soit g € G, montrons d’abord que g : O(k,L) = O(k,L)
est un automorphisme continu. Par la propriété universelle de la topologie limite
projective, il suffit de montrer que les applications prg, 0g: O(k,L) — O(k,L)v
sont continues ou prg =~ désigne la restriction a . Il existe U, tel que prg, o g
se factorise par :

Pro; 09

pr
Ok, L) —2 O(k, L)y, 25" Ok, L)y

Comme les projections sont continues, il suffit de montrer que la fleche de droite
est continue et on peut se restreindre au sous-espace de O(k,L)y, des fonc-
tions rigides analytiques. La continuité est alors évidente en utilisant (10) et
le fait que |bz + d|*~2? est majoré sur . Ensuite, les applications “orbites”
G — O(k,L), g — g - F sont continues pour tout F. En effet, on est ramené a
montrer la continuité en 1 € G de 'application J — O(k, L)y, g — g - Fy ou
Fy € O(k,L)y et J est un sous-groupe ouvert compact assez petit, ce qui est
une vérification facile laissée au lecteur. L’application G x O(k,L) — O(k,L) est
donc séparément continue ([24],§17). Comme O(k, L) est un espace de Fréchet, il
est tonnelé ([24],Prop.8.2) et le théoreme de Banach-Steinhaus ([24],Prop.6.15)
entraine alors que 'application est globalement continue. O

On note O(2 — k)y (resp. O(2 — k)) le sous-E-espace vectoriel fermé de
O(k,L)y (resp. O(k,L)) des fonctions rigides analytiques. En tant qu’espaces
vectoriels topologiques, ces espaces ne sont autres que O(k)y et O(k) mais I'ac-
tion de G sur O(2—k) differe (comparer (11) et (15)). Noter que le sous E-espace
vectoriel des F'(z) polynomiaux de degré < k — 2 est aussi stable par G et fournit
une injection (fermée) Sym* *E2 @e(det)~ "2 — O(k,L). Le lien entre O(k, L)
et O(k) est le suivant :
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Proposition 3.2.2. — On a une suite exacte stricte d’espaces de Fréchet com-
patible a laction de G :

0 — Sym" 2E2 @ e(det)"*"2 — O(k, L) % O(k) — 0
ot o(F) = F*=V (dérivée (k — 1)-ieme de F).

Démonstration. — L’exactitude a gauche et au centre est évidente. La continuité
de o et sa compatibilité aux actions de G sont des vérifications faciles ou classiques
(voir par exemple [22],p.289). Par le théoréme de I'image ouverte ([24],Prop.8.6),
I’application o est stricte des qu’elle est surjective. Montrons sa surjectivité. Soit
U = (U;)o<i<s un recouvrement comme au §3.1 et U’ = (U])p<i<s un recouvre-
ment strictement plus fin que U, i.e. il existe € > 0 tel que :
Qucf{zeC,|ld<ri—ctu | {z€Cyllz—2] =) +e}
1<i<s’

Soit Fyr € O(k)y qu'on integre k — 1 fois terme a terme en une fonction notée
i tDp, (avec la détermination log, du logarithme). Il n’est pas str que [ t=VE,
converge sur {2y a cause des dénominateurs m apparaissant dans
N : k-1 ' .
I'intégration, mais (f( 'Fy)|q, converge (car m(ﬂr—%)" — 0), ie.
on peut relever Fyv € O(k)yr dans O(k,L)y. Un argument a la Mittag-Leffler
utilisant le fait que Ker(O(k, L)y — O(k)y) est indépendant de U (= Sym*2E%
a torsion pres) donne alors la surjectivité sur les limites projectives. O

Dans la suite, nous allons démontrer le théoreme suivant :

Théoreme 3.2.3. — Il existe un isomorphisme topologique compatible a G :
O(k, L) = (C(k,L)/Sym"2E2)" = S(k, L)
qui s’insére dans un diagramme commutatif :
0 — Sym"?EZ®e(det) " *2 — OFk,L) 5 OF) — 0
vl L L
0 — (Sym*2E2) — N(kL) — X(k) — 0

ot la suite exacte du haut est celle de la proposition 3.2.2, celle du bas la duale
de la suite exacte du théoreme 2.1.2 et ou l'isomorphisme de droite est la dualité
de Morita (théoréme 3.1.2).

3.3. Logarithmes et résidus. — Cette section contient quelques calculs de
résidu avec la fonction logarithme et quelques lemmes combinatoires préliminaires
qui seront utilisés aux §§3.4 et 3.5. Le premier lemme est laissé au lecteur.

Lemme 3.3.1. — Soit n et m deuz entiers compris entre 0 et k — 2, on a :

N m _ 0
(—1)" 'reso (2" log (1—2) (2 log, (2))* 1)dz) :{<_1>m+1m!(k2m)! n+m—(k—2)
n+m—(k—2)
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n+m<k-—2

suivant respectivement les cas { Nt k—92

Lemme 3.3.2. — (i) Soit N et M deux entiers positifs, on a :

Y (M +i) (N +MA+1)
g; i NI(M 1)

(i1) Soit N et M deux entiers positifs avec M > 1, on a :
N

—~ (M+i) M—-1\(M-1! (M+N)/
(iii) Soit N et M deux entiers positifs avec N > 1, on a :

N %

(N 1 (N=1)M!
S0 (3) S e

=1

Démonstration. — (i) Posons [M,i] = (MJ” ,alors (M +1)[M,i] = (i+1)[M,i+
1] —i[M, 1], d’ou :

N N+1 N

(N + M +1)!
S (M+1)[M,i] = i[M,i]—- ZzM@ = (N+D[M, N +1] = ————.
=0 i=1 1=

(ii) se démontre de méme en posant | M, i[= - et en écrivant (M — 1)|M,i[=
i|M,i—1]—(i+ 1)]M,i[ pour i > 1.

(iii) En écrivant (127 ) = (];[:11) + (N ; 1) un calcul donne :

S S S ()

i=1

(M+)

Quitte a changer de notations, il suffit donc de démontrer I’assertion suivante :
soit N un entier > 0 et M un entier > 1, alors Zi\io(—l)l(]j) = 1\(/]'\(]1\&33'
L’énoncé est trivialement vrai pour N = 0. Supposons par récurrence qu’il est
vrai pour tout N < N et tout M. On a pour tout M > 1 :

].Vf(_l)i(le)z‘:M - i(_l)i(]z‘v)i:M+1§(_1)i(£1)¢+1z\4

i=0 1=0
_ N!I(M-1)! NIM! _(N+1)Y (M —-1)!
- (N+M)! (N+M+1)! (N+1+ M)
O]
Lemme 3.3.3. — Soit n et m deux entiers compris entre 0 et k — 2.

(i) Sin+m<k—2:

" (k—=3—m—1)! k—2—m)!
Z( o | )

pa (n —1)! Coplk—2—(n+m))
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(i) Sin+m>k—2:
- (—1)k2mmi o & (k- 3 m—n
Z mn—)Gi—(k—2-—m 'Zm Z (n—1) B

i=k—2—m 7=0 =0

(k—2—m)!
nln+m—(k—2))

Démonstration. — (i) La somme se récrit ., W et le résultat n’est

autre que le() dulemme332avecN—netM—k 3—(n+m)
(ii) La premiere somme du terme de gauche se récrit apres réindexation :

n+m—(k—2) m

i=0
c’est-a-dire :

1 n+m—(k—2)

C(ntm—(k-2))!

(—1) <n+m —2)2_

en utilisant Zfio(—l)l(]j) =0avec N =n+m— (k—2) > 1. On obtient

(n+m—(k—2))"Yn+m—(k—2))!"! par le (iii) du lemme 3.3.2. La deuxi¢me
somme du terme de gauche se récrit — Zk_s_m i En utilisant le (ii)

i=1

i=0  (ntm—(k—3)+i)!"
du lemme 3.3.2 et en sommant le tout, on obtient le résultat. O
Corollaire 3.3.4. — Soit 2z € Q) et n et m deux entiers compris entre 0 et
k—2,o0na:

( a1 MUk —2—m)! 1

—1
(=1) k—2—(n+m) zk—2-(n+m)
res,, ((2"loge (2 —20)) ¥V 2mog, (2)dz) =4 (=1)"n!m! (Z— — Z + log,. zo)

m!(k—2 m)' (b
—1)m n+m—(k—2)
Sy

\

n+m<k—2
sutvant respectivement les cas ¢ n+m =%k —2 .
n+m>k—2
Démonstration. — Un calcul donne (2"logy(z —20))*~D = S0 o Ol

¢ = (—1)F 22t o o (2) = 0N dilz — 20)' + (2 — 20)F 7 (+) ou

d_{() “(loge(z0) +Xh ) s i<m
T (

—1)i-l-mmililom)! si i>m+ 1.

ilzg
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On a res,, ((z”logg(z—zo))(k_l)zmlogL(z)dz) =Y o Cidy_a—j =1+ Xp ol :

k—3—m

5 32 ed (—1ym+! nlm! Z (k—3—m—1q)!
1= k—2—i = Ry ey .
i=0 25_2_(n+m) i=0 (n —)!
Y, = Z Cidp—o—;
i=k—2—m
n!m! . (—1)k—2- gy

) | )

e A T T X
avec Xy = 0sim+n < k—2. Sin+m < k—2, le résultat se déduit du (i) du lemme
3.3.3. Sin+m >k — 2, le résultat se déduit de > 7", , (n_i)(!(ll_)?kj DTl 0
et du (ii) du lemme 3.3.3. Si n+m = k — 2, le calcul est immédiat et est laissé
au lecteur. N
3.4. Définition de ’accouplement. — Soit U = (U;)p<i<s comme au §3.1,

Fy € O(k,L)y et H € C(k,L)y. On peut écrire :

Fy = Fygig + Z Z Cin?" loge (2 — 2;)

i=1 n=0

H = (H-[H]y)+[H]u

ol Fyyig € O2 — k), ¢iy € Ep et [Hly € C(k,L)y est la “tronquée” de H
définie en (7).

Définition 3.4.1. — Awec les notations précédentes, on définit [’accouplement
E-linéaire a valeurs dans Ey, :
déf -
(16) (Fo, Hyy = (Fy ™V H — [Hlo)vasor
+(_1)k_1<FUrig7 [H]gjkil)>U,Mor
s k—2
+ cin(2"loge (2 — 2), [H|v)v
i=1 n=0

ot (z"loge (2 — z), [H]u)u est défini par linéarité a partir de :

0
| 1
, m+1 1! -
(17)(z" loge (2 — ), [2™ log, (2)]v)u & (1) nim! Z o )
(—pymr Tk =2 2 1O i
n+m-—(k—2)"

~

n+m<k—2
suivant respectivement les cas ¢ n+m =%k —2 .
n+m>k—2
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Notons que les dérivées (k — 1)-iemes dans (16) ne contiennent plus de loga-
rithmes et donc (16) a bien un sens. Par ailleurs, on a par linéarité et le lemme
3.3.1:

(18) (z"loge(z — z), [Hlv)u = (2"loge(2), [Hlv)u
+(=1)" trese (2" log (1 — 2)H* Y (2)dz).

Lemme 3.4.2. — Avec les notations précédentes, si Fyy = Fy,ig alors :

(Fy, Hyy = (= 1) Fy, H* D) vor.

Démonstration. — C’est une conséquence de (16) et du lemme 3.1.3. ]

Lemme 3.4.3. — L’accouplement { , )y induit une application continue :

Ok, L)y — C(k, L)}

Démonstration. — De (12), on déduit aisément que ( , )yanor induit une appli-
cation injective continue O(k)y — C(k)}; et que la norme induite :
|<FU7 H>U,M0r‘
sup @
HeC(k)y\{0} HHHU

sur O(k)y est équivalente a la norme initiale (10). Soit Fyy € O(k, L)y, alors
I'application H — (Fy, H)y est continue (H € C(k,L)y). En effet, il suffit de
le montrer en restriction a C'(k)y, auquel cas (Fy, H)y = (Fl(]k_l), H)ymor par
(16) et le résultat découle de ce qui précede. On a donc O(k, L)y — C(k,L)y.
Montrons que cette application est continue. La encore, il suffit de se restreindre
a02—k)y C O(k,L)y. Soit Fyy € O(2 —k)y, en utilisant le lemme 3.4.2, le fait
que la dérivée (k — 1)-ieme C'(k, L)y — C(k)y est continue et ce qui précede, on
acy1,cue € |EZ| tels que :

|(Fu, H)y o |<FU7H(k71)>U7Mor|
sup _— = sup
HeckLy\oy [ H v HeC(k,L)u\{0} | H v
F H(k_l) or
< Cuz sSup ‘< ok (k—1) >U’M |
HeC(k,L)y,H*=1#£0 ||H ||U
Fy, H)yvor
< cy1  sup [y, H)vtor| < cua|Fu
HeC(k)y\{0} | H v
ce qui veut dire la continuité de O(2 — k)y — C(k, L)} O
Lemme 3.4.4. — Soit U = (U;)o<i<s €t U = (U})o<i<s deux recouvrements

de Q, dans C, comme au §3.1 avec U’ plus fin que U, Fyp € O(k, L)y et H €
Ck,L)y € C(k,L)yr. Alors :

<FU/7H>U’ = <FU”QU7H>U'
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Démonstration. — Par le lemme 3.4.2 et le fait que 'assertion est vraie avec
I'accouplement de Morita { , )uor (§3.1), on peut supposer par linéarité Fpy» =
ZMloge(z —2)ouie{l,....,s'tet U ={2€Q, | |z— %] <ri}. SilUy={z €
Q, | lz] >ro} et U={2€Q,||z| >} (avec ro < r(), définissons [H ]y comme
en (7) et [H]y de fagon similaire avec r{, au lieu de 9. Comme on a d’aprés (16)
et le §3.1 :

(z"logg(z — =), H — [H]v)vr = ((z"loge(z = 2))* ™V, H — [H]v) v vor
= {(z"log (2 = 2)ay)* ™, H — [H]t)vvior
= (2"loge(z — 2))lay, H — [H]v)u,
on peut supposer H = [H|y € C(k,L)y, c'est-a-dire [H]y = [z log.(2)]y par
linéarité avec 0 < m < k — 2. Rappelons qu’'on a |z}| < r{ par définition. Deux
cas se présentent : |z}| < rg ou |z]| > ro.
Premier cas : 2| < 1. On a :
(z"logg(z — =), [H]v)or = ((2"logg(z — 20) V. [H]y — [H]v)vr Mox
+(z"loge (2 — 2)), [H]v)uvr
= (2"logp(z — 2), [Hv)v
car le premier terme est nul par un calcul de résidu. Donc (2" log. (z — z.), [H]|v) v
est défini par les formules (17). Soit j € {1,..., s} 'unique élément tel que 2] € U;
et écrivons U; = {2 € Q, | |z — 2| < r;}, alors :

/

L Zj) + 2" loge (2 — 2;) € O(k, L)y

Z—Zj

zZ

2" oge (= — #)la, = " logg (1 -
et on a:
(2" loge (2 = Z)lay, [H]u)v = (" loge (2 — %), [H]u)u + X
ou d’apres (16), le §3.1 et 'hypothese :
); [H]v)u

/
Ri T Zj

/

X = ("log, (1—

2= Zj
= (D" loge (1= 22 ) [HIE o

/

Z—Zj

= (=1)"'resy (z” log . <1 -

Sin+m<k—2onaX=0et (z"log;(z —2;),[Hlu)v =0.Sin+m==Fk—2,
ona X =0et (2"loge(z — 2), [Hv)y = (=)™ alm!(X0, 2 =" 1), Si
n+m >k —2, on a par (18) :

(z"log (2 — 2), [H]u)v = (—1)F Tress (2" loge (1 — 2) (2™ log (2))*Vdz).

Comme :

& ) (2™ logL(z))(k_l)dz) .

Z—Zj

/ /!

(19) log,. <1 - z]> + log,, (1 — f) = log, <1 - ;),

g
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on en déduit dans ce cas :

(2" log. (= — 2l [Hluho = (—1)Fresa (2" loge (1 — ) (= log, (2)) *dz).

Dans les trois cas, on a bien (2" log. (z—2z.), [H]u)vr = (2" loge(z2—20)|ay, [H]|v)v-
Deuziéme cas : |z} > ro (donc z, # 0). On a cette fois :

((z”logg(z—zz{))(kfl),[H]U—[H]U1>U1,Mor:reszg((z"logg(z—zg)) k=1 2m]og (2 )dz)

et le corollaire 3.3.4 et la formule (17) donnent :

(_1>m+1 m!(k—2—m)! 1
n , k—2—(n4+m) , /k 2—(n+m)
(2"loge(z — z), [H]u)v = (=™ n'm‘logg( )
0
n+m<k—2
suivant respectivement les cas ¢ n+m =k —2 . On a par ailleurs :
n+m>k—2

2"logp (2 — 21)|q, = 2" loge () + 2™ log. (1 — §) cO02—-k)y COKk, L)y
d’ou par (16) :
(2" log (2 = 2]y, [Hlo)u = (=1)" (=" loge (=0), [H]y ™) vvor
+(=1)F (" oge (1= 2), [H]G ™ Dovier
= (—1)" trese (2" log (2]) (2™ log . (2)) " Vdz)
+(—1)""resn (2" log, (1 —Z) (2" log, (= )*dz).

Un calcul montre que : si n+m > k—2, les deux résidus sont nuls, si n+m = k—2,

le deuxieme est nul et le premier vaut (—1)"m!n!log.(z)), si n +m < k — 2, le
m41m!(k—2—m)! 1
k—2—(n+m) ng*Q*("+m) :

cas, on retrouve bien la valeur de (2" log.(z — z}), [H|u)v- O

premier est nul et le deuxieme vaut (—1) Dans les trois

Soit (F,H) € O(k,L) x C(k,L), alors (F|q,, H)u ne dépend pas de U tel que
H € C(k,L)y grace au lemme 3.4.4 et définit un accouplement FE-linéaire :

(,) : Ok,L)xC(k,L) — Eg.
Lemme 3.4.5. — (i) Si F' est un polynome de degré < k — 2, alors :
(P H) = (=1 M B D)o = (<D NEHT Dyt
pour tout U tel que H € C(k,L)y.
(i1) Si H est un polynome de degré < k —2, alors (F,H) = 0.

Démonstration. — (i) résulte du lemme 3.4.2 et de (16). (ii) résulte de (16) et
du fait que [H]y = 0 et (F*Y H)y, = 0 puisque F*~DH est dans ce cas une
fonction rigide, donc de résidu total nul. O]
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Corollaire 3.4.6. — L’accouplement ( , ) induit une application continue :
O(k,L) — C(k, LY

qui se factorise par le sous-espace (C(k, L)/Symk_QE%)/ et s’insere dans un dia-
gramme commutatif :

0 — Sym"?EZ®e(det)"*2 —  OFk,L) 5 O(k) — 0

vl ! / L .
0 — (Sym*?EZ)’ - (s55) - (o) — 0

ou l'tsomorphisme de droite est la dualité de Morita (théoréme 3.1.2).

Démonstration. — Par les lemmes 3.4.4 et 3.4.3, les accouplements ( , )y in-
duisent une famille compatible d’applications continues : O(k, L)y — C(k, L)y,
qui induit, en composant avec les projections continues O(k,L) — O(k, L)y,
une famille compatible d’applications continues O(k, L) — C(k, L)};. On obtient
donc que ( , ) induit une application continue O(k,L) — C(k,L)" puisque la
topologie sur C(k, L) est celle de la limite projective d’apres le lemme 2.3.1 et
[24],Prop.16.10. Le reste résulte facilement de la définition (16) et du lemme
3.4.5. O

Corollaire 3.4.7. — L’application continue O(k,L) — (C(k,L)/Symk_QEi)/
est un isomorphisme topologique.

Démonstration. — La bijectivité est une conséquence immédiate du diagramme
commutatif du corollaire 3.4.6 puisque les deux autres fleches verticales sont des
isomorphismes. Comme les deux espaces O(k, L) et (C(k,L)/ Symk_QE%), sont
des Fréchet, ¢’est un isomorphisme topologique par le théoreme de I'image ouverte
([24],Prop.8.6). O

3.5. Invariance sous G de l’accouplement. — Soit L(k,L) C O(k,L) le
sous- Fc-espace vectoriel engendré par les polynomes en z de degré inférieur ou
égal a k — 2 et par les fonctions z"log.(z —a) pour 0 < n < k—2et a € Q,.
Il est stable par I'action de G (15) et possede Sym*?E2 ® e(det)~ =2 comme
sous-espace strict invariant (celui des polynomes).

Lemme 3.5.1. — Le sous-espace L(k,L) est dense dans O(k,L).
Démonstration. — 11 s’agit de montrer que L(k,L) = O(k,L) ou L(k,L) est la
fermeture de L(k,L) dans O(k,L). En vertu de la proposition 3.2.2, o(L(k,L))
est encore un sous-E-espace vectoriel fermé stable par G dans O(k). Comme il
contient L = (k_12)!a(zk*2 log.(z)), on a o(L(k,L)) = O(k) par ([21],p.897) (cela
se déduit aussi par réflexivité du théoreme 3.1.2 et du théoreme 2.1.2). Comme
L(k,L) contient aussi Sym*?E2 @ £(det)~*=? par construction, on déduit le
résultat de la proposition 3.2.2. O]
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Pour P(z) un polynéme de degré < k — 2 a coefficients dans E et r € |E[],
notons [P(z) log (2)], € C(k,L) la fonction nulle si |z| < r et valant P(z)log.(z)
si |z| > r. Nous aurons besoin des deux lemme suivants, dont le premier généralise
(18) :

Lemme 3.5.2. — Soit 29,21 € Q, et H € C(k,L) tels que H(z) = 0 dans un
voisinage de zg et z. On a :

(2"loge(z — 20), H) = (2"loge(z — z1), H)
+(=1)" "resa (2" loge (1 — M)H(k_l)(Z)dZ).

z—2z1

Démonstration. — Si H € C(k), la formule résulte de (16), du lemme 3.1.3 et
de légalité (19) avec (zg,21) au lieu de (z/,z;). On est donc ramené & H =
[2™log. (2)], avec |z;] < r pour i = 0,1. Sin+m < k — 2, le résidu est nul et
I'égalité vaut par (17). Si n +m > k — 2, on voit en utilisant (19) et (18) que le
résidu vaut exactement (2" log, (z — 29), H) — (2" log.(z — 21), H). O

Lemme 3.5.3. — Soitr € |E[|, h € Q, et n et m deuz entiers compris entre
0ethk—2telsquen+m>k—2, ona:
m+1 T (k —2— )

(G 0 o (21 [ o () = aemteod (e ZEZ 2

o, nl(k—2—mn)!
H(—1)F2n )

n+m—(k—2)
Démonstration. — Le terme de gauche vaut d’apres (17) :
n+m—(k— . n m —2—1
D 3 () () omele) P ometo
n pyEere i k=2
— ! !thrmf(ka) ( ( - _>
e ZkZQm(n—z)!(m—(k:—Q)—l—z) ;L —
= plmlpntm=(=2) (Z(n,m) + (=1)"'S(m,n))
ou :
n ( 1)k 2—1i
b = -
(n, m) i:];_m(n—z)( —(k—2) —1—2'2
n+m—(k—2)

(=™ n+m—(k—2) 1
(n+m— (k—2))! Z H)( i )ZL+1<; 2—m

(on a utilisé S 77" k=2 (_1)i (e
pression en inversant n et m. Or :

Z(k 2)) 0) et ou X(m,n) est la méme ex-

(k—2—m)!
nl(n+m — (k —2))

S(n,m) = (=1)"*!
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par le (iii) du lemme 3.3.2 et idem pour (m,n) en inversant n et m, d’ou le
résultat. u

Proposition 3.5.4. — Soit g€ G, FF € L(k,L) et H € C(k,L), alors :

Démonstration. — Si F' est un polynome, 'assertion résulte du lemme 3.4.5 et
du §3.1. On suppose donc F' = 2" log. (2 —2) avec n € {0,...,k—2} et zp € Q,.
Si H € C(k), lassertion résulte de (16) et du §3.1. On suppose donc H =
(2™ log (2)], avec r € |E| tel que |zp| < r. L’assertion est triviale pour g dans le
centre de G. Par la décomposition de Bruhat G = P_.II P_wP_ ou P_ C G est le

Borel inférieur, il suffit de la montrer pour g = (8 (1)) aveca € Qy, g = <i11 (1))

avec h € Q, et g = w.
Premier cas : g = <g 1> Onag-F =l|a|~"z a" (*-2 (2" logy(a) + 2" loge (2 —
—|a|%§zm log . (a) si|z| <r/a

\al%(§zm loge(a) +amz™log(z)) si |z| >r/a
par (2). Donc (g-F,g-H) =X +Y + Z ou :

2)) par (15) et g- H =

X = |a" T a"* D (2" log, (a), g-H)
- —a;(’ff(&‘?m)<—1>'f-1resoo<z"<zm log(2))*dz)
Y = o 7 a2 ogy (2 — ), g-H — |a| = a™[z" loge ()]/a)
= a7 @ (2" oge(z — 2)E Y g H — [al T @[z log (2)]r/a)vion

= %resm((z log.(z — %0))(’“’1 2" dz)

%resm( (2" log, (z))(k_l)dz)

Z = e (e loge(z — %), [ loge(2)]r/a)-

Or (—1)"'ress (2" (2™ loge (2))*Hdz) + rese (2™(2" log (2))*Vdz) = 0, d'on
X +Y =0 et on vérifie avec (17) que Z = (2" log (2 — 20), [2"" log(2)].)-

Deuziéme cas: g = ! O>. Ona (g-F)(z)=F(z+h)et (¢9-H)(z) = H(z+h).

h 1
Par le lemme 3.5.2, on a :

(9-F,g-H) = ((z + h)"loge(z + h), g-H)
—i—(—l)k_lresoo((z + h)"log (1 — Z+h)(H(z + h))(k_l)dz)
= ((2+h)"og. (2+h), g- H)+(—1)"res, (2"log, (1—2) H* D (2)dz)

et, par le lemme 3.5.2 encore, il suffit de montrer ((z 4+ h)"log.(z + h),g-H) =
(z"log.(2), H) i.e. on est ramené a zy, = 0. Quitte a agrandir r, on peut supposer
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|h| < r. On a alors par (16) et (18) :
(9-F.g-H) = (g-F,g-H —[(z+ h)"loge(2)]:) + (g-F, [(z + h)"™ log.(2)]r)
= resoo(((z + h)"loge (z + h))F Y (z + h)™ log. (1 + %)dz)
+(—1)k’1resoo((z + h)"loge (14 2)((z + )™ logg(z))(kfl)dz)
+((z 4+ h)"log(2), [(z + h)™ log(2)]:)-
Sin+m <k —2, les deux résidus sont nuls et (g-F,g-H) = (F, H) par (17). On
suppose donc n 4+ m > k — 2. Le premier résidu vaut alors :
resoo((z"logg(z))(k_l)zmlog,;(l—i- ﬁ)dz)(g)—resoo (z"og. (=) k=L mog, (1— g)dz)
v1-n NI(k—2—n)!
n+m—(k—2)

et le deuxieme vaut (—1)Fres, (2" log, (1 4+ £-) (2™ log, (2 — h))*Ddz) ie. :

(—1)"“1resOo (z" log, (1 — %)(zm logL(z))(k_l)dz)

+(—1)*ress (2" loge (1 — 2) (2™ log (1 — 2))*1az)
ml(k —2 —m)!
n+m— (k—2)
Par le lemme 3.5.3, en additionnant le tout on trouve (¢-F,g-H) = 0 = (F, H).

— hn-l—m— (k—2) (_ 1)

+ 0.

_ hn+m—(k—2) (_1)m

Troisieme cas : g = . Supposons d’abord zy # 0. Quitte a agrandir r, on

01
10
peut supposer |z; | > 771 On a :

g F = (=1)"2""7"(logp (20) +loge (2 — 2 7) — loge(2))
{ 0 si 2| <rt

g-H = P2 mog,(2)  si |z >l

On vérifie avec I'’hypothese sur |z;'| et (16) que :

(9-F,g-H) = (g9-F [z " logg(2)],1)
- _ 10gg(20)resoo (Zk_2_n<2k_2_m logL(z))(k_l)dz)

H(=D)M AT oge (2 — 25 ), [T loge (2)]-1)

—(=1)F (2 log (2), [2F 7 log (2)],-1).
Le terme avec un résidu est nul pour n +m # k — 2 et vaut (—1)"n!m!log. (o)
sin+m =k — 2. Pour le deuxieme terme, soit ' € |E| tel que |25 <
r’. En écrivant [2¥"2 ™ log, (2)],-1 = ([F727™ loge (2)],-1 — [2¥ 72 ™ log, (2)],) +
(2727 log, (2)],+ et en utilisant d’une part le corollaire 3.3.4 (avec (16)) d’autre
part la formule (17), on obtient :

0

(=D ("2 Mogg (2= 2 1), [272 Mog (2)],) = —(=1)"m!nllog(z0)
1)m+1 (k—2—m)!m! _n+m—(k—2)
(o ) e (o
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n+m<k—2
suivant respectivement les cas ¢ n+m =%k —2 . Avec (17) pour le dernier
n+m>k—2
terme, on voit en additionnant le tout qu’on obtient exactement (F,H) dans
les trois cas. Reste zg = 0 que 'on laisse au lecteur. O

Corollaire 3.5.5. — L’application O(k,L) — C(k,L)" induite par ( , ) est
G-équivariante.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 3.5.4, des lemmes 3.5.1 et 3.2.1
et de la continuité de 'application O(k, L) — C(k,L)" (corollaire 3.4.6). O

De tout ce qui précede, on déduit finalement :
Corollaire 3.5.6. — On a O(k,L) = X(k, L)'

Remarque 3.5.7. — De (16), on déduit facilement que I'isomorphisme du co-
rollaire 3.5.6 induit une injection fermée compatible a G :

02— k) — (S(k, £)/Sym" 2E2 @ St)".

Cette injection est un isomorphisme topologique (combiner [33],Th.15 avec le
théoreme 3.1.2).

4. Structures entieres et complétions p-adiques

L’objectif de cette partie est de définir et d’étudier des complétions p-adiques
naturelles B(k, L) de X(k, L) obtenues par dualité en utilisant le corollaire 3.5.6
de la partie précédente. L'idée de base est inspirée de [33]. Pour k > 2, B(k,L)
s’identifie aussi a une complétion p-adique de Symk_QEi ® St C X(k,L).

4.1. Fonctions (log-)rigides bornées. — On munit  de 'action a gauche
usuelle de G par g-z = %:[2 sig= (3 Z) Pour U recouvrement comme au §3.1, on

pose Qu(g) « {*q-z, z € Qu} ol tg est le transposé de g dans G. C’est encore un
affinoide de Q. On note U(1) = (U(1);)o<i<s le recouvrement particulier suivant
de Q, dans C, (du type de ceux considérés précédemment) :

Ul = {2€Cp|z]>1}
(UMih<ics = ((Us)gery (Vy)yer,)
Uz {z€Cpllz—[z]] <1}
Vy = {z€Cp ||z —plyll <1/p}

([-] désigne le représentant de Teichmiiller). En fait, on a une projection naturelle
r:Q — |BT| ou |BT| désigne la réunion des sommets et des arétes non orientées
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de l'arbre de Bruhat-Tits BT de SLy(Q,) et Qu(1) est la réunion des images
inverses par r de l'aréte centrale et de ses deux sommets (voir [33]).

Soit U un recouvrement tel que :
(20) UgeaSu(g) = Q2
(par exemple U(1)) et posons pour L € Q,, :
O(k)"
Ok, £)" = {FeO0kL)|l(gF)la,| <1V g€ G

ou O(k), O(k,L) sont les Eg-espaces vectoriels définis respectivement aux §§3.1
et 3.2 et ou | - | est la norme définie respectivement en (10) et (14). Ce sont des
sous-O g, -modules stables par G dans O(k) et O(k, L).

E {Feol) | (g-Fla,| <1V geq)

Les preuves des énoncés qui suivent ne sont données que pour O(k, L)Y, le cas
O(k)Y étant strictement analogue ou plus simple.

Lemme 4.1.1. — Soit U et U’ deux recouvrements tels que et Qv satisfont
(20), alors O(k, L)V et O(k,L)V" (resp. O(k)V et O(k)Y") sont commensurables
dans O(k,L) (resp. dans O(k)).

Démonstration. — 11 s’agit de montrer qu'il existe Ay et Apry dans EY tels
que O(k, L)Y C A pO(k, L)V et O(k, L)Y C AppO(k,L)Y". On peut suppo-
ser U’ plus fin que U par transitivité, i.e. Qpy C Q. On a déja clairement
O(k, L)Y C Ay yO(k, L)V pour un Ay gy convenable en utilisant la continuité
de la restriction O(k, L)y — O(k,L)y. Soit ¢g1,...,9, € G tels que Quy C
U Qu(g:) (de tels g; existent par (20)), U” = (U/)i<i<s» un recouvrement
comme au §3.1 tel que U ,Qu(g;) C Qur et O(k, L) le sous-Eg-espace
vectoriel des fonctions localement analytiques sur U,y (g;) engendré par les
fonctions rigides analytiques Eg-rationnelles sur U ,Qpy(g;) et par la restric-
tion des 2" loge(z — z) (on 2! est le centre de U/). Pour F' € O(k,L){}" et
ie{l,....n}, (g F)la, € O(k,L)y. On munit O(k, L)7}7" de la norme |F| =
maxi<;<n|(g;i - F')|q, |- Noter que, lorsque restreinte au sous-espace des fonctions
rigides, cette norme est équivalente a la norme usuelle max.eun ) [ F(2)] =
MAaX) <i<pMaX.cy (g) | F | (g:) |- Comme ce sous-espace est d’indice fini, on voit en
particulier que P'application de restriction O(k, L)7} " — O(k, L)y est conti-

nue, donc il existe cypr € |EY| tel que pour tout F € O(k,L)7 9"

(21) | F'la, | < copmaxicicn|(gi - F)|ay |-

Maintenant, soit F' € O(k, L)Y et Ay € EF tel que |A\yu/| = cyur, on a par
définition de O(k, L)V :

VgeG, Vie{l,...,n}, |(g:i-(g-F))|ay| <1
d’ott, par (21) appliqué a (g-F)|ur_ ay(g) € Ok, L)7 "
Vged, |(g-Floy, | < cvymaxicical(gi- g Flay| < cvor
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et donc O(k, L)V C AyO(k, L)V O

Corollaire 4.1.2. — Awvec les notations précédentes, le sous-Er-espace vecto-
riel O(k, L)Y @ By, (resp. O(k)Y @ Er) de O(k, L) (resp. de O(k)) est indépendant
de U.

Notons O(k)° = O(k)V @ Eg, et O(k, £)* = O(k, £)V @ B, (“b” pour “borné”).

Ce ne sont pas des sous-FE-espaces vectoriels fermés dans O(k) ou O(k,L).

Lemme 4.1.3. — La dérivée (k — 1)-iéeme o : O(k,L) — O(k) (voir proposi-
tion 3.2.2) induit une application Eg-linéaire O(k,L)®> — O(k)® qui est injective
si k > 2 et s’insére dans une suite ezacte 0 — Ep — O(2,L)> — O(2)> — 0 si
k=2.

Démonstration. — L’application O(k, L) — O(k) résulte de la continuité de o
et de sa commutation a G. Si k > 2, I'injection vient du fait que :
{F e Sym*2F2 @ e(det) "2 | |g-F| <1V ge G} =0

car la représentation Symk_2E£ ne possede pas de O, -réseau stable sous G. Si
k = 2, la suite exacte sera démontrée au §4.5 (conséquence du (i) de la proposition
4.5.2 et de la proposition 4.5.3). ]

Par le théoreme 3.1.2 et le théoreme 2.1.2, on a aussi une surjection continue
O(k) — (Sym*?E2 @ St)'.

Théoreme 4.1.4 ([33],[17]). — Pour tout k > 2, la surjection ci-dessus in-
duit une injection O(k)> — (Sym*?E2 ® St)’.

Voir [33],Prop.19 et [17],Cor.5.3.

Jusqu’a présent, en dehors du cas O(2,L)P, rien n’empéche a priori O(k,L)P
et O(k)" d’étre nuls.

Théoréme 4.1.5 ([33],[17]). — Pour tout k > 2, O(k)® # 0.

Voir [33],Th.17 et Cor.25 et [17],Th.2.1 et Th.3.3 (comme me I'a expliqué P.
Schneider, ce théoreme peut aussi se déduire de 'existence de formes modulaires

rigides dans O(k) pour des sous-groupes discrets cocompacts de SL2(Q,), cf. e.g.
le lemme 5.4.6).

En ce qui concerne O(k, L)P, nous conjecturons au §4.4 qu'’il est toujours non
nul.
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4.2. Modules compacts et Banach p-adiques. — Nous examinons mainte-
nant la structure topologique des O, -modules O(k, L)Y et O(k)Y.

Dans [27], est introduite la catégorie Modgomp((‘) g, ) des O, -modules sans tor-

sion linéairement topologiques séparés compacts, les morphismes étant les appli-
cations Op, -linéaires continues (un Og,-module topologique est dit linéairement
topologique si 0 a un systeme fondamental de voisinages ouverts formés de sous-
O g, -modules).

Proposition 4.2.1. — Soit U tel que Qu vérifie (20), alors O(k, L)V (resp.
O(k)Y) muni de la topologie induite par O(k,L) (resp. O(k)) est un objet de
MOdgomp (OEL ) .

Démonstration. — 1l est clair que O(k, L)Y est sans torsion et que sa topologie
est linéaire et séparée. Il reste a voir que O(k, L)Y est compact. Il est fermé
car intersection de fermés. Montrons qu’il est borné. Soit U’ un recouvrement
de Q, dans C, comme avant. Par le lemme 4.1.1, on a cyp € |Ef| tel que
| Flo,. | < cuor pour tout F € O(k,L)Y. Comme la topologie de O(k,L) est
définie par la collection des normes (| Flq,, [)or, on voit que O(k, L)Y est borné.
Par [24],Prop.15.3(iii) et la réflexivité de O(k, L) (qui vient du (i) du théoreme
2.1.2 et du corollaire 3.5.6), O(k, L)Y est donc c-compact. Mais comme O, est
compact, c’est un résultat classique que tout O, -module c-compact et borné est
compact. ]

Comme O(k, L)Y et O(k)Y sont stables par G, on a de plus une application
continue : G x O(k, L)V — O(k, L)Y (resp. avec O(k)Y).

Soit M un objet de Mod? (O £, ) et définissons, en suivant [27], le E-espace

comp
de Banach Md ¥ Home,, (M, E.) (il s’agit des applications continues Op, -
linéaires) muni de la norme | f| = max,,ear|f(m)|. Dans [27], il est montré que le

foncteur M +— M induit une anti-équivalence de catégories entre Modgomp( Or.)q

et la catégorie des Eg-espaces de Banach (la catégorie Modfomp((‘) B.)Q & par
i

définition les meémes objets que la catégorie Mod,.,,,

HOmMOdﬂ (OEL)(M7 N) ® EL)

comp

(Op, ) mais pour morphismes

Lemme 4.2.2. — Soit f : M — N un morphisme bijectif dans la catégorie
Modgomp(OEL), alors c’est un isomorphisme (i.e. f est un isomorphisme topolo-

gique de O, -modules).

Démonstration. — Avec les notations précédentes, f induit f4 : N4 — M9,
Par [27],Prop.1.3(iii), f¢ est une injection fermée (i.e. N4 est fermé dans M9Y).
Mais par [27],Prop.1.3(i), Im(f9) ~ N¢ est dense dans M. Donc f9 est un
isomorphisme de Banach et on voit que (f¢)~! doit correspondre & f~* ® \ par
I’anti-équivalence précédente pour un A € E. Donc f~! est continu, i.e. f est un
isomorphisme topologique. O
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Corollaire 4.2.3. — Soit U un recouvrement tel que Qu vérifie (20).

(i) La topologie induite par (Sym" *E% @ St)' sur O(k)Y (voir théoréme 4.1.4)
est la méme que la topologie de O(k)Y (induite par O(k)).

(i1) Supposons k > 2 de sorte que O(k, L)V — O(k) et O(k, L)V — (Sym" ?Fi®
St)" par le lemme 4.1.3 et le théoreme 4.1.4. Alors la topologie induite par O(k) et
(Sym* 2 E2 @St) sur O(k, L)V est la méme que la topologie de O(k, L)V (induite
par O(k,L)).

Démonstration. — Notons O(k, L)Y le module O(k, L)Y muni de la topologie
induite par O(k). Comme l'application O(k,L) — O(k) est continue, comme
I'image d’un compact par une application continue est un compact et comme
O(k) est séparé, O(k, L)Y est encore un objet de Modcﬂomp(OEL) et l'identité :

O(k, L)Y = O(k, L)Y est continue. On conclut avec le lemme 4.2.2. La preuve
des autres cas est identique. O

On pose pour tout k£ > 2 :
B(k) € (O(k)")? et B(k,L) E (O(k, L)V

Il résulte du lemme 4.1.1 (et de la proposition 4.2.1) que B(k) et B(k,L) sont
des Banach qui ne dépendent pas de U. Ils sont munis d’'une action de GG par
automorphismes continus déduite de action sur O(k, L)Y et O(k)Y. Par [27], on
a des identifications G-équivariantes (non topologiques) B(k,L)" ~ O(k,L)" et
B(k) ~ O(k)P.

4.3. Complétions de X(k, L), ©(k) et Sym*>®St. — On montre que B(k, L)
(resp. B(k)) est une complétion p-adique de 3(k,L) (resp. X(k)) et que pour
k > 2 (resp. k > 2) B(k,L) (resp. B(k)) est aussi une complétion p-adique de
Sym*?E2 ® St.
Rappelons qu’'on a des accouplements continus non dégénérés (voir §3.1 et
§3.4) :
<7 >Mor : O(k) X Z(k)) — EL
(,) : Ok, L) x X(k,L) — Eg
et des injections fermées (voir §2.1) Sym" 2E2% @ St «— X (k) — X(k, L).
Soit U un recouvrement comme au §3.1 tel que € satisfait (20). On pose :
o)W € (Hex(k)|VFeOk)Y, (F,Hyo € Op,}
Ok, L)Y ¥ (Hex(kL)|VFeOk L)Y, (FH) €O}

Appelons Og-réseau, ou simplement réseau, d'une représentation localement
analytique (sur un E-espace vectoriel localement convexe de type compact) tout



38 C. BREUIL

sous-Og-module fermé générateur et ne contenant pas de E-droite. Tout Opg-

réseau est aussi ouvert (car un espace de type compact est réflexif donc tonnelé,

cf. [24], §§15 et 16) et définit une norme sur 'espace sous-jacent |v| = ir&% |A| si
veE

© est le réseau (A € E).

Proposition 4.3.1. — (i) Le Og, -module ©(k)V est un Op, -réseau stable par
G dans 3(k).
(ii) Si O(k, L)Y # 0, le O, -module O(k, L)V est un O, -réseau stable par G
dans X(k,L).

Démonstration. — (i) Le fait que ©(k)Y est fermé et stable par G est clair. Il
faut montrer que O(k)V est générateur et ne contient pas de Eg-droite. Par la
proposition 4.2.1, O(k)Y est en particulier un sous-Og, -module borné de O(k),
donc O(k)Y est générateur par le corollaire 3.5.6 et [24],Lem.13.1(iii). Soit H €
O(k)Y\ {0} tel que Eg- H C ©(k)Y, alors (F, H) = 0 pour tout F' € O(k)Y, donc
(9-F,H) =0, Vg € G, VF € O(k)Y puisque O(k)V est stable par G, donc :

(F,g-H)=0, Vg€ G, VF € O(k)Y

et par continuité, F' annule la sous-représentation topologiquement engendrée par
H dans (k). Par le (iv) du théoréme 2.1.2, on voit que tout £ € O(k)Y annule
au moins la sous-représentation Sym* *EZ ® St, donc I'image de O(k)V C O(k)
dans (Sy_mk_2E,2; ® St)" est nulle. Par le théoreme 4.1.4, on a nécessairement
O(k)Y = O(k)® = 0 ce qui contredit le théoréme 4.1.5. Donc ©(k)Y ne contient
pas de Eg-droite. La preuve de (ii) lorsque k& > 2 est strictement analogue en
utilisant le lemme 4.1.3. Lorsque k = 2, il suffit de remarquer que l'image de

O(2, L)Y dans St ne peut étre nulle car elle engendre celle de O(2)" par le lemme
4.1.3. [l

Proposition 4.3.2. — Si X(k,L) contient un réseau © stable par G, alors
O(k, L)Y #0 et il existe n € N tel que p"O(k, L)V C ©.

Démonstration. — Par le corollaire 3.4.7, la topologie du Fréchet O(k,L) =~
hﬁU(C (k, L)y /Sym* 2 E2) est aussi définie par la collection des normes (| - |};)v
ou (si F € Ok, L)) :

) dét (£, H)|

|Fly = sup :
v HeC(k,L)y\{0} ”H”U

En particulier, pour tout recouvrement U comme au §3.1 il existe un autre re-
couvrement U et ¢y € |Ef| tels que |Flo,| < cuu|F|y pour tout F e
O(k,L). Prenons U tel que Qp satisfait (20) et notons X(k,L)ys le Banach
C(k, L)y /Sym" 2 E%. Comme O est ouvert dans X(k, L), ©N(k, L)y contient, &
multiplication par un scalaire non nul pres, la boule unité X(k, L)%, de X(k, L)y
Soit F € O(k,L) tel que (F,H) € Op, pour tout H € ©. En particulier
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(9-F,H) € O, pour tout g € G et tout H € ©NX(k, L)y ot (9- F, H) € Op,
pour tout g € G et tout H € X(k, L)Y, ie. :

-FH
wp Mo PEDL
HeCk L)y [0y I H v

Par ce qui précede, on a donc |(g - F)|q, | < cuuwr pour tout g € G d’ou p"F €
O(k, L)Y pour un n convenable (indépendant de F'). On en déduit le résultat par
dualité en utilisant [24],Cor.13.5 et le corollaire 3.5.6. O

Remarque 4.3.3. — L’énoncé 4.3.2 est bien stir valable avec %(k) et ©(k)Y
au lieu de ¥ (k, L) et O(k, L)Y, & la différence prés que l'on sait que (k) possede
un réseau (proposition 4.3.1).

La classe de commensurabilité des réseaux O(k)Y et ©(k, L)V est donc “mini-
male”.

On note O(k)" (resp. O(k, L)") le Banach p-adique obtenu en complétant ¥ (k)
(resp. X(k, L)) pour la norme définie par le réseau O (k)Y (resp. O(k, L)Y) pour
un U quelconque comme avant. Il est muni d’une action de G tel que G x O (k)" —
O(k)" (resp. G x O(k, L) — O(k,L)") est continu.

Proposition 4.3.4. — On a des isomorphismes topologiques compatibles a G :
B(k) ~ ©(k)" et B(k,L) ~ O(k,L)".

Démonstration. — Notons que si O(k,L)> = 0 alors O(k, L)Y = Z(k,L) et
O(k,L)" = 0 = B(k,L). On suppose donc O(k,L)> # 0. Par [27],Th.1.2, il
suffit de montrer que le Op -module Homo, (O(k,L)Y,0p, ) des morphismes

Og, -linéaires muni de la topologie de la convergence simple s’identifie topologi-
quement & O(k, L)Y vu dans X(k,L). Comme O(k, L)Y est ouvert dans X(k, L)
par la proposition 4.3.1, on a Homo,, (O(k, L)WY, 0, ) C X(k,L) et donc :

Homo,, (O(k,L)Y,0p,) = {F € %(k,L) | VH € O(k,L)",(F, H) € Op, }.

Par [24],Cor.13.5 et le fait que O(k, L)V est fermé dans X(k, L)’ (car compact),
on en déduit O(k, L)YV = Homo, (O(k, L)Y, Og,) Il reste a voir que les topologies
sont bien les mémes mais cela découle du lemme 4.2.2 et du fait que la topologie
de O(k, L)Y est plus fine que la topologie de la convergence simple. Le cas de
B(k) est complétement analogue. O

En particulier, on a des injections continues (G-équivariantes) X(k) — B(k)

et X(k,L) — B(k,L) (si B(k,L) #0).

Proposition 4.3.5. — (i) Le Banach B(k) est aussi le complété de
Sym*2E2 ® St par rapport au réseau O(k)Y N (Sym" 2E% @ St).

(ii) Si k > 2 et O(k,L)Y # 0, le Banach B(k,L) est aussi le complété de
Sym* 2 FE2 ® St par rapport au réseau O(k, L)Y N (Sym* 2E% ® St).
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Démonstration. — On montre (ii) laissant (i) au lecteur. Posons O(k, L)V =
O(k, L)Y N (Sym" 2FE% ® St), par [27] il suffit de montrer que I’application natu-
relle O(k, L)Y — Homo,, (é(k,L)U, Op, ) est un isomorphisme topologique. La
preuve est alors la méme que celle de la proposition 4.3.4 en utilisant le (ii) de la
proposition 4.2.3 et le fait que :

Homo,, (O(k, L)Y, Op,) ={F € (Sym" *E} @St)' | VH € O(k, L)', (F, H) € Op, }.
0

4.4. Deux conjectures. — Nous énoncons deux conjectures sur les Banach
B(k,L) (qui contiennent en particulier leur non-nullité) et explorons leurs consé-
quences.

Suivant [29], si B est un G-Banach (unitaire) on note B,y le sous- E-espace vec-
toriel de B des vecteurs localement analytiques, c¢’est-a-dire des vecteurs v € B
tels que la fonction G — B, g — ¢-v est localement analytique. L’espace B,, est
muni de la topologie induite par celle de C**(G, B) (applications localement ana-
lytiques de G vers B) et non celle de B (cf. [29],57). Toute application continue G-
équivariante d’une représentation localement analytique de GG dans B se factorise
par B,,. D’apres le §4.3, on a donc une application continue X(k, L) — B(k, L)an.
Au §4.5, on montre que cette application est un isomorphisme topologique si
k = 2. Il me semble naturel de conjecturer que ce résultat vaut pour tout k£ > 2 :

Conjecture 4.4.1. — Pour tout k > 2 et tout L, Uapplication 3(k,L) —
B(k,L)an est un isomorphisme topologique.

Cette conjecture entraine en particulier 0 # X(k,L) C B(k,L), donc que
O(k, L)Y est non nul et que O(k, L)Y est un réseau de X(k, L) (cf. §4.3).

Notons B(k,L)" un ouvert borné stable par G dans B(k, L), par exemple le
complété de O(k,L)V. L’action continue de G sur B(k,L)° induit une action
lisse de G sur B(k,L)" ®o,_F,. Si la représentation B(k,L)" ®o, F, est de
longueur finie, on note B(k, L) sa semi-simplifiée qui est alors indépendante du
choix de B(k,L)°. Rappelons qu’aux données (k,L) on a par ailleurs associé
dans l'exemple 1.3.5 une représentation semi-stable non-cristalline V(k,L) de
Gal(Q,/Q,) de dimension 2 dont on note V (k, £) la semi-simplifiée modulo I'idéal
maximal. Soit w le caractére cyclotomique ¢ modulo p, nr(z) le caractére non
ramifié¢ de Gal(Q,/Q,) qui envoie le Frobenius arithmétique sur z, w, le caractere
fondamental de Serre de niveau 2 et, pour r € {0,...,p — 1}, ind(wy™) I'unique
représentation irréductible de Gal(Q,/Q,) de dimension 2 sur F,, dont le détermi-
nant est w" .

Conjecture 4.4.2. — Pour tout k et tout L, la représentation B(k,L)° R0,
F_p est de longueur finie. De plus, si k> 2, on a :
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(i) Si V(k,L) ~ ind(ws™) @ n pour un r € {0,...,p — 1} et un caractére lisse
n:Gal(Q,/Q,) — F_px, alors B(k, L) ~ [(indIG(QpX Symrfi)/(T)] ® (n o det).

) T _(nr(AHw 0
(ii) Si V(k,L) =~ ( 0 nr()) ®@n pour un r € {0,...,p — 1}, un

AeF,” et un caractére lisse n: Gal(Q,/Q,) — F, ", alors

B(k,L) =~ [(indf(Q; SymTFf))/(T —N)]” ® (n o det)
@[(inde; Sym[P—3—r]Fi)/<T . )\—1)}85 ® (errln o det)

ot [p — 3 —r] est l'unique entier dans {0,--- ,p — 2} congru a p — 3 — r modulo
p—1.

On renvoie a [6] ou [7] pour des détails sur les notations utilisées dans 1’énoncé
4.4.2.

Remarque 4.4.3. — Pour k = 2, la conjecture 4.4.2 n’est pas tout-a-fait sa-

tisfaite car V(2,L) ~ (cg ?) et B(2,L) ~ [(ind?{Q; 1) /(T = 1] (ct. §4.5).

Proposition 4.4.4. — Supposons vraies les conjectures 4.4.1 et 4.4.2.

(i) Pour tout k et tout L, B(k,L) # 0.

(ii) Pour tout k et tout L, B(k,L) est admissible.

(7ii) Pour tout k > 2 et tout L, B(k,L) est topologiquement irréductible.

(iv) Pour tout k, k" et L, L', on a B(k,L) = B(K',L'") (isomorphisme topologique
GL3(Qy)-équivariant) si et seulement si (k,L) = (k',L7).

(v) Pour tout k et tout L, tous les réseauz stables par G dans X(k,L) sont
commensurables entre euz, et donc au réseau ©(k, L)Y.

Démonstration. — (i) est trivial. (ii) se démontre comme dans la preuve du (ii)
du théoreme 1.3.3 (en utilisant la conjecture 4.4.2). Pour (iii), soit B C B(k, L) un
sous-espace vectoriel fermé non-nul stable par G. Comme B(k, L) est admissible,
par [29],Th.7.1 ses vecteurs localement analytiques sont denses et forment en par-
ticulier un sous-espace fermé invariant non nul de 3(k, L) (en utilisant la conjec-
ture 4.4.1). Or, par le lemme 2.4.2, tout sous-espace fermé invariant non nul de
S(k, L) contient Sym*>E2 @St donc est dense dans B(k, L) par le (ii) de la pro-
position 4.3.5. Donc B = B(k, L) et B(k, L) est topologiquement irréductible. (iv)
se déduit immédiatement de la conjecture 4.4.1 et du lemme 2.4.1. Démontrons
(v). Soit © C X(k,L) un réseau stable par G et X(k,L)" le complété de X(k, L)
par rapport a ©. Quitte a prendre un réseau homothétique, on peut suppo-
ser O(k,L)Y C © par la proposition 4.3.2 et on a une application continue
B(k,L) — X(k,L)". Cette application est injective : pour k > 2, cela découle
de (iii) ci-dessus et pour k = 2, cela découle du §4.5 et du fait que si le noyau
est non nul, alors il contient au moins la représentation St, donc son intersection
avec 2(2, L) est non nulle ce qui est impossible puisque (2, L) — (2, L)". Par
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ailleurs, on a une injection Homg,, (0,0g,) — Homo,, (O(k,L)Y,0g, ) (appli-
cations Op, -linéaires) ot, par (ii) et le lemme 4.6.4, ces deux modules sont de
type fini sur l'algebre d’Iwasawa Og, [[K]] de K (cf. §4.6). Je dis que le conoyau
de cette injection est de torsion. Sinon, linjection Home, (0,05, ) ® Ex —
Homo,, (O(%, L)Y, Op, )® Eg aurait un conoyau non nul et le méme argument que
dans la preuve de [27],Cor.3.6 donnerait que l'application B(k,L) — X(k, L)"
n’est pas injective. Comme les modules sont de type fini, on a donc n € N
tel que pour tout f € Home, (O(k, L)Y, 0p,), 7%, [ s’étend en un élément de
Homg,, (©,0p,) (ot mp, est une uniformisante de Er). Soit y € © et ny, € Z

le plus petit entier tel que x “ ngy € #@(k,L)U. Par [24],Cor.9.6, il existe
L
f € Homop, (O(k,L)",0pg,) tel que f(x) = 1. Puisque 7j; f s’étend & ©, on a :

T, = g, f (@) = (7, f) (7 ) = g (7, f)(y) € 7, O,

d’ott ny, < n. On a donc ﬂ]’;{l@ C O(k,L)Y ce qui acheve la preuve. ]

4.5. Le cas k = 2. — On étudie completement B(2) et B(2,L) et on démontre
que la proposition 4.4.4 est vraie inconditionnellement pour k& = 2. Les preuves
étant faciles, certains détails sont parfois laissés au lecteur.

On note 1 la représentation triviale d’un groupe quelconque. Avec les nota-
tions du §2.1, soit o(2,L)% un Op, -réseau stable par P dans o(2,L). On note
ind%s(2, L) (resp. ind%1) le Banach des fonctions continues f : G — (2, L)
(resp. f : G — Ep) telles que f(bg) = o(2,L)(f(g)) (resp. f(bg) = f(g)) muni
de la norme |f] € max,ex [f(g)] ot | | est la norme sur o(2,L) (resp. Ey)
relative au réseau o(2,L)% (resp. O, , c’est-a-dire la valeur absolue p-adique).
Comme o(2,L)° (resp. O, ) est stable par P, on voit que indGo (2, £) et ind%1
sont des G-Banach unitaires pour 'action usuelle de G par translation a droite.
Notons St le G-Banach unitaire ind%1/1 muni de la topologie quotient.

Lemme 4.5.1. — (i) St est topologiquement irréductible.

(i) On a une suite exacte stricte de G-Banach unitaires : 0 — 1 — ind$1 —
St — 0.

(iii) On a une suite evacte stricte de G-Banach unitaires : 0 — ind%1 —
ind%o(2,L) = ind$1 — 0.

Démonstration. — (i) résulte du fait que la représentation de G sur les fonctions
localement constantes P'(Q,) — Fg modulo les constantes est algébriquement
irréductible ([1]) et du fait que tout sous-espace fermé de St est complet. (ii) est
évident et (iii) se démontre comme le lemme 2.1.1 en utilisant les décompositions
d’Iwasawa et de Bruhat. Les détails sont laissés au lecteur. O

De maniere analogue au §2.1, on pose :

»(2,L) ¥s(1)/1
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(ou s est la surjection du lemme 4.5.1) qu’on munit des norme et topologie quo-
tients des norme et topologie induites par ind$o(2,L£). On a des inclusions G-
équivariantes continues (2, L) — 3(2,L) et on note 3(2,L),, comme au §4.4.

Proposition 4.5.2. — (i) On a une suite exacte stricte de G-Banach unitaires
admissibles : 0 — St — %(2,L) - 1 — 0.

(ii) La boule unité 3(2,L)° de 3(2,L) est un O, [G]-module topologiquement de
type fini.

(1i) L’inclusion 3(2,L) — 3(2,L) induit un isomorphisme topologique compa-
tible a G : 3(2,L) ~ 3(2,L)an.

Démonstration. — (i) résulte de la définition de 3(2,L), du lemme 4.5.1 et du
fait que St et 1 sont admissibles (pour St, utiliser le lemme 4.6.3 et [1]). (ii)
Munissons St de la norme induite par celle de 3(2, L) via (i) et notons St° la
boule unité correspondante, stable par G. Par (i), il existe A € Ef et une suite
exacte de Op, [G]-modules : 0 — St — (2,L)° — \Op, — 0. 11 suffit donc
de montrer que St est topologiquement de type fini sur O, [G], ce qui résulte
aisément du fait que St° ® F, est de type fini sur Fg, [G] (car algébriquement
irréductible). (iii) Par [29],Th.7.1, on a une suite exacte stricte de représentations
localement analytiques 0 — 1 — s71(1),, — X(2,L)a — 0, donc il suffit de
montrer s~ (1),, == s71(1) (voir §2.1 pour s7(1)). Il est clair qu’on a une injection
continue s71(1) < s71(1),,. Soit F' € s71(1).,, par définition I'application g +—
g - F s’écrit dans une carte locale au voisinage de 1 € G : g- F = ) cgly ou
les Fy € s7'(1). Pour tout go € G, on a (g- F)(g0) = F(gog) = Yo 2Fa(g0)
donc F est analytique au voisinage de go, donc c’est une fonction sur G partout
localement analytique i.e. F' € s7'(1). Le fait que la bijection s7*(1) = s7!(1)an
est un homéomorphisme résulte de [29],Prop.6.4. ]

Proposition 4.5.3. — On a des isomorphismes topologiques compatibles a G :
B(2) ~St et B(2,L) ~3(2,L).

Démonstration. — Nous faisons le cas ¥(2, L), Pautre étant similaire. Soit U un
recouvrement de Q, dans C, comme au §4.1 tel que Qp satisfait (20) et tel que
C(2,L)y (voir §2.3) contient des éléments Hy, ..., H, dont I'image dans 3(2, L)
engendre topologiquement X (2, £)" sur Og, [G] (il est facile de voir par le (ii) de
la proposition 4.5.2 qu'un tel U existe et que n = 2 suffit). Par [27] et le §4.2,
il suffit de montrer que la boule unité Home, (3(2,£)% Op,) du Banach dual

3(2,L) C B(2,L) ~ O(2,L) est commensurable & O(2,L£)Y. On voit qu'on a :
Home,, (3(2,L)°, 0p,) ={Fe€O0(2,L) | Vi, Vgeq, (Fg-H;) €0}
Soit F € O(2,L)Y, alors ||g - Flo,| <1 pour tout g € G, d’ot :
(g - F, H)|

sup ——— <y
Hece,Ly\oy  1Hlv
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pour un ¢y € |Ef| par le lemme 3.4.3, d’ou [(F, g - H;)| < cy|H;|v pour tout i
et tout g par la proposition 3.5.4. On voit qu’il existe Ay € E convenable tel
que [(AyF, g- H;)| < 1 pour tout i et tout g, d'ott Ay F' € Homo,, (3(2,£)%, 0g, )
ie.:

0(2,L)" € A\j'Homo,, (5(2,£)°,05, ).

Réciproquement, © o 3(2,L)°NX(2,L) est un réseau de 3(2, L) stable par G et
contient dont Ay (2,L)Y pour un Ay € E[ convenable par la proposition 4.3.2.
Donc A\yO(2,L)V C 3(2,L)° et puisque X(2,L) est dense dans 3(2,L), on en
déduit une injection :

Homo,, (3(2,L)°, 0p, ) — Aj'Homg, (6(2,L)",05,) = \;'0(2,L)"

d’ou le résultat. O

En combinant les propositions 4.5.2 et 4.5.3, on obtient par la méme preuve
que pour la proposition 4.4.4 :

Corollaire 4.5.4. — (i) Le G-Banach unitaire B(2,L) est admissible et de
longueur 2.

(ii) On a un isomorphisme topologique $(2,L) = B(2,L).n.

(iii) Si B(2,L) = B(2,L') est un isomorphisme linéaire continu G-équivariant,
alors L = L.

(iv) Tous les réseaux stables par G dans ¥(2, L) sont commensurables a ©(2,L)Y.

4.6. Admissibilité et non-admissibilité. — Soit £ C Q_p une extension finie
contenant /p. Dans cette partie, on montre en utilisant [33] et [17] que B(k)

n’est pas admissible pour k > 2 et que c’est le complété de Sym* 2E? ® St par
rapport & un quelconque réseau (de Sym" ?E? ® St) de type fini sur Og[G] (cf.
le (i) de la proposition 4.3.5).

Soit c—ind?Qxl le E-espace vectoriel des fonctions sur G a support compact
D

modulo Q,; invariantes a gauche sous /Q, muni de I'action de G par translation
a droite. C’est aussi l'espace vectoriel des fonctions H : BT — FE a support
compact (en identifiant /Q;\G a l'arbre BT). Son dual algébrique est I'espace
ind?le = {F : BT — E} des fonctions a support quelconque. Si a est une
aréte (orientée) de BT, notons a l'aréte conjuguée, o(a) le sommet origine et t(a)
le sommet terminal. Si F' : BT — E est une fonction, notons W,F" et U,F les
fonctions BT — E définies par :

(WpF)(a) = F(a)
(UpF)@) = ) F(d)

o(a’)=t(a)
a' #£a
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Il est bien connu qu’on a des isomorphismes G-équivariants :

(c—indfg1)/(W, +1,U, 1) —> St

{Fe indIGQ;1 | W,F = —-FUF=F} — St

d’ou on déduit une surjection :

c—indIGQ; Sym*?E? ~ Sym*2E? ® C—ind?pr 1 — Sym*2E? @ St

et une injection :
_ _ e e _
(Sym*?E*® St) — (Sym" 2Ez)’@)deQ;l ~ indjq« (Sym*~2E?)’
~ {F: BT — (Sym"2E?)'}.
Soit O(k) 'image du réseau c—indIGQ; Sym*~20% par la surjection : c’est un sous-
Og[G)-module de type fini générateur de Sym*?E? @ St.
Proposition 4.6.1. — Pour tout k et tout U comme au §4.3, le réseau © (k)Y N

(Sym* ?E2 ® St) est commensurable au O g[G)-module de type fini ©(k). En par-
ticulier O (k) est un réseau (i.e. ne contient pas de E-droite).

Démonstration. — Soit O(k)° € (Sym* 2E2 @ St)' n inde; (Sym*20%) : c’est

un sous-O g-module de (Sym* > E*®St)’. Par [33],Th.17 pour k pair et [17],Th.4.1
pour k impair, O(k)? est commensurable & 'image de O(k)Y") dans (Sym* 2E%®
St)’ (cf. §4.1 pour U(1)), donc & I'image de O (k)Y par le lemme 4.1.1. En considé-
rant les H € ©(k) image des fonctions de C—il’ld?Q; Sy_mkfz(‘)% a support sur une

seule aréte (i.e. une seule classe [ Q;g), on voit que :
O(k)’={F € (Sym* ?E*®St) | VH € ©(k), (F,H) € Og}
ou { , ) est l'accouplement entre Sy_mk_QE2 ® St et son dual. Par bidualité
([24],Cor.13.5, ©(k) est fermé dans Sym"*E? ® St), on en déduit :
O(k) ={H € Sym" ?E* @St |V F € O(k)°, (F,H) € Og}.

Or le membre de droite est un réseau commensurable a ©(k)Y N (Sym*2E? @ St)
par ce qui précede et la définition de ©(k)Y (§4.3), d’ou le résultat. O

Soit B un G-Banach unitaire, | | une norme G-invariante sur B et B° la boule
unité correspondante, stable par G.

Définition 4.6.2 ([27],§3). — On dit que B est admissible si pour tout sous-
groupe owvert compact H C G, Home,, ((B/B%)", E/Og) est un Op-module de

type fini.

C’est indépendant du choix de la norme ([27], on utilise e.g. le lemme 4.6.4
ci-dessous du a Schneider et Teitelbaum).
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Lemme 4.6.3. — Soit B un G-Banach unitaire. Alors B est admissible si et
seulement si dimy (B ®¢, Fp)!V < +o0c.

Démonstration. — Par [27] (plus précisément le commentaire apres le lemme
3.4), il suffit de montrer que Home, ((B/B%)™, E/Og) est un Og-module de
type fini. Soit 7 € mg une uniformisante de E, de la suite exacte :

0— (B°@Fp)'0 — (B @ E/0,)'M X2 (BY @ E/0,)')
on déduit une suite exacte (puisque F/Of est un Opg-module injectif) :
Homo, ((B° ® E/0p)'W, E/0p) ™5 Home,((B"® E/0p)'W,E/0g) —
Homp,, ((B° ® Fp)', Fg) — 0.
Donc :
dimp, (B"®0,Fr)V<+oo & dimp,Homo,, (B’°®E/05)", E/0p) ®F p<+o0.

Comme N,mHome, ((B® ® E/Op)'M, E/Or) = 0, on voit facilement que c’est
équivalent & avoir Homo, ((B ® E/Og)'™, E/Og) de type fini sur Op. O

Pour tout sous-groupe ouvert compact H C G, soit Og[[H]] = lim Op[H/J],
la limite étant prise sur les sous-groupes ouverts distingués .J dans H. Muni de
la topologie profinie, Og[[H]] est naturellement un objet de Modf,,,.(Or) ([27]
ou §4.2). Soit Homg, (B, Of) la boule unité du Banach dual de B, laction de
G sur B induit sur Homg,(B°, Og) une structure naturelle de Og[[H]]-module

pour tout H ([27],52).

Lemme 4.6.4 ([27],Lem.3.4). — Soit B un G-Banach unitaire. Alors B est
admissible si et seulement si Homg, (B°, Og) est un Og|[K]]-module de type fini.

C’est aussi équivalent & avoir Homg,, (B°, Og) de type fini sur Og[[H]] pour un
H comme ci-dessus.

Proposition 4.6.5. — Le G-Banach unitaire B(k) n’est pas admissible si k >
2.

Démonstration. — Fixons U comme avant, par le lemme 4.6.4, il suffit de montrer
que Homg,, (O(k)Y,0g) =~ O(k)Y n’est pas un Og[[K]]-module de type fini ou, ce
qui revient au méme par commensurabilité et le fait que Og[[K]] est noethérien,
que les Og[[K]]-module notés respectivement I'(H°, w¥/2) dans [33] pour k pair
et HO(%, Oz(k)) dans [17] pour k impair ne sont pas de type fini. Il suffit de voir
que leur tensorisé par Fg n’est pas un Fg[[K]]-module de type fini. Mais par
[33],Prop.29 pour k pair > 2 et [17],Th.3.3 pour k impair, ces Fg[[K]]-modules
ont au moins un sous-quotient isomorphe a inde; Sy_mTF2E (a torsion pres par
un caractere) pour un r € {0,...,p — 1} (avec des notations évidentes : il s’agit
des fonctions a support quelconque). On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’une
telle représentation n’est pas de type fini sur Fg[[K]]. O
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5. Lien avec la théorie globale et résultats principaux

On utilise la théorie globale pour trouver des valeurs de L telles que B(k, L) #
0.

5.1. Histoires de 1l-cocycles. — Pour F une extension quelconque de Q,,
faisons agir SLy(Q,) & gauche sur Sym* 2E? ~ @< oE - T" par (g- P)(T) =
(bT + d)F2P(4t¢) si g = (¢ ) € SLa(Qp) et P € Sym* *E2.

Soit I' C SLy(Q,) un sous-groupe discret et ‘T o {*y,v € T'} le sous-groupe
de SL»(Q,) des transposés de I'. Fixons L € Q, et Er = Q,(L,/p) C Q,. La
suite exacte courte 0 — Sym*?E2 ® e(det)"*2 — O(k,L) % O(k) — 0 de
la proposition 3.2.2 donne lieu & un homomorphisme (extrait de la suite exacte
longue de cohomologie du groupe discret °T") :

6e s HO('T, O(k)) — H'('T, Sym*2E%).

Le but de ce paragraphe est le calcul de é5, (proposition 5.1.5).

Soit F' une fonction rigide analytique FEg-rationelle sur © (qu’on peut voir
comme un élément de F' € O(2)). Rappelons (voir e.g. [4]) qu'une intégrale de
Coleman de F relativement a la détermination log, du logarithme p-adique est
une primitive £ de F dans O(2,L) (définie & addition d’une constante pres).
Si Q; et @, sont deux points de Q, F(Q2) — F(Q;) ne dépend donc pas de la

primitive choisie et se note 51 *F(2)dz.
Lemme 5.1.1. — Soit F € H('I',O(k)) = O(k)'" et Q € Q, la fonction :

ceo(F): T — Sym"?*C’

- /Q "R )1+ T2z = lij ( /Q V%F(z)dz) (k K 2) T

ne dépend de Q qu’a un cobord prés et définit un 1-cocycle dans H* (T, Symk_2C§)
noté cg(F).

Démonstration. — La preuve est classique et formelle, voir e.g. [31],58.2. O

On note ¢, 'application O(k)'T — HY(T, Sym**C2), F — c(F).
Lemme 5.1.2. — L’isomorphisme C,-linéaire :
Ak e Symk_2C§ = Symk_QCz
T s (=1)'TF?7 0<i<k-—2
vérifie \y(g - P) ="g7" - M(P) ot P(T) € Sym*>C2 et g € SLy(Q,).
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La preuve du lemme 5.1.2 est laissée au lecteur. On en déduit :
Corollaire 5.1.3. — On a un isomorphisme C,-linéaire :
Uy, H'(T,Sym**C2) — H'('T,Sym">C2)
(Y em) = (e Mle(r™))
Continuons avec un lemme calculatoire élémentaire :

Lemme 5.1.4. — Soit '€ O(k,L) et g € SL2(Q,), alors pour tout z € 2, on
a l’égalité suivante dans Symk_2C12J :

(22) ZF(i)(g . Z)W —tgl. (Z(tg . F)(l‘)@)%)

ot (i)” en exposant signifie “dérivée i-iéme”.

, , . b , .
Démonstration. — Si g = (Z ), on vérifie que :

d

(T =g = ™ (T 4+ a7 =)
donc :
2 g 2) 2 p6) (g . (T — 2)
;F(l)<g . Z) <T Z? ) — tgfl A ( > jzcz(jd)l) (CT—l—d)kiQiZ(T Z' ) >

En écrivant (¢T' + d)*=271 = Zf;gii(cz + d)i k270 (k_?_i) (T — 2)k=277J une
réindexation donne :

§F(i) (gz)(T_—;qz)Z _ tg—l, ( kz_f(i: F(j)(g,z)(Cz+d)k—2—i—jci_in7j>(T‘_Z)i)

) 7!

i=0  j=0
ou A;; = % Or, une récurrence sur ¢ donne précisément :
(‘g- F)D(z) =Y F9(g-2)(cz+ d)F > Ay
j=0
pour 0 <7 < k — 2 d’ou le résultat. O

Proposition 5.1.5. — On a :
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Démonstration. — Soit F € H°('I',O(k)) = O()T et F € O(k,L) tel que
o(F) = F (cf. proposition 3.2.2) i.e. F*~Y = F. Notons O, 7(F) la fonction :
T — Sym"E; C Sym"**C}
by = Yy .F—F.
Soit @ € Q et v € T, il suffit de montrer :

1 _

#) S+ g lesalF) ) = - Prg — Prg

ou cgo(F) est la fonction du lemme 5.1.1 et Pz, = S F(i)(zQ)(T_i—!ZQ)i €
Symk’zcg. Si P(T) est un polynome de degré < k — 2, on a 1’égalité bien connue
P(T) = Y172 P(")(ZQ)W. Comme 'y~' - I — F est un tel polynéme, on
obtient :

oo p(F)('y) = =y (" F-F)
k—2 )
e (T—z) o (T—z)
_ (Wlfy%m% Z_|Q)_ Fo@@( ﬂ@)
1=0 ’ =0 ’
k—2 . k—2 .
(22) =iy (L —2)" ~i 1 (T =77l 2)
(24) 2. ( Jal )(ZQ)TQ) _Z FO(y 1,ZQ)+
i=0 ’ i=0 ’

Comme (k — 2)! Zf:_oz F(’)(z)(T:—,Z)Z est une primitive (en 2) de F'(2)(T — 2)*2 =
Ae(F(2) (14 2T)572), on a (cf. le lemme 5.1.1) :

1 - a1 (T =771 2q)’

25) ——\ () = ST RO (L Q
( 5> (k‘—2)' k(cﬁaQ( )(7 )) £ (’7 ZQ) il

k—2

(i (T — A )Z
— F()(ZQ) g Q

=0

En additionnant (24) et (25) on obtient (23). O

Puisque Ay est défini sur Q,, la proposition 5.1.5 montre que cg, est en fait a
valeurs dans H'(T, Sym* 2 FE2).

5.2. 1-cocycles et invariant L. — On garde les notations du paragraphe
précédent. On exprime dr comme combinaison linéaire, dépendant de L, des 1-
cocycles de Coleman et de Schneider ([32]), dont on rappelle la définition.

Soit Ceol o co le 1-cocycle du lemme 5.1.1 correspondant a la valeur £ = 0
(détermination “d’Iwasawa” du logarithme). On a c.oi(F) € H'(T,Sym*2E2)
pour tout F € O(k)'T.
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Soit 7 : Q — |BT| la fleche SLy(Q,)-équivariante de réduction sur les sommets
et les arétes non-orientées de 'arbre BT (voir e.g. [33] pour une définition expli-
cite de 7). Soit F(z) une fonction rigide analytique sur €, a = [s,s’] une aréte
orientée de BT allant du sommet s vers le sommet adjacent s’ et choisissons un
isomorphisme analytique :

rHa)~{teC,|1/p<|t| <1}

de telle sorte que s soit “I'image” des t € C, \ Q, tels que || = 1/p (inverser
s et s’ revient a remplacer t par, e.g., p/t). On a F(2)|,-1a) = Y_,cz @nt" €t on
définit :

res, (F(z)dz) = a_;.
C’est indépendant de I'isomorphisme analytique choisi préservant 1’orientation.

Si s est un sommet de BT et g € SLy(Q,), on note [s, g-s] 'ensemble des arétes
orientées permettant de joindre s a g - s.

Lemme 5.2.1. — Soit F € O(k)'" et s un sommet de BT, la fonction :
Csch,s<F) I = Symk72Ei
v Z res, (F(2)(1 4 2T)"%dz)

a€[s,ys]
- ( Z res, (ziF(z)dz)> (k - 2) T
=0 a€[s,y-s] !

ne dépend de s qu’a un cobord prés et définit un 1-cocycle dans H (T, SymkﬂEi)
noté csen(F).

Démonstration. — La preuve est une conséquence du lemme 5.1.1 et de I'égalité
(26) dans la preuve de la proposition qui suit, mais peut bien str se vérifier
directement. ]

On note ¢y, application O(k)T — HY(T,Sym" 2E2), F — cen(F).
Proposition 5.2.2. — On a :

Cr, = Ceol + Lcsch-

Démonstration. — Soit F € O(k)'" et Q € Q tel que 7(Q) est un sommet sg de
BT. 1l suffit de montrer pour tout vy € I' :
(26) ce.(F)(7) = co,o(F)(7) = Lesen,sq (F) (7).

Vu les énoncés des lemmes 5.1.1 et 5.2.1, il suffit de montrer que si F' est une
fonction rigide analytique (FE-rationnelle) sur €, F (resp. Fp) une primitive
de F dans O(2,L) (resp. O(2,0)) et si Q1,Q2 € 2 sont tels que s, “ r(Qi),
i € {1,2}, sont deux sommets adjacents, on a :

(Felzq,) — Felzq))) — (Fo(zq,) — Folzqy)) = Lresie, oo (F(2)dz).
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Soit g € G tel que zg, = g- 21, 20, = g- 22 ol |21| = 1 et |2z2| = 1/p, quitte a faire
le changement de variable z — ¢ - z, il suffit de montrer :

27)  (Felz) = Fal(21)) = (Fo(z2) = Fo(=1)) = Lresqq) (F(2)d2)

olt a(1) est I'aréte “centrale” [z1,25]. En écrivant F'(2)|,-1(a1)) = D ez @n2" le
membre de gauche de (27) vaut :

a_q <(10gL(22) — logy(22)) — (logg(z1) — logo(zl))> = a_1(Lval(z) — Lval(z))

= a,l(L — O)
= Lres,) (F(2)dz).
O
Remarque 5.2.3. — Dans [30],54 se trouve une variante de la proposition

5.2.2.

En rassemblant les propositions 5.1.5 et 5.2.2, on obtient le résultat suivant :
Corollaire 5.2.4. — On a :

-1
op = mqjk © (Ccol + ’E-’Csch>-

5.3. Formes modulaires et invariant £. — On fixe un plongement Q — Q_p,
un entier N > 1 premier & p et une extension finie £ de Q, dans Q, conte-
nant 'extension quadratique non ramifiée de Q,(/p), ainsi que toutes les valeurs
propres des opérateurs de Hecke T, pour ¢ premier a pN agissant sur les formes
modulaires paraboliques de poids k sur I'g(p/N). On note Si(I'o(pN)) le E-espace
vectoriel de ces formes dont le développement de Fourier est a coefficients dans
E.

Soit f € Sp(T'o(pN)) (non nulle) telle que Ty(f) = asf pour (¢,pN) = 1 avec
ay € E. D’apres [13],Th.6.1, il existe une unique représentation (absolument)
irréductible :

p: Gal(Q/Q) — GLy(E)
non ramifiée en dehors de pN et telle que, si £ { pN :

trp(Froby) = ay
detp(Frob,) = (*!

ou Froby est un Frobenius arithmétique en ¢. On note p, « Prlca@y Q)

Théoreme 5.3.1 ([23]). — Awvec les notations précédentes, supposons [ nou-
velle en p. Alors il existe un unique L € E tel que, d torsion prés par un caractére
quadratique non ramifié :

pp = V(k,L).
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Rappelons que V(k,L) est défini au §1.3. On note Lpp(f) © L avec £
comme dans le théoreme 5.3.1.

Supposons maintenant N de la forme N = N"NT ou (N~,N*) =1, N~ est le
produit d’un nombre impair de nombres premiers distincts et Nt est arbitraire
(premier a pN~). Soit B l'algebre de quaternions sur Q ramifié a U'infini et aux
places divisant N~ (ici B n’est pas un Banach!) et choisissons un isomorphisme
L: B®q Qp, = M2(Q,) (matrices 2 x 2 & coefficients dans Q,,, deux tels isomor-

phismes sont conjugués par une matrice dans G). Soit R C B un Z[1/p|-ordre
d’Eichler de niveau Nt (cf. [3],§1.1 ou [34],8II1.5.A) et Ry les unités de R de
norme réduite 1. On pose :

I € J(R)) C SLy(Q,).
C’est un sous-groupe discret cocompact de SL2(Q,).

Rappelons qu'une forme modulaire rigide E-rationnelle de poids k et niveau I
est une fonction rigide analytique E-rationnelle F' sur € telle que :

F(y-2)=(cz+d)fF(z) Vy = (OCL Z) el

c’est-a-dire, vt nos conventions, un élément de O(k)'". On note Sy(T") le E-espace
vectoriel O(k)tF des formes rigides analytiques E-rationnelles de poids k et niveau
I'. Pour ¢ premier, ¢ 1 pN, les opérateurs de Hecke T}, définis de la maniere usuelle
a partir de 'action des doubles classes F((l) B)F, agissent sur Sy(I).

Notons Sy, (g (pN))PN™ 1w Je sous- E-espace vectoriel de S (Io(Np)) des formes
nouvelles en p/N~. Le théoreme suivant est une conséquence de la correspondance

de Jacquet-Langlands et du théoreme d’uniformisation des courbes de Shimura
de Cerednik-Drinfel’d :

Théoréeme 5.3.2 (cf. [18],85). — I existe un isomorphisme E-linéaire com-
patible aux opérateurs Ty, £ pN :

Sip(T) = Si(Ty(pN))PN ™~ —mowy,

En particulier Si(T') = 0 si k est impair. Soit f € Sp(To(pN))PN ™ W vecteur
propre des Ty pour ¢ t pN et soit F' € Si(I') la forme rigide correspondant a f
par le théoreme 5.3.2 (déterminée a multiplication par un élément de E* pres).

Théoréeme 5.3.3 ([32],81). — Awvec les notations précédentes, il existe un uni-
que L € E tel que :
CCOI(F> = £Jcsch(F’>-
Rappelons que ceo(F) et csen(F) sont définis au §5.2. On note Lr(f) Y

avec L comme dans le théoreme 5.3.3. Il est le méme pour toutes les formes
propres f “provenant” d’une méme forme propre nouvelle dans Sy, (Io(pN~N*'))
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ott N*' | N*. A priori, Lp(f) pourrait dépendre de la décomposition N = N~ N+,
i.e. du choix de N~ vérifiant les conditions précédentes, mais on a le résultat
suivant :

Théoréme 5.3.4 ([18],86). — Soit f € Sp(To(pN))PN W qalors :
Lru(f) = Lr(f).

Si F € Si(T) est vecteur propre des Ty pour £ 1 pN et si f € Sg(To(pN))PY —nowv
correspond a F' par le théoreme 5.3.2, on note indifféremment L(F) = L(f) la
valeur commune de Lpp(f) = Lr(f).

5.4. Les résultats principaux. — On conserve les notations du §5.3. On
étend tacitement les scalaires de Ep a E'si L € F.

Lemme 5.4.1. — Soit L € E.

(i) Si k > 2 (resp. k = 2), la surjection o : O(k,L) — O(k) (proposition 3.2.2)
induit une injection O(k,L)'T — O(k)'" (resp. O(2,L)T/E — O(2)'7).

(i) Le sous-espace de O(k)T image de O(k,L)'T est stable sous laction des
opérateurs de Hecke Ty pour £+ pN.

Démonstration. — (i) résulte de (Sym*2E?)T = 0 pour k > 2 car il est bien
connu qu’il n’y a pas de formes modulaires rigides de poids négatif non nulles (voir
e.g. [17],Th.4.1.(2)). (ii) résulte du fait que 'action des opérateurs de Hecke passe

k-2
2

par l'action du groupe G (tordue par e(det) =z ici, cf.(11)) et que la surjection
o:0(k,L) — O(k) est G-équivariante. O

Théoreme 5.4.2. — Supposons k > 2.

(i) Soit L € E et F € O(k)'" vecteur propre des Ty, pour £ t pN, alors F €
O(k,L)'T si et seulement si L(F) = —L.

(i) On a O(k,L)'T =0 sauf pour un ensemble fini de L (contenu dans E).

(iii) Les injections O(k,L)'" < O(k)'T induisent des isomorphismes :

@LGEO(IC, L)tl" ~ O(k_)tl" ~ Sk(r()(pN))pN__nouv.

Démonstration. — (i) Par le (i) du lemme 5.4.1 et la proposition 3.2.2, on a une
suite exacte :

0 — O(k,£)T — O(k)'" 2 H'('T, Sym*2E?)

ou d’apres le corollaire 5.2.4 et le théoreme 5.3.3 :

1

5L(F) = —m<qjk(ccol(F)) +£’\Ijk(csch(F)))

= ~=m (L(F) + L)Wp(csan(F)).
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Mais ce : O(k)'T — HYT,Sym" 2E?) est un isomorphisme (cf. par exemple
[32],Th.1 ou [30],Th.3.9), donc :

FeOk L)l o 6(F) =0 (L(F) 4 L)Wi(csen(F)) =0 < L(F) + L = 0.

(ii) résulte de (i), du théoreme 5.3.2 et du fait que Sy(To(pN))PN 20 est de
dimension finie. (iii) Les opérateurs T, pour ¢ { pN se diagonalisent sur une base
de formes (propres) de Sy(To(pN))PN™ "% donc aussi de O(k)'T = Si(I) par
le théoreme 5.3.2. Par le (ii) du lemme 5.4.1 et le (i), une base du sous-espace
O(k, L)' est donnée par les formes propres de la base précédente dont I'invariant
est L. On en déduit la décomposition (iii). O

Remarque 5.4.3. — Lorsque £ = 2, on a un énoncé analogue au théoreme
5.4.2 en remplagant O(k, £)'T par O(2,L)T/E.

Remarque 5.4.4. — Comme H'!'(‘T,O(k)) = 0 pour tout k& > 2 (voir par
exemple [17],Cor.2.2), on a en fait pour k > 2 une suite exacte :

0— Ok, L)T = O(k)T — H'('T,Sym*2E?) — H'('T',O(k, L)) — 0.

Comme O(k)T et H'(‘T,Sym* 2E?) ont méme dimension sur E (cela résulte
du fait que ¢y, est un isomorphisme, voir preuve précédente), on en déduit que
O(k,L)" et H'('T', O(k, L)) ont aussi méme dimension. De plus, en utilisant les
résultats de [18],56 et ce qui précede, on peut montrer que la surjection dans la
suite exacte ci-dessus induit des isomorphismes (méme pour k = 2) :

HY('T, Sym*2E?) ~ @ H'(T, O(k, L)).

Lemme 5.4.5. — Soit B un E-espace vectoriel de Banach et H un groupe
compact agissant sur B de sorte que H x B — B est continu. Alors, quitte a
remplacer la norme de B par une norme équivalente, la boule unité de B est
stable par H.

Démonstration. — Comme H est compact, son image dans Hompg(B, B) (ap-

plications FE-linéaires continues) muni de la norme || f|| © SUDye 3\ {0} MS’”)"

bornée. Donc il existe ¢ € |E*| tel que |h - v| < c|v| pour tout h € H, v € B
et aussi, puisque H est un groupe, ¢ !|v| < |h - v]. Si B? est la boule unité de
B, on a donc A € E* tel que A™'B® C h(B°) C AB° pour tout h € H, d’ou
AIBY C Npegh(B®) € AB°. On voit que Npegh(BP) peut étre utilisé comme
nouvelle boule unité stable par H. O]

est

Lemme 5.4.6. — Pour tout k > 2 et tout L, on a (O(k)*)T = O(k)'" et
(O(k, L))" = O(k, L)'T.

Démonstration. — On donne la preuve pour O(k, L), autre cas étant similaire.
1l suffit de montrer O(k,L)" C (O(k,L)P)'T, Pautre inclusion étant triviale.
Rappelons que [ est le sous-groupe d’Iwahori de G et que U(1) désigne le re-
couvrement particulier de Q,, dans C, défini au §4.1. On vérifie que I préserve
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Quqy et définit par (15) une action sur le Banach O(k,L)yy (83.2) tel que
I x O, L)yay — Ok, L)y est continu. Par le lemme 5.4.5, quitte a chan-
ger la norme de O(k, L)y) par une norme équivalente, on peut supposer que /
préserve la boule unité de O(k, L)y ). Par ailleurs, le groupe I' étant cocompact,
I'ensemble 1Q; \G/'T est fini, représenté par les classes de g, ...,gs € G. Soit
F e Ok L)T et X € EX tel que |(g; - AF) oy | < 1 pour 1 < i < s. Tout
g € G gécrit g = hgi'y pour un h € IQ), un i € {1,...,s} et un v € T.
On a [(gi - AF)|a, | < 1 dott [(gi'y - AF)|ay,, | < 1 puisque 'y - F' = F d'ou
|(hgi'y - A\F)|ay,, | < 1 puisque I préserve la boule unité d’'out (g - AF)|ay,, | <1
pour tout g € G d'ott F' € O(k,L)P. O]

Le cas k = 2 étant déja fait (§4.5), on suppose k > 2 et on pose :

A(k) & {=L(f), f forme propre nouvelle dans Si(I'g(pN)) pour N
de la forme N™N* comme au §5.3} C Q,.

Théoreme 5.4.7. — Supposons k > 2.

(i) Pour L € A(k), on a O(k,L)> # 0, de sorte que B(k,L) # 0 et que la
représentation Y(k, L) posséde un réseau stable par G.

(ii) Soit L € Q, et L' € A(k), si B(k,L) = B(k,L') est un isomorphisme E-
linéaire continu G-équivariant (ot E est une extension finie de Q, contenant Er,
et Er), alors L =L/,

Démonstration. — (i) Via le théoreme 5.3.2, cela se déduit du (i) du théoreme
5.4.2, du lemme 5.4.6 et des résultats du §4. (ii) Par hypothese et le (i) du
théoreme 5.4.2 (quitte a agrandir E), il existe un sous-groupe de congruence
I' C SLy(Q,) et F € O(k,L")'T correspondant par le théoreme 5.3.2 & une forme
f propre et nouvelle dans Si(I'g(pN)) pour un N convenable. Si un isomorphisme
comme dans I’énoncé existe, alors par dualité on a un isomorphisme E-linéaire G-
équivariant ¢ : O(k,L")> = O(k, L) (cf. fin du §4.2), d’on, puisque I'action des
opérateurs de Hecke passe par I'action de G, une forme propre 1)(F) € O(k, L)'"
ayant mémes valeurs propres que F' sur les Ty pour ¢ pN. Par la théorie d’Atkin-
Lehner dans Si(I'o(pN)), la forme propre correspondant a ¢ (F') par le théoreme
5.3.2 doit étre proportionnelle a f, donc on a en particulier L(¢(F)) = L(F) ce
qui entraine L = L' par le (i) du théoreme 5.4.2. O

Remarque 5.4.8. — Pour k > 2 et L € A(k), les réseaux de Sy_mk’ZE% ®
St induits par les boules unités des B(k,L), & savoir les réseaux O(k, L)Y N
(Symk_in ® St) du §4.3, ne sont pas commensurables entre eux quand L va-
rie dans A(k) (utiliser le (ii) de la proposition 4.3.5 et le théoreme ci-dessus).
En utilisant le théoreme 5.4.2 et des arguments similaires a ceux de la preuve
précédente, on voit méme qu’ils ne vérifient aucune inclusion a commensurabilité
pres les uns dans les autres!
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Remarque 5.4.9. — Il est problable que les Banach B(k,—£L(f)), vus (pour
k > 2) comme complétions de Sy_m'“’zE2 ® St, se réalisent dans la complétion
p-adique du H' Betti des (pro-)courbes modulaires associée au réseau de la co-
homologie entiere (complétion considérée dans [14] par exemple) : voir [8].
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