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Résumé. — Soit L une extension finie de @, et n un entier > 0. A toute filtration de
Hodge de poids de Hodge-Tate distincts sur une représentation de rang n suffisamment
générique du groupe de Weil-Deligne de L, on associe une représentation localement
Q,-analytique semi-simple de longueur finie de GL,,(L). On montre plusieurs propriétés
de cette représentation. Par exemple, lorsqu’elle possede un réseau stable par GL,, (L),
alors la filtration de départ est faiblement admissible.
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1. Introduction

Soit p un nombre premier, L une extension finie de @Q,, n un entier > 0 et p, :

Gal(Q,/L) — GL,(F,) une représentation continue. Dans [8], puis [30], [21], [19] (et
maintenant de nombreux articles) est associée a p, une liste (finie) de représentations

irréductibles distinctes de GL,(Or) sur E appelés poids de Serre. Lorsque p, est la

restriction a Gal(QTp/ L) d’une représentation galoisienne globale p, il est conjecturé
que cette liste donne les constituants irréductibles a multiplicité pres apparaissant
dans le GL,(Op)-socle des représentations lisses de GL, (L) sur F, portées par les
sous-espaces propres pour Hecke associés a p dans la cohomologie étale modulo p de
tours de variétés de Shimura en p (lorsque ces sous-espaces propres sont non nuls).
En particulier, la liste des poids de Serre est un premier pas dans la compréhension
de ces représentations de GL, (L), et la combinatoire de ces poids s’est révélée parti-
culidrement riche et féconde. A la suite de [18], plusieurs auteurs ont démontré des
cas partiels ou particuliers de ces conjectures sur les poids de Serre et les ont reliées
a d’autres conjectures (voir par exemple [20]).

L’objectif de cet article est de commencer a développer ce qui pourrait étre vu
comme un “analogue” de cette théorie en caractéristique 0 en remplacant les poids
de Serre par certaines représentations localement Q,-analytiques irréductibles de
GL,(L). Plus précisément, soit p, : Gal(Q,/L) — GL,(E) une représentation con-
tinue ot E est une extension finie de @, contenant une cloture galoisienne de L.
L’espoir a l'origine de ce travail est que I'on doit pouvoir associer a p, une liste
de représentations localement Q,-analytiques irréductibles distinctes de GL,, (L) qui,
lorsque p, est la restriction & Gal(Q,/L) d’une représentation galoisienne globale p,
donne & multiplicité pres les représentations localement Q,-analytiques irréductibles
de GL, (L) apparaissant en sous-objets dans les (vecteurs localement Q,-analytiques
des) représentations p-adiques continues unitaires de GL, (L) portées par les sous-
espaces propres pour Hecke associés a p dans le complété p-adique de la cohomolo-
gie étale de tours de variétés de Shimura en p. Dans cet article, nous nous con-
tentons modestement d’associer a p,, supposée potentiellement semi-stable et suf-
fisamment générique, une représentation localement Q,-analytique semi-simple ex-
plicite de GL,,(L) sur E dont tous les constituants (distincts et en nombre fini) de-
vraient faire partie d’une telle liste, et nous donnons un certain nombre d’arguments
en cette faveur. Notons que nous utilisons de maniere cruciale des résultats de Orlik
et Strauch ([27]).

Rentrons plus en détail dans les résultats et constructions de D'article. Soit
D une représentation de Weil-Deligne de rang n > 1, que l'on voit comme un
“(¢, N, Gal(Q,/L))-module filtré sans sa filtration” (cf. § 5), et hy, < -++ < hy,
une liste de poids de Hodge-Tate distincts pour chaque plongement o : L < E. On
suppose que les constituants irréductibles de D sont distincts et que les “segments”
apparaissant dans D sont non liés au sens de Zelevinsky (cf. Hypotheses (5.1), (5.2)).
Rappelons qu’a ces données on peut associer de maniere naturelle une représentation



VERS LE SOCLE LOCALEMENT ANALYTIQUE POUR GL, I 3

localement algébrique 7(D, h) de GL, (L) sur E qui est ici irréductible (cf. [6, §4] ou
§5).

A toute filtration de Hodge Fil' = (- € Fil"*vo C Fil"» C ...), sur D de
poids de Hodge-Tate (h;,);, on associe une représentation localement Q,-analytique
semi-simple de longueur finie w(D, h,Fil') de GL, (L) sur E contenant le consti-
tuant 7w(D,h). Les constituants de m(D,h,Fil') sont découpés dans des induites
paraboliques localement Q,-analytiques grace a la théorie de [27]. Le résultat prin-
cipal, qui est une des motivations importantes pour la définition de 7(D, h, Fil'), est
le suivant :

Théoréme 1.1 (cf. Corollaire 7.7). — Si la représentation (D, h, Fil') contient
un Og-réseau stable par GL, (L) alors la filtration Fil' est faiblement admissible.

Rappelons que, par Opg-réseau, on entend un sous-Og-module générateur ouvert
(ou, de maniere équivalente, fermé) qui ne contient pas de E-droite.

Expliquons la définition de w(D, h, Fil') dans le cas le plus simple : L = Q,, N =
et l'action de Gal(Q,/L) est triviale (cas “cristallin”). Fixons une base de vecteurs
propres (€;)ic{1,. »} du Frobenius ¢ sur D de valeurs propres o; € E* (rappelons que
les «; sont distincts) et soit B C GL,, le Borel des matrices triangulaires inférieures, B
celui des matrices triangulaires supérieures et W = &, le groupe de Weyl de GL,,. Soit
e le caractere cyclotomique p-adique (vu comme caractere de @;) et x;: Q) — E~
le caractére non ramifié envoyant p sur a;. Pour w®8, w deux éléments quelconques
de W, considérons la série principale localement QQ,-analytique :

alg—1 —(n— _hwaL -t —(n—
(1) (I dg(L{j ()@p) 2 ot DX e TN (E) @ 2 P (e TP (2)®

—h ale—1 Qp-an
®zn Y : (n)Xw‘l(n)(Zn)> o

Les résultats de Orlik et Strauch impliquent que cette série principale est de longueur
finie. On vérifie ici qu’elle ne possede qu’'une unique sous-représentation irréductible
(Corollaire 2.5) que I'on note C'(w™#,w), et que I'on peut (partiellement) décrire en
utilisant la théorie de [27]. Noter qu’a w?# fixé, il peut y avoir plusieurs w donnant
le méme C'(w?®, w) & isomorphisme prés (cf. Lemme 6.2). Par exemple, si w?e = 1,
tous les C'(1, w) sont isomorphes a w(D, h).

On peut voir la filtration de Hodge Fil' exprimée dans la base (e;); comme un point
sur la variété de drapeaux GL, /B =[],y BwB/B. On définit alors :

7(D, h, Fil) @C (W™, w)

ott la somme directe porte sur les C'(w*#, w) distincts tels que :

(2) Fil' € w™' Bu*gw,B/B.
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Ici, wy € W est I'élément de longueur maximale et la longue barre signifie ’adhérence
de Zariski (une variété de Schubert donc). Si C(w?8 w) = C(w™s w'), on peut
montrer que w~'Bwdew,B/B = w' 'Bw¥w,B/B (Lemme 6.3) de sorte que la
représentation w(D, h, Fil') est bien définie. Elle ne dépend pas non plus de 'ordre des
vecteurs e;. Notons que, lorsque w®® = 1, 'adhérence (2) est tout GL,,/B, et donc
C(1,w) = 7(D, h) est bien toujours un constituant de 7(D, h, Fil'). La définition de
7(D, h,Fil') dans le cas général est techniquement un peu plus compliquée (il faut
tenir compte de tous les plongements o : L — FE, remplacer les séries principales
par des induites paraboliques et faire attention au cas N # 0), mais le principe est
toujours donné par (2).

La preuve du Théoreme 1.1 consiste alors a examiner les conditions nécessaires
d’intégralité satisfaites par les constituants C(w®® w) de m(D, h,Fil'). Rappelons
que, si une série principale comme (1) possede un réseau invariant, alors Emerton
a montré dans [13, Lem.4.4.2] que le caractere de B(Q,) induisant devait satisfaire
certaines conditions. Nous montrons ici que ces conditions restent valables si 1’on
suppose seulement que le socle C(w™8, w) de la série principale a un réseau invariant
(Corollaire 3.5). Quand on explicite toutes ces conditions pour tous les constituants
de (D, h,Fil'), on se rend compte que I'on tombe alors sur les conditions de faible
admissibilité de Fil' (Théoréme 7.6), ce qui entraine 'énoncé 1.1.

La représentation m(D, h, Fil') vérifie plusieurs autres propriétés agréables qui la
rendent “compatible” avec les quelques résultats déja existants (et sont autant de
tests). On en vérifie trois dans cet article :

(i) On montre qu’elle est compatible avec les résultats de [6] de la fagon suivante.
Disons que Fil' est générique si elle est dans l'intersection des w™'BwyB/B pour
tout w € W (voir Définition 8.1 pour la formulation exacte dans le cas général).
On montre que (D, h,Fil') = m(D, h) si et seulement si Fil' est générique (Lemme
8.2). Le Théoreme 1.1 entraine alors que si (D, h) admet un réseau, toute filtration
générique est faiblement admissible. On montre aussi que s’il existe une filtration
Fil' faiblement admissible, alors il en existe une qui est de plus générique (Corollaire
8.3). Pour les D considérés ici, on retrouve donc en les précisant les résultats de [6,
§83,4,5] (ou les filtrations construites étaient en fait génériques).

(ii) Lorsque n = 2, N = 0 et l'action de Gal(Q,/L) est triviale (mais L est quel-
conque), on montre que (D, h, Fil') pour Fil' faiblement admissible redonne exacte-
ment le socle de la représentation localement Q,-analytique de GLy(L) définie dans
[1, §4] (cf. § 8). Notons que, lorsque de plus L = Q,, 7(D,h,Fil') est contenu
dans le socle de la représentation localement analytique donnée par la correspon-
dance de Langlands p-adique pour GLy(Q,) ([9]) et lui est égal au moins lorsque D
est réductible (il est probable que cela reste vrai lorsque D est irréductible).
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(ili) Lorsque L = Q,, N = 0 et Fil' est faiblement admissible et correspond & une
représentation ordinaire p, de Gal(Q,/Q,) (i.e. triangulaire supérieure), on mon-
tre que les constituants “unitaires” de w(D, h,Fil') (dans la situation “cristalline”
ci-dessus, C'(w™8, w) est dit unitaire si le caractére de B(Q,) dans 'induite (1) est en-
tier) sont exactement les constituants du socle des vecteurs localement analytiques de
la GL,,(Q,)-représentation unitaire continue I1(p,)° définie dans [3, §3.3] (Théoreéme
8.9). Notons que, deés que n > 3, la représentation w(D, h, Fil') peut contenir des cons-
tituants non unitaires, et on peut espérer que ces constituants sont liés aux vecteurs
localement analytiques d'une GL,(Q,)-représentation unitaire continue II(p,) con-
tenant strictement I1(p,)°® (et inconnue). En fait, I'existence de ces constituants
non unitaires donnés par la définition (2) des que n > 3 a été une autre motivation
importante de cette définition.

Un certain nombre de questions se posent naturellement. Peut-on traiter d’autres
représentations galoisiennes que les représentations potentiellement semi-stables, par
exemple les représentations triangulines (cf. [9] pour n = 2 et L = Q,) ? Peut-on
traiter des groupes réductifs plus généraux que GL,, ? Peut-on aller au-dela du socle,
comme dans [1] ou [3] ou comme avec les poids de Serre dans [5] 7 Y a-t-il d’autres
constituants dans le socle localement Qp-analytique que ceux de w(D,h,Fil') ?
La réciproque au Théoreme 1.1 est-elle vraie (généralisation de la conjecture [6,
Conj.4.3]) 7 Et enfin, la question la plus fondamentale : dans une situation globale,
est-ce que tous les constituants de 7(D, h, Fil') apparaissent bien dans les vecteurs
localement Q,-analytiques de la cohomologie complétée ? Nous renvoyons le lecteur
a [2] pour plus de précisions (ainsi que quelques cas particuliers) sur cette derniere
question.

Décrivons maintenant succintement le contenu de chaque section. Dans la section
2, on rappelle la théorie de [27] (que 'on a besoin d’étendre un peu, les détails étant
relégués en appendice) et on précise le socle des induites paraboliques localement Q-
analytiques considérées. Dans la section 3, on montre que les conditions nécessaires
d’intégralité sont encore vérifiées si le socle seulement des induites paraboliques est
supposé contenir un réseau stable. Dans la section 4, on rappelle quelques résultats
sur les variétés de drapeaux et on en donne des démonstrations élémentaires. Dans
la section 5, on rappelle la définition de la représentation localement algébrique
m(D, h). Dans la section 6, on définit la représentation (D, h, Fil') et on en donne
des premieres propriétés simples. Dans la section 7, on montre le Théoreme 1.1 sous
la forme plus précise mentionnée ci-dessus. Dans la derniere section 8, on démontre
les propriétés (i), (ii) et (iii) précédentes. Enfin, un appendice contient les addenda
techniques pour étendre certaines preuves d’analyse fonctionnelle p-adique de [27] et
26].

Terminons cette introduction avec les principales notations de U'article (les autres
notations seront introduites au fur et & mesure).



6 C. BREUIL

Dans tout le texte, L (le corps de base) et E (le corps des coefficients) sont deux
extensions finies de Q, telles que [S| = [L : Q,] ou S « Hom(L,E). Si x € Q,, on
note |x|p, “f q¢"@) olt ¢ = p/ est le cardinal du corps résiduel de L, e = [L : Q,]/f
et val est normalisé par val(p) = 1 (en particulier |z|;, € ¢ si z € L). On note
wr, une uniformisante quelconque de L (on a donc val(wz) = 1/e et |wr|p = ¢71).
On note également W (Q,/L) le groupe de Weil de L et rec : W(Q,/L)*® — L*
I’application de réciprocité de la théorie du corps de classes local normalisée de sorte
que les Frobenius géométriques s’envoient sur les uniformisantes.

Irréductible pour une représentation continue m d’un groupe topologique G veut
toujours dire topologiquement irréductible, c’est-a-dire ne possédant pas de sous-
espace non nul fermé et stable sous l'action du groupe. Le socle socgm d’une
représentation 7w est la sous-représentation fermée de m qui est I'adhérence de la
somme des sous-représentations fermées irréductibles de 7 (tous les socles considérés
dans ce texte seront en fait de longueur finie). Les induites paraboliques sont toutes
“droites”, i.e. mon normalisées.

Si G est un groupe p-adique L-analytique et V un E-espace vectoriel topologique
localement convexe, on note C%-31(G, V) le E-espace vectoriel topologique locale-
ment convexe des fonctions localement Q,-analytiques de G a valeurs dans V' ([33,
§2]) et D(G, E) le dual fort de C% (G, E) (I'algebre des distributions localement
Qp-analytiques sur G). Si II est une représentation linéaire continue de G sur un E-
espace de Banach, on note IT% 2" C IT la sous-G-représentation formée des vecteurs
localement Q,-analytiques ([35, §7]).

2. Les représentations localement Q,-analytiques FS(M,7p)

On rappelle les résultats principaux de Orlik et Strauch ([27]) et certains résultats
de Orlik et Schraen ([26]) (étendus au cas d'un groupe algébrique Resy, g, G ot G est

réductif connexe déployé sur L). A part peut-étre le Corollaire 2.5, cette section ne
prétend a aucune originalité.

On fixe un groupe algébrique réductif connexe déployé G sur L et on suppose p > 3
si G a des facteurs de types différents de A (les résultats de cette section seront utilisés
pour G = GL, seulement ou il n’y a donc pas de restriction sur p). On fixe également
un tore maximal déployé T' C G et un sous-groupe de Borel B = TN C G contenant
T ou N est le radical unipotent. On fixe encore un sous-groupe parabolique P C G
contenant B, et on note P le parabolique opposé, Lp le sous-groupe de Levi de P
et P, et Np, N5 leur radical unipotent respectif (on a donc P = LpNp, T C Lp
et de méme avec P). On note g, b, n, p, [p et np les Q,-algebres de Lie respectives
des groupes p-adiques L-analytiques G(L), B(L), N(L), P(L), Lp(L) et Np(L). Ce
sont naturellement des L-espaces vectoriels et pour chaque plongement o : L — FE,
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on définit les E-algebre de Lie g, « g ®r . F et de meme b,, n,, Py, [py et np,. En
utilisant l'isomorphisme :

(3) L®g, E— H E, 2@y (0(2)y)ses

oceS

on en déduit g ®g, £ = [[,cs 80, b @, E = [[,esbo, ete. L’algebre enveloppante
U(g ®q, E) de la E-algebre de Lie g ®g, E est donc isomorphe & ®qesU(go) et de
méme avec U(b ®q, ), Un®q, ), U(p ®q, E), U(lp ®q, E) et U(np ®q, E).

L’action induite de U(lp ®q, E) sur les représentations algébriques irréductibles
de (Resz,q, Lp) Xq, £ sur E donne des U(lp ®q, E/)-modules simples (de dimension
finie sur E) que l'on appelle algébriques. Suivant [27, §2], on définit la catégorie
Ozlg comme la sous-catégorie pleine de la catégorie des représentations F-linéaires
de g (ou de maniere équivalente de g ®q, £) sur des E-espaces vectoriels formée des
représentations M telles que :

(i) M est de type fini comme U(g ®q, F)-module;

(i) M|u(ipoq,r) est une somme directe de U(lp ®g, £)-modules simples algébriques;
(iii) pour tout m € M, le sous-E-espace vectoriel U(np ®q, ) - m est de dimension
finie sur E.

La catégorie (’)Elg est abélienne (et méme artinienne : tout objet est de longueur finie)
et stable par sous-objet et quotient ([23, §1.11], [23, Prop.9.3] et [27, §2.5]). Si @ est
un sous-groupe parabolique de G contenant P, la catégorie Oglg est une sous-catégorie
pleine de Oglg. Notons que, si M est un objet simple de O§1g7 ona M= ®,csM, ou
M, est un objet simple de la catégorie Osi’g (définie comme OZlg en remplagant g®q, F
par g, et p®q, E par p,). En effet, soit W C M un sous-U(lp ®q, E)-module simple
algébrique non nul, il est de la forme W = ®,esW, ot W, est un U(Ip,)-module
simple algébrique. Par [23, §9.4], le module de Verma généralisé U(g,) Q@up,) Wo a
un unique quotient simple M, et, en utilisant que M est I'unique quotient simple de
U(g ®q, E) Qupey,p) W = @0 (U(gs) Qup,) Wo) (toujours [23, §9.4]), on voit que
I'ona M = QuecsM,.

Soit maintenant M un objet de Oilg et choisissons un sous-E-espace vectoriel W
de M de dimension finie stable par U(p ®q, £) et qui engendre M sous I'action de
U(g ®q, £). On a donc une suite exacte courte de U(g ®g, E)-modules :

0 — ker(¢) — U(g ®q, E) ®upg,5) W —+ M — 0.

On munit W de la restriction a P(L) C P(L ®q, E) = ((Resyq, P) Xq, E)(£) de
"'unique action algébrique de (Res /g, P) Xq, £ sur W relevant celle de p ®q, E ([27,
Lem.3.2]). Soit 7p une représentation lisse admissible de longueur finie de Lp(L)
sur £ que l'on voit comme représentation de P(L) par inflation, on définit I'induite
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parabolique localement Q,-analytique :

) (1S 0 )
{f € CU ™ (GQ(L), W' @g7p), flpg) =p-flg)VpePL)V g€ G(L)}

ou W' ¥ Hompg (W, E) est muni de I’action duale (p-h)(w) « h(p~'w) et oW W @pmp
est muni de la topologie localement convexe limite inductive lgn(W' ®p h) pour K
parcourant les sous-groupes ouverts compacts de Lp(L) (cf. [27, §4.4]). On munit
(Indggg W' ®g Wp)Qp_an d’une action a gauche de G(L) par endomorphismes E-

linéaires continus donnée par (g - f)(h) & f(hg) (g € G(L)).

On munit C%28(G(L), W’ @ 7p) d'une action a gauche de I'algébre de Lie g (par
endomorphismes E-linéaires continus) donnée par (r € g) :

aef d
) (¢ Do) L f (exp(-te)g)lico € W' 0 7.
Cette derniére action en induit une de g®q, E et de U(gRq, E) sur C%*(G(L), W'®g
mp) que I'on note encore f +— r- f. Un élément r ® w de U(g ®q, ) ® W donne
donc une application E-linéaire continue :
6 FOw: CoU=2(G(L), W' @p7p) — Co(G(L),mp)

f = (tow) - f= (9~ @ Hlg(w)).

Le lemme facile suivant est laissé au lecteur.

Lemme 2.1. — Siyr € U(p ®q, E), we Wet f e (Indggg W @ WP)Qp-an c
O (G(L), W @p7p), on a (f@w)- [ = (L@ w)- f € CU(G(L),7p).

Le Lemme 2.1 permet de définir 9 - f € C%**(G(L),np) pour 0 € U(g ®q,
E) ®@upgqg,m W et f € (Indg&; W' ®g WP)QP . On pose alors comme dans [27] :

(7) (Indp() W' @pmp) @< {fe (IndZ) W' ep mp) ™ 0. =0V d Eker(gb)}
U= (lairement stable par G (L).

C’est une représentation localement Q,-analytique admissible de G(L) au sens de
[33] car sous-représentation fermée de la représentation localement Q,-analytique

fortement admissible (Indg&g W'®g WP)Q” " (cf. preuve de [27, Prop.4.8]).

qui est un sous-espace fermé de (Indggg W' ®p7p)

Onnote D(G(L), E) ker(¢) € D(G(L), E)®p(pr),5) (W ®pmp) le sous-D(G(L), E)-
module engendré par I'image de ker(¢) ®g 7 via 'application canonique :
(U9 ®q, B) ®upsg, ) W) @8 7p = U(g @, E) Quepeq,r) (W ®p p) —
D(G(L), E) @ppr),p) (W @p mp).
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Le lemme suivant, dans lequel (x)" désigne le dual fort de *, sera utile.

Lemme 2.2. — On a un diagramme canonique de D(G(L), E)-modules ot les appli-
cations verticales sont toutes surjectives et les applications horizontales toutes d’image
dense :

D(G(L),E)Y®p(WeETp) —  (Co2(GQ(L),W' @gmp))
\J l .
D(G(L),E)®p(pr),B)y(WRETD) — ((Indggig W’®E7rp> v )
!

ker(p)\ 7
(D(G(L),E)® p(p(1).1) (WO ETp)) /D(G(L), ) ker(¢)  — ((Indggfgw’@)mp) ).

Démonstration. — L’application canonique continue :
Wept, — (C%™(G(L),W ®pmp))

induit une application canonique de D(G(L), E)-modules :
D(G(L), B) @ (W © 7) — (C%(G(L), W @5 7))

qui envoie §, @ x sur (f — z(f(g7"))) (ot g € G(L) et d, est la distribution de
Dirac en g) et r @ v € U(g ®q, £) @ (W @p 7p) € D(G(L), E) ®p (W ®g 7p) sur
(f = z((x- f)(1))) (ot (x- f)(1) est comme en (5)). Il suit alors facilement de la
définition de I'induite parabolique (Indggéi W'@pmp)) " et de son sous-espace fermé
(Indggg W'®@gmp) @ que 'on a un diagramme commutatif comme dans ’énoncé ol
toutes les applications verticales sont surjectives. Il reste a montrer que les applica-
tions horizontales sont d’image dense. Par la surjectivité des applications verticales,
il suffit de le faire pour D(G(L), B)®@p (W @p7p) — (C%(G(L), W' @gmp)) (pour
les deux autres : utiliser le diagramme commutatif et le fait qu'un sous-espace est
dense si et seulement si toute forme linéaire continue qui s’annule sur ce sous-espace

est identiquement nulle). Soit G(L) = II;G; un recouvrement de G(L) par des ouverts
compacts disjoints (quelconques), alors on a (cf. [33, §2]) :

COn(G(L), W' @p mp) = [[ C% (G, W @ 7p)

et donc :

(Co(G(L), W @pp)) = D (CF (G W @p )"

On a de méme D(G(L), E) = &;D(G;, E) d’ou :
D(G(L),E) @ (W @g ) = P (D(Gi, E) @5 (W @5 7p)).
On voit donc qu’il suffit de montrer que chaque morphisme :

D(G;, E) @ (W ®g p) — (CQP'&H(Gm W' g 7TP)>/
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est d’'image dense. Comme G; est compact, D(G;, F) est un espace de Fréchet réflexif
([33, Lem.2.1]), de méme que W ®@p 7p (car dual d’une limite inductive d’espaces
de dimension finie), et il est facile de voir que (C%2"(G;, W’ ®p 7p))’ est le Fréchet
complété du produit tensoriel d’espaces de Fréchet D(G;, E) @ (W ®g 7)) (utiliser
par exemple [13, Prop.2.1.28], [32, Prop.20.13] et [32, Cor.20.14]). En particulier
I'image de D(G;, F) ®g (W ®@g 7)) est dense dans (C%22(Gy, W' @p 7p))’. O

On dit que P est maximal pour un objet M de Oglg si M n’est pas dans la sous-
catégorie pleine Oglg de OF  pour un sous-groupe parabolique Q C G contenant

alg
strictement P.

Théoréme 2.3. — (i) La représentation localement Q,-analytique (Indgég W' g

Wp)ker(d)) est indépendante du choix de W.

ii) La construction (M, mp) — FS(M,mp C (TnaE) W Rp Tp ker(¢) est foncto-
P P(L)

rielle et exacte en les deur arguments.

(iii) Si M est simple, P est maximal pour M et wp est irréductible, la représentation

FS(M,7p) de G(L) est irréductible.

On renvoie a I'appendice pour des détails techniques sur la preuve de ce théoreme
(en particulier les points ou les preuves de [27] sont a adapter ou a compléter).

A tout objet M de OZlg et toute représentation lisse admissible 7p de Lp(L), on a
donc fonctoriellement associé une représentation localement ,-analytique admissible
FS(M,np) de G(L), qui est de plus irréductible si M et 7p le sont et si P est maximal
pour M. Si @ O P est un sous-groupe parabolique tel que M € Oglg, on a par la
méme preuve que dans [27, Prop.4.10(b)] :

N Lo(L
(8) .Fg(M, Tp) = fS (M’ IndP?[(/)r')]LQ(L) ”P>

. Lo(L)
ou IndP?L)ﬂLQ(L

) Tp est I'induite parabolique lisse (de longueur finie).

Soit W une représentation algébrique irréductible de (Resz,q, Lp) Xq, £ de di-
mension finie sur E et soit Ay = ®gesAw,, son plus haut poids oit Ay, est un
caractere algébrique de T" x 1, E2. Soit () 2 P le plus grand sous-groupe parabolique
de G tel que, pour tout 0 € S, A\w,, est le poids dominant par rapport a B X, E
d’une représentation algébrique de Lg X1, E. Rappelons que le module de Verma
généralisé U(g ®q, E) upey,r) W a un unique quotient simple M ([23, §9.4]) et
@ est son parabolique maximal ([23, Prop.9.3(e)] et [23, Th.9.4(a)]). De plus, tout
objet simple M de O}, s’obtient comme cela ([23, Th.1.3]).

Proposition 2.4. — Soit W, QQ, M comme ci-dessus et mg une représentation lisse
admissible de longueur finie de Lo(L) sur E. Soit F§(M,mq) (resp. 7(,) le dual

continu (resp. algébrique) de FG(M,mq) (resp. mg) muni de Uaction duale de G(L),
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on a un isomorphisme de Lg(L)-représentations :
H®(No(L), FG (M, mq)') = W(Q) @r g

ou W(Q) est l'unique représentation algébrique irréductible de (Respq, Lo) Xq, E
sur B de plus haut poids Ay .

La preuve de cette proposition est calquée sur celle de [26, Prop.3.5], et on renvoie
encore a l’appendice pour les détails.

Corollaire 2.5. — Soit W, Q, M comme dans la Proposition 2.4 et mp une
représentation lisse admissible de longueur finie de Lp(L) sur E, on a :

Lq(L)
socgr) Fo(M,mp) = Fg(M,SOCLQ(L)IHdP?L)ﬂLQ(L)7Tp)

= SOCG(L) (IndIGDEB W/ QF WP)QP _an.

L)
)NLQ(L)
aussi de longueur finie. Par (8) et le Théoreme 2.3, les constituants de FS (M, 7p) sont
L)
)NLa(L)
F§ (M, mq) est une sous-représentation irréductible de F5 (M, 7p) alors W(Q) ®p m,

est un quotient irréductible de W (Q) ®g (Ind}L)“(QL()Lr)1 Lo(L) 7Tp)/ d’ou on déduit que mg

est un constituant du socle de Indé?L()Lr: Lo(L) TP Cela donne la premiere égalité de
I’énoncé. Soit M un constituant irréductible de U(g®q, E )®U(p®@p )W distinct de M,

@ son parabolique maximal et soit TG une représentation lisse admissible irréductible
quelconque de L@(L) sur . Pour montrer la deuxieme égalité, il suffit (toujours par

Démonstration. — Rappelons que Ind]L:,?L( Tp et socr,(r) Ind]L__,?L()L% Lo(r) TP Sont

les .7:5 (M ,TQ) pour mg constituant de IndILf(QL( mp. Par la Proposition 2.4, si

le Théoreme 2.3) de montrer que la représentation irréductible ]-'g(ZT/[/ , W@) ne peut
jamais étre une sous-G(L)-représentation de (Indgg W' Qg ﬂp)Q” " Supposons
qu’elle le soit, en passant aux duaux et en utilisant le Lemme 2.2, on a alors des
applications continues de D(G(L), E')-modules dont la premiere est d’image dense et

la deuxieme est surjective :

!/

(9) D(G(L), E) @p(p(r),p) (W @p Tp) — ((Indjigg; W @ mp) > ) N
fg(M , W@)/ .
On en déduit en particulier une application non nulle Lp(L)-équivariante :
W @p np — H°(Np(L), F§ (M, 7g)").
Mais, toujours par la Proposition 2.4 :

HO(Np(L), FS(M,mg)) = H(Np(L) N Lg(L), H(N4(L), FS(M, 5)))
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ott W est I'unique représentation algébrique irréductible de (ResL /0, L3 ) Xq, F sur

E telle que M est le quotient simple de U (8 ®q, E) ®u@eg, p) W. Notons up (resp.
ug) la Qp-algebre de Lie de N(L) N Lp(L) (vesp. N(L) N Lz(L)) et soit v™ (resp.

v) un vecteur de plus haut poids de W (resp. /Wv) On en déduit que Evt @p ) =
H° (up Rq, £, W Qg 7r’p) a une image non nulle dans :

1O (up@0, 2. H (Np(L)NLg(L), W) < H (10, B W) = B @prl

En regardant l'action de la Q,-algebre de Lie de T'(L) (agissant trivialement sur 7

et Wé), on voit que v* et v doivent avoir méme poids, ce qui est impossible puisque
M 2 M. 0
Remarque 2.6. — La preuve de la deuxieme égalité du Corollaire 2.5 m’a été si-

gnalée par B. Schraen (ma preuve initiale était plus compliquée).

Le corollaire qui suit étend [26, Cor.3.6].

Corollaire 2.7. — Soit M, et My deux objets simples de Oglg, Q1 et Qo
leurs paraboliques mazimauz, mg, et mg, deux représentations lisses admissi-
bles de longueur finie respectivement de Lg,(L) et Lg,(L) sur E. Alors on a
Fo (M, mg,) = F, (M, mg,) si et seulement si My = My et mg, = mq,.

Démonstration. — Supposons F§, (M, mq,) = F§,(Ma, mg,). Pour i € {1,2} soit v}
un vecteur de plus haut poids dans M;. Comme dans la preuve de [26, Prop.3.5]
(cf. Tappendice), on a un isomorphisme H(n ®q, E, F§ (M;, nq,)’) = Ev} @p
compatible a I'action de la Q,-algebre de Lie de T'(L) (agissant trivialement sur 7y, ).
On en déduit que les plus haut poids de M; et M, sont les mémes. On a donc
M, = M, Q1 = Q2 et la Proposition 2.4 entraine mg, = mg,. O

En particulier par le Théoreme 2.3 la série principale (IndG(B W' &g WP)QP “aun

socle (absolument) irréductible si et seulement s’il en est de méme de Ind fL)% Lo ™

3. Conditions nécessaires d’intégralité pour les F5 (M, 7p)

On déduit des résultats de [13] (et de [27]) certaines conditions nécessaires pour
Iexistence d'un Op-réseau stable par G(L) sur la représentation FS (M, 7p) du § 2.

On conserve les notations du § 2 et on rajoute les suivantes : N est le radical
unipotent de B et b, p, n et np les Q,-algebres de Lie respectives des groupes p-
adiques L-analytiques B(L), P(L), N(L) et Np(L).
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Soit mp une représentation lisse admissible de longueur finie de Lp(L) sur E, M

un objet de Oglg, W € M comme au § 2 et ¢ : U(g ®q, ) DU (poq, B) W — M une

surjection de U(g ®q, £/)-modules. Rappelons que 'on a une application canonique
(cf. §2):

(U(g ®Qp E) ®U(P®QPE) W) RE 7T33 — D(G(L), E) ®D(P(L),E) (W RE 7T;3)
Lemme 3.1. — Soit V' une représentation algébrique de (Resy g, P) Xq, £ de di-
mension finie sur E, ¢ : U(g ®q, F) QU (pag, F) V. — M un morphisme quelconque
de U(g ®q, E)-modules et v e V. Soit f € (Indggg W' ®g Tp)ker(¢) = FS(M,7p) et

h son image dans (Indggg V'®g WP)Q”'an — ]—“g(U(g ®q, E) ®U(peg, E) V, ﬁp), Alors
on a :

h(-)(v) =0y f
dans C%-"(G(L),7p) ou d, est un élément quelconque de U(g ®q, E) QU(peg,m) W
tel que ¢(0,) = (1 ®@v) dans M et d, - [ est la fonction définie au § 2.

Démonstration. — En identifiant M & (U(g®q, F) ® W)/ ker(¢) via ¢, le morphisme
de U(g ®g, E)-modules ¢ : U(g ®g, E) @V — (U(g ®q, E) ® W)/ ker(¢) induit un
morphisme de D(G(L), F)-modules encore noté ¢ :
Y : D(G(L), E) ®@ppry.p) (V @ mp) —
(D(G(L), E) @ppwy.m) (W @5 7p)) /D(G(L), E) ker(¢)
tel que Y(1®v® f) =0, ® f pour tout f € 7. On a donc un diagramme commutatif
de D(G(L), E)-modules :

(10) D(G(L),F) ®@g D(G(L),E) ®ppy,py (W @p 7p)

B |

(4 D(G(L),E)® By (W®pTp)
D(G(L)7 E) X D(P(L),E) (V ®E WED) D(G(Ii()lj%)kzr)((p) =r

ou 0, ® - (resp. v ® -) est 'unique application de D(G(L), E)-modules induite par
1@ f—0,®f (resp. 1@ f—1®0v® f) pour f € 7). Considérons le diagramme
de représentations localement Q,-analytiques de G(L) :

(11) CU=(G(L), mp) = (IndGy) W @p 7p) ™

v

éva ]

-an ker
(ndSH) V' @ 7p) ™" < (IndSE) W’ @ 1) "

ol éval, est 'évaluation en v et ot I'action de G(L) sur C%"(G(L), p) est 'action
par translation a droite (g - f)(¢') = f(¢'g). Notons :

A - (Indggig w' R 7_‘_P)ker(ﬁf’) N CQP_aH(G(L), 7TP)
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la différence des deux applications obtenues en considérant les deux “chemins” du
diagramme (11). Par le Lemme 2.2 et la commutativité du diagramme (10) (et des
fonctorialités évidentes), on déduit que I'application duale (continue) :

A (C (L), ) — ((ndGy) W @y Wp)kerw))'

est nulle sur un sous-espace dense de (C%"(G(L), 7Tp))/ (I'image de D(G(L), F) ®g
7, cf. Lemme 2.2). Elle est donc identiquement nulle, d’ou la commutativité du
diagramme dual de (11). Par Hahn-Banach (cf. [32, Cor.9.3]), on en déduit facilement
que le diagramme (11) est aussi commutatif. O

Proposition 3.2. — Soit M un objet simple de (’)’;g et mp une représentation lisse

admissible de longueur finie de Lp(L) sur E. Soit W C M|y(ipeq, k) un sous-U(lp®q,

E)-module simple (donc de dimension finie sur E) que l'on voit comme U(p Rq, E)-

module via U(p ®q, F) - U(lp ®q, E) et f un élément de (Indggg W' g Wp)Qp-an

tel que la restriction f|NF(L) est localement constante. Alors on a f € (Indggjg W'®g
ker

mp) Y = FG(M, p).

Démonstration. — On fait agir U(g®q, E) & gauche sur C%**(G(L), wp) par I'action
usuelle (5). A tout f € (IndIGDEB W' ®g Wp)Qp-an est associé un morphisme de U(g®gq,
E)-modules a gauche :

Ay 2 Ulg dqQ, E) QU (poq, E) W — CQ”'&H(G(L),WP), 0—0-f

ol rappelons que d - f est la fonction (g — (r- f)(g)(w)) =1 (9 = f(g9)(w)) si
0 =r®w, cf. (6). Par définition de FS(M,np) (cf. (7)), il s’agit donc de mon-
trer que Ag(ker(¢)) = 0 pour M, W et f comme dans I'’énoncé. On peut supposer
f # 0, et il revient au méme de montrer que le sous-U(g ®q, F)-module im(Ay) de
C%-an(G(L), 7p) image de Ay, vu comme quotient de U(9®q, E)@u(pseqg, m) W, est iso-
morphe au quotient simple M (car im(Ay) # 0, rappelons que M est 'unique quotient
simple de U(g ®q, £) Qupag,r) W, cf. [23, §9.4]). Notons que f € FE(im(Ay), 7p)
et que im(Ay) est le sous-U(g ®q, F)-module de C% (G (L), 7p) engendré par la
fonction non nulle g — f(g)(w) pour un quelconque w € W\{0} puisque W est un
U(p ®q, E)-module simple (cf. Lemme 2.1). Comme M est I'unique quotient simple
de U(g ®q, E) ®upey,m W, on a aussi un diagramme commutatif de U(g ®q, E)-
modules (quitte a multiplier ¢ ou f par un scalaire non nul) :

A f .
U(g ®q, E) Qu(psg, B) W — im(Ay)

T

Supposons que la surjection im(Af) — M n’est pas un isomorphisme, ou de maniere

équivalent que im(Ay) n’est pas un objet simple de (’)glg. Par [23, §1.3] et [23, §9.3],
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tout objet simple de Oalg est quotient d'un module de Verma généralisé, donc il existe
un morphisme de U(g ®q, £)-modules ¢ : U(g ®q, E) Qu(pgy,m) V — Im(Ay) avec
V simple dont 'image est un sous-objet simple non nul de im(Ay). En particulier on
a une suite exacte dans Oglg :

N 7
U(g ®Qp E) ®U(P®QPE) V — 1m(Af) — M —0

ou M ¥ im(Ay)/im(t)) est un quotient strict non nul de im(A ) puisque im(Af) n’est
pas simple. On a en particulier f ¢ fG(M 7p) par définition de F§ (M 7p). Par
exactitude de F§ (-, mp), on en déduit une suite exacte de représentations localement
Qp-analytiques de G(L) :

(12) 0 — FE(M,7p) = FS(im(As), 7p) — (In dig) V' @p mp) ¥ "

et il suffit de monter que f € FS(im(A;),7p) a toujours une image nulle dans
(Indggfg V'®g WP)Q” . En effet, on déduit alors de (12) que f € FS(M,mp) ce qui
est une contradiction.

Soit h I'image de f dans (IndG(L) V'®pm )Qp ™" comme h est une fonction locale-
ment analytique sur G(L) et P(L)N (L) est un ouvert dense de G(L) (isomorphe a
la “grosse cellule”), pour avoir h = 0 il suffit de montrer h|p( (L)Ny(z) = 0. Comme
h(pg)(v) =p- (h(g)(p_lv)) (pe P(L), g€ G( )), on voit que la fonction h|p (L)N5(L)
est déterminée par les restrictions h(:)(v)|n,(z) pour v parcourant une base de V' sur
E. 11 suffit donc de montrer h(-)(v)|nyr) = () pour v € V quelconque. Soit v € V et
0, € U(g ®q, E) Qupag,m W tel que ¢(1 @ v) est 'image de 9, dans im(Ay) par la
surjection A;. Par le Lemme 3.1, on a 0, - f = h(+)(v) dans C%*(G(L), 7p) et il
suffit donc de montrer (9, - f)|n,z) = 0.

Comme 'image de ¢ dans im(Ay) est un sous-module strict de im(Ay) par con-
struction, les 9, sont tous de la forme > " | 1; ® w; dans U(g ®q, E) QU (poq,5) W =
Uhg ®q, £) @ W ot W = @, Ew; et v; € Unp ®q, E) = QresU(np,) est
une somme de monodmes de degrés strictement positifs (rappellons que U (npg) =
DBn,)=0E91 -+ 0 ot ()i est une base de np , sur E). Cela se déduit par des ar-
guments de poids par exemple en utilisant que U(g®q, F) QU(peg, E) W est un module
de plus haut poids (car W est simple) et [23, §1.2]. Donc d,- f => " (n; Qw;) - f =
> i1 i f(-)(wi). Mais pour tout i on a, puisque f|y,z) (et donc aussi f(-)(wi)|ny(L))
est localement constant et les y; € U(np®gq, F) font intervenir des monomes de degrés
tous > 0 :

(95 - FO) W) vy = 90 - (FC)(wi)|vpry) =0,

ot dans le deuxiéme terme U(np ®q, E) agit dans C%"(Np(L), 7p) par Daction
usuelle (5). On obtient (3, - f)|n,(z) = 0 ce qui acheve la preuve. O
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Soit Zr, le centre du Levi Lp et fixons un sous-groupe ouvert compact N% de
Np(L). Posons suivant [13, §3.3] :

(13) Lp(L)* € {g € Lp(L), gN%g~" C N2}

(resp. Zr,(L)" d:éf Zr,(L) N Lp(L)*). C’est un sous-monoide générateur du groupe
Lp(L) (resp. Z,(L)) contenant un sous-groupe ouvert compact de Lp(L) (resp.
Z1,(L)). Notons que Lp(L)", et donc Z,,,(L)", contient aussi Zg(L) ot Zg est le

centre de G. Si Ilp est une représentation localement Q,-analytique de P(L) sur E,
0

NO
son sous-espace I1p" des invariants sous N3 est naturellement muni d’une action de
Hecke continue du monoide Lp(L)* : voir [13, §3.4].

Corollaire 3.3. — Soit M, W et mp comme dans la Proposition 3.2, linjection
FS(M,mp) — (Indggg W'®g Wp)Qp-an induit un isomorphisme compatible a l’action
de Lp(L)+ N

NO
FEOM, mp) ™ = () W @ mp) @)

Démonstration. — 11 suffit de montrer la surjectivité. Si f € (IndIGDEB W'®g WP)Q” o

est fixé par N%, fl Ny(1) est en particulier localement constant et par la Proposition
32o0na feFS(M,np). O

Corollaire 3.4. — Soit M, W et mp comme dans la Proposition 3.2 et 6 : P(L) —»
Lp(L) — E* le module de Haar associé¢ au groupe P(L). On a une injection com-
patible a laction de Lp(L)* :

(W' @ 7p @ 05) | Lpwyt = FG(M,mp)"7.

Démonstration. — Par [14, Lem.0.3], on a une injection compatible & Lp(L)™" :

-an Ng
(W/ ® Tp ® 5ﬁ)|LP(L)+ — ((Indggéj; W/ ®E WP)QP > P.

Le résultat découle donc du Corollaire 3.3. OJ

Rappelons qu'un réseau invariant d’une représentation localement Q,-analytique
de G(L) sur un FE-espace vectoriel est un Og-module générateur ouvert (ou, de
maniere équivalente, fermé) séparé et stable par G(L). La condition de séparation
est équivalente au fait que le Og-module ne contient pas de E-droite.

Corollaire 3.5. — Soit M et mp comme dans la Proposition 3.2. Soit \y; le plus
haut poids de M vu comme caractére Ay : T(L) — E* et supposons que wp admet un
caractére central X, : Z1,,(L) = E*. Si la représentation localement Q,-analytique
FS(M,wp) posséde un réseau invariant alors on a :

Mot (2)Xnp(2) €O YV 2z € Zp, (L)Y
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Démonstration. — Soit W comme dans la Proposition 3.2 et notons que A} | 21, (1) Xrp
est le caractere central de la Lp(L)-représentation W’ @p mp. Par le Corollaire 3.4 il
+ avec (AX;XWP(SF)|ZLP(L)+
comme caractere propre. Le résultat découle alors de [13, Lem.4.4.2]. ]

existe f € FS(M,np)™ 7 non nul vecteur propre de Zr.(L)

On aura besoin d'une variante plus subtile du Corollaire 3.5.

Corollaire 3.6. — Soit M, mp, Ay, Xrp comme dans le Corollaire 3.5 et soit () un
sous-groupe parabolique de G contenant P tel que M est dans la sous-catéqgorie pleine

Oalg de OF,.. Soit Tg un quotient non nul de 7rQ ' dP(L)Lr)m (1) TP €t supposons que
la représentation localement Q,-analytique ]:Q(M, Tg) posséde un réseau invariant.

Alors on a :

alg -

Mt (2)Xnp(2) €O YV z€ Zp,(L)*.

Démonstration. — Soit W, la représentation algébrique simple de (Resy, /g, Lg) X, £
sur F de plus haut poids Ay (qui existe par hypothese), N% « N% N Ng(L) et

Ngm “Ne 5N Npnp, (L). On peut modifier N en NgNgmL sans rapetisser Lp(L)"

et remarquons que l'on a Ngm C Lo(L)™, Lp(L)Jr C Lo(L)" et gNomL gt C

NOmL pour tout g € Lp(L)™. Par le Corollaire 3.4 on a une injection compatlble a
Lo(Ly*

(Wé T & 5@)’LQ(L)+ — Fg(Mv ﬁQ)NQ

d’olt une injection compatible & Lp(L)* (rappelons que N3 = NJ Ngm Lo ) :

NO o NY
(W @7 ® 0g) e« (FS(M, 7)) ™ra = FG(M,7)"%.
Soit Jpn Lo le foncteur de Jacquet classique relativement au sous-groupe parabolique

PN Lg de Lg, étendu aux représentations localement algébriques de Lo(L) comme
dans [13, §4.3]. Par [13, Prop.4.3.4] on a une injection compatible & Lp(L)* :

N
JﬁﬂLQ(W(Z? RTo ® 5@)’LP(L)+ — (Wé) RTQ X 6§> PnLg
et par [13, Prop.4.3.6] un isomorphisme compatible & Lp(L) :
Jprr,(Wo ®Tq ® 6g) = W' ® Jpq, (Tq) ® dglLpr)

ot I'on a utilisé (W) Morg — 1. Comme T est un quotient non nul de I'induite lisse

Lo(L)
IndP?L NLo(L)

JPnLg (V01r par exemple (7, Th.3]) donne une application non nulle 7p ® dpqy,, —
JpnL,(Tq) compatible a Lp(L) ou 0p,, + Lp(L) — E* est le module de Haar du

7p, la seconde loi d’adjonction de Bernstein pour le foncteur de Jacquet
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groupe P(L) N Lg(L) dans Lg(L). Comme 0pnL,0g|Le(L) = 0p, on a finalement des
applications compatibles & Lp(L)™ :

NO
(W' @ 7p @ 6p)|Lpwyr — (W ®Tq ®8g) " — F§(M,7g)""

ou la premiere application est non nulle et la deuxieme est injective. En particulier,
tout élément de (W' ® 7p ® 0p)| 1)+ d’image non nulle dans F§ (M, ﬁQ)N% fournit
un vecteur propre non nul pour 'action de Zp,(L)* avec (A} Xxp05)| 2y, )t Comme
caractere propre. Comme précédemment le résultat découle de [13, Lem.4.4.2]. [

4. Quelques rappels sur les variétés de drapeaux

On rappelle quelques résultats simples sur les variétés de drapeaux.

Dans cette section H est un groupe réductif connexe déployé sur E, Ty un
tore déployé et By un sous-groupe de Borel contenant Ty. On note X (Ty) «
Homg, (T, Gy,) le groupe des caracteres algébriques de Ty et Wy = N(Twy)/Ty
le groupe de Weyl relativement a Ty ou N(Tx) est le normalisateur de Ty dans
H. Rappelons que l'on a Wy x X(Tyg) — X(Ty), (w,\) — w(A). On note
pu € X(Ty) ®z Q la demi-somme des racines positives (par rapport a By) et on
définit :

déf
(14) w~>\:w(>\—|—pH)—,0H€X(TH)
siw e Wy et A€ X(Th). On note £(w) € Zs la longueur d’un élément de Wy et wy
'unique élément de Wy de longueur maximale. Rappelons que wi = 1. On rappelle
que Wy est muni de 'ordre partiel de Bruhat < (cf. [23, §0.4]) et X (7T%) de l'ordre
partiel A < p & g — X € BpesZsoo ou S désigne les racines positives simples par
rapport a By. Si a est une racine positive, s, € Wy la réflexion par rapport a «,
0 € X(Ty) le caractere trivial de Ty et w € Wy, on a la relation (voir par exemple
(23, §5.2]) :
(15) (sawwp) - 0 < (wwy) - 0 <= sqw < w
et de méme avec < au lieu de < ou en remplagant le poids 0 par un quelconque poids
de X (Ty) dominant pour By. On a aussi w’ < w si et seulement si w'wy > wuwy.

Les deux lemmes qui suivent sont élémentaires.

Lemme 4.1. — Soita € S et A € X(Ty). On a so(X) < X si et seulement si on a
Sa A< A

Démonstration. — Si s,(A) < A, alors :
Sa A= A=8a(Apr)— (A pr) = (5a(AN) =N +(sa(pr) —pr) = (Sa(A)—A)—a < —a < 0.

Sise-A < Aalors s4(A) — A < —(sa(pr) — pr) = a d’ott 54(A) — A = ma pour m <0
et donc s,(A) — A <0, O
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Si Py est un sous-groupe parabolique de H contenant By, on note Wp, € Wy
son groupe de Weyl. Si w € Wy, on note Py (w) "'unique sous-groupe parabolique de
H contenant By tel que les racines positives simples du Levi Lp, () sont les o € S
vérifiant s, (w-0) < w-0. De maniere équivalente, Py (w) est le plus grand sous-groupe
parabolique de H tel que w-0 est un poids dominant par rapport a Lp, ) N By. Par
exemple Py(1) = H et Py(wy) = By.

Lemme 4.2. — Soit a« € S et w € Wy. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) a est une racine positive simple de Lp, (w);

(i1) 50 € Wep(w):

(i11) Sqwwy < wwp;

(iv) (wwo) () < 0.

Démonstration. — L’équivalence entre (i) et (ii) est évidente et est aussi la méme
chose que s, (w-0) < w-0. Par le Lemme 4.1 c¢’est encore équivalent a (s,w)-0 < w-0
qui est équivalent a (iii) par (15). Il est classique que (iii) est équivalent a l'inégalité
U(sqwwy) < L(wwp) (voir [23, Prop.0.4]) et que cette derniere est équivalente & (iv)
(voir [23, §0.3(4)]). O

Remarque 4.3. — On ne change pas Py(w) si on remplace dans sa définition le
poids 0 par un quelconque poids dominant par rapport a By : utiliser (15) avec ce
poids dominant au lieu du poids 0 dans la preuve du Lemme 4.2.

Si w € Wy, on note encore w un relevé quelconque de w dans N(Tq)(E) C H(E).
La variété algébrique projective H/By sur E admet une décomposition cellulaire :

(16) H/By = [] BuwBnu/Bu

weWpy

ou BywBpg/Bg est un espace affine de dimension ¢(w). On note BywBpy/Bg
I'adhérence de Zariski de BywBpy/Bg. Clest une variété algébrique projective
irréductible sur F et on a par un théoreme classique de Chevalley (voir par exemple

(23, §8.5)) :

w!' <w
Si h € H, hBywBy/By C H/Bpy désigne le fermé de H/Bpy translaté de
BywBpy /By a gauche par h.

Proposition 4.4. — Soit Py un sous-groupe parabolique de H contenant By et
w,wi,wy € Wyg. On a w;lwl € Whr,(w) st et seulement si :

U)lBHU)’onBH/BH = ’IUQBH'UJU}()BH/BH
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Démonstration. — 11 suffit de montrer que le sous-groupe algébrique Q(wwy) de H

stabilisateur de la variété de Schubert BywwoBg /By est le sous-groupe parabolique
Py (w). Pour alléger I'écriture, on oublie 'indice H dans la suite de cette preuve.
Comme v € W stabilise BwwyB/B si et seulement si bvl’ stabilise BwwyB/B pour
tout b, b dans B, on voit que Q(wwy) est une union de doubles classes BvB pour v
dans un sous-ensemble Wy (e de W. Comme Q(wwy) est un sous-groupe algébrique
fermé de H contenant B, c’est un sous-groupe parabolique (standard) et Wg (o)
est son groupe de Weyl (les notations sont donc consistantes). Il suffit en parti-
culier de déterminer les v = s, € Wy, avec a € S pour déterminer Q(wwy).

Autrement dit, par le Lemme 4.2, il suffit de démontrer s, BwwoB/B = Bww,B/B
si et seulement si s,wwy < wwy. Si saBwwyB/B = BwwyB/B, alors en partic-

ulier s,wwy € BwwyB/B qui entraine s,wwy < wwy par (16) et (17). Montrons
saBuwwoB/B C BwwyB/B si sawwy < wwy (ce qui implique alors s, BwwyB/B =
BwwyB/B). Par (17) il suffit de montrer s, BwwyB/B C Bs,wwoBIl BwwyB. C’est
un résultat classique, mais on en redonne la preuve (élémentaire). Soit N le radical
unipotent de B et N3 C N le sous-groupe associé a la racine positive 5. Soit N* C N
le sous-groupe engendré par les Ng pour [ parcourant les racines positives distinctes
de . Alors N est le produit semi-direct de N par N, et s,N* C Ns,. On en
déduit :
sqBwwoB = s, NwwgB = s N*N,wwyB C Ns,N,wwyB = BN_,s,wwyB.
Par la décomposition de Bruhat pour le sous-groupe algébrique de H engendré par
Ny, N_oetT,ona N_, C N, TIIN,s,N,T'C B1l Bs,N, qui entraine :
N_,sqwwgB C  Bs,wwoB U Bsy,Nys,wwoB

= BsawwoB U BSQSO/LUU}QN((wwO)flsa)(a)B

= BsqwwoB U BwwoN_(ywe)-1(a)B-
Mais par le Lemme 4.2, 'hypothese s,wwy < wwy (que 'on n’a pas encore utilisée)

est équivalente & —(wwo) () > 0 c’est-a-dire N_(yu0)-1(a) € B. On en déduit donc
N_psqwwoB C Bs,wwoB I BwwyB si s,wwy < wwg ce qui acheve la preuve. O

Remarque 4.5. — Je remercie S. Orlik et F. Herzig pour leurs suggestions
d’amélioration sur la preuve de la Proposition 4.4. En particulier I’argument permet-
tant de montrer l'implication w; BywwoBy /By = wyBywwoBy /By = wy 'w, €
Wpyw) m’a été signalé par S. Orlik.

5. Modules de Deligne-Fontaine et socle localement algébrique

On rappelle la définition de la représentation localement algébrique de GL, (L)
associée dans [6] a un module de Deligne-Fontaine de rang n (dont les constituants
sont “suffisamment” distincts).
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On se place dans le cadre du § 2 avec G = GL, 1, T le sous-groupe des matrices
diagonales et B celui des matrices triangulaires inférieures.

Fixons L’ une extension finie galoisienne de L et soit Ly C L' la sous-extension non
ramifiée (sur Q,) maximale. On suppose |Hom(L', F)| = [L' : Q,] et on note f’ &
(L : Q] et ¢f le Frobenius arithmétique sur Lj, (qui modulo p est I’élévation a la puis-
sance p). Appelons module de Deligne-Fontaine un quadruplet (¢, N, Gal(L'/L), D)
ot D est un Ly ®q, £-module libre de rang fini équippé d’une application bijective
(appelée Frobenius) ¢ : D — D telle que o((I{ ® €) - d) = (py(l}) @ €) - p(d), d'un
endomorphisme Ly ®q, E-linéaire N : D — D (appelé opérateur de monodromie, ne
pas confondre avec le radical unipotent N de B au § 2!) tel que Ny = ppN et d'une
action de Gal(L'/L) (appelée donnée de descente) qui commute a ¢, N et telle que
g((ly@e)-d) = (g(ly) ®@e)-g(d) (I, € Ly, e € E,d € D, g € Gal(L'/L)). Les modules
de Deligne-Fontaine forment une catégorie de maniere évidente en prenant pour mor-
phismes les applications Lj ®q, E-linéaires qui commutent a ¢, N et a I'action de

Gal(L'/L).

Par un résultat classique de Fontaine (cf. [16] ou [6, Prop.4.1]), la catégorie des
modules de Deligne-Fontaine est en fait équivalente a la catégorie des représentations
du groupe de Weil-Deligne de L sur un E-espace vectoriel de dimension finie telles
que la restriction au groupe de Weil de L’ est non ramifiée. En particulier c¢’est une
catégorie abélienne (et méme artinienne).

Fixons un module de Deligne-Fontaine (y, N, Gal(L'/L), D) de rang n sur Ly®q, E.
En utilisant 1’équivalence de catégories ci-dessus, on voit que si E est suffisamment
grand on peut supposer que les constituants irréductibles de (¢, N,Gal(L'/L), D)
sont tous absolument irréductibles. On fait dans tout 'article I’hypothese suivante
sur (¢, N, Gal(L'/L), D) :

Hypothése 5.1. — Les constituants irréductibles de ((p,N, Gal(L’/L),D) sont tous
distincts deux a deuz.

Rappelons que 'opérateur de monodromie N est forcément nul sur un module de
Deligne-Fontaine absolument irréductible (car N est nilpotent). L’hypothese (5.1)
entraine en particulier que I'on peut écrire :

(¢, N,Gal(L'/L), D) = @ (@30 Nisew» Gal(L'/L), Dy ;)
i=1
ol (@iz; Nig,, Gal(L'/L), D, 4,) est absolument indécomposable de la forme :
4;
(@iis Nie,, Gal(L' /L), Diy,) = (p_(&_g)%‘, Gal(L'/L), D;)
=1
avec {; € Zso, (p;,0,Gal(L'/L),D;) un module de Deligne-Fontaine (absolu-
ment) irréductible, N = N, nul sur (p~“ Vg, Gal(L'/L),D;) et envoyant
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(p_(fi_z)gpi,Gal(L’/L),Di) dans (p_(ei_“l)goi, Gal(L//L),Di) par l'identité sur D; si

1 < ¢ < ¥;. Notons que Nfe = 0 sur (pie, Nig,Gal(L'/L), D;y,) et que les seuls

sous-modules de Deligne-Fontaine de (Qﬁi,é“Ni’gi, Gal(L'/ L),Dm) sont les modules
Z:I (p_“i_ﬁ)goi,Gal(L’/L), Di) pour j € {1,--- ¢}

On fait maintenant I’hypothese supplémentaire dans la suite :

Hypothése 5.2. — Pour tout i,j € {1,---.,r}, on a (gpi,O, Gal(L'/L),Di) 4
(p™%¢;,0,Gal(L'/L), D;).

Notons D % (o, N, Gal(L'/L), D) et D;,, = (¢iis Nig,, Gal(L'/L), Dy y,), alors

WD(D) = @;_;WD(D, ,,) ot WD désigne la représentation de Weil-Deligne associée.

o déf . Langland :
Soit n; = dimg D; (on a donc n =Y., £;n;) et notons 7, *"#**” pour i € {1,--- ,r}

la représentation supercuspidale de GL,, (L) sur Q, correspondant & la représentation
de Weil WD(D,) associée a D, & (pi,0,Gal(L'/L), D;) par la correspondance de
Langlands locale usuelle (en particulier son caractere central est (det WD(D;))orec™?).

1—n;
; . Tangland = : . :
La représentation m,*"#*"“|det|, *  admet un unique modele 7; sur E (voir par exem-

ple [6, §4], rappelons que |det|;, € ¢* C E*). Les hypotheses (5.1) et (5.2) impliquent
que les représentations m;|det| ™ (i € {1,---,r}, £ € {1,---,4;}) sont toutes dis-
tinctes et que, pour tout 4,5 € {1,--- ,r}, on a m; ¥ 7rj|det|€j. On identifie I’ensemble
ordonné de représentations supercuspidales :

(18) {7r1|det|f-j*1, my|det| 72, oy moldet| 2T o g, o det] ., ™}

a l'ensemble {1,---,37" , £;} en envoyant m[det TP <e <) s (22;11 lg) + ¢

(donc 7; correspond & S2'_ £,). Sij e {1,--- 30 4}, on éerit j = (32021 0) 4+ £
Gt
L 9

pour un i € {1,---,r} et un ¢ € {1,---,¢;} uniques, et on note (j) el ;| det
n(j) Yo, et

(19) D(j) < (p“-Og;, Gal(L'/L), D;) C D, ..

Rappelons que deux supercuspidales 7, 7’ de GL,,(L) sont dites liées si ou bien
m = 7'|det|, ou bien 7’ = 7|det|,.

Définition 5.3. — Une permutation w de Uensemble {1,---,> " _ 4;}, ou de
maniére équivalente de l’ensemble de supercuspidales (18), est admissible si w
peut s’écrire comme une composée de transpositions entre deuxr supercuspidales
consécutives non liées.

Autrement dit w est admissible si 'on peut écrire w = 7. 0--- 07 07 ou Ty
échange deux supercuspidales voisines non liées, puis 75 échange deux supercuspidales
voisines non liées etc. Attention que cela nimplique pas que les 7; pour i > 1 prises
isolément sont elles-mémes admissibles. Par exemple pour 75, on sait seulement que,
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une fois appliqué 11, ce sont les nouvelles supercuspidales aux positions échangées par
Ty qui ne sont pas liées, voir 'Exemple 5.4 ci-dessous. De maniere équivalente une
permutation de {1,---,> 7, ¢;} est admissible si 'ordre d’apparition des m;|det|;~
pour 1 < ¢ < /{; est préservé dans w=*(1),--- ,w™(>27_, ¢;) via la bijection ci-dessus
entre {m|det|? ", -+, m } et {1,--+, >0 4}) pour tout i € {1,---,r} (notons que
les m;

%4’ 1 < ¢ < /; ne sont plus alors nécessairement “juxtaposées”).

Exemple 5.4. — Considéronslecasr =2, (1 = 2et ly = 1, donc (n(1),7(2),7(3))=
(my|det|r, 71, ™) avec my 2 wi|det|% et m 2 m|det|r. Les permutations w admissibles
et non triviales sont celles telles que :

(m(w™ (1)), 7(w™(2)), m(w™(3))) € {(m1|det|r, w2, m1), (w2, 71 |det|r, 1)} -

Par exemple la permutation w(l) = 2, w(2) = 3, w(3) = 1 qui donne
(r(w™(1)), 7 (w™(2)), 7(w™(3))) = (mo,m|det|r,m) s’écrit comme la composée
(12)(23) :

(23) (12)
(m1|det|p, 1, mo) v (m|det| L, ma, m) V= (mo, mi|det| L, m1).

Mais la permutation w = (12) n’est pas admissible car m|det|, et m; sont liées.

Si w est une permutation quelconque de {1,--- %" ¢;}, on note P, € GLy/;, le
sous-groupe parabolique contenant B de Levi :
déf
= GLn@w-101)) X GLng-12)) %+ X GLn@w-1(sr_, 0))-

Soit P C GLn/L un sous-groupe parabolique contenant P,, sil’on écrit Lp = GL,,, X

-+ X GLyy,, on a une partition naturelle Jy, 1 IT.J, oI+ - - 11 ¢ de {1,--- , "7 4;} telle
que l'inclusion Lp, C Lp envoie Hjer,l GL,w-1¢j)) dans GLy,,, T] GLy(w-1(j))
dans GL,,,, etc. On note 7, p 'induite parabolique lisse :

jGJw,Q

déf Lp(L) — —(n—n(w= (1
(20) 7o, S ndgr (1 (7 (0 () et Vg

7r(w—1<2)) ‘det|Z(n*n(wfl(l))*”(wfl@))) Qp - Qp W(w_1<z EZ)))

i=1
et on remarque que T, p = IndLP (Bﬂ Lo(L) Tw.Pu et que :

Tw, P = Tw,P,m1 QL Tw,Pma Rr - QL Tw,Pmy
OU Ty, pm, pour s € {1,--- ,t} est une induite parabolique (évidente) de Py & GL,,,,

P, étant le sous-groupe parabolique inférieur de GL,,, de Levi [] GLyw-1())-

J€Jw,s
Lemme 5.5. — Pour toute permutation (quelconque) w de {1,--- 37, l;} et pour
tout sous-groupe parabolique P C GL,, ;1 contenant P, la Lp(L)-représentation m, p
a tous ses constituants distincts et un unique quotient irréductible.
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Démonstration. — Comme les représentations supercuspidales 7(j) sont toutes dis-
tinctes, cela découle de [37, Prop.2.1(c)] et [37, Prop.2.10] appliqué a chaque facteur
Tw.Pm,- Noter que la normalisation en (20) correspond, a torsion pres sur chaque
facteur (qui dépend du facteur), a I'induction normalisée de [37]. O

On note 7, p I'unique quotient irréductible de m, p donné par le Lemme 5.5. On
a encore :

(21> ﬁw,P - ﬁw,P,ml X - QL ﬁw,P,mt

Ol Ty, pm, €st I'unique quotient irréductible de 7y, pym,, s € {1,--- ,t}.

Lemme 5.6. — (i) Soit w une permutation admissible (Définition 5.3) et P C
GLy 1, un sous-groupe parabolique contenant P, alors la Lp(L)-représentation Ty p
est générique.

(ii) Soit wy, we deux permutations admissibles et P C GL, /1, un sous-groupe
parabolique contenant P,, et P,,. On a Ty, p = Tu, p st et seulement si les par-
titions Uy Jy, s et Wgdy, s de {1,--- >0 {;} sont les mémes et les ensembles de
supercuspidales {m(w; (7)), J € Ju,.s} et {m(w3(§)), 5 € Juy.s} sont les mémes pour
tout s.

Démonstration. — Démontrons d’abord (ii). Si les conditions ne sont pas vérifiées,
alors par [37, Prop.1.10], les Lp(L)-représentations 7, p €t Ty, p sont des produits
tensoriels de représentations irréductibles (21) qui ne sont pas les mémes dans les
deux cas. En particulier 7, p et T, p ne peuvent étre isomorphes. Si les conditions
sont vérifiées, alors le fait que les permutations w; et w, sont admissibles associé a
[37, Prop.6.4] montre que l'on a my, pm, = Tw, pm, POur tout s, et donc a fortiori
Twy P = Ty p €6 Ty p = Ty, p. Plus précisément, on utilise [37, Prop.6.4] avec
I'hypothese (1) : “(Aq,---,A,) differs from (A}, ---,A’) only by a transposition
of two neighbours which are not linked” et avec des segments tous de longueur 1,
puis on fait une récurrence immédiate. En effet, si (A%, .- A?), i € {1,2}, est la
liste des supercuspidales que I'on induit paraboliquement pour obtenir m,, p., il suit
de l'admissibilité de w; et wy (et des hypotheses) que l'on passe de (Al,---  Al) a
(A%, .-+ A?) par une succession de transpositions entre deux supercuspidales voisines
non liées.

Démontrons maintenant (i). Par la preuve de (ii), on peut se placer dans une situation
ou l'on peut appliquer [37, Th.9.7(a)] (avec des segments non liés) a chaque 7, pm,, ce
qui donne la généricité de son unique quotient irréductible 7, p,,, (“non-degenerate”
avec la terminologie de loc.cit.), et donc celle de 7, p par (21). O

Notons que, si [TEanelands egt 1o représentation lisse (irréductible) de GL, (L) sur Q,
correspondant a la représentation de Weil- Dehgne WD(D) par la correspondance de

Langlands locale usuelle, on a [[banglands ) ]det\ ;2 2 TaaL, O Q.
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Pour chaque plongement ¢ : L — FE de S fixons une liste d’entiers h u
(hiw)icf1,- my dans Z telle que hy, < hyy < -+ < hy, pour tout o et posons :

ceS
déf .
Aio = —hig — (n —1i)
pour ¢ € {1,---,n} de sorte que A1, > Ao, > -+ > A,,. Notons L(),) la
représentation algébrique de GL,, X, E sur E de plus haut poids (dominant) A, :
T'xpo B — Gy g, diag(ay, -+, 2,) x?l"’ c 2™, est-a-dire Vinduite algébrique :

L(\o) = Indi 57 ),

On pose A « ®oesAs (un poids dominant de (Respg,T) xq, £ par rapport
& (Resrg, B) xq, E) et L()\) & RqesL(Ay) (une représentation algébrique de
(Resz /g, GLyn) xq, E = ][, GL, X1, E). On note encore L()) sa restriction a
GL,(L) € GL,(L ®q, E) = ((Restq, GLy,) Xq, E)(E) : c’est une représentation
absolument irréductible de GL,, (L) sur E.

On définit la représentation localement algébrique de GL, (L) sur E :

7(D,h) = L(\) ®p Tar, Fér (LA, T,

olt L(A)" est la représentation duale de L(A) vue comme objet de Of,. Par [29] ou
par le (iii) du Théoreme 2.3, la représentation 7(D, h) est absolument irréductible.

Ité

6. Filtrations de Hodge et représentations localement Q,-analytiques

A chaque filtration de Hodge sur un module de Deligne-Fontaine comme au § 5 on
associe une représentation localement Q,-analytique semi-simple de GL,, (L) sur E.

On conserve les notations du § 5. En particulier, D = ®]_,D,,, est un module
de Deligne-Fontaine satisfaisant (5.1) et (5.2) ou l'on a fixé une numérotation quel-
conque des D, ,. Rappelons juste que B (resp. B) désigne les matrices triangulaires
inférieures (resp. supérieures) de GL, 1, que o = (hiq)ic(1,.. n} €st une liste de poids

de Hodge-Tate et que A = ®yes)\, est le poids dominanta eGise (Resz)q, T') xq, I par
rapport & (Resz /g, B) Xg, E donné par A\, = (—h1, — (n —1) > —hy, — (n —2) >
N _hn,a)-

On pose Dy € D ®r, L' auquel on étend I'action de Gal(L'/L) par g((I'®e)-d) =
(g(I")®e)-g(d). Par (3) tout L®q, L-module F s’écrit F' =[] s F,. En particulier on
aDp = HO'ES Dy, , ou chaque Dy, est un L' @, E-module libre de rang n. Notons
que laction de Gal(L'/L) sur Dy, induit une action sur chaque Dy/,. De méme

I’endomorphisme N de Dp, induit un endomorphisme encore noté N de chaque Dy, ,.
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Définition 6.1. — On appelle filtration de Hodge de poids de Hodge-Tate h sur le
module de Deligne-Fontaine D la donnée de sous-L' ®q, E-modules (Fili Dy)iez de
Dy, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Fil'™ Dy, C Fil' Dy pour tout i, Fil' Dy, = Dy pour i < 0, Fil' Dy = 0 pour
1> 0;

(ii) Fil' Dy, est stable par Uaction de Gal(L'/L) pour tout i;

(i) Fil’ Dy o/ Filt! Dy s # 0 si et seulement sii € {hi s, -+ ,hno} 0U Fil’ Dy, o
(Fil' D1)y € Dy .

On note Fil' une filtration de Hodge de poids de Hodge-Tate h sur D. Comme
Fil' D, = [Les Fil' Dy, chaque Fil' Dy, , est stable par 'action de Gal(L//L) dans
Dy et par le théoreme de Hilbert 90, on a L' @y (Fil’ Dy ,) /L) 5 Fil' Dy, , pour
tout 7 et tout o. Donc se donner un sous-L/ ®q, F-module Fil’ Dy, de Dy, stable par
Gal(L'/L) revient juste a se donner pour chaque o € S un sous-E-espace vectoriel de
DS,?L(L// D En particulier chaque Fil’ Dy, et chaque Fil’ Dy o/ Fil't! Dy, est libre
(de rang fini) sur L' ®, E.

Pour tout élément w's = (w2€), du groupe de Weyl de (Resy g, GL,) Xg, E, on
définit w™e- X\ (resp. w2'8-\,) comme en (14) pour H = (Resy g, GL,) X, E et By =
(Resz/q, B) xq, E (resp. H = GL, X1, E et By “p X 1. E) et on note P(w*#) C
GL, 1, le plus grand sous-groupe parabolique contenant B tel que, pour tout o € S,
(w¥-)\), = w¥e- )\, est le plus haut poids par rapport & B x 1, E d’une représentation
algébrique de Lp(yae) X1, E. Comme A, est dominant pour tout o (par rapport a
B X1. F), c’est aussi le plus grand sous-groupe parabolique P(w™#) contenant B
tel que, pour tout o € S, w8 - 0 est dominant pour Lpmey X1, E par rapport a
B X1, E (cf. Remarque 4.3). On note W, le dual de cette représentation algébrique
de Lp(walg) XL,O’ E, Wwalg,)\ déf ®O’ESWO' et Mwalg_)\ € Ozl(g)alg)
du module de Verma U(gl,, ®q, E) QU (p(we)@g, F) Wals. ).

I"'unique quotient simple

On note W l'ensemble des couples (w?#, w) ol w est une permutation admissi-
ble de {1,---,>7 , ¢;} (Définition 5.3) et w™® un élément du groupe de Weyl de
(Res g, GL,) xq, E avec P, C P(w"®). Par exemple (1,w) € W pour toute
permutation admissible w. On définit une relation d’équivalence ~ sur W comme

T alg alg . . alg alg .
suit @ (wi® wy) ~ (wy® we) si et seulement si wi™® = wsy® et la permutation sur
les supercuspidales {r(w;'(j)),1 < j < >°7_ ¢} qui donne les supercuspidales
{m(wy'(§)),1 < j < Y7_, 4} respecte les blocs du Levi Lpmey = Lp,e) (voir

Lemme 5.6).

A tout élément (w8, w) € W, on associe la représentation localement Qp-
analytique absolument irréductible de GL, (L) sur E :
déf _
C(walg, w) :e ‘Fg(Ln (Mwalg,)ﬂ ﬂwyp(walg))

walg)
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(cf. § 2 pour .F P(aag) €t § 5 pour T, p(uats), l'irréductibilité découle du (iii) du
Théoreme 2.3). En particulier C'(1,1d) = w(D,h). Notons que par le Corollaire
25o0na:

Tnd k(D)

1 — Qp -an
C(w™®, w) = socar, 1) ( Plasle)(L W’ ! n O T prusie))

Lorsque Ty, p(usls) = Ty, puwsle) (1. lorsque m,, paiey est irréductible), on a aussi par
(8) et le Corollaire 2.5 :

(22) Clw™,w) = Fol (M. A,mpw)

GLn !/ Qp‘an
= SOCGL“ (I d W wals- )\, Py, ®E Ww,Pw)

o Wy p, = ®@oecsWo,p,, Wop, ¢tant le dual de la représentation algébrique de
Lp, X1, E de plus haut poids wf;lg - A\ par rapport a B Xro .

Lemme 6.2. — Soit (w'™® wy) et (3%, wy) deux éléments de W, on a C(w'™®, wy) =

C(w3®, wsy) si et seulement si (W™, wy) ~ (W3, ws).

1 )
Démonstration. — Par le Corollaire 2.7, on a C(w™® w,) = C(wd'® w,) si et seule-
o . :
ment si MwelalgA \ = nglg‘ et T, P(walg) =T, P(wd®) Le premier isomorphisme im-
: 1 1 1
plique w™® = w3’ car w™ - X\ = w8 - X et A est un poids régulier au sens de [23,

§1.8]. On a donc P(w™®) = P(w3'®) et le résultat découle du (ii) du Lemme 5.6. [

: : ¢ i ¢t
Pour i € {1,---,r} soit m; « >t _, nj et posons my 0. Pour chaque o € S on

j=
Gal(L /L)

fixe m, vecteurs (e] s )1<j<m, du E-espace vectoriel D, tels que, pour 1 <1 <

Ty (€m; 14100 »€m;0) €st une base du E-espace Vectorlel DX 4, )S}TL(L’/L) (cf.

(19)). Donc (N em; 1110)s s N9 (em, »)) est une base du E-espace vectoriel
D) + 0 (1< €< ), (N e o) N (emo) s, ost
une base de D?;l(LL, D et B, € (N'(e;,));¢ une base de DGal(L /L) Se donner une
filtration de Hodge Fil" de poids de Hodge-Tate h sur D revient & se donner pour tout
o € § un drapeau de sous- EF-espaces vectoriels de DGal (/L)

(23) 0C Fﬂhn,ngatlr(L//L) C Fﬂh"*lv"Dgai(L//L) c

hi o G l(L /L) Gal(L'/L)
¢ Fil"D}} =D/,
tels que dimg Filhi"’Dg,i(L//L) =n-+1-—1.
On pose dans la suite :
H %Y (Resy g, GL,) xg, E et By % (Resy /g, B) X, E

et on utilise les notations du § 4 (par exemple w®® € Wy). Exprimé dans la base

BY (By)ses ci-dessus, le drapeau (23) pour tout o correspond a un E-point B(Fil")
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sur la variété algébrique projective H/By :
B(EL) € (H/Bu)(E) = [] GL.(E)/B(E).
c€eS

le drapeau évident :

(24) EN“Ye1,) C ENfrl(e 0)69EN‘71’1(627U) g - C D( )Ga”/”

Co ¢ D?Zfé/ e g DS?lfL'/ K

correspondant par définition & la classe de I'identité dans GL,(E)/B(E).

On voit une permutation w de {1,---,% ", ¢;} comme un élément du groupe de
Weyl de GL,,/, donc en particulier comme une matrice @ dans GL,(L) € GL,(L®q,
E) = H(FE), qui envoie les racines simples positives de GLyqyx - - - x GLy(x, ¢;) vers des
racines simples positives de GL,, (noter que w dépend de la numérotation choisie des
D, ,. puisque les blocs n’ont pas forcément tous la méme taille). Avec cette convention
on vérifie que WLp, @' = Lp, et (via le Lemme 6.2) que (w™8,w;) ~ (w8 wy) dans
W si et seulement si Wty appartient au sous-groupe de Weyl Wp (o)

Lemme 6.3. — Soit (w8 wy), (w8, wy) € W, on a (w8, w) ~ (w8 w,y) si et

C—1 ~ 1
seulement si w,  Byw*swoBy /By = ws  Bpw*sw By /By.

Démonstration. — On a Wp(yas)y € Wp, (uae) (plongement “diagonal”, cf. § 4 pour
Py (w™®)) et par maximalité de P(w®®), on a wyw; @ € Wp ey si et seulement si
wywy e W, (wate)- Le résultat découle donc de la Proposition 4.4. O

On définit la représentation localement Q,-analytique de GL,, (L) sur E :

(25) w(D,hFL) S P Cw™w) = P Fornuw M Tupos)

{(ws )} {(w,w)}

ott la somme directe est prise sur les classes {(w*& w)} € W/~ telles que :

B(F_ll) € 73_1BHwalgwoBH/BH

(i.e. B(Fil') est un E-point de la variété w ' Bgw8woBy/Bg). Le Lemme 6.2 et le
Lemme 6.3 montrent que la représentation 7(D, h, Fil) est bien définie.

Proposition 6.4. — (i) La représentation w(D, h, Fil') ne dépend ni de [’ordre des
D, . ni du choiz de la base B comme ci-dessus.

(ii) La représentation w(D, h, Fil') est semi-simple, sans multiplicité et contient tou-
jours la représentation localement algébrique m(D, h).



VERS LE SOCLE LOCALEMENT ANALYTIQUE POUR GL, I 29

Démonstration. — (i) Nous allons montrer d’une part que la représentation
m(D,h,Fil') est indépendante de la numérotation des D,,, d’autre part qu’a
numérotation fixée elle est indépendante du choix de la base B. Soit w une per-

def ) .
= Disi)rn,, Une autre numérotation.

mutation de l'ensemble {1,---,r} et l/);
Notons avec un tilde tout ce qui est relatif a cette autre numérotation, par e-

xemple B = (Ba)aeg est la base de DGal(L /D)

Gal(L'/L) .
pour chaque o les bases des D, ga L,/ données par B, sans changer l'ordre des

vecteurs & l'intérieur de chacune de ces bases. On note encore @ I'unique permuta-

tion de {1 ZT 0} qui envoie ’ensemble ordonné (18) sur I’ensemble ordonné
- Lg(1)—2 g 1

{7Tw(1 |det|L o 7Tw(1)|det| T L » T (1 |det| v y o ,W@(r)‘deth,ﬂ'@(r)}.

On vérifie par un calcul de changement de base élémentaire que B(Fil') €

obtenue en permutant suivant w

—

~ —1
W Bgwswy By /By si et seulement si B(Fil') € ww  Bpw8woBy /By ol ww est

le relevé dans GL, (L) de la permutation ww de {1,---,> ", ¢;} relativement a la
nouvelle numérotation GL,z1)) X -+ X GLyg()). Par ailleurs on a (w alg ,w) €W

si et seulement si (w8, ww) € W et dans ce cas C(w*®, w) = 5(walg,ww). On voit
donc que la somme directe des C(w®e, ww) sur les {(w™s, ww)} € W/~ tels que

~ —1
B(Fil') € ww Bpw"swyBy /By coincide avec la somme directe des C(w™8, w) sur
les {(w™8, w)} € W/~ tels que B(Fil') € W' Byw8wy,Bg/By.

Soit o € S, € {1,--- ,r} et modifions maintenant la base (€, 410, s€m;.0) de
DY, KS)S?; L(L// L) Par un calcul de changement de base, on a une matrice i dans
((Resz g, Lp,) Xq, E)(E) (en fait dans ((Resz,q, Lp,) X1,0 E)(E)) telle que B(Fil') €
W' BgwswyBy /By si et seulement si Fil' correspond dans la nouvelle base a un
point dans @~ 'hBywewy By /By = W 'hByw*woBy /By. Comme Lp, C Lp (),
I’élément h est aussi un E-point de Py (w?#) défini comme au § 4. Mais :

PH< alg)BHwa gwoBH PH(walg)walgwoBH = U BHw’BHwalgwoBH

leWPH (walg)

et par la Proposition 4.4 on a wBywswyBy/By C BpwSw,By/By pour
tout w' € Wp, (yaey. On en déduit Py (w®)wsw By /By C BpwswyBy /By
d’ot hByw*swyBy /By = BpwSw,By/Bg et donc @ 'hBpwswyBg/By =
W' BgwswyBy/By. Ainsi, on ne change pas la représentation w(D,h,Fil') en
travaillant dans la nouvelle base.

(ii) La semi-simplicité est claire puisque chaque C(w™# w) est irréductible.
L’assertion de multiplicité 1 découle de la définition de 7(D, h, Fil') et du Lemme 6.2.
Si we =1, on a Byw*sw By /By = BywoBy /By = H/By et donc le constituant
C(1,1d) = w(D, h) est toujours la (notons que C(1,1d) = C(1,w) pour tout w par le
Lemme 6.2). O
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7. Faible admissibilité et conditions nécessaires d’intégralité

On montre que si (D, h,Fil') admet un Opg-réseau stable par GL, (L) alors la
filtration Fil" est faiblement admissible.

On conserve les notations et conventions du § 6. A D est associé le nombre rationnel
positif ou nul (voir [6, (4)]) :

déf 1 /
ty(D) = Fval (det%(gof ))
ou detyy (o ") est le déterminant de 'automorphisme Lj-linéaire /" du Lj-espace
vectoriel D dans une base quelconque. A Fil' est associé le nombre rationnel positif
ou nul (voir [6, (5)]) :

tp(D,Fil) € S idimy (Fi' Dy / Fil ' Dy) = 33 Jidimy (Fil' Dy o/ Fil Dy ).

1€EZL o€S i€

Si D' C D est un sous-module de Deligne-Fontaine, on le munit de la filtration de
Hodge induite (D7, N Fil' Dy )iez.

Définition 7.1 (Fontaine). — On dit que la filtration de Hodge Fil' est faiblement
admissible si pour tout sous-module de Deligne-Fontaine D' C D on a ty(D', Fil') <
tn(D') et si de plus ty (D, Fil') = tx(D).

Remarque 7.2. — (i) En fait, la condition de faible admissibilité initiale demande a
ce que 'inégalité ¢ (D', Fil') < ty(D') soit vérifiée pour tout sous-Lj-espace vectoriel
D' de D stable par ¢ et N (on n’utilise ni l'action de E ni celle de Gal(L'/L) dans
la définition de ces invariants). Le fait qu’il suffise de considérer les sous-Lj ®q, £-
modules de D stables par ¢, N et Gal(L'/L), c’est-a-dire les sous-modules de Deligne-
Fontaine de D, découle par exemple de [17, Prop.4.4.9] et [4, Prop.3.1.1.5].

(ii) Rappelons que, par le résultat principal de [11], & toute filtration faiblement
admissible correspond une représentation potentiellement semi-stable de dimension n
de Gal(Q,/L).

Comme les seuls sous-modules de Deligne-Fontaine de D, , (i € {1,---,r}) sont

les modules €, D((Zz;ll ls) + ) pour j € {1,---,4;} (cf. (19)), on en déduit le

=1
lemme suivant (dont la preuve est immédiate).

Lemme 7.8. — Soit D' C D un sous-module de Deligne-Fontaine. Alors il existe
une permutation admissible w de {1,---,> " _ s} (non unique en général) et i €

{1,370 4} tels que D' = gzlg(w_l(j))'

Si w est une permutation de {1,---,> ", £}, on note Py, “ (Resr g, Pw) xq, E,

Xru.p, l€ caractere central de m, p, et Zr, (L)* le sous-monoide du centre Zr, (L)
de Lp, (L) défini comme apres (13) pour N% o Np (Op). Concrétement Z;,, (L)*
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est le monoide des matrices diagonales de GL, (L) qui sont dans le centre de Lp, (L)
et dont la valuation des coefficients (diagonaux) décroit quand on “descend la diago-
nale”.

Proposition 7.4. — Soit (w8, w) € W et Fil' une filtration de Hodge de poids de
Hodge-Tate h sur D telle que B(Fil') € @_1PH7wwalgwoBH/BH dans un quelconque
choixz de base B comme au § 6. Les conditions :

(26) tn(@iy Dw™().EL) < ty(@i, Dw™(j) 1<i<y L1

Tl 1, . Tl 1,
tr (&7 "D(w ™ (), Fil) = tn (225 “D(w (7))
sont équivalentes aux conditions :

(27) (W X)(2) Xy p, (2) EOp ¥V z € Zy, (L)

Démonstration. — Notons d’abord qu’en procédant comme dans la preuve du (i) de
la Proposition 6.4, on voit que la condition B(Fil') € @~ Py, w8w, By /By est vraie
pour la base B si et seulement si elle est vraie pour un autre choix de base. On peut
donc travailler dans une base B fixée.

On donne d’abord la preuve dans le cas ou N = 0 sur D, c’est-a-dire ¢; = 1 pour
i€{l,---,r}. Ona D = @j_,D(i) et D(i) = D;; = D,;. Supposons dans un premier
temps w = Id et B(Fil') € Bgw*8w,By/Bg. Si'on explicite la filtration de Hodge
dans ce cas dans la base B, = (€j,)je{1,-n} (nOtons que m, = n), on trouve un
drapeau dont les gradués sont de la forme (pour chaque o) :

(28) Gr'nti-ie Dy, =

U @ro E- (€10 ®¥eso @ ®¥eiiny, 1) 1.0 D Cutien,))o)

ot je{l,--.n}, Gr" Dy, € Fil" Dy y/Fil" ' Dpy et % € L' @1, E (rappelons
que w'Bwy = (wBwg, ), est un élément du groupe de Weyl de H = [[ GL, g
et notons que * peut étre nul, i.e. par exemple e;, n’apparait pas nécessairement
dans chaque gradué). On en déduit en particulier pour i € {1,--- ,r} en notant que

Wwoe(j) =wos(j) =n+1-j:

ni+na+-+n;

1 % : s
(29) mtfl(@j:1 DGLEL) = 3 D M (g1
geS j=1
ni+nz+-+n;

= > D g

€S j=1
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Pour j € {1,---,r}, soit X : L — E* le caractere central de 7(j) (= 7; ici), on
a (voir la preuve de [6, Prop.5.1]) :
1 _ n;i(n; —1

[E: L] 2
de sorte que les inégalités (26) sont équivalentes aux inégalités pour i € {1,--- r} :

ni+ng+-+ng
B 3. D hupmage <

c€eS j=1

Z ([L : Lo val (Xr(j)(@r)) — [L : Qp}@)

Jj=1

(avec égalité pour i = r). On a par ailleurs en notant p, la demi-somme des racines
positives de GL,, X1, E et A\g = (Ao1, s Aom)

(32) wilg : )\g = U)ilg()\g + pa) — Po = </\(wglg)—1(j),g +j o (wilg)il(j)) =

1<j<n

( = ey e — (0= j))1<j<n-

Comme (w™® - \)(2) = [],(w¥e - X\,)(c(2)), les conditions (27) s’explicitent donc
comme suit (en vertu de la description ci-dessus de Zr, (L)*, de (20) pour P = Pygq
et en se souvenant que val(wy) = [L : Lo] ™t et val(|owp|; ') = [Lo : Qp)) :

ny+-+n;
1 .
ST 2 ( Z (= P10 = (0 = ~7>))+
c€ES j=1
S (vl (xa(@0) + [Lo s Qs (n = (g 4+ +15)) ) 20
j=1
pour tout ¢ € {1,--- ,r} avec = 0 (au lieu de > 0) pour ¢ = r puisque Zg(L) est un
groupe. En multipliant par [L : L], I'inégalité (33) se récrit :
ni+ng+--+n; i
B D D umape S Ll Y val (g () = €
oS 4=l j=1

(avec égalité pour i =) ou :

CE NN ) B QY mt )
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Un calcul élémentaire montre que 'on a :

%

:[L:Qp]<_(n1+-..—|—nz‘)(7”;1—i—...+m+1)+an(n1+...+nj)>:

“nj(n; —1)
gy =
Jj=1
et I'on voit que (34) est la méme chose que (31). Comme on passe d'un point
dans BHwalgwoBH/BH a un point dans PH,IdwalgwoBH/BH en changeant la base
de chaque D(i)p, (cf. preuve de la Proposition 6.4), ce qui ne change donc pas
les conditions (26) ou (31), on voit que le résultat précédent reste valable pour
B(F_ll) S PH,IdwalngBH/BH.

La preuve pour w arbitraire est la méme en remplacant (ej,)jef1,.,n} PAar
(e@-1(j),0)je{l, ) POUr tout o.

Enfin, la preuve dans le cas D quelconque, i.e. N éventuellement non nul, est

analogue en remplacant n; par n(j) (j € {1,---,>.1_,}) et (ej0)jeq1,n} par la

base du drapeau évident (24), c’est-a-dire (fjo)jeq1,...n} OU les f;, sont définis par :
déf

(35) fzs llsns+(€ Dni+k,o — Nf e(emz 1+k, 0)

pouri e {1,--- r}, Le{l,--- i} etke{l - n;}. ]

Proposition 7.5. — Soit (W&, w) € W et Fil' une filtration de Hodge de poids de
Hodge-Tate h sur D telle que B(Fil') € @ 'BywswoBy /By dans un quelconque
choiz de base B comme au § 6. Les conditions (26) impliquent les conditions (27).

Démonstration. — La encore, quitte & remplacer D(j) par D(w™'(j)) et f;, par
Jo-1(j),e (cf. (35)), il suffit de traiter le cas w = Id. Par (17), on a B(Fil') €
Bpw8wyBy /By pour un w™® € Wy tel que w™® > w8 et par la Proposition 7.4,
(26) pour Fil' est équivalent & (27) pour w™®. 11 suffit donc de montrer que (27)
pour w® implique (27) pour w*2. Par récurrence (cf. [23, §0.4]), on peut supposer

W = s w® et ((wi®) > (w¥®) dans Wy onl s, est la réflexion par rapport & une

racine de By. On a donc 0 € S et jy < j1 € {1,---,n} tels que wilf = w8 si
7€ S\{o} et walg = s,w¥ ol 5, est la transposition de {1,---,n} qui échange j,
et j; (i.e. « est la racine “e;o —€;"). De plus, la condition E(s alg) {(w¥e) est
équivalente a (w8)~1(a) > 0 ([23, §0.3]), i.e. (w8)~1(jy) < (w™8)~1(4;) ou encore
ey~ o) < Byainy-1(;,,0- Done on a (wfi) ') = (w3®)71(G) si g ¢ {do. g}
(wis) ™ (o) = (wi®) ™' (jr) > (wi®)™(jo) et (i)™ () = (w}

pourtoutie{l,--- ,n}ona:

Zh )1 <Zh ey

18)=1(jo) de sorte que
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avec égalité pour ¢ = n. Comme h(wilg)_l( = h(wim};g_)_l(j)ﬁT si T # o, on voit en

9)T
particulier que si I'inégalité (34) est vraie pour w'jﬂg (plus précisément I'analogue de
(34) dans le cas N quelconque, rappelons que cette inégalité est équivalente a (27),
cf. preuve de la Proposition 7.4) alors elle est vraie pour w®$, d’ott le résultat. ]

Si Fil' est une filtration de Hodge comme au § 6, on note W(Fil') C W le sous-
ensemble des (w2, w) tels que B(Fil') € w ! Bywew,By /By pour un choix quel-
conque de base B comme au § 6.

Théoréme 7.6. — Soit D un module de Deligne-Fontaine vérifiant les hypothéses
(5.1) et (5.2). Soit h = (Rio)ic(1,ny dans Z tel que h1y < hog < -+ < hyg

pour tout o et soit Fil' une ﬁltmtio%eile Hodge de poids de Hodge-Tate h sur D. Soit
A= Ry avec Ag = (—hjo—(n—j))1<j<n, Tw,p, comme en (20) et Xx, p , Zr, (L)T
comme ci-dessus pour w permutation de {1,--- .37 4;}. Alors la filtration Fil' est
faiblement admissible si et seulement si pour tout (ws w) € W(Fil') on a :

(36) (W - X)(2) Xy o (2) € O ¥ 2 € Zp, (L)*.

Démonstration. — Supposons Fil' faiblement admissible et soit (w™¢,w) € W(Fil’).
Alors par définition B(Fil') € @' BywswyBy /By et par la Proposition 7.5 les
conditions (36) sont satisfaites. Supposons les conditions (36) satisfaites pour tout
(w*e,w) € W(Fil') et soit D' C D un sous-module de Deligne-Fontaine. Par

le Lemme 7.3, il existe une permutation admissible w de {1,---,> " (;} et i €
{1,---, 2701 4} tel que D' = @_,D(w'(j)). Par la décomposition de Bruhat,

il existe w¥s € Wy tel que B(Fil') € @ ' Py, w8woBy/By. Soit wg = (Wiy)s
un élément de Wp, ~ tel que, pour tout o € S, Wi ,w e - 0 est dominant pour
Ly, X1. F = Lp, XL, E par rapport a B Xro F (un tel wy existe car Wpy.,, est
le groupe de Weyl de Py, = (Resyq, P,) Xq, ). Alors on a P,, C P(wyw®8) par
définition de P(wgw™8) (cf. début du § 6). Quitte & remplacer w*® par wyws,
on a encore B(Fil') € &' Py w*twoBy /By (en voyant wy € Wp,  dans Pp,),
et on peut donc supposer (w*& w) € W. Par la Proposition 7.4, on en déduit
tg(D',Fil') < tn(D') avec égalité si D' = D, et Fil' est donc faiblement admissi-
ble. O]

Corollaire 7.7. — Soit D, h, FiI' comme dans le Théoreme 7.6. St la représenta-
tion localement Q,-analytique (D, h, Fil') posséde un réseau stable par GL,,(L) alors
la filtration Fil' est faiblement admaissible.

Démonstration. — L’hypothese implique que, pour tout (w#, w) € W(Fil'), le cons-
tituant C (w8, w) = ]:S(I::alg) (Mwalg. A T, P(walg)) possede un réseau invariant. Par le
Corollaire 3.6 appliqué & G = GLy, 1, M = M.\, P = Py, mp = Ty p,, @ = P(w™®)
et T = Ty pusi), o0 a (W8 - N)(2)Xnr, 5. (2) € Op si z € Zy, (L)*. Le résultat
découle donc du Théoreme 7.6. O]
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8. Quelques cas particuliers

On examine la compatibilité de la représentation 7(D, h, Fil') avec les résultats de
[6] (cas générique), [1] (cas GL2) et [3] (cas ordinaire).

On utilise les notations des §§ 5, 6 et 7, en particulier on fixe un module de Deligne-
Fontaine D satisfaisant (5.1), (5.2) et des poids de Hodge-Tate h. Les filtrations de
Hodge Fil" sur D ci-dessous sont toujours supposées de poids de Hodge-Tate h.

Cas générique

Définition 8.1. — On dit que Fil' est générique si B(Fil') € @ ! Py ,woBr /By
pour tout permutation admissible w de {1,--- > _ (}.

Rappelons que cette définition est indépendante du choix de la base B (voir
par exemple le début de la preuve de la Proposition 7.4). Comme chaque
W Py ywoBpy /By contient un translaté de la grosse cellule BywoBy /By de la
variété H/Bp, on voit qu'une filtration “prise au hasard” est générique. Si D est
irréductible, toute filtration de Hodge est générique.

Lemme 8.2. — La filtration de Hodge Fil' est générique si et seulement si l'on a
(D, h,Fil') = w(D, h) (i.e. siet seulement si (D, h, Fil') est localement algébrique).

Démonstration. — Montrons d’abord que si (w8, w), (W38, w) € W et w'® £ wi',
on a:
(37) (PHMlengBH/BH) N (PHnglg’LUoBH/BH) = @

alg lg

11 suit des hypothéses que Py, € Py(w®), i = 1,2. Supposons wh® = w'w?® pour
un w' € Wp,, ,, w' # 1 et soit o une racine positive de Lp, , (par rapport a By) telle
que w' ' (a) < 0. On a (avec des notations évidentes) :

<w22ﬂg -0, aV> = <(w/wélﬂg> -0, aV> < <w,<wilg ' 0)7 a\/> = <wilg -0, wlil(OK)v) <0
ol la premiere inégalité découle de (w'(pg) — pa, @) = (pu, w' " (a)¥) = (pg,a¥) < 0
et la deuxiéme du fait que w}'® - 0 est dominant pour Lp, , N By. Mais cela contredit

-1
le fait que w3'® - 0 est aussi dominant pour Lp,, , N By. On a donc wyw(® ¢ Wp,
et (37) découle alors de la décomposition de Bruhat généralisée (cf. [12, Lem.5.5] par
exemple). On en déduit que si (w8, w) € W et we # 1, on a :

(38) (PywwoBy /By) N Bpw®w,By /By = 0.

En effet, sinon il existe w®'® € Wy tel que w™® > w¢ (donc en particulier w®® # 1)
et wBwy € Py pwoBy ce qui contredit (37) appliqué avec wi'® = 1. Supposons main-
tenant Fil' générique. On a @ ' Py, woBy /By C W 'BywyBy /By = H/By et par
(38) on en déduit B(Fil') € @ !Byw?gw,By /By si et seulement si w*® = 1 d’ou
(D, h,Fil') = (D, h). Réciproquement supposons 7 (D, h, Fil') = w(D, h) et soit w
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une permutation admissible de {1,--- .7, ¢;}. Par (37) (et la décomposition de
Bruhat généralisée) il existe un unique w*e € Wy tel que (w8, w) € W et B(Fil') €
Z/EilPH’wwalgwgBH/BH. Or @’1PH7wwalgwoBH/BH - {E*lBHwalngBH/BH (VOiI‘
la fin de la preuve du (i) de la Proposition 6.4) et par hypothese on a B(Fil') ¢
W' BywwyBy /By si w™ # 1. On a donc forcément we = 1 ie. B(Fil') €
@_IPH,U,’U][)BH/BH. O

Le corollaire suivant du Théoreme 7.6 et du Corollaire 7.7 combinés avec le Lemme
8.2 précise certains résultats de [6] (et de [35], [22]) sous les hypotheses (5.1), (5.2).

Corollaire 8.3. — Soit Fil' une filtration de Hodge générique sur D. Alors Fil’
est faiblement admissible si et seulement si pour toute permutation admissible w de

{1,--- > _ 4} ona:
M2)Xrp, (2) €0 YV 2z € Zp, (L)T.

En particulier, s’il existe une filtration de Hodge faiblement admissible sur D, alors il
en existe une générique (faiblement admissible) et si (D, h) posséde un réseau stable
par GL, (L), alors toute filtration de Hodge générique est faiblement admissible.

Les filtrations de Hodge construites dans [6] sont en fait génériques. Il est conjecturé
dans [6] la réciproque au tout dernier énoncé du Corollaire 8.3 : §'il existe une filtration
de Hodge faiblement admissible sur D (que 'on peut supposer générique), alors il
existe un réseau stable par GL, (L) sur 7(D,h). Récemment, de nombreux cas de
cette réciproque ont été démontrés (que 1'on ne recense pas ici). Il est donc naturel
de se demander si cette réciproque reste vraie en dehors du cas générique.

Question 8.4. — Est-ce que la réciproque du Corollaire 7.7 est vraie 7 C’est-a-dire
est-ce que la faible admissibilité de Fil' est toujours suffisante pour qu’il existe un
réseau stable par GL, (L) sur w(D, h, Fil") 7

Cas GLo

On suppose ici D libre de rang 2 sur L ®q, E. Si D est irréductible, auquel cas D
satisfait automatiquement (5.1) et (5.2), on a W = {(1,1d)} et 7(D, h, Fil') = w(D, h)
pour toute filtration de Hodge Fil* (et rappelons que Fil" est faiblement admissible si
et seulement si le caractere central de m(D, h) est entier).

Si D est réductible et N # 0, on a D = D(1) @ D(2) avec N(D(2)) = D(1) et
N(D(1)) = 0 (cf. (19)), et la seule permutation admissible w de {1,---,> " {;} =

{1,2} est w = Id. Pour chaque o € S on fixe une base B, = (N(e,),e,) du E-

espace vectoriel Df,ilr(y/ L) telle que e, est une base de D(2)§,%7(Ll/ L) La donnée d’une

filtration de Hodge Fil" sur D est équivalente a la donnée pour chaque o € & d'une
droite :

Fith’”Df,fl(L//L) = E(a1,N(e0) @ az0€5), (a1.4,a25) € EX\{(0,0)}

g
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de DS,aL(L B Filhlﬁ"DS,aL(L /D) Tes éléments de Wy sont paramétrés par les parties
de S comme suit : & J C S correspond w?® = (w%%), € Wy tel que w3 # 1 si et
seulement si o € J et on a wf}“lg < wil,g si et seulement si J C J'. On voit donc que

B(Fil') € BHwilgwoBH/BH si et seulement si az, # 0 pour o ¢ J et as, = 0 pour

o € J. Autrement dit B(Fil') € BHwﬁlngBH/BH si et seulement si as, = 0 pour
o € J. Soit Zs o {o € §,as, =0}, on voit donc que :

W(Qa ha ﬂ) — EBJQZQ C(U);lg, Id)

dét 1

Soit x(2) : L* — E* le caractere lisse tel que x(2) = WD(D(2)) orec™" (ou l'on
munit ici D(2) de N = 0), on a explicitement si J # () :
(39) Clwi®1d) = (@ odet) ™) @p () (Sym™e "ot B2)7 )@y
ceS o¢J
J—an
(a2 x@ [Lo(2) ™t @ x(@) [ o))
oeJ oeJ

(Paction de GLy(L) sur (Sym"2e~".71E2)7 ge faisant via le plongement o)
et idem si J = () en remplagant l'induite localement J-analytique ([36, §2])
par Steinberg ®g (x(2) o det). Notons que Fil' est faiblement admissible si
et seulement si 2val(x(2)(wy)) = ([L : Q)] + > c5(hie + hop))val(wy) et
Y ves\zo (Moo = hig) 2 [L: Q]+ 32y, (hoo — hio) (cela force Zy =0 si L = Q, ou
si hay — h1, = 1 pour tout o).

Si D est réductible et N =0, on a D = D(1) @ D(2) et I'unique permutation non
triviale w de {1,---,>"_, 4;} = {1,2} est maintenant admissible. Pour chaque o
dans S on fixe une base B, = (€1, €2,) de Dgi(L D) telle que e;, est une base de

D(i)f/i.(L//L) (1=1,2) et on a (pour chaque o) :
Fﬂh2'0DS/6jtlT(L,/L) = E<a1,061,0 D aQ,UBQ,U)a (al,av CLQ,U) € EQ\{(()? 0)}

Notons Z; & {0 € S,a;, =0} (i =1,2), alors comme dans le cas N # 0 on voit que

B(Fil') € Byw"®woBy /By (resp. B(Fil') € w™' Byw¥*w,By /By ) si et seulement si
J C Zy (resp. J C Z1). On en déduit :

(40) 77(27 h, m) = W(Qv h) ® (EBV)QJQZQ C(wf}lg? Id)) ® ( Docicz C(wf}lgv w))

ott les constituants C(w?®,1d), C(w3® w) se décrivent de manitre analogue & (39).
Lorsque l'action de Gal(Q,/L) est triviale et Fil' est faiblement admissible (cas
“cristallin”), alors (40) est exactement le socle de la représentation localement Q,-
analytique de GLy(L) définie dans [1, §4] (ou I'on ne supposait pas (5.2)).

Lorsque n = 2 et L = Q,, on a enfin le résultat suivant qui se déduit de [9], [10]
et [25] et dont on laisse les détails de vérification au lecteur.
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Proposition 8.5. — Supposons n = 2 et L = Q,. Soit D un module de Deligne-
Fontaine vérifiant U'hypothese (5.2), h = (hy, he) des poids de Hodge-Tate tels que
hi < hy et Fil' une filtration de Hodge faiblement admissible sur D de poids de
Hodge-Tate h (notons que la condition de faible admissibilité force dans ce cas D
a vérifier (5.1)). Soit II(D) le GLy2(Qy)-Banach unitaire sur E correspondant a la
représentation de Gal(Q,/Q,) associée & D (par la correspondance de Langlands p-
adique pour GLy(Q,) [10]). Alors on a une injection équivariante m(D,h,Fil') —
SOCQL,(Q,) (D)% 22 qui est un isomorphisme lorsque D est réductible.

Il est probable que w(D,h,Fil') = socgr,g,) (D)%™ reste vrai pour D
irréductible.

Cas ordinaire

On suppose ici L = Q,, N = 0 et on oublie ¢ en indice puisque S est un singleton
(I'unique plongement de Q, dans E). On considere D de la forme D = D(1) & --- &
D(n) avec D(i) = D; libre de rang 1 sur Lj ®q, E tel que ty(D(i)) = [E : Qplh; ont
hy < --- < hy, est la liste des poids de Hodge-Tate. On fixe une base B = (e, - ,€,)

telle que e; est une base de D(z’)%ﬁL /%) On considere une filtration

de Hodge Fil' telle que, pour tout i € {1,--- ;n} :

de Dy /%)

tr (@)1 D(), Fil) =ty (€52 D)) = [B: QY by

Il est facile de vérifier que Fil" est faiblement admissible, que l'on a :
(41) Gr"Dp =1L ®q, £ - (al,iel Dagiea @D aj—16i-1D 62')7 ic{l,---,n}

pour des a;; dans L' ®q, £ (qui peuvent étre nuls) et que la représentation p

de Gal(Q,/Q,) associée par [11] est triangulaire supérieure (et potentiellement
cristalline) de la forme :

(m o rec)e™Mm 12 e Cin
(42) pe 0 (a0 rec)e™
: - : Cn—1n
0 o 0 (n,orec)ehn

ou ¢ : Gal(Q,/Q,) — Z, C E* est le caractere cyclotomique p-adique, 1; : Q) — E*
le caractere lisse 7); & (WD(D(i))orec™)]- %p etc;: Gal(Q,/Q,) - E,1<i<j<n
des fonctions continues. L’hypothese (5.2) force (n; orece™")(n; 41 orece™Mi+1)=t £ ¢
pour tout ¢ € {1,--- ,n— 1} et comme h; < h;1, on voit que p est générique au sens
de [3, Def.3.3.1]. De plus toute représentation p de la forme (42) correspond a un
unique Fil' de la forme (41).
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Pouri € {1,--- ,n} soit x(4) e WD(D(i))orec™t = ;|- \@: On a pour (w*# w) €
W (cf. (20) et (22)) :

(43) €™, ) = soccr, g (g, (- ) (x(w™ (V)] lgy"

y(w(2))] - |@(n—2) R ® X(w—l(n))>>(@p-an.

P

Comme (w8 - \); = —hgue-1) — (n — 1) (cf. (32)), un calcul montre que (i €
{1,---,n}, z € Q) et on identifie € et ¢ orec™!) :

(44) (@ - Nix(w (D)) (@)lelg" " =

(om0 s 10 (-1 e 070 (1),

Définition 8.6. — Soit (w8, w) € W, on dit que C(w™8,w) est unitaire s’il existe
w' tel que (w8 w) ~ (w8 w') dans W (i.e. C(w™8 w) = C(we w') par le Lemme
6.2) et tel que (W™ - A)(2)Xnx, » (2) € Op, pour tout z € Zr,, (L)*.

Remarque 8.7 — La Définition 8.6 est valable dans le cas général (pas seulement
ordinaire).

Comme 7,,-1(5e "»~ e~ ("=) est un caractére entier, on voit sur (44) que C(w™®, w)
est unitaire si et seulement si C(w™®, w) = C(w™€, w') avec h,y-1 ;) = hyae)-1;) pour
tout i € {1,---,n}, i.e. w = w*® puisque les h; sont tous distincts. Autrement
dit, dans le cas ordinaire, les C(w®8, w) unitaires sont exactement les C'(w,w) (il y
en a donc n!). On note n(D, h, Fil')* C n(D, h, Fil') la sous-GL,,(Q,)-représentation
somme directe des constituants unitaires apparaissant dans 7 (D, h, Fil").

Soit RT ¥ {e;, —¢;,1 <i < j < n} les racines positives de GL,, par rapport a B et
C C R le plus petit sous-ensemble clos (voir par exemple [3, §2.3]) tel que g, —¢; € C
si a;; # 0 dans (41). C’est un exercice de théorie de Hodge p-adique de vérifier que,
quitte & conjuguer p par une matrice dans B(F), on peut supposer ¢; ; = 0 dans (42)
sie; —ej ¢ C et que p est alors un bon conjugué au sens de [3, Def.3.2.4] (avec les
notations de loc.cit. on a C, = C'). On dispose donc du GL,(Q,)-Banach unitaire
(p)° de [3, §3.3]. On pose :

W, & {we W,w (i) < w'(j) pour tout &, — ¢; € C'}
= {we W,w (i) < w™'(j) pour tout a; ; # 0},

la deuxieme égalité découlant du fait que C est clos.
Lemme 8.8. — On asocgr,(,) (H(p)ord)(@”'an = Dy-1ew.C(w,w).

Démonstration. — Pour w € W considérons la série principale continue (un

GL,(Q,)-Banach unitaire admissible au sens de [3]) II(p), = (Indﬁ%&?”) n(p)w)co
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ou :
N(P)w S Nu-1ye " 0T @ @y,

La représentation II(p)°™ est extension successive de représentations II(p), pour
w~! dans un sous-ensemble W, de W contenant W¢, et les représentations II(p),
en sous-objet dans II(p)°d sont exactement les II(p), pour w™' € W (cela
résulte facilement de la construction de TI(p)° dans [3, §3.3], en particulier
[3, Prop.3.3.3], et d’une application du foncteur “parties ordinaires” d’Emerton
[15]). Par exactitude du foncteur “vecteurs localement Q,-analytiques” ([34,
Th.7.1]) et HomGLn(Qp)(C(w’,w’),H(p)%’,'an) = 0si w # w (cf. (43)), on
se rameéne a montrer que si 0 — II' — II — II(p),y — 0 est une exten-
sion non scindée dans la catégorie des GL,(Q,)-Banach unitaires admissibles
apparaissant en sous-quotient dans TI(p)”® (donc avec w'™' € W,\W¢) et si
HomGLn(@p)(C(w’,w’),H’Qp'an) = 0, alors C(w',w') ne peut étre non plus dans
le socle de TI%-"  Supposons que l'on a une injection GL,(Q,)-équivariante
continue ¢ : C(w',w') — %=1 Par le Corollaire 3.3, lirréductibilité de
C(w',w') et [14, (0.4)], on a une injection Homg, (g,)(C(w',w'), 1% )
Homr(qg,)+ (n(p)wdg, (1% )N @) Donc ¢ donne un élément non nul dans
Homy g, )+ (7(p)wdg, (I1%#")¥Z)) ou bien, en tordant 'action de Hecke partout
par 5%1 (suivant les conventions de [15, §3.1] plutdt que celles de [13, §3.4]), dans
Homy(qg,)+ (n(p)w, (T% )N )Y — Homgg,)+ (n(p)w, IV ). Par 'adjonction
de [15, Th.4.4.6], il existe donc 7 € Homgr, (q,)(H(p)w,II) tel que Z|cw wy = ¢
Comme C(w',w') = socGLn(Qp)H(p)%"an par (43), on déduit de [34, Th.7.1] que

v est aussi injective. Comme HomGLn(Qp)(C(w’,w’),H’Q”'an) = 0, la composée

I1(p) S II(p)y est non nulle, donc est un scalaire non nul par [15, Th.4.4.6]
et [15, Cor.4.3.5]. On a donc IT = IT" @ I1(p), ce qui est impossible. O

Théoréme 8.9. — On a un isomorphisme de représentations localement analytiques

de GL,(Q,) -
7T(_D h; F_ll)u L> SOCGLn(Qp) (H(p)ord)QP-an

Démonstration. — Soit B C B le groupe algébrique des matrices triangulaires
supérieures dont les coefficients ¢; ; (avec les mémes notations que pour p en (42)) sont
nuls si ¢; —¢; ¢ C. En particulier p est a valeurs dans Bo(E). Soit w € W tel que
B(Fil') € w™'Bww,B/B, alors il existe w*e € W tel que B(Fil') € w™'Buww,B/B
et ws > w (cf. §4). Supposons we > w, alors en raisonnant comme dans la preuve
de la Proposition 7.5, on a 3 5 ) hy-1(j) < D25, Awair)-1(;) pour tout i € {1,---,n}
avec au moins un ¢ tel que 'inégalité est stricte. Mais par la Proposition 7.4 et par
(44) on doit avoir g2o=1 M1 " Xi=1 hwrin=16) € O pour tout x € Z,\{0} ce qui est
impossible. Donc B(Fil') € w™! Bww,B/B si et seulement si B(Fil') € w™! Bww,B/B
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si et seulement si les gradués de Fil' pour j € {1,--- ,n} sont de la forme (cf. (28)) :
(45) GrthL/ = Ll ®Qp E - ( * ew_1(1) ) *ew—1(2) Pb---P *ew—l(w(j)—l) P ej)

pour * arbitraire (en particulier éventuellement nul) dans L' ®q, E. On voit que
les égalités (41) et (45) donnent les mémes gradués si et seulement si a;; # 0 im-
plique i € {w™(1),w (2), - ,w H(w(j) — 1)} (puisque, par (41), e; doit alors ap-
paraitre avec un coefficient non nul dans (45) [attention au changement de notations
dans les indices|) i.e. w(i) € {1,2,--- ,w(j) — 1} i.e. w(i) < w(j). Autrement dit
B(Fil') € w™'Bww,B/B si et seulement siw™! € W¢ ce qui implique 7(D, h, Fil')" =
Du-1ew. C(w, w) par définition de 7(D, h, Fil') et puisque seuls les C'(w, w) sont uni-
taires. On conclut avec le Lemme 8.8. O

Bien entendu, il peut y avoir de nombreux constituants non unitaires dans
(D, h, Fil') (par exemple si p est scindée).

9. Appendice

On donne des détails pour les preuves du Théoreme 2.3 et de la Proposition 2.4
suivant [27] et [26].

On utilise les notations du § 2. Commencons par la preuve du Théoreme 2.3.

Si H est un groupe p-adique L-analytique et 0 € S, on note C??*(H, E) le E-espace
vectoriel topologique localement convexe des fonctions localement L-analytiques pour
le plongement o de L dans les coefficients £ (voir ([33, §2]) et ses références, ou
cet espace est juste noté C**(H, E) puisque le plongement o y est fixé) et D, (G, E)
son dual fort. On a une immersion fermée évidente C°*"(H, E) — C%*(H E)
qui induit une surjection continue D(H,E) — D,(H,E). On fixe des modeles
des groupes algébriques G, P = LpNp, P = LsNp sur Op et on note G(Oy),
P(Op) = Lp(OL)Np(Op), etc. leur points a valeurs dans Op. Rappelons que
D(G(Op),E), D(P(Op), E) etc. contient respectivement g ®q, £, p ®q, E, et donc
Ulg ®q, E), Ulp ®q, E), ..., via Paccouplement (r, f) = 4 (exp( tr))|t=o. Onm
note U(g, P(Oyr), ) la sous-E-algebre de D(G(Oy), E) engendrée par U(g ®q, E) et
D(P(Op), E). On fixe un pro-p-sous-groupe ouvert normal et uniforme* (au sens de
(31, §2]) H de G(Oy) ce qui permet de définir avec [34] les complétés D, (G(Or), E)
de D(G(Op),E) pour r € p2 et 1/p < r < 1 (des E-algébres de Banach). On
note D,(P(Or),E), U.(g ®q, E), U.(9,P(Or), FE) T'adhérence de D(P(Or), E),
U(g ®q, E), U(g,P(Or),E) dans D,(G(Or),E). On a U, (g,P(OL),E) =
Un(g ®q, E)D(P(OL), E) (car Up(g ®q, E)D.(P(OL), E) € U.(g, P(OL), E) et
[24, Th.1.4.2] implique que U,(g ®q, E)D,(P(OL), E) est deja ferme cf. “Step 3”
de la preuve de [27, Th.5.5]).

L)
. O
G
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La preuve du (i) est analogue a celle de [27] (la preuve de [27, Prop.4.5] et
largument de [27, §4.6] se généralisant sans probleme). Pour la preuve du (ii),
on se raméne d’abord comme dans [27, Prop.4.9(a)] au cas ou la représentation 7p
est triviale. La preuve de [27, Prop.4.2] s’étend alors a condition de généraliser les
résultats de [27, §3.8] qu’elle utilise. Un examen des détails montre que ces derniers
résultats s’étendent aussi mais il faut considérer les groupes qui apparaissent dans [27,
§3.8] comme des groupes Q,-analytiques (et non plus L-analytiques) et remplacer les
algebres de Lie par leurs tensorisés par E au-dessus de @Q, (et non plus au-dessus de
L) comme au § 2.

La preuve du (iii) demande plus d’attention : il faut étendre les preuves de [27,
Th.5.3] et [27, Th.5.8], on indique ci-dessous les endroits a modifier.

Commengons par la preuve de [27, Th.5.3], c’est-a-dire le cas ou 7p est la
représentation triviale et rappelons que 'on a M = ®,csM, ou M, est un objet
simple de la catégorie (’)zfg (cf. § 2). On se ramene comme dans loc.cit. & montrer
que, pour r comme ci-dessus suffisamment proche de 1, le D,.(G(Op), F)-module
(non nul) :

déf
M, = DT(G(OL)a E) QU (g,P(O1),E) M

est simple. Soit m, le sous-U,(g ®q, F)-module de M, engendré par M. Pour r
suffisamment proche de 1 (ce que 1'on suppose tacitement désormais), la surjection
U (9®q, £) ®u(gq, 7 M — m, est un isomorphisme. En effet, 'image du U(g®q, £)-
module M dans ces deux U, (g ®q, F)-modules de type fini est dense et M est un
U(g ®q, £)-module simple. Par 'argument du “Step 3” de la preuve de [27, Th.5.5]
(utilisant [28, Lem.3.4.4] et [28, Prop.3.4.8]) on en déduit que ces deux U,(g ®q, E)-
modules sont aussi simples, donc isomorphes. La surjection canonique U(g,) — E
consistant a envoyer sur 0 I'idéal d’augmentation de U(g,) pour 7 # ¢ induit une
surjection U(g ®q, £) — U(g,) qui s'insere dans un diagramme commutatif (cf. par
exemple [31, §2] ou la preuve de [31, Lem.4.2]) :

D(G<OL>7E) - DU<G(OL)7 E)

J J

Ulg ®Jpp E) U (fa)
U (9 ®q, E) Ur(90)

ott U,(gs) est le complété de U(g,) pour la norme quotient venant de U, (g®q, E). On

note m, o Ur(9s) ®u(g,) Mo qui est encore un U, (g, )-module simple (en procédant

comme précédemment).



VERS LE SOCLE LOCALEMENT ANALYTIQUE POUR GL, I 43

Comme dans la preuve de [27, Th.5.7], il suffit de montrer qu’il n’y a un isomor-
phisme de U,(g ®q, F)-modules :

(46) ¢ : dpm, — d,m,.,

ot v € Np(Opr), w est dans le groupe de Weyl de G, (vu dans G(Op)) et ou
d, € D(G(Op), E) est la distribution de Dirac en g € G(Op), que si 6,1, € G(Op) N
U.(g, P(Or), E) (Iintersection étant prise dans D,(G(Op), E)). Notons que I'action
adjointe de ¢!, i.e. la conjugaison par (59_1, induit un automorphisme continu de
Ur(g ®q, F) de sorte que §,m, est bien encore un U, (g ®q, £)-module.

Comme dans le “Step 17 de la preuve de [27, Th.5.7], montrons d’abord que
'existence d’un isomorphisme (46) implique w € Wp ot Wp est le groupe de Weyl
de Lp,. Par maximalité de P, on a Wp = NyesWp() oit P(o) C G/ est le sous-

Ple)7 et Wiy le groupe de Weyl de

Supposons w ¢ Wp, alors il existe og € S tel que w ¢ Wp(,,). Par [31,

groupe parabolique maximal tel que M, € O
Lp(o) /L
Lem.4.2] (et sa preuve), isomorphisme U(g ®g, E) = ®sesU(g,) induit une injec-
tion continue d’image dense de E-algebres de Banach U,.(g ®Q, E) — ®063UT(90).
De plus, il existe ' < r tel que ®peslUr(gs) — Un(g ®q, F), la composée re-
donnant I'inclusion U,(g ®q, E) — U (g ®qg, E) (voir la fin de la preuve de [31,
Lem.4.2]). En tensorisant (46) par ®ycsU,(g,) au-dessus de U,(g ®q, E) et en util-
isant m, = U,(g ®q, £) Qu(gag,r M = U(g ®q, E) ®g,u(.,) (®:Ms) et la définition
de m,,, on obtient par ce qui précede un isomorphisme de ®oesUy(go)-modules non
nuls :

0+ (EoUn(80)) B,(50) (0 0umior) = (80U, (0,)) ©e,vta0) (€5 Sumer)

ou 0, (resp. J,) dans chaque facteur est vu dans D,(G(Op),E). Soit s
(@GUT(QU)) O Ur(g0) (®U 5um07,.) — 0,Mg,,» une surjection continue de U,(gs,)-
modules. Le morphisme induit de U,(g,,)-modules :

N 506
(®05wma,7")|Ur(ggo) % <®0Ur(ga)) ®®UUT(90) (®a 5wma,r) - 5umao,r

est non nul car ®,0,,m,, est dense dans (@UUr(gU)) R, Uy (go) ( Ry (Swmw). Donc il
existe un élément ®,0,M; € ®y0,M,, dont I'image est non nulle. Comme d,,m, ,
et 0,My,, sont des U,(g,,)-modules simples, la restriction de s o $o(1®Id) a
Ur(860) * @600y = (QptogOuwMe) @ 0pyMey,, induit un isomorphisme de U, (g, )-
modules §,My,, — My, Le “Step 17 dans la preuve de [27, Th.5.7] montre
alors que c’est impossible si w ¢ Wp(,,). On a donc w € Wp. (Alternativement, on

peut aussi partir de gg et appliquer directement I'argument du “Step 1”7 de la preuve
de [27, Th.5.7] au groupe déployé [[,.s G X1, E.)

Comme Wp C P(Or) C G(Or)NU,.(g,P(OL), E) on peut comme dans la preuve
de [27, Th.5.7] remplacer maintenant (46) par :

(47) ¢ m, — f,m,
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pour un u € Np(Op). Par le méme argument que ci-dessus, (47) induit un isomor-
phisme ¢, : m,, — d,m,, pour tout ¢ € S. La preuve de [27, Th.5.7] montre alors
que cela implique :

5u € G(OL) N Ua,r(gtﬂ P(OL)? E)

ott Uy, (8o, P(OL), E) € U, (85) Do (P(OL), E), Dy, (P(OL), E) étant le complété de

D,(P(Op), E) pour la norme quotient venant de D,.(P(Op), E). Quitte a modifier le
pro-p-sous-groupe uniforme* H C G(QOp), on peut le supposer de la forme H = H-H*
ou H~ (resp. H™) est un pro-p-sous-groupe uniforme* ouvert dans Np(Op) (resp.
P(Op)). Un examen de la preuve de [27, Sublem.5.6] montre alors que 1'on a :

(48) G<OL) N Ua,r(gm P(OL)7 E) = H_7mP<OL) = G(OL) N Ur(gv P<OL)7 E)

pour tout entier m positif ou nul tel que 1/p < r?" < p_Plf1 sip>21/2<r? et
2" < 1/2si p =2, et ot H™ est le m®™¢ sous-groupe dans la p-série inférieure
de H~. En particulier, (48) implique que la distribution 4, est aussi dans G(Op) N
U.(g,P(OL), E) (en fait méme dans N5(Opr) N U,(g, P(Or), E)) ce qui termine la
généralisation de la preuve de [27, Th.5.3].

La preuve de [27, Th.5.8] reste alors valable en utilisant les résultats intermédiaires
généralisés comme ci-dessus. Ceci acheve la preuve du Théoreme 2.3

Passons maintenant a la preuve de la Proposition 2.4, en conservant les notations
ci-dessus (et celles du § 2). La preuve suit celle de [26, Prop.3.5]. D’abord, en
procédant comme dans la preuve de [26, Lem.3.4] et en utilisant que Ng(L) agit
trivialement sur 7T/Q, on se ramene au cas ol mg est la représentation triviale (et on
note F§(M) = F§(M,mg)). Reprenons les notations de la preuve du Théoréme
2.3 en remplacant le parabolique P par le parabolique (). Il suffit de montrer que
H'ng ®q, E, F§(M)') = W(Q). Soit W€ le sous-ensemble du groupe de Weyl de
G1, qui envoie les racines positives de Lg (i.e. les racines de BN Lg) vers des racines
positives de G, I C G(Oy,) le sous-groupe d’Iwahori standard (noyau de la réduction
vers G(kr) (on a Q(Or) C I) et w € W2, comme dans la preuve de [26, Prop.3.5],
on se raméne & montrer H(ng ®q, E, D(I, E), ®ugoo.),5 M) = W(Q) et :

H(Ad(w™ng ®q, E, D(w™ ' 1w, E), Qu(guw-11wnoor),p M) = 0si w # 1.

Commencons par le deuxieme cas. Comme dans loc.cit. il suffit de montrer
H°(Ad(w™")ng ®q, E,6,m,) = 0 pour u € Ng(Op) ot m, est comme dans la preuve
du (iii) du Théoreme 2.3 (et r suffisamment proche de 1). Il suffit encore de montrer :

H(Ad(w g ®g, B, (BaesUr(80)) @, (gsg, £) 0umty) = 0

car 0,m, — (@t,egUr(ga)) U, (g0, F) dym,. (d,m, est un U, (g ®q, £)-module simple,
cf. la preuve du (iii) du Théoreme 2.3). On est finalement ramené au cas du groupe
déployé [ ] s G X 1o E et on peut appliquer la preuve de [26, Prop.3.5] en remarquant
que la racine 3 de la preuve de loc.cit. est bien une racine de [ .5 Ng X1, E (pour
un o tel que w ¢ Wy ot Q(o) C Gy, est le sous-groupe parabolique maximal tel



VERS LE SOCLE LOCALEMENT ANALYTIQUE POUR GL, I 45

que M, € (’)21(; ) ot Wa(o) son groupe de Weyl, cf. la preuve du (iii) du Théoreme
2.3).

Pour le premier cas, suivant la preuve de loc.cit. on se rameéne a montrer H%(ng ®q,
E,5,m,) =0siu¢ Ng(OL) NU.(g,Q(OL), E) (voir la preuve du (iii) du Théoréme
2.3 pour les notations) et H%(ng ®q, £, m,) = W(Q). Le méme argument que dans
la preuve de [26, Prop.3.5] donne :

Ho(l’lQ ®Qp E, 5umT) = HO(Ad(u_l)nQ ®Qp E, m,«) =m, N u_IHO(nQ ®Qp E, ]/\Z)

pour tout u € Ng(OL) ou M est le “complété formel” de M (cf. loc.cit.). Mais

comme M est un objet simple de Oglg, on a H'(ng®q, £, M) = W(Q), en particulier
H(ng®q, E, M) est de dimension finie d’ott on déduit H%(ng®q, F, M) = HO(ng Raq,
E,M) et donc H(ng ®q, E,d,m,;) = m, Nu'W(Q). Comme m, Nu'W(Q) C m,
est stable par l'action de la sous-algebre de Lie Ad(u™!)lg ®qg, E C g ®q, E et
que u”'W(Q) est un U(Ad(u")lg ®q, E)-module simple, on a u'W(Q) C m, si
m, Nu 'W(Q) # 0. En particulier m, contient Eu~'v™ ol v est un vecteur non
nul de plus haut poids de W(Q) (ou de M), ou de maniere équivalente J,,m, contient
Ev*. L’application de U,(g ®gq, £)-modules m, = U,(g ®q, E) QU (goq,5) M — Oy,
1 ®v" — vt est non nulle, donc un isomorphisme puisque ces U,(g ®q, £)-module
sont simples. Par la deuxieme partie de la preuve du (iii) du Théoreme 2.3, cela

implique u € Ng(Or) NU,(g,Q(Or), E).
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