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Une vaste enquéte au sein d’un central téléphonique a permis de déterminer que le nombre

d’appels regus durant une seconde suit une loi de Poisson de parametre 4.

Pour un second central téléphonique, on effectue une enquéte de moindre envergure afin de
vérifier si le nombre d’appels regus par seconde suit la méme loi. On comptabilise lors de 200
secondes, le nombre d’appels par seconde, ce qui produit les résultats suivants :
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On note N; le nombre d’appels regus entre les secondes 7 et i + 1 et on suppose les N;
indépendantes. Enfin on note N/ = min(N;, 8).

1.

On note Qg la loi de min(N,8) ou N suit une loi de Poisson de parametre 4. Tester
l'adéquation des N/ & cette loi Qo.

Comment expliquer la différence de résultats entre ces deux tests?

Table de la loi de Poisson :

. On suppose maintenant que les N; sont indépendants et suivent une loi de Poisson de
parametre . Proposez un test de niveau asymptotique 5% de A = 4 contre A # 4.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 [ 11 12 13
Py 7[X = k] | .025 | .091 | .169 | .209 | .193 | .143 | .088 | .047 | .021 | .009 | .003 | .001 | 3.10~* | 10~%
P,X =k | .018 | .073 | .146 | .195 | .195 | .156 | .104 | .059 | .03 | .013 | .005 | .002 | 6.10~% | 2.10~*

2 Modele de régression multiple
On considere le modele de regression multiple
y=0e+X0+E ou E[E]=0, E¢T] =01, e=(1,1,..., )T

avec X une matrice n X k de rang k et y, £ des vecteurs de R™. Les parametres 6y € R et
0 € R* sont inconnus. On note Oy et 0 les estimateurs des moindres carrés de 6y et 6.

1. On note § = Bye + X6. Montrer que § = i, ot § (resp. 9) est la moyenne des y; (resp.

des ;). En déduire que 3 = 0y + X0 ou X = %eTX: ... X,
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2. Montrer I’équation d’analyse de la variance :
ly = gell? = lly — 91> + |5 — gel*.
En déduire que le coefficient de détermination

o i (i — 9)
= i (yi —9)?

est toujours inférieur a 1.

3. Supposons que Z = [e, X] est de rang k + 1. Calculez en fonction de Z la matrice de
covariance de (6p, ). Comment accede-t-on a Var(6;), pour j =0,...,p?

4. Proposer un estimateur sans biais de o2 puis de la matrice de covariance de (6, 6).

5. On suppose dorénavant que 8y = 0 et donc
y=X0+¢ E[=0, Ec"] = o”I.

L’estimateur des moindres carrés 6 dans ce modele est-il égal a 67

6. A-t-on la relation § = 7 ? Que dire du R? dans ce modele ?

3 Analyse de données atmosphériques

Nous allons analyser des relevés atmosphériques effectués par ’association “Air Breizh”. Ces
relevés se présentent sous la forme d’un tableau dont chaque ligne donne les mesures de ’ozone
du jour (O3), de la température & 12h (T12) et 15h (T15), d’un indice de nébulosité a 12h
(Nel2), des relevés de vents a 12h (N12, S12, E12, W12), d'un indice du vent moyen (Vx)
et de la concentration en ozone de la veille (03v). Notre objectif sera de trouver parmi les
facteurs précédents ceux qui sont influents sur la quantité d’ozone (O3) présente dans la basse
atmosphere.

Les analyses seront réalisées avec R : c’est un logiciel gratuit et tres largement utilisé par
les statisticiens car la plupart des méthodes statistiques (anciennes et nouvelles) ont été
implémentées dans ce langage. 11 est téléchargeable sur : http://cran.r-project.org/. Pour
apprendre a s’en servir : http://cran.r-project.org/doc/manuals/R-intro.pdf. Vous
pouvez aussi consulter 'ouvrage Régression avec R de Cornillon & Matzner-Lober. La syntaxe
est proche de scilab et matlab.

Pour commencer, téléchargez les données sur la page http://www.cmap.polytechnique.fr/
~giraud/MAP433/ozone.Rdata. Lancez R, puis chargez les données dans R avec la commande
load("ozone.Rdata"). Nous effectuerons une régression linéaire a l'aide de la fonction 1m.
Par exemple

reg = 1m(03"T12+Vx, data=ozone)

réalise la régression de O3 par rapport aux variables T12 et Vx. Tapez ?1m pour avoir une
description de cette fonction. Si reg est le résultat d’une régression de Y € R” contre X €


http://cran.r-project.org/
http://cran.r-project.org/doc/manuals/R-intro.pdf
http://www.cmap.polytechnique.fr/~giraud/MAP433/ozone.Rdata
http://www.cmap.polytechnique.fr/~giraud/MAP433/ozone.Rdata
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R™**_ Tinstruction summary(reg) retourne un tableau de valeurs dont la premiere colonne

donne 'estimateur ~
0 € argmin ||V — X062
OERF

et 'avant derniere colonne donne les t-values

o~

i = Y
T VE(XTX)-

1 ~
N ~2 2
u o°=——|Y — X0||°.
© TL—k‘H ||

La derniere colonne donne les p-values p; = ’Z;L_k(fj) ou T, (t) = P(|Th—k| > |t]) avec T}k
une variable de Student a n — k degrés de liberté.

A) Inspection des résidus
1. Calculer avec la fonction 1m la régression de O3 par rapport aux autres variables. Iden-
tifier Y et X dans ce cas. Que vaut n? Que vaut k7

2. Onnote =Y —-YouY = X0. Tracer I’histogramme des {él :i=1,...,n} al'aide de
la fonction hist.

3. L’histogramme suggere que les résidus pourraient suivre une loi Gaussienne. On va
inspecter cette hypothese en regardant les quantiles de la loi empirique. On note z4(Q) =
min{z : Q(] — 0o, x]) > ¢} le quantile d’ordre ¢ d’une loi Q. Tracer le QQplot

qqnorm(1m(03~. ,data=ozone)$residuals)
Que représente ce graphique ?

4. Pour savoir si la variance dépend du signal tracer les points {(YZ, &) ci=1,... ,n}a
Paide de la fonction plot. Effectuer la régression des |¢;| en fonction des ;.

B) Choix des variables

1. Quelles variables j ont une p-value p; inférieure & 5% ?
2. Calculer la régression de O3 par rapport a Nel2+O3v et inspecter les résidus comme
précédemment.

3. Calculer la régression de O3 par rapport a Nel2+03v+T15+Vx. Que constatez-vous
au niveau des p-values p; 7

C) Régressions partielles

Dorénavant on ne travaille qu’avec les variables Nel2, O3v, T15 et Vx. On veut inspecter les
questions suivantes :

— le modele linéaire par rapport a la variable j est-il raisonnable ?

— quelle est I'influence de la variable j 7

1. Montrer que si le modele Y =", 6, X}, + & est vrai, alors :
Im(Y ~ —X;)$residuals = 6;x Im(X; ~ —X;)$residuals + Im(& ~ —X;)S$residuals

ou Im(Z ~ —Xj) représente la régression de Z par rapport a toutes les variables
Xl, e ,Xk sauf Xj.

2. Siles&y,. .., &, sont i.i.d. deloi N'(0,0?), quelle est la loi du vecteur Im(¢ ~ —X;)$residuals ?
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3. Calculer la régression de Im(Y ~ —Xj)$residuals par Im(X; ~ —X;)$residuals pour
j =Nel2. Le modele linéaire semble-t-il raisonnable pour cette variable ?

4. Méme question avec la variable j =T15.

4 Test dans un modeéle ANOVA

On dispose de I'observation de variables aléatoires
Y;j:ml"i_gwa i=1,...,k, jzla"'al7

ot (my,...,my) € R¥ et les &; sont des variables aléatoires i.i.d. de loi N'(0,02). On considere
le probleme de test d’égalité des moyennes

Hyo:m; =mo=---=my contre Hy: Ji#i tels que m; # my.

1. Montrer qu’il s’agit d’'un modele de régression linéaire avec la matrice X que l'on
précisera, ainsi que la matrice B = XTX correspondante.

2. Montrer que 'hypothese nulle s’écrit
Hy: me©y={m:Gm=0}

avec la matrice G que 'on précisera.

3. En déduire la forme du test de Fisher dans ce contexte.

5 Théoreme de Gauss-Markov
On considere le modele de régression

Y o= X 0+ €.

(n,1)  (nk)(k1)  (n1)

On suppose que X est une matrice déterministe, E[¢] = 0, E[¢¢T] = 021, Rang(X) = k. On
note 6 'estimateur des MC de 6.

1. Montrer que 6 est sans biais et expliciter sa matrice de covariance.

2. Soit # un estimateur de @ linéaire en Y, ie., 6 =LY pour une matrice L € RFx?
déterministe. Donner une condition nécessaire et suffisante sur L pour que 6 soit sans
biais. On supposera maintenant cette hypothese vérifiée.

3. Calculer la matrice de covariance de 0. En posant A = L — (XTX)"' X montrer que
AX =0 et cov(f) = cov(f) + o2AAT. En déduire que

E[(0 — 0)(6 —6)T] > E[(d —6)(d — 0)T] (inégalité au sens matriciel).

4. En passant au risques quadratiques E[Hé —0]%] et IE[Hé — 0]%], en déduire que Desti-
mateur des MC est optimal dans la classe de tous les estimateurs linéaires sans biais.
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6 Reégression Ridge
On considere le modele de régression

Y o= X 6+ ¢.

(n1) (k)LD ()

On suppose que X est une matrice déterministe, E[¢] = 0, E[¢¢T] = o21,,.
1. On suppose que k > n. Que dire de I'estimation par moindres carrés?

2. On appelle estimateur Ridge regression de parametre de régularisation A\ > 0 I'esti-
mateur
0y = arg min {||Y — X0|]> + A||0]?} .
= arg min {[Y — X6 + Al6]]*}

Exprimez 0, en fonction de X , Y et A. Cet estimateur est-il défini pour k > n?
3. Calculez la moyenne et la matrice de covariance de I'estimateur Ridge. Est-il sans biais ?

4. On suppose maintenant que k = 1, ce qui correspond au modele de régression simple.
Montrer qu’il existe une valeur de A telle que, pour certaines valeurs de 6, le risque
E[(éA — 6)?] de I'estimateur Ridge de parametre X est inférieur au risque E[(éo —6)?]
de P'estimateur des MC.
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