MAP553 Apprentissage Statistique

PC8 : VC-dimension, inégalités exponentielles

A une famille H de classifieurs h : X — {0,1} on associe le coefficient d’éclatement

Si(n) = max XCard{(h(:cl), . h(zy)) :heH} <2" pourn €N,

X1, €

La VC-dimension de H est alors Vjy = sup{n € N: Sy(n) = 2"}.

< Vi est le plus grand nombre de points que H peut éclater >

1 VC-dimension des classifieurs linéaires dans X = R¢

Pour tout w € R, notons hy, : R? — {0,1}, défini par
huw(®) = 1w z)>0y, Pour T € RY.

Nous allons déterminer la VC-dimension de H = {h,, : w € R9}.

1. Soit ey, ...,eq la base canonique de R?. Montrer que pour tout § € {0, 1}d il existe
ws € RY tel que hws(€ei) = ; pour ¢ = 1,...,d. En déduire une minoration de V4.
d+1

2. Soit x1,..., 2441 € R?% et A € R non nul tel que Yoty Ay = 0.
Posons ¢ = [1y,50)i=1,....d+1- En inspectant la somme Zfill Ai{ws, z;), montrez qu’il
n’existe pas de ws € R? vérifiant
® hy,(zi) =0, pouri=1,...,d+1,
o (ws,x;) #0,pouri=1,...,d+ 1.
3. En déduire une majoration de V4. Conclusion ?

4. Quelle est la VC-dimension de H = {h,p : w € RY, b € R}, olt hy,p(z) = Lway>ny 7

2 Classifieurs linéaires sous contraintes de marge

Soit X un espace de Hilbert et {z1,...,z)} C X avec |z;|x < A pour tout i = 1,..., M.
Pour r, R > 0 on note

H:{hw:wEX, lwlx < R et |(w,z;)x] erourizl,...,M},

ot hy : {x1,...,xpm} — {0, 1} est défini par hy () = Ly 2), >0 Pour tout = € {z1,..., 20}
Nous allons montrer que V3 < A2R?/r? lorsque M > A%R?/r?. On supposera dorénavant
que M > A2R?/r2,

1. Soit n < M et e1,...,&, i.i.d. de loi uniforme sur {—1,1}. Montrer que

n n
=1 =1
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2. En déduire qu’il existe y € {—1,1}" tel que ’ Yoy ylmlﬁy < nA2.
3. Supposons qu'il existe w € X tel que hy, € H et y;(w,x;)xy > r pouri=1,...,n.

n
Montrer que nr < (w, Zym)x < RAVn.
i=1

4. En déduire que Sy(n) < 2" pour R2A2?/r? < n < M. Conclure.

3 Inégalité de Hoeffding

Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans [a, b] telle que E[Z] = 0.
1. Montrer que pour tout s, >0 on a P(Z > t) < e”*'E[e*?].
2. A l'aide des sous-questions suivantes, établir la majoration E[es?] < es*(b=a)*/8,
(a) Justifier 'inégalité e** < 'Z:ZGSb + S:—ZGS“ pour tout z € [a, b].
(b) Montrer que log(E[e*?]) < g(s(b — a)) avec g(u) = —pu + log(l — p + pe*) ou
p=—a/(b—a).
(c) Montrer que g(u) < u?/8 pour tout u > 0.
3. En déduire que P(Z > t) < ¢~ 26/(b-a)”,
4. Soit X7, ..., X, variables aléatoires réelles, indépendantes, telles que X; € [a;, b;] presque
strement. En notant 62 = 2 3" | (b; — ;)2, montrer que pour ¢ > 0

P (EnXXi ~E[Xi]) > t) <e MM e P (En]E[Xi] X)) > t) < W

=1 i=1
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