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PC8 : VC-dimension, inégalités exponentielles

À une famille H de classifieurs h : X → {0, 1} on associe le coefficient d’éclatement

SH(n) = max
x1,...,xn∈X

Card
{

(h(x1), . . . , h(xn)) : h ∈ H
}
≤ 2n, pour n ∈ N.

La VC-dimension de H est alors VH = sup{n ∈ N : SH(n) = 2n}.
� VH est le plus grand nombre de points que H peut éclater �

1 VC-dimension des classifieurs linéaires dans X = Rd

Pour tout w ∈ Rd, notons hw : Rd → {0, 1}, défini par

hw(x) = 1{〈w,x〉>0}, pour x ∈ Rd.

Nous allons déterminer la VC-dimension de H = {hw : w ∈ Rd}.
1. Soit e1, . . . , ed la base canonique de Rd. Montrer que pour tout δ ∈ {0, 1}d il existe
wδ ∈ Rd tel que hwδ(ei) = δi pour i = 1, . . . , d. En déduire une minoration de VH.

2. Soit x1, . . . , xd+1 ∈ Rd et λ ∈ Rd+1 non nul tel que
∑d+1

i=1 λixi = 0.
Posons δ = [1λi>0]i=1,...,d+1. En inspectant la somme

∑d+1
i=1 λi〈wδ, xi〉, montrez qu’il

n’existe pas de wδ ∈ Rd vérifiant
• hwδ(xi) = δi, pour i = 1, . . . , d+ 1,
• 〈wδ, xi〉 6= 0, pour i = 1, . . . , d+ 1.

3. En déduire une majoration de VH. Conclusion ?
4. Quelle est la VC-dimension de H̃ = {hw,b : w ∈ Rd, b ∈ R}, où hw,b(x) = 1{〈w,x〉>b} ?

2 Classifieurs linéaires sous contraintes de marge

Soit X un espace de Hilbert et {x1, . . . , xM} ⊂ X avec |xi|X ≤ A pour tout i = 1, . . . ,M .
Pour r,R > 0 on note

H =
{
hw : w ∈ X , |w|X ≤ R et |〈w, xi〉X | ≥ r pour i = 1, . . . ,M

}
,

où hw : {x1, . . . , xM} → {0, 1} est défini par hw(x) = 1{〈w,x〉X>0} pour tout x ∈ {x1, . . . , xM}.
Nous allons montrer que VH ≤ A2R2/r2 lorsque M > A2R2/r2. On supposera dorénavant
que M > A2R2/r2.

1. Soit n ≤M et ε1, . . . , εn i.i.d. de loi uniforme sur {−1, 1}. Montrer que

E

[∣∣ n∑
i=1

εixi
∣∣2
X

]
=

n∑
i=1

E
[∣∣εixi∣∣2X ] ≤ nA2.
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2. En déduire qu’il existe y ∈ {−1, 1}n tel que
∣∣∑n

i=1 yixi
∣∣2
X ≤ nA

2.

3. Supposons qu’il existe w ∈ X tel que hw ∈ H et yi〈w, xi〉X ≥ r pour i = 1, . . . , n.

Montrer que nr ≤ 〈w,
n∑
i=1

yixi〉X ≤ RA
√
n.

4. En déduire que SH(n) < 2n pour R2A2/r2 < n ≤M . Conclure.

3 Inégalité de Hoeffding

Soit Z une variable aléatoire à valeurs dans [a, b] telle que E[Z] = 0.

1. Montrer que pour tout s, t > 0 on a P(Z ≥ t) ≤ e−stE[esZ ].

2. À l’aide des sous-questions suivantes, établir la majoration E[esZ ] ≤ es2(b−a)2/8.

(a) Justifier l’inégalité esz ≤ z−a
b−ae

sb + b−z
b−ae

sa pour tout z ∈ [a, b].

(b) Montrer que log(E[esZ ]) ≤ g(s(b − a)) avec g(u) = −pu + log(1 − p + peu) où
p = −a/(b− a).

(c) Montrer que g(u) ≤ u2/8 pour tout u > 0.

3. En déduire que P(Z ≥ t) ≤ e−2t2/(b−a)2 .

4. SoitX1, . . . , Xn variables aléatoires réelles, indépendantes, telles queXi ∈ [ai, bi] presque
sûrement. En notant σ̄2 = 1

n

∑n
i=1(bi − ai)2, montrer que pour t > 0

P

(
n∑
i=1

(Xi − E[Xi]) ≥ t

)
≤ e−2t2/nσ̄2

et P

(
n∑
i=1

(E[Xi]−Xi) ≥ t

)
≤ e−2t2/nσ̄2

.
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