Chapitre 3

Introduction a I'optimisation
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Optimiser : rendre optimal, donner a quelque chose les meilleures conditions dutilisation, de
fonctionnement ou de rendement au regard de certaines circonstances.

(Déf. du LAROUSSE).

3.1 Qu’est-ce qu'un probleme d’optimisation?

Soit X est un sous-ensemble non vide de R". Considérons un probleme d’optimisation
de la forme :

min f(z) s.c. zeX, 3.1)

La fonction f : R* — R est appelée fonction coiit, objectif ou critere. L'ensemble X est
appelé ensemble ou domaine des contraintes. Tout point z € R" vérifiant : x € X, est appelé
point admissible ou point réalisable du probleme (3.1).

Chercher une solution du probleme avec contraintes (3.1) revient a chercher un point
de minimum local de f dans I'ensemble des points admissibles, au sens de la définition
suivante :
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Définition 3.1: Minimum local/Minimum global

o xy € R" est un point de minimum local de f sur X < R” si et seulement si
zoe X et 3V, unvoisinage de zo tq: Vo e V,, n X, f(z) = f(z0) (3.2)
o z9 € R" est un point de minimum global de f sur X si et seulement si

oeX et VrelX, f(x)= f(xo). (3.3)

A noter que tout point de minimum global est aussi local. Les notions de maximum
local et global sont définies de fagon tout a fait similaire. Ces définitions sont illustrées
sur la Figure 3.1

Maximum global

Maximum local

Minimum local

FIGURE 3.1 - Minima et maxima locaux et globaux de la fonction z — 3¢ 4 ¢~ @=3”,

On peut facilement démontrer que les problemes (avec ou sans contraintes) min f(x)
z

et max — f () sont équivalents dans le sens ot ils ont méme ensemble de solutions et :
z
min f(z) = —max—f(z) ouencore max f(z)=—min—f(z).
T T €T &€

Ainsi la recherche d'un maximum pouvant se ramener a la recherche d'un minimum,
nous porterons une attention plus particuliére a la recherche du minimum.
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Les problemes d’optimisation peuvent étre classés en plusieurs grandes familles :

o Optimisation numérique : X < R™.
o Optimisation discrete (ou combinatoire) : X fini ou dénombrable.
o Commande optimale : X est un ensemble de fonctions.
o Optimisation stochastique : données aléatoires
(a ne pas confondre avec les méthodes stochastiques d’optimisation).

o Optimisation multicritéres : plusieurs fonctions objectifs.

Dans ce cours on mettra I’accent sur I’optimisation numérique : une étape importante
en pratique consiste a identifier le type de probleme auquel on a affaire afin de savoir
quelle famille d’algorithme peut étre pertinente.

Fonction cotit Contraintes Domaine X Terminologie
Linéaire linéaires | Polytope / Polyedre Programmation
f(z)=c'z,ceR" linéaire (P.L.)
Linéaire linéaires XcZ PL. en nombres entiers
Quadratique linéaires | Polytope / Polyedre Programmation
f(z)=c'z+2"Qu quadratique
ceR" QeS,
Convexe convexes convexe Programmation convexe
qq qq qq Programmation non linéaire

(PN.L)
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PROGRAMMATION LINEAIRE

Meéthode du simplexe
Algorithme des points intérieurs

PROGRAMMATION NON LINEAIRE

SANS CONTRAINTE

AVEC DERIVEES

Méthodes de type gradient

Méthodes de Newton et quasi-Newton
Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt
(pbs de moindres carrés)

SANS DERIVEES

(DFO, NEWUOA, MADS, NOMADS,...)
Méthodes heuristiques : Nelder-Mead, surfaces
de réponses (réseaux de neurones, krigeage)
Méthodes stochastiques : méthodes a 2 phases
algos génétiques, algos évolutionnaires,

recuit simulé, recherche tabou

NON-DIFF.

Méthodes de sous-gradient

Méthodes de faisceaux

Méthodes d’échantillonnage de gradient
Algorithmes proximaux

f(x) =g(z) + h(x)

avec g convexe diff.

Algorithmes de splitting : descente de
gradient proximale (+variante accélérée)

h convexe non diff. | Douglas Rachford, ADMM
AVEC CONTRAINTES | AVEC DERIVEES Gradient projeté, algorithme de Uzawa
Méthode SQP (Newton)

Points intérieurs
Méthodes de pénalisation, Lagrangien
augmenté

3.2 Résultats d’existence et d’unicité en optimisation

Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons aux théoremes qui permettent d’assurer
qu'il existe un minimum & un probléme d’optimisation.
Considérons a nouveau le probleme (3.1) mais d’un point de vue ensembliste : ré-

soudre

min f(z) sous la contrainte : z € X.

TER™

revient a chercher le minimum de 'image directe f(X) = {f(z) : € X} de X par f.

11 existe principalement deux théoréemes donnant des conditions suffisantes d’exis-
tence d’un point de minimum : le premier dans le cas ot1 'ensemble des contraintes est
fermé borné, le second pour un ensemble de contraintes fermé mais non borné.
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3.2.1 Cas oul’ensemble X des contraintes est borné

Théoréme 3.2: Théoréme de Weierstrass

Soit X un ensemble fermé borné non vide de R" et f : X = R® — R une applica-
tion continue sur X. Alors f est bornée et atteint ses bornes. Autrement dit, f admet
au moins un point z € X de minimum global de f sur X :

Vye X, f(z) < f(y),

et au moins un point Z € X de maximum global de f sur X :

Vye X, f(2) > f(v)-

Remarque 3.1. La condition de continuité de f n’est pas nécessaire, on peut la rempla-
ger par la condition plus faible de semi-continuité inférieure qui dit essentiellement que
f(limz,) < lim f(z,), alors que la continuité impose 1'égalité.

Démonstration. Soit (z,),eny une suite minimisante dans f(X), i.e. d’éléments de X telle
que
lim f(z,)=inf f(X).
n—+0o0
Comme X est fermé borné, il existe une sous-suite extraite (zq(n))nen qui converge vers
un z € X. Cette suite extraite vérifie
o) — et [f(tow) — inf f(y)-

Or f est continue, d’ot1 par unicité de la limite, il suit

flzx) = i?)f(f(y) aveczr € X,

et f réalise son minimum sur X. O

3.2.2 Cas ou’ensemble X des contraintes est non borné

Dans cette section nous nous intéressons au cas olt 'ensemble des contraintes est non
borné. C’est le cas tout particulierement lorsqu’il n’y a pas de contraintes, c’est-a-dire X =
R". Le probleme supplémentaire par rapport au cas précédent est qu'il faut empécher
I'infimum d’étre a I'infini. Une fonction qui illustre ce probleme est la fonction f : 2 — 1/x
qui admet 0 comme infimum sur R* pour 2 = +c0. Pour empécher l'infimum d’étre a
I'infini, on peut utiliser '’hypothése de “coercivité” de la fonction :
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Définition 3.3

Une application f : X < R" — R est dite infinie a 'infini (ou coercive) sur X ssi

VAeR,3R > 0tel que Vz € X, si |z| > Ralors f(z) > A. (3.4)
Onnote: lim  f(z) = +oo.
2 = +0
zeX

Exemple 3.2.

1. fi(z) = ||lz|> est coercive.

2. folz) = o3 — a3 n'est pas coercive : en effet, la suite de terme général x, = (0,n), n € N,
est telle que : lim |z,| = lim n = +oomais: lim fo(z,) = lim —n® = —o0.
n—+0w n—+o n—+00 n—+0w

.
100, A 80 /|
i\ / i
00, / 50 /
807\ / 10 /
20l \ / SN
\ / 20 ,/ \\ / /
o\ . -
0 \ / 0 O
/ 2 ™ £
10~ \ / » \\\//
- N / o |
AN
20 \\ s \/// o/
o N /,/ wl/
I T = ; 7 [ :
Exemple de fonction coercive (f1) Exemple de fonction non coercive ( f,).

Comme la définition 3.3 n’est pas facile a manier en pratique, on utilise souvent la pro-
position suivante, qui est une hypothése un peu plus forte, pour montrer que la fonction
est infinie a I'infini.

Proposition 3.4

Soit f : X < R" — R une application et g : R — R vérifiant
f@) = g(lal) avec  lim g(t) = +eo.

Alors, f est infinie a I'infini.

Démonstration. Comme g tend vers +o0 en +o0

VAeR, IR>0|WeR t>R= g(t)> A.
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Avect = |z| et comme g(x) > f(|z]), nous obtenons (3.4). O

Théoréme 3.5

Soient F' un fermé non vide de R" et f : ' — R une application continue infinie a
I'infini sur F. Alors f admet un point de minimum global sur F, i.e. il existe 2 € F’
tel que

VyeF fly) = f(z).

3.2.3 Cas particulier de contraintes d’égalités et/ou d’inégalités

L’hypothése X fermé est assez difficile a montrer en pratique sauf dans le cas (fréquent
en optimisation) ot1 X est défini par des égalités et des inégalités :

X ={zeR":h(z) =0, g(x) <0}

ot h : R" — RP et g : R* — RY. L'écriture “h(z) = 0” représente en fait p contraintes
d’égalité :

Dans le cas ot les fonctions contraintes g et i sont continues, on a le résultat suivant :

Proposition 3.6

Soient g : R* — R? et h : R™ — R? deux fonctions continues.
o X ={zeR":h(z) =0, g(x) < 0} est un ensemble fermé de R™.
o X ={zeR": g(z) < 0} est un ouvert de R™.

Ainsi , on peut conclure directement que si f, g et h sont continues et si :
o soit I’ensemble des contraintes X = {z € R" : h(z) = 0, g(z) < 0} est borné,
o soit f est infinie a l'infini,
alors le probleme :
min f(z)
zeR™
st.: g(x) <0, h(z) =0.

admet au moins une solution globale. Autrement dit, f/ admet au moins un point de mi-
nimum global sur X.
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3.2.4 Convexité et optimisation

Les résultats précédents ne nous donnent aucune information quant a 1'unicité éven-
tuelle d"un point de minimum global, ni sur le lien entre possibles minima locaux et mi-
nima globaux. C’est la notion de convexité qui permet de garantir que les minima locaux
sont en fait des minima globaux.

Comme nous l’avons vu, la notion de convexité est une notion globale (elle doit étre
valable en toute paire de points), elle implique donc des propriétés globales sur les pro-
blémes de minimisation. Notamment que tout point de minimum local devient global.

Théoréme 3.7

Soit z* un point de minimum local d"un probléeme de minimisation.

(i) Sile probleme est convexe, alors z* est un point de minimum global.

(ii) Sile probléme est strictement convexe, alors z* est 1'unique point de minimum
global.
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C’est ce que nous appellerons la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre
pour I'optimisation sans contrainte.

Rappelons (sans démonstration) les conditions nécessaires du premier et du second
ordre pour des problemes d’optimisation différentiable sans contrainte :

. o CONDITIONS NECESSAIRES D’OPTIMALITE LOCALE
Chapitre 4 ONPITIONS? » _
Si z* € R" réalise un minimum local (resp. maximum local) de f, alors :
Vif(z*) =0 (CN d’optimalité du 1" ordre)
imisation différentiabl
Optimisation différentiable sans ) ot st e (@ s dhn 9 )
. (resp. H[f](z*) est semidéfinie négative)
contrainte
o CONDITION SUFFISANTE D’OPTIMALITE LOCALE
Soit X un ouvert de R" et 2* € X.Si:
Sommaire Vf(z*) =0 et H[f](z*) symétrique, définie positive (resp. définie
4.1 Conditions d’optimalité . . . . ... ... ... ........... 51 ) . X . nfgative) . S
4.2 Principe général des méthodes de descente . . . . . ... . ... 52 Alors z” est un point de minimum local (resp. maximum local) de f sur X.
4.3 La re(.:herche linéaire . . RN 55 © CONDITION SUFFISANTE D’OPTIMALITE GLOBALE
4.4 Algorithmes de type gradient . . . ... ... ... ........ 56
4.4.1  CS pour qu'un algorithme de gradient soit une méthode de descente 57 Supposons V f(z*) = 0.
4.4.2  Reésultats de convergence globale . . . ... ... ... ... ..., 58 (i) Si f est convexe, alors z* est un point de minimum global de f.
1.4.3 Convergence dans hf cas <:m.1vvxt‘,> T 60 (i) Si f est strictement convexe, alors 2 est l’unique point de minimum glO-
4.4.4  Convergence pour f a gradient Lipschitz et fortement convexe . . . 65 bal de f
4.5 Méthodes de type Newton . . . . . . v v v v v v v v v v vt v v 66 )
121 Pl”hm]"’ """""""" ST 66 Les conditions nécessaires d’optimalité du premier et du second ordre expriment le
4:2 l\‘[(\,rhodn de Newton a\'(\f: r(\,rh.o,rcll(\, 1111(3;?11‘(7 AAAAAAAAAA o 67 fait qu’ﬂ nest pas possible de “descendre” a partir d'un point de minimum (local ou
4.5.3  Convergence globale de I'algorithme de Newton avec recherche linéaire 70 global). Cette observation va servir de point de départ a 'élaboration des méthodes dites
Considérons un probléme d’optimisation trés général de la forme : de descente étudiées dans ce chapitre.
(P) min f(x), (4.1)
xeR™

ott f: R" — R U {+o0} une fonction que I'on suppose différentiable. 42 PnnCIPe general des méthodes de descente

Partant d'un point z, arbitrairement choisi, un algorithme de descente va chercher a
4.1 Conditions d’optimalité générer une suite d'itérés (zy)en définie par :
Tpy1 = Tp + Sk

Proposition 4.1

et telle que :
Soit f : R — R supposée différentiable. Si 2* est un point de minimum local de f VkeN,  [flern) < flaw).
sur X alors : Un tel algorithme est ainsi déterminé par deux éléments : le choix de la direction d; ap-
Vf(z*) =0. pelée direction de descente, et le choix de la taille du pas s;, a faire dans la direction d,.

Cette étape est appelée recherche linéaire.
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Définition d’une direction de descente

Un vecteur d € R" est une direction de descente pour f a partir d'un point z € R" si
t — f(z + td) est décroissante en ¢ = 0, c’est-a-dire s'il existe 7 > 0 tel que :

vt €]0,n], f(z + td) < f(z). 4.2)

Il est donc important d’analyser le comportement de la fonction f dans certaines direc-
tions. Lorsqu’elle existe, la dérivée directionnelle donne des informations sur la pente de
la fonction dans la direction d.

Proposition 4.2

Le vecteur d € R™ est une direction de descente de f au point z € R" si f'(z;d) < 0.

Dans le cas ot f est différentiable, on obtient une définition plus pratique d'une direc-
tion de descente :

Proposition 4.3

Supposons f : R" — R différentiable. Un vecteur d € R" est une direction de des-
cente de f au point z ssi :

fl(z;d) = Vf(z)'d < 0. 4.3)
De plus pour tout 3 < 1, il existe 77 > 0 tel que :

vt €]0,7], f(z + td) < f(z) +tBVf(z)"d < f(). (4.4)

Cette derniére inégalité garantit une décroissance minimum de la fonction f dans la
direction d. Le schéma général d’un algorithme de descente est alors le suivant :
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ALGORITHME DE DESCENTE MODELE.
Données: f : R" — R différentiable, z, point initial arbitraire.
Sortie: une approximation de la solution du probleme : irelég f(z).
1. k=0
2. Tant que “test d’arrét” non satisfait,
(a) Trouver une direction de descente dj, telle que : V f (2x)Tdy, < 0.
(b) Recherche linéaire : Choisir un pas s, > 0 a faire dans cette direction et tel que :

fla + sedi) < f(x).

(c) Mise ajour: 1 = ap + spdy; k= k +1;

3. Retourner zy,.

Choix de la direction de descente

Une fois la théorie bien maitrisée, calculer une direction de descente est relativement
simple. Dans le cas différentiable, il existe deux grandes stratégies de choix de direction
de descente :

o la stratégie de Cauchy : d;, = —V f(x), conduisant aux algorithmes de gradient dé-
crits au paragraphe 4.4.
o la stratégie de Newton : d = —H|[ f](z)) "'V f (&), conduisant aux algorithmes New-

toniens décrits au paragraphe 4.5.

Remarquons que si z;, est un point stationnaire (V f(z;) = 0) non optimal alors toutes
ces directions sont nulles et aucun de ces algorithmes ne pourra progresser. Ce probleme
peut étre résolu en utilisant des approches de type région de confiance qui ne seront pas
étudiées dans le cadre de ce cours.

Critere d’arrét

Soit 2* un minimum local du critére f a optimiser. Supposons que I’on choisisse comme
test d’arrét dans l’algorithme de descente modele, le critere idéal : “z;, = z*”. Dans un
monde idéal (i.e. en supposant tous les calculs exacts et la capacité de calcul illimitée),
soit I'algorithme s’arréte aprés un nombre fini d’itérations, soit il construit (théorique-
ment) une suite infinie zy, «1,..., @, ... de points de R" qui converge vers z*.

En pratique, un test d’arrét devra étre choisi pour garantir que l'algorithme s’arréte
toujours aprés un nombre fini d’itérations et que le dernier point calculé soit suffisam-
ment proche de z*.

Soit ¢ > 0 la précision demandée. Plusieurs critéres sont a notre disposition : tout
d’abord (et c’est le plus naturel), un critére d’optimalité basé sur les conditions nécessaires
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d’optimalité du premier ordre présentées dans le chapitre ?? : en optimisation différen-
tiable sans contrainte, on testera si

IV f(e)l <e, (4.5)
auquel cas l’algorithme s’arréte et fournit 1'itéré courant z;, comme solution.

En pratique, le test d’optimalité n’est pas toujours satisfait et on devra faire appel a
d’autres criteres (fondés sur 1'expérience du numérique) :
o Stagnation de la solution : ||[zy+1 — x| < &(1 + |lzy]])-
o Stagnation de la valeur courante : | f(zgy1) — f(zr)| < e(1 + | f(zx)]).
o Nombre d’itérations dépassant un seuil fixé a I'avance : k < IterMax.
et généralement une combinaison de ces criteres :

Critere d’arrét = Test d’optimalité satisfait
OU (Stagnation de la valeur courante & Stagnation de la solution)
OU Nombre d’itérations maximum autorisé dépassé.

Remarque 4.1. En pratique, on préférera travailler avec les erreurs relatives plutdt qu’avec
les erreurs absolues, trop dépendantes de 1’échelle.

4.3 Larecherche linéaire

Supposons pour l'instant résolu le probleme du choix de la direction de descente et
intéressons nous uniquement au calcul du pas : c’est la phase de recherche linéaire.

Soit 2 € R™ un point de R" non critique et d une direction de descente de f en z. Nous
cherchons a calculer un pas s > 0 de sorte que :

flz+sd) < f(z).

Le choix de ce pas répond généralement a deux objectifs souvent contradictoires : trouver
le meilleur pas possible et effectuer le moins de calculs possibles. Ces deux objectifs ont
donné naissance a deux grandes familles : les algorithmes a pas fixe et ceux a pas optimal.

RECHERCHE LINEAIRE : PAS FIXE. s = Sj_1

RECHERCHE LINEAIRE : PAS OPTIMAL. s; solution du probleme mi(1)1 flag + sdy)
5>

Illustrées par les méthodes de descente de gradient, aucune de ces deux stratégies
ne s’est révélée réellement convaincante : si la premiére peut étre “risquée” du point de
vue de la convergence, la seconde est souvent loin d’étre triviale 4 mettre en oeuvre (sauf
dans le cas quadratique) et généralement inutilement cotiteuse : en effet, a quoi bon calcu-
ler tres précisément un pas optimal dans une direction qui n’est peut-étre pas la bonne?
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(comme c’est par exemple le cas pour la méthode de plus profonde descente). Les re-
cherches linéaires modernes reposent sur I'idée qu'un pas de descente acceptable est un
pas qui fait “suffisamment” décroétre la fonction objectif. Reste alors a définir les pas qui
sont acceptables et ceux qui ne le sont pas.

On notera dans la suite ¢ : s € R — f(z + sd) la fonction dite de mérite associée a f.

La fonction f étant supposée au moins différentiable, ¢ est dérivable sur R, de dérivée :
¢'(s) = Vf(z+sd)det:

¢'(0) = Vf(x)'d<0. (4.6)

D’autres recherches linéaires élémentaires. Commencons par décrire quelques amé-
liorations des recherches linéaires a pas fixe et a pas optimal. Le probleme majeur des
algorithmes a pas fixe est la convergence, en particulier si le pas est trop grand. II est
possible d’assurer la convergence par des stratégies de rebroussement (“backtracking”
en anglais) de la fagon suivante :

RECHERCHE LINEAIRE AVEC REBROUSSEMENT.
Sk = Sk-1
Tant que f(z) + sedy) > fax) :
Sk = Sk/Q

On peut également réduire le cotit de la recherche linéaire a pas optimal en réduisant
I'ensemble sur lequel la recherche linéaire est faite :

RECHERCHE LINEAIRE PARTIELLE.

Données: sy_1, T = [l aj as ... a;] un tableau de réels > 0 contenant 1.
Sortie: sy.
S =sp1#T =[Sp-1 Sp-1%G1 Sp1%a2 ... Sp_1*ax].

s, = argmin f(zy + sdi).
seS

44 Algorithmes de type gradient

Supposons la fonction f : R" — R différentiable. Un algorithme de type gradient
utilise comme direction de descente I'opposée de la direction du gradient de f au point
courant :

xo € R" quelconque, 441 = o — 5,V f () 4.7)

ot le pas s;, > 0 est déterminé par 1'une des stratégies de recherche linéaire présentées au
paragraphe précédent. On rappelle que d, = —V f(z},) est bien une direction de descente
de f en xy, et que c’est la direction de “plus forte pente” de f en zy.

56



Exercice 4.2. Démontrer que d;, = —V f(xy) est bien une direction de descente de f en xy, et que
c’est la direction de “plus forte pente” de f en wy.

Solution : puisque :
(Vf(r), diy = =V f (@)%,
et que c’est la direction de plus forte pente de f en z; au sens oi1, pour toute direction d
de norme constante égale a ||d| = [V f(z)|,ona:

AV f(ar) = (V@) V() < dTV (), 438)

Dans ce paragraphe nous nous intéressons aux conditions suffisantes de convergence
de ce type d’algorithmes. On supposera pour cela que la fonction objectif f est bornée
inférieurement, de classe C' a gradient Lipschitz de constante L > 0 sur R"™.

44.1 CS pour qu'un algorithme de gradient soit une méthode de des-
cente

On cherche une une condition suffisante sur le pas s, pour que l’algorithme (4.7) soit
une méthode de descente, i.e. :

VkeN, f(opsr) < f(zg).

Proposition 4.4

Soit f une fonction bornée inférieurement, de classe C' a gradient Lipschitz de
constante L > 0.Si s, < %, Vk, alors I'algorithme :

zo € R” quelconque,  y41 = z), — 5,V f ()

est bien un algorithme de descente i.e.: Yk € N, f(z1) < f(@).

Démonstration. Soit x;, I'itéré courant. Appliquons le Lemme 2.24 aux points z, et 21 :

Jkn) < Sr) + TS )z = 0+ Slowe - al?
< flon) — s VI@I + SRVl
< o)+ o (o= 1) V7@ @9)
d’ou:
o) = fo) < (5= 1) 19
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Nous avons donc un algorithme de descente (i.e. : f(zp41) < f(z))) dés que le pas s;
vérifie :

< T
Remarquons que le pas assurant la meilleure décroissance de f par ce modeéle est donné :
s* =1 etquonaalors:

Fler) < @) = 5V Al

4.4.2 Résultats de convergence globale

Supposons maintenant que le pas s vérifie bien: Vk € N, s, < 2. On souhaite démon-
trer la convergence globale de l'algorithme (4.7) i.e. montrer que :

Jm [V f(z)] = 0.

Théoréme 4.5: Convergence du critere

Soit f une fonction bornée inférieurement, de classe C' a gradient Lipschitz de
constante L > 0. Alors :

1. Si Vk, s, := s < 2, l'algorithme de descente de gradient a pas constant

converge globalement et :

L
0<s (1= 55) IVFI < o) = o)
De plus, le pas constant assurant la meilleure décroissance possible est : s;, =
1

To
2. L’algorithme de gradient & pas optimal converge globalement et :

SV AN < 7o) ~ Flanan).

Démonstration.

1. Soit k € N. Commencons par écrire que

F@re) = flaw) = Sl = sV fw) = f (@) = | Flan = V5 @) |
En intégrant, on obtient que

[#x =9 5@)]) == [ T 1, V1o = 9 )
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En ajoutant le vecteur nul V f(z)) — V f(z)) dans le second membre du produit
scalaire, on obtient que (attention au signe du terme intégral)

F@esr) — f(or) = —s|Vf()|3 + J:(Vf(l'k), Vi(xg) = Vf(zp —tV [f(zy)))dt.

Majorons le produit scalaire a 'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis de I'hy-
pothése de régularité sur f,

; s ; 52 ;
fonan) = flor) < ~sI9 @0+ [ 9 saliar = - (5= 51) 19wl
0
Par hypotheése sur le pas de temps, on a (s - g ) > 0. On prouve ainsi que la suite
des f(x) est décroissante. La convergence suit car cette suite est minorée par inf f.

2. Pour le pas optimal, la décroissance étant la meilleure possible, elle est meilleure
que si on avait choisi s, = £, d’out :

S|V < f(@) — Flrain):

Théoréme 4.6: Convergence du critere d’optimalité

Soit f une fonction bornée inférieurement, de classe C' a gradient Lipschitz de
constante L > 0.
SiVk, s := s < 2, l'algorithme de descente de gradient a pas constant assure

lim [V £ ()2 = 0
k—o0

Démonstration. Dans le théoreme précédent on a établi que pour tout k € N

flonan) = fo) < - (5= 5L) 190l

Soit K € N. Sommons ces inégalités pour k entre 0 et K, certains termes se téléscopent :

5 K
0% (5= 5L) X IV£0lE < flao) ~ Flow+ 1) < fa) - nt 1.
k=0

Puisque le membre de droite dans cette derniére inégalité est constant et fini, on peut
faire tendre K vers +0 et en déduire que la série de terme général |V f(z)|3 converge
absolument. Par conséquent le terme général de cette série converge vers zéro.
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4.4.3 Convergence dans le cas convexe

Résultats théoriques En rajoutant des hypotheses plus fortes, comme la convexité, on
peut alors montrer que 1’algorithme du gradient a pas constant non seulement converge,
mais converge bien vers le minimum. On est de plus capable d’établir une borne sur la
vitesse de convergence du critere.

Théoréeme 4.7: Convergence du critére vers le minimum

Supposons que f est bornée inférieurement, convexe, et que V f est L-Lipschitz.
Considérons l’algorithme de descente de gradient a pas fixe suivant :

1
Th+1 < Tk — va(zk)-

Al
o leo - ' I2

flox) = f*< L 5%

Démonstration. Par le Lemme 2.24, on a pour tout z et z que
L 2
f(@) < (@) +{VI), (@ = 2) + S e = 2]z
En particulier, on a
T L 2
f(@) < ge(@) = f@r-1) + VI (@r-1) (@ — ze1) + 5“1 — @12

Notons que g;, est minimale pour « = 2. On peut alors réécrire gi(z) = ge(xx)+ £z —a4/3,
et en particulier pour z = 2* on a gi(a*) = gi(we) + £||lz* — x|} . Ainsi,

o Ly
foe) < grlzr) = gu(2™) — 5“1 -z}
T oa L ., s Ly, 2
S f@e-1) + V(@e-1)" (@ = @) + S 2" = zially = Sl =l
L L
<fr+glet - wpalh - Flz* = 2[5

En sommant pour k de 1 a K, on a une somme télescopique

o N S R R TP
K (flxx) = ) < D) flaw) = f < glla” =@l = Sla” — 2wl
k=1

ce qui mene au résultat attendu. O
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Vitesse de convergence C’est une convergence dite sous-linéaire.

Taux de convergence

— Taux sous-linéaire : décrit en terme de puissance du nombre d’itération, par
exemple

< c/Vk
— Taux linéaire : décrit en terme exponentiel du nombre d’itération
7 < e(l—gq)*
— Taux quadratique : décrit en terme d’une double exponentielle du nombre
d’itération
TR < crz

Remarque 4.3. Les techniques de recherche linéaires de type pas optimal (ou Wolfe) ne
peuvent pas améliorer la situation. En effet, les descentes de gradient sans mémoire, qui
utilisent uniquement le gradient a l'itération courante, ont au mieux un taux de conver-
gence en O(1/k).

Remarque 4.4. Une maniere de traduire la proposition 4.7 est la suivante : la suite des
itérées (xy)ren est une suite minimisante de f. Ainsi, si f est de plus p-fortement convexe,
alors on en déduit que cette suite converge vers I'unique minimiseur de f, avec

2L|xy — a5 _ 26|z — 2|3

Vk e N, 0< o —2*]2 < ok %

avec k le conditionnement de la fonction f. On peut déja observer que ce taux est d’autant
plus intéressant que le conditionnement est bon (qu’il n’explose pas). On verra plus loin
qu’en réalité il est possible d’obtenir un taux bien plus intéressant pour les fonctions a
gradient Lipschitz et fortement convexes.

Des méthodes de descente accélérées On peut montrer que pour toutes les méthodes
de premier ordre (ne faisant intervenir que l'information du gradient de la fonction), il
existe des fonctions pathologiques telles que f(z)) — f* > O(1/k?). On peut se demander
s'il existe des méthodes optimales qui convergent en O(1/k?). La réponse est oui, elle a
été donnée en 1987 par Y. Nesterov.

L'idée - similaire aux méthodes de gradient conjugué linéaire - est de définir z;,
comme un élément de vect(V f(xo), ..., Vf(x;)) plutét que de n’utiliser que le gradient
a l'itération courante. L'intuition derriére ce choix est que le gradient d'une fonction
convexe apporte une information globale sur la topologie de la fonction et ne doit pas
étre considéré simplement comme une direction de descente locale. Les premiers sché-
mas optimaux sont dus a Boris Polyak qui a proposé une classe de méthodes appelée
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"Heavy ball" (balle lourde). Un probléme important des descentes de gradient est qu’elles
ont tendance a produire des directions de descentes orthogonales. L'intuition des mé-
thodes heavy ball est de laisser tomber une boule sur le graphe de la fonction et de la
soumettre a son poids en considérant en plus les forces de friction. Ceci peut étre fait en
considérant I'EDO suivante :

T+ azx+ BV f(r) = 0.

En discrétisant cette EDO, et en autorisant les parametres « et § a varier au cours du
temps, on obtient
Tpr = 2 — oV f (21) + Br(z — 24-1)-

On obtient ainsi une classe de méthodes d’optimisation qui doivent permettre de ré-
duire les phénomeénes oscillatoires. Notons que la direction de descente est cette fois de
la forme —a;,V f(zy) + Br(zr — z4-1) et qu’ en développant le terme (z), — z4_1), on va
retrouver des éléments de vect(V f(zy), ..., V f(z))) tout entier.

Théoréme 4.8: Descente de gradient accélérée

ACCELERATION DE NESTEROV.

Données: t, = 1, zy = y1, L constante de Lipschitz de V f.
Sortie: xg.

1. Ty = Yk — l/LVf(I)C)
2. toen = (1 /1 +4tg) /2

3. Ye+1 = Tp + (irl) (T — Tp—1)

tei

Cet algorithme assure que

Lol

flan) = fa) < 22

C’est un taux de convergence optimal.

Tests numériques : pas fixe/pas optimal L’objet de ce paragraphe est de mettre en évi-
dence la performance des méthodes de recherche linéaire modernes par rapport aux stra-
tégies pas fixe et pas optimal. Pour cela, nous allons mettre en ceuvre les algorithmes de
gradient a pas fixe, a pas optimal et a pas de Wolfe sur I’exemple (quadratique) suivant :

o 1, 7,
T,Y) = =x° + =1
(I{Iyl)lerﬁsz(l,y) 3¢+ oy

Sans trop d’effort, on vérifie que la fonction f est deux fois différentiable sur R?, stricte-

ment convexe et qu’elle admet un unique point de minimum (global) en (0, 0). De plus, le
gradient V f est bien Lipschitzien de constante L = 5v/2 (le vérifier!).
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D’un point de vue numérique, soit X, = (wx,yx) € R? l'itéré courant supposé non
stationnaire (i.e.: V f(z, yx) # 0). La direction de recherche est donnée :

dy = =V f(X;) = ( j;k )

Les algorithmes de gradient a pas fixe et a pas optimal sont définis de la fagon suivante :
e Descente de gradient a pas fixe. On fixe s;, = s et a chaque itération de I'algorithme
ona:
T = 2 — sV f(2p).
Rappelons que, d’aprés la proposition 4.4, I'algorithme de gradient a pas fixe est

un algorithme de descente si le pas s est choisi inférieur a ¥ ~ 0.2828. Le Tableau
4.1 illustre le comportement de cet algorithme pour différentes valeurs du pas s.

\ pas [ 0.325 [ 0.25 [ 0.125 | 0.05 | 0.01 |
[ Nb d'itérations | DV | 49 | 101 | 263 | 1340 |

TABLE 4.1 — Nombres d’itérations de I'algorithme de gradient a pas fixe pour approcher le
point de minimum global de f a 10~° pres, en fonction du pas - Point initial : 2o = (7, 1.5).

e Descente de gradient a pas optimal. A chaque itération, on calcule le pas optimal
s solution de :

s o 1, 2 T o )2
Iz;lglf(Xk + sdi) = min izk(l —s)* + §yk(1 —7s)°.
dont la solution est :
Ti + Py
o} + Ty

Sk

On retrouve sur la Figure 4.1 le comportement caractéristique des méthodes de gra-
dient a pas fixe ou optimal, a savoir :

o La non-garantie de convergence pour l'algorithme de gradient a pas fixe.

o la lenteur de la méthode de plus profonde descente, caractérisée par le comporte-
ment en zigzag des itérés lorsque I’on se rapproche de la solution (deux directions
de descente successives sont orthogonales).

En revanche, I'intérét d'une autre recherche linéaire dite de Wolfe apparait clairement sur
la Figure 4.2 : elle permet de forcer la convergence et d’accélérer la vitesse de convergence
des itérés.
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——+— Pas optimal - 43 ter
pas = 25 - 49 iter
pas =001 - 1340 ter

-1 6

FIGURE 4.1 - Itérations des algos de gradient pas fixe et optimal, générées a partir du
point (7,1.5).

FIGURE 4.2 - 23 it. de l'algorithme de plus profonde descente (en rouge) Vs 3 it. I’algo-
rithme de gradient avec recherche linéaire de Wolfe (en bleu) a partir de (o, y0) = (4, 1.5).
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4.44 Convergence pour f a gradient Lipschitz et fortement convexe

Théoréme 4.9

Supposons que f est u-fortement convexe, et que V f est L-Lipschitz. Considérons
l'algorithme de descente de gradient a pas fixe suivant :

1
Tpy1 < Tp — Evf(mk)

Alors,

L— k
Hz*wuk( “) l=* — zol},

L+p
et

o (L=w\" Lzo—a*|3 u\* Lz — 2|3
) — =l g ) e = B
COREA <L+p> 2 (1 L) 2

Remarque 4.5. C’est ce que I'on appelle une vitesse de convergence linéaire.
Remarque 4.6. La forte convexité transforme le taux de convergence en taux linéaire.

Démonstration. On repart de la preuve du Théoreme 4.7 :
. L . s L . 2
flar) < flan- 1) + V() (2 - xk-—l) + EHI — a3 — 5“1 — a3
R R H-f’ - a3
Onaaussi f(zy) = f* + %ka — %[> ce qui implique

(L P
P

L. ,
Sl = anl < = flaw) +

— K L 9
Elot -zl < ~Slloe =213 +

Et donc,
L—
a2 < _
lo* = a3 < ITn T
< (1-5) ot — el
Finalement,

L _L .
f(xp) = f <§ka—zH§
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Encore une fois, la convergence est sous-optimale ici. On peut construire une version
accélérée pour atteindre des taux optimaux dans le cas f a gradient Lipschitz et fortement
convexe (I'amélioration n’intervenant que dans la constante).

Théoréme 4.10: Descente de gradient accélérée dans le cas fortement convexe

ACCELERATION - CAS FORTEMENT CONVEXE.

Données: ©y = yo, L constante de Lipschitz de V[ et u parametre de forte
convexité.
Sortie: r.

1. zpy1 = yr — 1/LV f(yr)
2. Yry1 = Tpr1 + (\/;;\/E) (Trg1 — 1)

Cet algorithme assure que

o (V= A\ Liwo — a3 \* Lz — 213
faw) - fo%) < <f+f) - <<1,\/9 ool

4.5 Méthodes de type Newton

4.5.1 Principe

L’algorithme de Newton en optimisation est une application directe de I’algorithme
de Newton pour la résolution d’équations du type : F(z) = 0. En optimisation sans
contrainte, 'algorithme de Newton cherche les solutions de 1'équation :

autrement dit, les points critiques de la fonction f a minimiser. En supposant f de classe
C? et la matrice hessienne H|f](z)) inversible, une itération de I'algorithme de Newton
s’écrit :

Trr1 = o — H[f](ve) 'V f (1), (4.10)
oudy = —H[f](z1) 'V f(z)) est appelée direction de Newton. La direction dj est égale-
ment 1"'unique solution du probléme :

argmin f(z1) + (9 f(@0).d) + %(Hf(zk)d, d.

Autrement dit, dj, est le point de minimum global de 'approximation de second ordre de
[ au voisinage du point courant .
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A condition que la matrice H[f](x;) soit définie positive & chaque itération, la mé-
thode de Newton est bien une méthode de descente a pas fixe égal & 1. Les propriétés
remarquables de cet algorithme sont :

© sa convergence quadratique (le nombre de décimales exactes est multiplié par 2 a

chaque itération).

@ les difficultés et le cotit de calcul de la hessienne H|f](z}) : I’expression analytique

des dérivées secondes est rarement disponible dans les applications.

@ le cotit de résolution du systeme linéaire H|[f](x)(@r1 — k) = V f(@k).

® l’absence de convergence si le premier itéré est trop loin de la solution, ou si la

hessienne est singuliére.

® Pas de distinction entre minima, maxima et points stationnaires.

La question que 'on se pose dans cette partie est donc : comment forcer la convergence
globale de l'algorithme de Newton? L'idée des méthodes de type Newton consiste & re-
prendre I’algorithme de Newton en remplagant les itérations par :

Tpar = T — sV f (@),

ol
o la matrice Hj, est une approximation de la hessienne H|f](zy).
e s, > 0 est le pas calculé par une recherche linéaire bien choisie.

Plusieurs questions se posent alors : comment déterminer une matrice H;, qui soit une
“bonne” approximation de la hessienne a l'itération & sans utiliser les informations de
second ordre et garantir que —H; 'V f(z;) soit bien une direction de descente de f en
xk, sachant que la direction de Newton, si elle existe, n’en est pas nécessairement une?
Comment conserver les bonnes propriétés de I'algorithme de Newton?

4.5.2 Méthode de Newton avec recherche linéaire
Considérons une itération de type Newton trés générale :
Tpp1 = T — s H 'V f (),

On veut imposer a Hj, d’étre définie positive afin de garantir que —H, 'V f(x;) est bien
une direction de descente de f en z.

1. Sila matrice H|f](x;) est définie positive, alors :
Hy = H[f](x).
Si le pas de Newton (s, = 1) est acceptable au sens des conditions de Wolfe, alors
I'algorithme effectue une itération de Newton; sinon il exécute une recherche li-

néaire de Wolfe initialisée par un pas égal a 1.
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2. Sinon la technique la plus utilisée consiste a générer une matrice £ telle que :
Hy = H[f](z) + E

soit définie positive. Remarquons que ceci est toujours possible si 1’'on choisit E de
la forme al.

Remarque 4.7. Effectuer une itération de Newton dés que c’est possible, permet de béné-
ficier de la rapidité de convervence de cet algorithme.

Pour terminer appliquons les algorithmes de Newton avec et sans recherche linéaire
aux problémes suivants :

(Py) } m)in pics y) = 100(y — 2?)? + (1 — x)? fonction de Rosenbrock.
x,y)eR
1
(P) (;Ll)iélw g(z,y) = §L2 + xcosy.

Le probléeme (P;) admet un unique point critique au point (1,1) qui est un point de
minimum global de f, tandis que le probleme (P,) admet une infinité de points critiques :

((~1)¥*1 kn), ke Z points de minimum local de ¢

(0,= +km), keZ points selle de g

Ny

Les résultats sont présentés sur les figures 4.3 et 4.4. Comme attendu, la supériorité
de la méthode de Newton est évidente par rapport aux méthodes de gradient, que ce soit
avec recherche linéaire ou non (voir figure 4.3). La figure 4.4 met également en évidence
la globalisation de la méthode de Newton grace a la recherche linéaire qui force la conver-
gence vers un point de minimum local alors que la méthode de Newton seule se retrouve
piégée dans un point selle de la fonction.

Remarque 4.8. D’un point de vue algorithmique, on calcule en général une factorisation
de Cholesky LiyL; de H[f](zk) + ol ott le parametre a > 0 est augmenté jusqu’a ce que la
factorisation soit rendue possible : on initialise a de la fagon suivante :

1
ap=0 si H|f](zx) est définie positive, = 5HH[f](afk)H§- sinon.
On résout ensuite :
Lizi = V f(xy) et Lid, = —z.

L’avantage est que la hessienne au point courant devient définie positive, et on retrouve
l'algorithme de Newton et la convergence quadratique de cette méthode.
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Algorithme du gradient optimal (stoppe a 1000 it) Algorithme de Newton local
3r \—/ 3 \_/
2t 2

1 1

M
N~
N © 2

15 -1 -05 0 05 1 15 Tis -1 -05 0 05 1 15

Gradient avec pas de Wolfe Newton avec pas de Wolfe

T \\_/ ’ \_/

RN ¢ 3 e

-4 -4
-5 -1 -05 0 05 1 15 -5 -1 -05 0 05 1 15

FIGURE 4.3 — Itérations des algorithmes de gradient optimal (stoppé a 10000 itérations!),
de Newton (5 itérations), de gradient avec pas de Wolfe (8080 itérations) et de Newton
avec pas de Wolfe (19 itérations) pour la minimisation de la fonction de Rosenbrock.

Algorithme de Newton local Newton avec pas de Wolfe

)

4 L L s
69 2 <15 -1 0§ 0

FIGURE 4.4 — Itérations des algorithmes de Newton (10 itérations) et de Newton avec
recherche linéaire de Wolfe (6 itérations) pour la minimisation de la fonction g : (z,y) —

Lo,
= T cosy.
5 y

4.5.3 Convergence globale de l’algorithme de Newton avec recherche
linéaire
Supposons f de classe C* a gradient Lipschitz et bornée inférieurement. Le choix de
la direction de descente dans cet algorithme est le suivant :

dy = —H 'V f (),

ot1 Hj, est une matrice symétrique définie positive. Couplée avec une recherche linéaire de
Wolfe, nous sommes exactement dans le cadre d’application du théoréme de Zoutendijk
qui nous donne le résultat suivant :

Proposition 4.11: CS de convergence globale

Si le conditionnement de la matrice Hj, reste borné au cours des itérations, i.e. si :
IM >0, Yk e N, ro(Hy) = |Hylo|Hi 2 < M,

alors l'algorithme de Newton avec pas de Wolfe converge globalement.

Démonstration. qui nous donne la convergence de la série : Y cos(0;,)*|V f(z1)|* ot :

cos(0r) = W
IV f (@) [ H MV f ()]

Remarquons que la matrice Hj, étant construite de fagon a étre définie positive, ona:

(V@) HO'V (@) = Ain (H D[V f ()]

1 2
m“vf(xk>“

=
Dot :
1

cos(Ok) > e
| H o H 2

= 1/ka(Hy).

Une condition suffisante de convergence globale de l’algorithme de Newton avec re-
cherche linéaire est donc que le conditionnement de la matrice H), reste borné au cours
des itérations. 0

On énonce sans démontrer des résultats de vitesses de convergence pour la méthode
de Newton.
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Théoreme 4.12: Convergence - algo de Newton

Soit f une fonction convexe, C2. On suppose que la Hessienne est M-Lipschitz, cad
1Hs(2) = Hi(W)lp < Mlz —yl,  Va,yes.

On suppose également que localement la Hessienne est bornée inférieurement, cad
que
Hy(x*) = 11d avec [>0.

On suppose que le premier itéré n’est pas loin de la solution z* :

21

g
— <T:=_——.
oo = 2"l < 7= 5o

Alors, l’algorithme de Newton assure que |z, — 2*| < 7 pour tout k et il converge a
vitesse quadratique :

o2
lzss — o] < M
2(1 — M|z, — z*[)
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