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1. Définitions de base



Espace de probabilité - Variable aléatoire 3120

Espace de probabilité (22, .4, P)

> Q représente I'ensemble de toutes les éventualités possibles, toutes les
déterminations du hasard dans |'expérience considérée

> A est I'ensemble des événements, qui sont les parties de Q2 dont on
peut évaluer la probabilité

(9, A) est un espace mesurable

> Pour A € A, P(A) représente la probabilité d’occurrence de I'événe-
ment A

Variable aléatoire

> Soit (E,£) un espace mesurable. Une application mesurable
X : Q — E est appelée variable aléatoire a valeurs dans E
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2. Modes de convergence



Convergences de variables aléatoires 5/ 20

On considére une suite de variables aléatoires (X,) et on s'intéresse a ses
différents modes de convergence :

» Convergence en loi
» Convergence en probabilité
» Convergence presque siire

> Convergence en moyenne quadratique



Convergence en loi 6/ 20

Définition

Soit (X,) une suite de variables aléatoires. On dit que (X,) converge en
loi vers X si, pour toute fonction (uniformément) continue bornée ¢,

Elp(Xn)] = Ele(X)].

Exemple 1Si X, ~ B (p+ £2), alors
X, £ B(p).
Exemple 2 Si X, = —X, avec X ~ N(0,1), alors

X, = X.



Convergence en loi Il 7/

Soit (Xp)n une suite de variables aléatoires. X, converge en loi vers une
variable aléatoire X

1. ssi en tout point de continuité x de la fonction de répartition Fx de
X on a
Fx,(x) —— Fx(x)
n—o0

2. si? les fonctions densités de X, et X, supposées absolument continues,
fx,(x) —— fx(x)
n— o0
3. ssi pour tout t € R, les fonctions caractéristiques vérifient

by (t) —— Px(t) avec  Ox(t) :=E [™]

n—o0

a. suffisant, e.g. Fx,(x) = x — sin(2mnx)/27n sur [0, 1] converge vers Fyo,1)), Mais
pas en terme de densité




Convergence en probabilité 8/

Définition
On dit que (X,) converge en probabilité vers X si, pour tout € > 0,

Proposition

Si X, converge en probabilité vers X, alors X, converge en loi vers X.

> Attention : réciproque fausse en général
» Contre-exemple : X, = —X avec X ~ N(0,1)

Proposition

| A\

Si X, converge en loi vers une constante c, alors X, converge en
probabilité vers c.
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Convergence presque siire

Soit (X,) une suite de variables aléatoires. On dit que X, converge

N p.s. o
presque siirement vers X et on note X, —+> X si
n—-+oo

P <nﬂTooXn = X> =P ({w €Q  lim X(w)= X(w)}) =1

X, 22 X — X, —F X —= Xx,—L£ X

n—+00 n—+o00 n—+00

Application au lemme de Borel-Cantelli : Si pour tout ¢ > 0,
> P(Xa — X| > €) < 400 alors (X,) converge presque stirement
vers X.

Exemple : Soit (X,) telle que pour tout n > 1, P(X, =0) =1—1/n? et
P(X, = n) = 1/n?



Convergence en moyenne quadratique w0/ 0

Définition

Soit (X,) une suite de variables aléatoires de carré intégrable. On dit que

. 2 .
X, converge en moyenne quadratique vers X et on note X, ——— X si
n—+o00

E[IX, — X[’)] ——0

n—+o00

Exemple : Soit (X,) telle que pour tout n >0, P(X, =0)=1—-1/net
P(X,=1)=1/n

X, 2 x —= x,—" ,x

n—-+o00 n—-+o0o

> Achtung : réciproque fausse en général
> Contre-exemple : Soit (X,) telle que pour tout n > 1,
n—1 1
P(X,=0)= P(Xo=n)==
(Ko=0) =" P(Xe=n)=
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3. Inégalités classiques
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Inégalités classiques |

Inégalité de Markov. Pour ¢, p > 0 et X admettant un moment d'ordre

p:
E[|X|P
P(X| > o) < [1X]7]
cP

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Si X admet une variance finie,
alors pour ¢ > 0 :

X
P(IX — E[X]| > ) < Y1)
On considére des v.a. i.i.d. X, ~ B(p).

Alors pour € > 0,
_ 1—
4 p(l —p)
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Inégalités classiques Il

Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soient X et Y deux v.a. admettant un
moment d’ordre 2. Alors

E[XY]] < VE[IXPIE[ Y]]

Inégalité de Holder. Soient X et Y deux v.a. et p, q tels que % + % =1
Si X et Y admettent resp. un moment d'ordre p et g, alors

E[IXY] < (E[XP)Y? (E[Y|])"/9
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4. Théorémes asymptotiques



Théorémes asymptotiques /2

Loi faible des grands nombres. Si (X;) sont i.i.d. de moyenne m, alors

_ 1< P
Xn:;’;x,-—m.

Loi forte des grands nombres. Si (X;) sont i.i.d. de moyenne m, alors

- 1< .
xn:;;x,%m.

Théoréme Central Limite. Si (X;) sont i.i.d. de moyenne m et variance
2
o4, alors

V(X — m) £ N(0,02),

ce qui peut aussi s'écrire ¥*(X,, — m) £ N(0,1)
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5. Opérations sur les limites



Théoréme de continuité 17/ 20

Théoréme (Théoréeme de continuité)

Soit (X,) une suite de v.a. convergeant (soit p.s. ou en P ou en L) vers
X une v.a.. Soit g une fonction dont on appelle D I'ensemble de points
de discontinuité.

SiP(X € Dg) =0, alors la suite g(X,) hérite du mode de convergence
(ps. /P /L) de X,.

» Exemple : Lancer de piéces. Si X; ~ B(p), et p €]0,1],
1 p.s. 1

Xa(1 = X,) m+ee /p(1—p)

> N'est pas vrai en général pour la convergence en moyenne quadratique

» Contre-exemple : Soit (X,) telle que pour tout n > 1, P(X, =0) =
1— % et P(X, = n) = 5 et la fonction g : x - x?
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Théoréme de Slutsky

Théoréme (Théoréme de Slutsky)

Si X, —>XetY —)c alors

n—+00 n—+00
e £
Xon+ Yy —— X +c, Xn Yy ——— cX.
n——+00 n—+00

> Exemple : lancer de piéces. On a

Xn —p L
Vn XEX] o N(0,1)

> Généralement faux quand (Y,) converge en loi

» Contre-exemple : Soient X ~ N(0,1), et (X,) et (Y,) deux suites
de v.a. définies par X, = —X et Y,, = X pour tout n
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Soient (v,) une suite déterministe tendant vers +oco, (X,) une suite de
v.a., X une v.a., et a une constante telles que

L
Vn(Xn = a) m X

P
alors X, ——— a
n—+o0o

» (TCL) En particulier si /n(X, — a) —£ s Xalors X, —— a

n—-+o00 n—-+o00
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Théoréme

Soient (v,) une suite déterministe tendant vers +oco, (X,) une suite de
v.a., X une v.a., et a une constante telles que

VVa(Xn —a) —5 X

n—-+o00

Soit g une fonction dérivable en a, alors

Vn(g(Xs) — g(2) —— &'(a)X

> En particulier, si \/v,(X, — a) %) N(0,02) alors
n——+00

Vn(g(Xa) — g(a)) —— N(0, (2'(2))°0?)

n—-+oo
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