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1. Modéle statistique



Définition 3/

Une expérience statistique est la donnée :
> d'un objet aléatoire X a valeurs dans (E,€)

> d'une famille de lois (Py)geco supposée contenir la loi de X et
appelée modeéle statistique pour la loi de X

Pile ou face : X = (X1,...,Xa) avec X; ~ B(0). Modeéle : (B(0)*")ocp0,1)

Taille d’'hommes adultes : X = (Xi,...,X,) avec X; ~ N (p, 0%). Modéle :
(N(,LL, 02)®n)(u,0'2)€R><Ri

Modéle paramétrique vs non paramétrique
» Si © C R modéle paramétrique

» Sinon, modéle non paramétrique

Pile ou face : paramétrique (© C R).
Taille ~ N (u, 0?) : paramétrique (C R?).

Loi f sur [0.5,2.5] inconnue : non paramétrique.



|dentifiabilité

Un modéle (Py)gpco est dit identifiable si I'application § — Py est
injective, i.e.,
PQIPQ/ = 9:0/.
Exemples :
> (B(0))oco, est identifiable.
> (N (s 02))(u,02) est identifiable.
> Mais (N(u,02))(u,0) Ne I'est pas (symétrie en o).
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2. Estimateurs et propriétés



Statistique et estimateur o/ =
Soit 6 € ©, le paramétre d'une loi Py.
Soit X = (Xi,...,X,) un échantillon i.i.d. issu de cette loi.
» Une statistique T(Xy,...,X,) est une variable aléatoire, o0 T est
une fonction mesurable de I'échantillon X1, X5, ..., X,.

> Un estimateur de 6 est une statistique 6 = é(X) destinée & approcher
6.

1 Différence entre estimateur et estimation

15 Dans la suite, on considére 6, un estimateur de 6.



Mesurer la performance d'un estimateur 7/

Définition (Erreur quadratique moyenne ou risque)

R(B:) = E[(00 — )]

(I'espérance est prise sous Pg)

Inégalité de Markov : pour tout ¢ > 0, P(|f, — 0] > ¢) < R(0n)

Biais : B(d,,0) = E [9] —9

> Estimateur sans biais si B(0,,60) =0

» Estimateur asymptotiquement sans biais si B(6,, 0) — 0
n——+o0o

Décomposition Biais-Variance :

R(0,) = [B(én, a)} ® 4 Var[dy]



Propriétés asymptotiques o

» On dit qu'un estimateur est consistant si

» fortement consistant si
A p.s.
0, —— 0
n—-+4o00

> asymptotiquement normal s'il existe o2 > 0 tel que

Jn (9" - 9) —£— N(0,0%)
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3. Méthode des moments



Méthode des moments : Principe 1021

> Moment d'ordre k : my = E [X{]
> Moment empirique d’ordre k : iy = 237 | Xk

> Le moment empirique est fortement consistant si E [|X1|k] existe

Méthode des moments

1. Trouver un C!-diffeomorphisme ¢ et un ordre k de moments tels
que

E [X(] = ¢(0)

2. Remplacer chaque moment par son estimateur empirique (méthode
plug-in)

~
A

0, = W_l(mk)



Exemples 1/
1. Loi normale : on considére un échantillon (X1, ..., X,) de loi
normale N (1, 02)
2. Loi uniforme : on considére un échantillon (X, ..., X,) de loi

uniforme sur [0, 6?] avec 6 > 0, i.e., de densité f, définie par

1
fo(x) = ﬁ]l[o,m](x)

3. Loi exponentielle : on considére un échantillon (Xi, ..., X,) de loi
exponentielle de paramétre 6 > 0, i.e., de densité fy définie par

fo(x) = O exp (—0x) 1r, (x).



(Log) Vraisemblance 12/ 2

Soit X un objet aléatoire et (Py)pco un modéle statistique dominé par

une mesure v et de densité gy = %

La vraisemblance de X est définie pour tout # € © par

Lx(0) = go(X)
La log-vraisemblance est  ¢x(0) = log Lx(0) = log go(X)

> Cas générique : si X = (Xg,...,X,) ~ P9®", alors

Lx(0) = L,( Hgg(x Ix(0) = £,(0) = Z In gg(X,

Si X ~ B(0)®", 6 € (0,1), Si X ~ Exp(6)®", 0 >0 :

Lo(0) = 6= %(1 — )" ZiXi L.(6) = 6 exp( G‘ZX)




13 /21

Estimateur du maximum de vraisemblance (EMV)

Un EMV 6, est un élément de © tel que :

Ln(én) = sup Ln(e)v en(en) = sup gn(e)

€0 90
Exemple 1 : cas discret. X ~ Bernoulli(§)®" : 0, =X,
Exemple 2 : cas continu. X ~ Exp(8)®" : 0, = =

Remarque : Si O est un EMV de 0, alors @(é) avec @ une bijection, est
un EMV pour ¢(0)



Comment trouver 'EMV 7 10/ 2

Souvent plus facile de maximiser la log-vraisemblance ¢x(6)
Pour trouver I'EMV
» Méthode artisanale

» Etudier son tableau de variations;
> Etudier ses points critiques, i.e., résoudre %zx(e) =0;
> Veérifier que le point maximise bien £x (concavité, etc.)

» Meéthode itérative, par exemple "montée" de gradient, ou
algorithme de Newton

1. Choisir un point initial 6o
2. Pour t € N* :

-1
Orp1 = 0r — (E';(@J) £,(6:) Newton step

3. Arréter selon un critére de convergence
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4. Quantiles



Définitions o) o

Soit Xi,..., X, un échantillon.
» Les statistiques d’ordre sont

X(l) <... < X(,,).

» La fonction de répartition empirique est
F()—lgnl —1s {i: Xy < x}
a(x) == <y = —sup{i: X < x}.
n < {Xi<x}p = 1 5UP ()

De maniére équivalente,

1 1
Fa(x) = ;Card {ihXi <x}= —sup {i, X < x}



Convergence de F, 172

Soient X1, ..., X, i.i.d. de fonction de répartition F. Alors pour tout x :
> Loi
nFa(x) ~ B(n, F(x))

> Convergence



Inverse généralisée 18 /21

Inverse généralisée Soit F une fonction de répartition. On appelle in-
verse généralisée de F la fonction définie pour tout u € [0, 1] par

F~!(u) =inf {x € R, F(x) > u}

Propriétés Soit F une f.d.r, de F~! son inverse généralisée. Alors
1. F710) = -
2. F1 est croissante
3. F~1 est continue a gauche
4. Pour tout u € [0,1],

F(x) > u+<= x> F(uv)

5. Pour tout u €[0,1], Fo F~Y(u) =u
6. Si F est continue, Fo F~1 = Id

Mais si F n'est pas injective, il existe xp tel que F~1 o F(xp) < xo
7. Si F est injective, alors F~Yo F = Id

Mais si F n'est pas continue, alors il existe ug tel que
F~Yo F(ug) > uo



Inverse généralisée |l 19 /21

Soit X ~ U([0,1]), alors sa fonction de répartition est conti-
nue mais pas injective et

FloF(2=1<2

Soient Y ~ N ([0,1]), B ~ B(1/2), et X = BY. La fonction
de répartition de X n'est pas continue en 0 et

FoF~%(1/2) = F(0) =3/4>1/2

> Si U~ U([0,1]), alors la v.a. F~1(U) a pour fonction de répartition
F

» Si X a pour fonction de répartition F et que F est continue, alors
F(X) suit une loi uniforme sur [0, 1]



Quantiles

Quantile d’ordre u correspond & F~1(u)

Quantile empirique Pour p € [0, 1], le quantile empirique est :

x{N = F=Y(p) = inf{x : Fo(x) > p}

P n

) X2 si n pair,
X172 = S
X((nt1)/2) Si nimpair.

1= Le lemme quantile est au cceur des techniques de prédiction confor-
melle, méthode de quantification d'incertitude pour la prédiction agnos-
tique au modéle, aux données

= Extension de la notion de quantile au cas multivarié avec des outils de
transport optimal



Convergence des quantiles empiriques /2

Théoréme

Soient (X1, ..., X,) un échantillon i.i.d. de fonction de répartition F,
€ (0,1), et x, le p-quantile de F.
1. (Convergence des quantiles empiriques) Si F est strictement
croissante en x,, alors

= Fe) i Fp) =%

2. (Normalité asymptotique) Si F est dérivable en x, de dérivée
f(xp) > 0, alors

vl l/__X/ )—>N< P(l—P)>

Tes " (F(%0))?

Fi*(p)—F~(p)

Exemple. Soit X ~ Exp(). Alors 6§, = '7(2—) est un estimateur consis-

*1/2

tant de 0, et \/_(9 —9)—”\/( ’(In2))2>
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