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1. Intervalles de confiance



Intervalle de confiance 2/ m

Definition. Soit 6 € © C R, a € (0,1) et X un échantillon. On appelle
intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — « tout intervalle

1C1-a(0) = [a(X), b(X)]

tel que
P (6 € [a(X),b(X)]) =1 — a.

On ne peut pas dire que la probabilité que 6 appartienne a la
réalisation de |'intervalle de confiance est 1 — «
Exemple 1 : loi uniforme. Soit X = (Xi,...,X,) ~ U([0,6])®". On a

/Cl_a(H) = )((,.,)7 X(,.,)Oz_l/"} .
Exemple 2 : lancer de piéce. Soit X = (Xi,..., X,) ~ B(6)®" et 8, = X,,.
En appliquant I'inégalité de Tchebychev

A 1 A 1
{ 2y/no Jr2\/noj “



Forme de l'intervalle 4/

Soit X = (Xq,...,X,) ~ N(0,1)%".

Intervalle bilatére. On peut considérer

IC1_o(6) = {X,,ﬁ: ql\‘/% ] ,

ol gi_q /> est le quantile d'ordre 1 — «/2 de la loi normale centrée réduite.
C'est un intervalle bilatére.

Intervalle unilatére. On peut aussi considérer

N v di—a
ICl_a(e) _— |:Xn \/ﬁ Y +OO) ’

ce qui donne un intervalle unilatére.



Intervalles de confiance asymptotiques s /1

Lorsque n est grand et que |'on dispose de résultats de normalité asymp-
totique, on peut utiliser

tim P[0 € [a(X), b(X)] = 1 - a

limpy—yo0 P én_ql*a/z—\\/fi"(ljn)gggénﬁ_‘h*a/z—\/?(l*e") =1—a

oll g1_q/2 est le quantile d'ordre (1 — «/2) d'une loi normale centrée
réduite
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2. Tests
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Hypothése nulle et alternative

Le principe d'un test est de répondre par oui ou non & une question sur
le paramétre d'une expérience statistique, ce qui revient a considérer
©g,01 C © avec

©UO; =06
et de déterminer avec un certain sif€Bqoubed
> Hg: 0 € ©g est I'hypothése nulle
» H;: 0 € ©7 est I'hypothése alternative

Exemple : lancer de piéces.
> Exemple 1 : tester si une piéce est équilibrée revient a Hp : = 1/2
contre Hy : 6 # 1/2.
> Exemple 2 : tester si la piéce donne plus de "Pile" revient a
Ho:6>1/2 contre H; : 6 < 1/2.
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Définitions

Un test est une statistique T(X) € {0,1} telle que HO n’est pas rejetée
si T(X) =0, et inversement si T(X) = 1. La zone de rejet du test est
alors donnée par

ZR=T'{1}) ={XecE: T(X)=1}

Risque de premiére espéce : a(f) = Py[T(X) = 1] pour 0 €
Taille du test : a* = supycg, a(0)

Risque de deuxiéme espéce : 3(0) = Py[T(X) = 0] pour 8 €
Fonction puissance : w(0) = Py[T(X) = 1] pour § € ©

vvyyy

il

Un test est de niveau « si o* < «
1= () = probabilité de rejeter Hg alors qu'elle est vraie (faux positif)

i 3(0) = probabilité de ne pas rejeter Hy alors qu'elle est fausse (faux
négatif)



Exemple o1

Soit X = (Xi,...,X,) ~ N(6,1)®".
On souhaite tester au niveau de risque « € (0,1)
Ho:6 <0contre H; : 6 >0

On considére 6, = X,. La zone de rejet est :

~ di1—«
ZR =X, 2> )
{ vn }

ol g1_, est le quantile de la loi normale centrée réduite et donc

T(X) - ]lyn2 Q:;}na




Intervalles de confiance et tests /1

1= Un |C peut définir un test

Proposition. Soit a € (0,1). Si [0~ (X), 07 (X)] est un IC de niveau 1 — «,
alors le test

TX)=1 & ©oNn[0 (X),07(X)] =0
est de niveau a.

Soit X = (X1,...,X,) ~ N(6,1)®", alors

eom{xn"l\/‘;{_@@ T(X) =1
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p-value

Motivation. On revient sur |'exemple de I'échantillon gaussien. Supposons
que I'on observe X = (x1,...,x100) de moyenne empirique én(x) = 0.3.
Pour cette valeur, conserve-t-on Hy au niveau 10%7? 5% ? 1% 7? D'aprés la
procédure de test, on rejette Hy au niveau « si et seulement si

0u(x) > 071 (1—0a)/vVn <= a>1-0(Vnl,(x)) =1-(3)~ 1073

1= On rejette donc HO au niveau de risque 10%, 5%, 1%, et en fait a tout
niveau supérieur 3 1%o. La notion de p-value formalise cette idée

Définition. Pour une réalisation X, la p-value est

ag(x) = inf{a € [0,1] : x € ZR,}
= inf{a € [0,1] : "On rejette Hy pour X au niveau "}

Exemple. Pour X ~ A(0,1)®", avec moyenne empirique X,,,

ao(Xn) = P [N(0,1) = V/nx,]
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