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1. Vecteurs aléatoires
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Définition. Un vecteur aléatoire X = (Xi,...,Xy) € RY est un vecteur
dont toutes les composantes sont des variables aléatoires réelles.

Fonction de répartition Fx de X : pour tout t = (t1, ..., tg),
Fx(tl, ey td) = P[X1 < t1,... ,Xd < td].

Densité Si X est , i.e. X admet une densité fx par rapport a la
mesure de Lebesgue sur RY, on a

t1 ty
FX(t):/ / fx(ui,...,uq)dur - dug,

avec pour presque tout t

Oty - Oty



Densité et propriétés s/m

> Toute densité fx vérifie fx(t) > 0 et

+oo +oo
/ / fx(ti, ..., tg)dty - dty = 1.

> Si X = (Xi,...,Xk) " avec k < d, alors la densité marginale f de X
est donnée par

+o0o +oo
f~ tl,..., / / tl,.. tk,uk+17...,ud)duk+1-~-dud.

La connaissance des lois marginales de toutes les composantes
de X ne suffit pas & déterminer sa loi.



Covariance

X1
Soit X =
Xd

€ RY tel que E[X?] < +00. On définit pour tout i, :

Cov(X;, X;) = E[(X; — E[X])(X; — E[X])]-



Matrice de variance-covariance o/
X1
Soit X = | 1 | €RY tel que E[X?] < 400
Xd
Matrice de variance-covariance ¥ € RY%? définie par
¥ = Cov(X;, X;) == E[(Xi — E[Xi])(X; — E[X]])]

Il s'agit d'une matrice
Forme matricielle. On définit

E[Xi1]
EX]=| : |€R? et Var[X]=E[(X—E[X])(X-E[X])"] € R¥*¢
E[X4]
Var[Xi] Cov(X1,X2) -+ Cov(Xi, Xa)
Cov(Xa, X1) Var[X;] -+ Cov(Xa, Xq) dxd
cad Var[X] = : : . . € R

COV(Xd, Xl) COV()(d7 X2) s Var[Xd]



Covariance et propriétés

Si X; et X; sont indépendantes, alors Cov(X;, Xj) = 0, mais la
réciproque est en général fausse (sauf dans le cas gaussien)

Transformation linéaire. Si X est un vecteur aléatoire de moyenne u et
de covariance X, et A une matrice réelle p x d, alors le vecteur aléatoire
AX est de moyenne Ay et de matrice de covariance AYAT.



Fonction caractéristique et indépendance o/

Fonction caractéristique. Soit X un vecteur aléatoire de R9. Sa fonc-
tion carcatéristique est donnée pour tout v € R? par

Ox(u) = [¢'X] = E [elat-tux)]

Indépendance. X et Y sont indépendants ssi I'une des conditions sui-
vantes est vérifiee

> P[(X,Y)e Ax B]=P[X € A]P[Y € B] pour tout borélien A et
B

> Ox vy(u) = Ox(u1)Py(u2) pour u = (uy, u2)
> fix,v) (%, y) = & (x)fr (y)
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2. Vecteurs aléatoires gaussiens
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Définition. Soit X un vecteur aléatoire de R?. On dit que X est un
vecteur gaussien de R? si et seulement si toute combinaison linéaire de
ses composantes est une variable aléatoire réelle gaussienne, i.e.

YueRY, u'X~N(u"m, o).

Exemple : un vecteur X dont les composantes X; sont indépendantes et
suivent une loi normale est un vecteur gaussien.

Théoréme (fonction caractéristique). Soit X un vecteur aléatoire de
RY. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. X est un vecteur gaussien de moyenne m et de matrice de
covariance I'.

2. La fonction caractéristique de X est donnée, pour tout u € RY, par

Sx(u) = E[ei“TX] =exp (iu"m—3u'Tu).



Vecteur gaussien : propriétés u/m

Corollaires.

» Si X ~ N(m,T) a valeurs dans RY, si A est une matrice p x d et
b € RP, alors

AX 4+ b~ N(Am+ b, ATAT).
> Si X ~ N(m,T) et que I est inversible, alors
12X — m) ~ N(0, Iy).

Théoréme (densité d’un vecteur gaussien). Soit X € R tel que
X ~N(m,T). SiT est inversible, la densité de X est donnée par

1

f(x) = ————o-——exp(—i(x—m) T Y(x —m)).
() = ey o030 m) T (= m)
Théoréme (indépendance). Pour tout vecteur gaussien X = (X1, ..., Xy)
de RY, les propriétés suivantes sont équivalentes :
» Les composantes Xi, ..., Xy sont indépendantes.

» La matrice de covariance I de X est diagonale.
Corollaire : Vi # j, X;i et X; sont indépendants ssi Cov(X;, Xj) = 0.
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3. Convergences



Modes de convergence 1/

Convergence en loi. Soit (X,) une suite de vecteurs aléatoires. On dit
que X, converge en loi vers X si, pour tout point de continuité t de Fx,
ona
FX,,(t) EE— Fx(l’)
n—-+o00

o Fx(t) =P(X1 < t1,..., Xa < ta)

Proposition : (X,) converge en loi vers X si et seulement si, pour toute
fonction continue bornée h, E[h(X,)] e E[h(X)].
n——+o00

Convergence en probabilité. Soit (X,) une suite de vecteurs aléatoires
a valeurs dans RY que I'on munit d’une norme || - ||.
On dit que X,, converge en probabilité vers X si, pour tout € > 0,

P[l|X, — X]|| > ] —— 0.
n——4o00

Remarque : comme toutes les normes sont équivalentes dans RY, si (Xn)
converge pour une norme, il converge pour toute autre norme.



Modes de convergences suite et fin /2

Convergence presque siire. On dit que (X,) converge presque siire-
ment vers X si
P[{w : "|l>ngQ Xn(w) = X(w)}] =1.

Remarque (critére de Borel-Cantelli) : si, pour tout € > 0, on a

> PlIX, = X[ > €] < +o,

n>1

alors X,, — X presque siirement.
Lien entre les modes de convergence.
p.s. P L
Xp— X = X, =X = X, =X,

12 P L
Xp—X = X, —» X = X,=X.
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4. Théorémes asymptotiques
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Théoréme de continuité. Soit g : D — R une fonction continue
définie sur un ouvert D C R¥. Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans
D et (X,) une suite de vecteurs aléatoires dans RY.

Si X, — X (dans un certain mode de convergence), alors g(X,) — g(X)
dans le méme mode, i.e.

X, B X = g(X) L g(X),

X, 5 X = g(X)) D g(X),
X, P X = g(X) 22 g(X).

Théoréme de Slutsky. Soit (X,) une suite de vecteurs aléatoires conver-
geant en loi vers X et (Y,) une suite convergeant en probabilité vers une
constante c. Alors

X, + Y, 5 X+,

X, Y, 5 Xe, Yo X, 5 X,

Remarque : les dimensions de X et ¢ doivent étre compatibles.



Théorémes limites /2

» Loi des grands nombres : Soit (X;);>1 une suite de v.a. i.i.d. de
RY telle que E[|| X1]]] < +oc. Alors

- 1
Xy = ;X,- 225 E[Xq].

» Théoréme central limite : Si de plus E[|| X1]?] < 400, alors

V(X — E[X1]) £ NV(0, Var[Xy)).



Delta méthode 18/ 2

Cas général. Soit (X,) une suite de v.a., X un vecteur aléatoire, (v,)
une suite de réels telle que v, — +00, et m € D C R? tel que

V(X — m) £ X.
Sig:D— RY est contindment différentiable, alors
c
Vn (g(X,,) — g(m)) = X,
ol est la matrice Jacobienne de g en m.
Cas particulier. Si \/n(X, — m) i>/\f(0, Y)etg:D —RY est CL, alors

Vi(g(Xa) — g(m)) £ N(0, L, (m)Z . (m)7).
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5. Théoréme de Cochran et applications



Théoréme de Cochran

Théoréme. Soit X € R? un vecteur aléatoire suivant une loi
X ~ N(m,d°ly), o2 >0.

Soit R = E; @ E; @ - - - ® E,, une décomposition en somme directe de p
sous-espaces vectoriels orthogonaux, de dimensions respectives di, . . ., d,.
On note Py le projecteur orthogonal sur Ex et Yy, = Py X la projection de
X sur E. Alors :

1. Les Yi,..., Y, sont des vecteurs gaussiens indépendants, et
Yk NN(Pkm, 0’2Pk).
2. Les variables || Y1 — Pim||?,...,||Y, — P,m||? sont indépendantes, et

[Yic = Pem|® N

o2 di




Reésultats autour de la loi du x? 2o

Corollaire. Soient Xi, ..., X, i.id. avec X; ~ N'(m,o?). On a alors :
1. Xy~ N(m, "72)
2. ",,;zlsrz; ~ X%—1 pour 57 = nil S (X — Xa)?

3. X, et S2 sont indépendantes
Proposition. Soient Z, Z,, Z, trois v.a. telles que :

1. Z=2,+ 2,

2. Zy~xhet Zg~ X2,

3. Z, et Z, indépendantes,
alors

Z ~ X,2,+q~
Corollaire (Test du \? d’ajustement). Soit X une v.a. a valeurs dans
{a1,...,ak} avec P[X = ax] = px > 0. Soient Xi,..., X, i.i.d. de méme
loi que X, et Ex = 27:1 1{Xi:ak}.
Alors p
)y (Ek —np)®> £ o

npx o too XK1

k=1
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