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1. Modéle linéaire



Régression 3/

Modeéle de régression. L'objectif est d'expliquer une

Y en fonction de X € RP, al'aide d'un
échantillon (Xy, Y1),...,(Xn, Ya) copies de (X, Y).

Dans un modele de régression, on suppose que le lien entre 'entrée et la
sortie est donné par

Yi = (X)) +ei
ou
> f*:RP — R est la fonction de régression
» £1,...,€, sont des termes de bruit, v.a indépendantes et centrées
Exemple 1 :
Y; = ax? + bx; + ¢ +¢;.

Exemple 2 :
Yi=ax+b+e;.



Régression linéaire o

Modéle linéaire cad avec une fonction de régression linéaire
g (X)=X"p", p*er’
Le paramétre 5* € RP représente les

Forme matricielle. En notant
T T . .
Y=(Y1,....,Y,"', e=(e1,...,en) , X= : : ,

le modéle s'écrit sous forme matricielle

Y=X3"+¢



Modéle linéaire et variante 5/19

Modeéle linéaire simple. Si Xi,..., X, € R et pour tout i :
\/i =a+ le + €,

alors

1 X
Y:Xﬂ*+€7 X= ) ﬁ_<z>

1 X,

La fonction x — a + bx est dite droite de régression

Régression polynomiale. Si Xy,..., X, € R et

Yi=ao+a X+ -+ a X +e,
alors
1 X - X ag
Y=XB+e, X=[: S, B=
1 X, -+ XP ap

Question : Comment estimer 37
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2. Méthode des moindres carrés
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Méthode des moindes carrés

Principe. On cherche un estimateur 3 de 8* qui rend |'ajustement du
modéle "proche" des données observées

On se donne une fonction de coilt :
F(B) = IIY = XBII* = (Y = XB) " (Y — XB).
L'estimateur des moindres carrés est donné par :

3 = arg min ||Y — X3]2.
p = arg min [[Y — X5



Estimateur des moindres carrés 8 /19

Développement de la fonction de coiit.
F(B)=YTY—-28"XTY+8TX"X8

Condition du premier ordre (régle de Fermat). On annule le gradient
de F
VF(B) = —2XTY+2XTX3 =0

Equations normales. On obtient
XTXB3=X"Y
Solution. Si X" X est inversible (si X est de rang p),

f=(XTX)"XTy



Estimateur des moindres carrés ° /19

Théoreme (Existence et unicité)

Si X est de rang p, alors I'estimateur des moindres carrés est unique et

Proposition. La matrice XT X est semi-définie positive. De plus, elle est
définie positive si et seulement si X est de rang p.

Remarque. La matrice X ne peut étre de rang p que si n > p.



Moindres carrés et projection 10/

On note Im(X) C R" le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes
de X. Le probléme de minimisation s'écrit

min [V = X2 = min |[Y - 4|2,
B’ERP heIm(X)

et chercher le minimum revient donc a chercher la projection orthogonale
de Y sur Im(X)

Remarque. dim(Im(X)) = rang(X).
Proposition. Si rang(X) = p (i.e. X X est inversible), alors
Pimx) = X(XTX) X7

est la matrice de projection orthogonale sur Im(X) et rang(Pim(x)) = p-



Propriétés de I'EMC et des résidus 1/

Propriétés de 'EMC. Supposons ¢ = (e1,...,&,) avec E[g] = Orn et
Varle] = 021,, 0% > 0, et rang(X) = p. Alors

E[8] =8 (sans biais) et Var[f] =2 (XTX)!
Définition (résidus).
1. Le vecteur des résidusest £ = Y — XB .
2. La somme des carrés des résidus est
N A2
SCR = [|&]* = ||y —X3|".

Estimation de o°. Sous les mémes hypothéses et si rang(X) = p,

EVEIE n .

i=1

n—p n—p

. . 5
est un estimateur sans biais de o°
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3. Modéle linéaire gaussien



Modéle linéaire gaussien 13/19

Définition. On suppose que les erreurs suivent une loi normale
e ~N(0,6%l,), o®>0.

Alors
Y=XB+¢e ~ N(XB,o%l,).

Propriétés des estimateurs. Pour un modeéle linéaire gaussien, si rang(X) =
p, alors

1A= (XTX)IXTY ~ A(8, 02(XTX) L)

)52
2. (=) 2

3. B et 62 sont indépendants



Intervalle de confiance /10

Loi de Student. Soit v € RP. On définit

UTB— u'p
5 /uT(XTX)"tu

T:

Alors
T~Thp

Intervalle de confiance. Soit u € RP. Un intervalle de confiance bilatére
de niveau 1 — o pour u' 3 est donné par

[UTB tl*(},/Z,nfpa—\/ UT(XTX)71U:|

avec t;_q/2n—p le quantile d'ordre 1 — /2 d'une loi de Student 7,_,



Test de significativité d'un paramétre 18/ 10

On consideére le test suivant pour un certain k € {1,...,p}
Ho:ﬂk:(), leﬁk#o,

Proposition. Dans le cadre du modéle linéaire gaussien, un test de signi-
ficativité du k-éme coefficient rejettera Hy au niveau « si

0 ¢ Bk + 6-\/>tn7p.1704/2i|

ou
> v, = (XTX),} est le k-éme coefficient diagonal de (XTX)~!
» t, p1-a/2 estle quantile d’ordre 1 — /2 d'une loi de Student a

n — p degrés de liberté



Test de Fisher : significativité de plusieurs coefficients /*

On considére la partition suivante des coefficients / matrice de régression

8= <5°> et X=(XoX1)
P

avec X € R"™Po Xy € R"*P~Po
On veut tester I'hypothése nulle

Ho:581=0 contre H;:p1#0
cad
Ho :"Y =XgBo+¢€" contre Hy:"Y=XB+¢"

Estimateurs sous Hy et sous Hj.
> Sous Hy, I'estimateur est 3 = (XTX)"!XTY, avec p paramétres
> Sous Ho, 'estimateur est By = (Xg Xo)"1XJ Y, avec py paramétres



Test de Fisher : significativité de plusieurs coefficients /=

Statistique de test.

F_ IY—Yo| &0

— o~

- A Fopon—
(p—po)02 & pP—Ppo,n—p

ou
> ¥ =Xofo
> [y est 'EMC dans le modéle H
Tester la significativité des derniers coefficients revient a rejeter Hg si
F>f-apponp

avec fi_q p—po,n—p 1 — a-quantile d'une loi de Fisher

Interprétation. Si F est trop grand, on rejette Hp, ce qui signifie que
I'ajout des derniéres variables améliore significativement le modéle
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4. Modéles emboités
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Modéles emboités : principe

Le test de Fisher précédent est un cas particulier de modeéles emboités
Définition. On considére

> Y~ N(:U" 021")
> My C M;j deux sous-espaces vectoriels de R”

On souhaite tester

Ho :E[Y]=p € Mg contre Hy:E[Y]=pe M;

Statistique. On considére Ppy, et Ppy, les projecteurs orthogonaux sur
Mo et M et la statistique

dim(M{) [ PateY = Poi, YII?

F = 2
(dim(My) — dim(Mo)) || Prg, V|

F

Test. On rejette Hp si F > fi— o, dim(My) — dim(Mo) dim(M-)
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