Mise a niveau en statistique
Correction de la feuille de TD 3 : IC et information de Fisher

M2 Mathématiques de I’Aléatoire — Université Paris-Saclay

Exercice 1 — Information de Fisher et inégalité de Cramér—Rao

Toutes les espérances de cet exercice sont prises sous la loi de parameétre . On suppose implicitement
que les quantités considérées sont intégrables et que Z(6) > 0.

1. Le score est

89f(X76)
f(X,0)

Les hypotheses de dérivation sous le signe intégral donnent

V =0plog f(X,0) =

Eo[V] = /89f(x, 0) dz — 89/f(x, 0) dz = 0.
Ainsi,
Covg(V,T) = Eg[VT]
- /T(:c)&gf(x,ﬂ) dz = 89/T(x)f(a;, 0) dz = 4/ (9).

2. En dérivant une seconde fois la log-densité,

2
aglogf=89f—(

()

f
Apres intégration,
Eo[0f log /(X)) = [ 0f(2,6) do — Bo[V
" / F(2,0) do — Bg[V?] = —Eq[V?.
Comme Ey[V] = 0,
I(0) = Varg(V) = Eg[V?] = —Eg[5 log f (X, 6)].
3. L’inégalité de Cauchy—Schwarz appliquée a T et V donne
Covg(T,V)? < Vary(T) Varg(V).

En utilisant les deux questions précédentes,

Val"g (T) >

Lorsque T est sans biais pour 6, on a 1(0) = 0 et la borne devient 1/Z(0). L’égalité a lieu
exactement lorsque 7' — 1(6) est proportionnel au score dans L?(Py).



4. Notons "
Cn(u) = log f(Xi,u).
i=1

Puisque 0 est intérieur a I'espace des parametres et én est consistant, 'EMV est, avec

~

une probabilité tendant vers un, un maximum intérieur; ainsi £;,(6,) = 0. La formule de
Taylor-Lagrange appliquée a ¢/, donne, pour un 6, situé entre 6 et 6,,

0= £,(6) + (B — 0)21(8,).

Par conséquent,
71/26/ 0
~ n
Vi, gy = 0
n=te"(6,)
Le numérateur est une somme de scores i.i.d., centrés et de variance Z;(#). Le théoréme
central limite donne donc

\}7/;(9) £ N0, 71(6)).

Une hypothese suffisante pour traiter le dénominateur est I’existence d’un voisinage U de 6
tel que u +— 02 log f(,u) soit continue sur U pour presque tout x et

Eg [sup |02 log f(X1,u)|| < co.
uelU

Une loi uniforme des grands nombres, la consistance de 'EMV et l'identité de Fisher
entrainent alors

1 ~
~0(00) = ~Ta(0).
Le lemme de Slutsky permet de conclure :

~

VB, —0) & N(0,Z,(0)7Y).

Exercice 2 — EMV et modele gaussien

On paramétre le modele par (u,v), ott v = o2 > 0.

1. Pour une observation,

1 1 (x — p)?
Cyo(x) = —3 log(2m) — B logv — 5y
d’on ( 2
_T—p I S o
Oplpw(T) = v Olyv(x) = % w2

Les deux composantes du score sont non corrélées, car E[(X —p)3] = 0. Comme E[(X —pu)?] =
vet Var((X — p)?) = 202,

U_l
Zi(p,v) = ( 0 (211(2))_1> :

L’information de ’échantillon vaut Z,, = nZ;.

2. La log-vraisemblance de I’échantillon est

n

n n 1
fa(a,0) = = log(2m) — 2 logw — o= Y (Xi — )’
i=1



Les équations du score donnent

Y=y 1
,LLMV — Xn7 UMV _ = Z(X’L _ Xn)2

s
Par le théoreme de Cochran,
n@MV 5
v Xn—1-
Ainsi,
- n—1 R v
E[oMY] = ——v, Biais(t™MV) = — =,
n n
et 5 1)
n—
Var(tMV) = =———242.
@) =2

La borne de Cramér-Rao 2v?/n concerne les estimateurs sans biais de v (avec u inconnu
comme parametre de nuisance). L’EMYV étant biaisé, il n’est pas soumis a cette borne; sa
variance peut donc lui étre inférieure sans contradiction.

3. L’estimateur usuel sans biais est

1 & — n
2 2 ~MV
S”:n—l. (Ki = Xn) Tn-1"
=1
et ( )52 )
Son risque quadratique est donc
202
R(5%,v) = .
Pour 'EMV,
2n —1
R(@MY,v) = Var(t™V) + Biais(aMV)? = 7;721)2.
Pour tout n > 2,
202 n—1 4
v,
n—1 n2

L’estimateur sans biais a donc un risque quadratique plus grand que 'EMV. Enfin,

20 w2
n—1 n’

Var(S2) =

donc S? n’atteint pas la borne de Cramér-Rao & taille finie, méme s’il est asymptotiquement
efficace.

Exercice 3 — Loi de Poisson

1. Comme E[X;] = Var(X;) = A,



2. L’identité

donne

SR/ 5 G\ L R
n—1 n—1
Les deux derniers termes convergent en probabilité vers zéro. Or
Var((X; — A\)?) = E[(X; — ) = A2 = X+ 2)2
Le théoréme central limite et Slutsky donnent donc

V(S = \) £ N(0, A+ 2)2).

3. Les deux estimateurs sont sans biais et consistants, mais X,, a une variance asymptotique J\,
strictement inférieure & A + 2\2. On privilégie donc X,,.

4. Comme X, Boxet 52 LN A, Slutsky donne

yitn A B v, e
Xn n

A L o, 1).

Pour stabiliser la variance, la delta-méthode suggere [¢’(A\)]?A = 1. On peut prendre g(z) =

2y/z, ce qui donne
Vi(2y/ X, = 2V) S N(0,1).

5. Notons z = z1_,/5. Les trois pivots précédents conduisent respectivement aux intervalles

asymptotiques
X
o — { SEES S A |
n

IZH_[XR_Z\/ﬁaXn % y

O [ e (e

Ils sont asymptotiquement équivalents. Lorsque la borne inférieure de I3, n’est pas tronquée,

I, et I3, ont méme longueur, et
|Il,n| _ \/Y” E) 1
|I2,n| Sn

Il n’y a donc pas de meilleur intervalle au premier ordre. /7 ;, ne dépend que de la statistique
suffisante »; X;, tandis que I3, respecte naturellement la contrainte A > 0.

Un test asymptotique de niveau o de Hy : A = Ag contre Hy : X\ # A\ rejette Hy lorsque Ag
n’appartient pas a 'un de ces intervalles; par exemple, avec le premier pivot, lorsque

Yn_>\0

Xn

vn

> z.




Exercice 4 — Loi uniforme
., Xy un échantillon i.i.d. uniforme sur [0, 6], avec 6 > 0, et M, = X(,).

Soit X7, ..
Le support [0, 0] dépend du parametre. Pour tout z > 0, 6 — 0‘11[0’9} (x) est discontinue en

1.
f = x. Le modele n’est donc pas régulier et les résultats généraux sur l'efficacité asymptotique

de 'EMYV ne s’appliquent pas.

02

2. Puisque
0
E[Xl] = 57 Var(X]_) = E,

Pestimateur des moments est @,\L/[M = 2X,,. Il est fortement consistant et

V(MM gy £ N (0, 932> .

Par Slutsky, un intervalle asymptotique de niveau 1 — « est

AMM ™M oA
0, " — zlfa/Zﬁven +21a/2\/3—n] .
3. Sous Hy : 6 = 6,
oMM _
2y = van =% £ zro.1),

0

On rejette donc asymptotiquement Hy au niveau « lorsque |Z,| > z1_, /2

4. La vraisemblance est
Ln(0) = 67" 11, 400) (6).

Elle est décroissante sur [M,,, +00), donc
oMV = M,,.

Comme M, /6 suit une loi béta Beta(n, 1),

n n
E[M,] = E[M;] = 2
(M) n+1" (M) n+2
Son risque quadratique vaut
262

R(M,,0) = E[(M, — 0)*] = CERCES)

Pour z > 0 et n assez grand pour que z < nf,

5.
Po(n(0 — M,) > x) = (1 — :r) e /0,
nf
Par conséquent,
n(0 — O)V) £ Exp(1/9),

ou Exp(1/6) désigne la loi exponentielle de taux 1/6.



6. Puisque M,, < 6 presque slirement,

Ca,n

0
Pg(@ < Ca,nMn) =1-1Py (Mn < >
=1-c,h

1/n donne donc I'intervalle exact

Le choix cqn = ™
[M,,, =" M,]

de niveau 1 — a.

7. La médiane de X7 vaut /2. Si X, est une médiane empirique, on pose égled = 2X,,. Comme
la densité vaut 1/6 en la médiane, le théoreme central limite pour les quantiles donne

Va(X, —6/2) 5 N(0,6/4),

donc

V(@™ — 9y E A7(0,62).

Un intervalle asymptotique associé est

pmed nmed
é\med n é\med n
n Zlfa/Qi\/ﬁ U Zlfa/27\/ﬁ

8. On choisira l'intervalle exact fondé sur M,. Il est non asymptotique et sa longueur est

d’ordre n™1, car

log o

a—l/n 1= e—log(a)/n 1~ 7

n
alors que les intervalles fondés sur la moyenne ou la médiane ont une longueur d’ordre n=1/2.
9. La notation A dans I’énoncé est une coquille : le parametre du modele est 6. L’intervalle

exact précédent fournit un test exact de niveau o de Hy : 0 = 6y contre Hy : 0 # 6y. On
rejette lorsque
to §é [ana_l/nMn]a

c’est-a-dire lorsque
M, >0, ou M,< al/neo.

Sous Hy, le premier événement est impossible et le second a probabilité a; le test est donc
exactement de niveau a.

Exercice bonus — E-values et tests séquentiels

Posons < x
(3/4)%i(1/4) <
Zi = . —= E, =[] %, Ey=1.
(1/2)%i(1/2)tX by

1. Chaque facteur est positif, donc E,, > 0. Sous Hy,

2, X;=1
1/2, X; =0, 22 " 22

Par indépendance, Eo[E,| = ], Eo[Z;] = 1. Ainsi, E,, est une e-value pour tout horizon fixé
n.



. Si S, =31, X, ilya S, succes et n — S, échecs, d’ou

() (7

Il s’agit exactement du rapport entre la vraisemblance des observations sous p = 3/4 et leur
vraisemblance sous p = 1/2.

. Sous Hy, 'inégalité de Markov donne, pour tout n fixé,
Po(E, > 1/a) < aEy[E,] = a.

La regle proposée définit donc un test de niveau au plus a.

3\8 /1\%? 6561
10 (2) (2) 1021 =0

Au niveau 5%, le seuil est 1/a = 20. On ne rejette donc pas Hy.

. Sin=10et Sip =8,

. Comme E, 1 = EpZpt1, By est Fp-mesurable et Z,11 est indépendant de F,, sous Hy,
EO[ETH—I ’ Jrn] - EnEO[Zn—I—l ‘ fn] = En
Ainsi, (Ep)n>0 est une martingale positive sous Hy.

. L’inégalité de Ville donne directement

1 1
Py <3n>1:En> ) =P (SupEn> > <.
« n>0 «

On peut donc examiner les données apres chaque observation et s’arréter au temps
T=inf{n>1:E, > 1/a}

sans inflation du risque de premiere espece : Py(7 < o0) < . C’est la différence essentielle
avec 'application répétée d’un test valide seulement & un horizon fixé.

. Sous une vraie loi Bernoulli(p), la loi forte des grands nombres donne
1 5.
- log E,, 225 plog(3/2) + (1 — p) log(1/2) = plog 3 — log 2.

La dérive est positive seulement si

Ainsi, lorsque p = 0.6, E,, — 0 presque siirement : bien que la procédure reste parfaitement
valide sous Hy, elle est mal adaptée a cette alternative et n’a pas une puissance tendant vers
un.

Pour ne pas privilégier une seule alternative, on peut choisir une loi de probabilité = sur
(1/2,1] et mélanger les rapports de vraisemblance :

_ L Py (X1,. .., X))
En:/ P ) g,
12 Pyo(X1, - X,) m(dp)

Par Tonelli,
~ 1
Eo[E,] = / 1 7(dp) = 1.
1/2
Cette statistique reste donc une e-value et, comme mélange de martingales positives, fournit
également un test séquentiel valide via I'inégalité de Ville.



