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Apprentissage non supervisé

Exercice 1 — Analyse en composantes principales

On note X; € R? la i-éme ligne de X, identifiée & un vecteur colonne lorsque 'on écrit des
produits scalaires. Les colonnes de X étant centrées, la matrice de covariance empirique est
n~1XTX. Le facteur n~! ne change ni ses vecteurs propres ni les sous-espaces principaux.
On note
AM>A>- 220,20

les valeurs propres de X T X, comptées avec multiplicité.

1. Reformulation du probléme en dimension un.

Correction. Pour ||a|| = 1, la projection orthogonale de X; sur Vect{a} vaut
Projiqy (Xi) = (X;, a)a
Le théoreme de Pythagore donne
1Xi = Projiy (Xo)|? = X1 — || Projiay (Xi)[I* = | X:]1* — (Xi, @),

En sommant,

n n
> 12X = Proj o) (X0)|* = Z X1 = > (X, )
=1 =1

= HXHF —[|Xa]?
= X3 -a"XTXa.

Le premier terme ne dépend pas de a. Ainsi,

argmlnz | Xi — Proj g (Xi )||? = argmaxa' X T Xa.
lall=1 =1 llef|=1

2. Premier axe principal.

Correction. Le quotient de Rayleigh de la matrice symétrique positive X T X vérifie

max o' X' Xa = Al
llof=1

On choisit donc pour o) un vecteur propre unitaire associé a \p :
XTXaW = Ao,

Si A\; est simple, oV est unique au signe pres. Si elle est multiple, tout vecteur unitaire de
son espace propre est solution : I’axe n’est alors pas unique.



3. Sous-espace principal de dimension d.

Correction. Soit V' un sous-espace de dimension d et (vy,...,v4) une base orthonormée de
V. Par Pythagore,

n

n
311 — Projy (X:) 1 = | X - Z Z X;, ;)

=1 ] 1:2=1
= | X% - ZUJTXTXUJ-.
j=1

Le principe variationnel de Courant—Fischer, ou le théoréme de Ky Fan, donne

d d
max Z’U;»I—XTXUJ' = Z)\j.

V1,...,0d
Ty, — =1
vj vr=1(j=k} /

On peut donc prendre pour aV), ..., a(® des vecteurs propres orthonormés associés aux d
plus grandes valeurs propres, et

Vy = Vect{aW, ... oD},

L’hypothese d < rang(X) assure que Ap, ..., A\g > 0. En présence de valeurs propres multiples
a la coupure, le sous-espace optimal peut ne pas étre unique; toute base orthonormée d’un
sous-espace optimal convient.

4. Orthogonalité des composantes principales.
Correction. Pour j,k < d, avec C; = Xal),
(Cy,C) = (@ TXT X k)
= \p(aP)Ta®) = Mgz -
Ainsi les C; sont deux a deux orthogonaux. En outre,
IC5117 = A

Les vecteurs C; ne sont donc pas nécessairement unitaires.

5. Reconstruction d’une observation projetée.
Correction. Puisque les o?) forment une base orthonormée de Vj,
d
Projy, (X Z (Xi, e
j=1
Or, par définition de C; = Xal9),
Gjli) = (Xal); = (X;,al).
Par conséquent,

d
Projy,, (X Z C;li]
7=1

Les C;[i] sont les coordonnées, ou scores, de I'individu X; sur les axes principaux.



6. Part de variance expliquée.
Correction. Pour tout i,

k
I Projy, (Xi)[I* = Y (X4, a))?.
=1

En sommant sur i et en utilisant [|C;]|? = A;,

n
> I Projy, (X:)|1* = Z)‘j'
i=1

De plus,

p
Z IXG]1% = 1 X[1F = te(XTX) =D\
=1 7=1

Le rapport de variance expliquée par les k& premieres composantes est donc

n k
S Projvk<xz->||2 ZAJ
=1

n p :
> lIXal”® Y
=1

J=1

Exercice 2 — Projection aléatoire et plus proche voisin

Dans tout l’exercice, la probabilité porte sur le tirage de la matrice gaussienne A = m~/2G. Les
points x, x1,...,xN sont considérés comme fixés.

1. Loi de I'image d’un vecteur fixé.

Correction. Notons G,. la r-eme ligne de G. Pour r =1,...,m,

1 d
(AU)T == ﬁ EZZ]- GMUg.

C’est une combinaison linéaire de variables gaussiennes indépendantes, donc

" "m ¢ "m )

(=1

Ces coordonnées sont indépendantes car elles dépendent de lignes indépendantes de G. Si
u # 0, les variables Z, = \/m (Au),/||u||2 sont donc i.i.d. de loi N'(0,1), et

m

IS
r=1

[ Aul3

1 2
3 ~ m Xom:

1
m

Pour u = 0, ’égalité de préservation des normes est triviale.



2. Préservation simultanée des distances a la requéte.

Correction. Appliquons l'inégalité admise aux IV vecteurs fixés u; = x — x;. Pour chacun
d’eux, introduisons I’événement

& ={|lA@ -2} - llz - z:l}3] < ello - ill3} .
Comme A(x — ;) = Ax — Ax;, I'événement &; est exactement

(1= o)l — @ill3 < [[Az — Azill3 < (1 +€)]le — 23

() -+ ()

N
>1-> P(&)
=1

> 1 — 2N exp(—cme?).

Par I'inégalité de I'union,

On n’a pas besoin que les événements &; soient indépendants.

3. Choix de la dimension projetée.

Correction. Pour que la probabilité d’échec soit au plus 4, il suffit que
9 Necme’ <é.

En prenant les logarithmes, une condition exacte est

m> o (2N)
~ ce? WA

En modifiant la constante universelle, cela s’écrit

m > Ce?log (g) .

La dépendance dans la taille de la base est seulement logarithmique et la borne ne dépend
pas de la dimension ambiante d. Ainsi, méme si d est trés grand, les NV distances pertinentes
pour une requéte fixée peuvent étre préservées dans une dimension bien plus faible.

4. Préservation de 1’identité du plus proche voisin.

Correction. Plagons-nous sur I’événement de préservation simultanée de la question 2. Pour
le premier voisin,
|Az — Azq||3 < (14 ¢)d?.

Pour tout ¢ > 2, puisque ||z — x;||2 > da,
lAz — Azi|l3 > (1 - e)llz — 213 = (1 — e)d3.

La condition
(1+e)d? < (1—¢)d3
implique donc
|Az — Azql]2 < ||[Azx — Azil|2 pour tout i > 2.



Ainsi Axq reste 'unique plus proche voisin de Ax. Lorsque d; > 0, la condition précédente

équivaut a
do 1+¢
—_— > .
dl 1—¢

Elle exprime une hypothese de marge multiplicative entre le premier et le deuxiéme voisin. Si
d; = 0, la condition directe est automatiquement satisfaite puisque 'unicité impose do > 0.

. Préservation de la prédiction.

Correction. Le classifieur avant projection prédit I’étiquette du plus proche voisin :

ginN () = y1.

Sous la condition de marge et sur ’événement de préservation des distances, la question
précédente montre que Az est encore le plus proche voisin. Le classifieur construit sur les
données projetées prédit donc lui aussi y; :

gf‘NN(Ax) =41 = ginn ().

Cette conclusion vaut avec probabilité au moins 1 — 2N exp(—cme?) sur le tirage de A.

. Interprétation.

Correction. Pour une requéte et une base de données fixées satisfaisant la condition de
marge, choisir
m = O(e 2 log(N/9))

suffit pour exécuter la recherche du plus proche voisin aprés projection, tout en conservant la
prédiction avec probabilité au moins 1 — §. Le colit géométrique peut ainsi dépendre de m
plutot que de la dimension ambiante d.

Ce résultat ne contredit pas la non-consistance générale du classifieur 1-NN. Les deux affirma-
tions portent sur des questions différentes :

e ici, on compare, pour un échantillon fixé, la regle 1-NN avant et apres projection; la
projection conserve sous une marge le voisin choisi, et donc aussi son label;

e la consistance étudie, lorsque la taille de I’échantillon tend vers I'infini, si le risque du
classifieur converge vers le risque de Bayes.

Préserver exactement la décision du 1-NN préserve aussi ses limites : la projection ne moyenne
pas le bruit porté par 'unique label du voisin. Pour obtenir la consistance, on utilise typique-
ment un classifieur ky-NN avec ky — oo et ky/N — 0, sous les hypothéses usuelles.



