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Feuille d’exercices 2

1. Puissances d’une matrice. Suites définies par des récurrences linéaires

1.1. Notons (un)n>0 €t (vn)n>0 les deux suites réelles définies par leur premier terme wug et vy et les
relations de récurrence :

Up41 = DUy — 20Uy
Un+1 = dup — vy

1. Déterminer une matrice A telle que <u”+1) =A <u”>

Un+41 Un

2. Exprimer <u"

n

) en fonction de A et de (Z()).
0

3. Diagonaliser la matrice A et en déduire A™.
4. Donner I'expression générale de u, et v, en fonction de n, ug et vg.

5. Donner une condition nécessaire et suffisante (portant sur ug et vg) pour que les suites (uy) et
(vp,) alent chacune une limite finie quand n — +oo. Lorsque cette condition est remplie, que
peut-on dire de ces suites ?

1.2.

1. Montrer que 'ensemble S, des suites de nombres complexes telles que u,y2 = au,1 + buy,
forment un espace vectoriel (on admettra que l'espace de toutes les suites est un espace vectoriel
muni de 'addition des suites (un)nen + (Un)neny = (Un + Un)nen €t A+ (Un)nen = (AMup)nen)

2. Montrer que I'application (uy)nen — (4o, u1) est une bijection lin’eaire de S, dans C?

3. Soit une suite donnée par u,, = r"™ pour r € C. a quelle condition est-ce que cette suite appartient
aSup?

4. Montrer que si x
une base de S

2 —ax — b = 0 a deux racines distinctes, les suite de la forme w,, = ™ forment

2

5. Montrer que si 22 — ax — b = 0 a une racine double, la suite u, = nr"~! appartient aussi & Sab-

1.3. Notons (7,,)n>0 €t (yn)n>0 les suites définies par (zg,yo) € R? et les relations de récurrence :
Yn+1 1/ 4 1 Yn
———
A

Ces relations définissent un « systéme dynamique discret » dans R?. On se propose de représenter
approximativement sur le plan Oxy la « trajectoire » déterminée par (zg,yo) :

T(x(lvyo) - { (xn7yn) ‘ n Z 0 }

Pour visualiser cette trajectoire, on pourra tracer la ligne polygonale reliant les points (xy, yn) et lorien-
ter dans le sens croissant de n.

1. Vérifier que les valeurs propres de A sont 1/2, 3/2 et ses sous-espaces propres sont
Eyj9 = Vect((2,-1) ), B3/ = Vect((2,1)).



D.

1.4.

. Soit (wo,y0) € Ei2, que vaut (zy,yn)? Dessiner la droite Ej/o et donner l'allure de T}

T0,40)"
Méme étude si (zo,yo) € E3)a.

Soit maintenant (xo,yo) = (6,1). En écrivant (6,1) = (2, —1) + (4,2) (les composantes de (6,1)
dans les espaces propres), déterminer (z,,y,). Donner I'allure de T(g 1) (on pourra déterminer les
modules des composantes de (xy,yy) dans les espaces propres).

Donner une condition nécessaire et suffisante sur (xo,yo) pour que les limites des suites (zy)n>0
et (yYn)n>0 solent infinies. Indication : On pourra écrire (xo,y0) = (2, —1) + B(2,1).

Montrer dans ce cas que, si (w0, y0) ¢ E3/2, alors la suite ( (25, Yn) ),>o tend asymptotiquement
vers la droite E3 /.

Dessiner ’ensemble des trajectoires du systéme.

a) Donner toutes les suites réelles vérifiant la relation de récurrence linéaire double (R) si n > 2.

b) Préciser la suite déterminée par les valeurs de up et u; données.

Former ’équation caractéristique de la récurrence, calculer ses racines et appliquer la recette du cours

1.

2.
3.
4.

a) (R) : up = up—1 + 6up_2. b) ug =1, u; = 5.
(R) :
(
(

) Up = Up—1 + Up—2 (suites de Fibonacci). b) ug =1, u; = 1.
) Uy = 6up—1 — Yup—2. b) ug =5, u; = 6.
)

X X

a)
a)
a)

S Up = —Up—1 — Up—2. b) upg=0,u; =1.

Exercice supplémentaire

a

1.5. Soit la matrice A = <b _ab> € M3(R), b # 0.

1.

2.

En écrivant a + ib = pe' (avec p > 0 et 6 € ]0,27[ ) donner l'interprétation géométrique de
I'endomorphisme de R? associé a la matrice A. En déduire A™ en fonction de p et 6.

Soient (Zy)n>0 €t (Yn)n>0 les suites définies par (xo,yo) € R? et les relations de récurrence :

() =)

Yn+1 Yn

Donner 'allure des trajectoires T{y o) = { (¥n,yn) [7 >0 }.
Indication : la dynamique de ce systéme discret dépend de la valeur de p.

2. Formes quadratiques : diagonalisation.
Extrema locaux des fonctions de plusieurs variables

2.1. Pour les formes quadratiques suivantes :

a) Q(z,y) = 2% — 62y + 5y?

b

C

e
f

1.
2.

) Qz,
) Q(
d) Qz,y,2
) Q(
) Q(

y) =y

r,y,2) = 22 + 3y? + 422 — 2zy + 222 — 6yz
2) = 4x? + 2y% + 2% + 4wy — 2y2

z,y,2) = 222 — 3y? + 22 + 4wy — 622 + byz
z)

x,Y,2) =y + 222 — 3yz

Ecrire la matrice symétrique associée a Q.

La forme quadratique @) est-elle positive 7 négative 7 définie positive 7 définie négative ?



3. Déterminer son rang et sa signature.

4. Caractériser puis dessiner la conique/quadrique donnée par I’équation Q(z,y) = 1/Q(x,y,z) =1

2.2. Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = 2 + 2zy +y — .

1.
2.

Déterminer les points critiques de f.

écrire la formule de Taylor a l'ordre 2 en chaque point critique (zg,yo) de f.
On pourra noter f(xo+ h,yo+ k) =--- .

Déterminer les extrema locaux de la fonction f.

2.3. Mémes questions pour la fonction f(z,y) = 2% + 2y + 3.
2.4. Déterminer les points critiques des fonctions suivantes et préciser leur nature

a) f(x,y) =2* —y° b) f(x,y) = y* + 25

Peut-on conclure & partir de I’étude du signe de la forme quadratique donnée par la formule de Taylor ?

2.5% On désire fabriquer une boite ayant la forme d’un parallélépipéde rectangle sans couvercle sur
le dessus. Le volume de cette boite doit étre égal & 0,5m3 et pour optimiser la quantité de matiére
utilisée, on désire que la somme des aires des faces soit aussi petite que possible. Quelles dimensions
doit-on choisir pour fabriquer la boite ?

3. Equations différentielles d’ordre 1

3.1 Donner les solutions pour les équations suivantes. On donnera ’ensemble U x € de définition de
I’équation et I'intervalle de définition, I, de la solution.

1.

S

2/ (t) = ta(t)

2(t) = o

2'(t) = 2(1 + z(t))
2/ (t) = 220

2’ (t) = te=*®)

3.2. Soit F': R x R — R la fonction définie par F(t,z) = 2tz%. On considére 1'équation différentielle

1.

2 (t) = F(t,z(t)) = 2tz (t) (E)

Montrer que le Th. de Cauchy-Lipschitz s’applique & (E) sur R?. Montrer que la fonction nulle
est solution de (E) sur R. En déduire que toute autre solution maximale ne s’annule jamais.

Déterminer les solutions maximales de (E). Sont-elles globales ?
Indication : l’équation (E) est a variables séparables. On montrera d’abord (avec la technique
usuelle pour résoudre ce type d’équation) que les solutions mazimales différentes de la solution
nulle sont les fonctions
p——

M =3"p
pour tout A € R (famille de constantes) et tout t € I. Attention! l’intervalle I et la constante A
sont liés : on déterminera ensuite en fonction des valeurs de A les intervalles Iy correspondants.

Préciser les solutions maximales pour les conditions initiales z(1) =1, z(1) = —1, (1) = —1/2.
Dessiner leurs graphes.
Donner 'allure des graphes des solutions maximales de (F) (on vérifiera ici le résultat du cours :

si le Th. de Cauchy-Lipschitz s’applique o une équation (E) sur le pavé U x Q, alors les graphes
des solutions mazximales forment une partition de U x €0 ).



3.3. Cet exercice est trés proche de l'exemple de non unicité du probléeme de Cauchy étudié dans le
Poly (Sect 5.3). On considére I’équation différentielle définie pour tout t € R par

2/(t) = () (E)

1. Quelle est la monotonie des solutions de (E)?
2. Montrer que la fonction identiquement nulle est solution de ’équation sur R.

3. Déterminer les solutions x : [ — R de (E) vérifiant z(t) > 0 pour tout ¢ € I (on donnera le plus
grand intervalle I possible).

4. Méme question avec z(t) < 0 pour tout t € I.

5. Monter que les solutions trouvées dans 2. et 3. ne sont pas maximales en remarquant qu’on peut
les raccorder & la solution nulle.

6. Montrer que le probléme de Cauchy

admet une infinité de solutions maximales.
Préciser pourquoi le Th. de Cauchy-Lipschitz ne s’applique pas ici.

Les deuz exercices qui suivent sont des « exercices-type » de résolution d’un probléeme de Cauchy (voir
le modéle d’étude dans la Sect 5.6 du Poly). Vous trouverez d’autres exemples dans les annales.

3.4. On considére ’équation différentielle sur R

2'(t) = x(t) (1 - (1)) (E)

1. Justifier 'existence et unicité de solution maximale de tout Probléme de Cauchy pour (E).

2. Déterminer les solutions maximales constantes de (F).
En déduire la monotonie des autres solutions maximales.

3. Soit x : I — R une solution maximale de (E) vérifiant 0 < z(tg) < 1.
Montrer qu’elle est bornée, en déduire grace a un résultat du Cours qu’elle est globale (I = R).

4. Soit z1 : I1 — R la solution maximale du Probléme de Cauchy

'(t) = x(t) (1 — z(t))
z(0) =2

(a) Montrer que x1(t) > 1 pour tout ¢ € I.

(b) Calculer
0
/0 @ — o)

pour tout t € I;.
(c) En déduire z1 et .

3.5. On considére ’équation différentielle sur R
2/ (t) = 2t(e*® — 1) (E)

1. Justifier 'existence et unicité de solution maximale de tout Probléme de Cauchy pour (E).

2. Déterminer les solutions maximales constantes de (F).



3. Soit x1 : [1 — R la solution maximale du Probléme de Cauchy

2’ (t) = 2t(e*®) — 1)
z(0) =1n2

(a) Montrer que x1(t) > 0 pour tout ¢ € I;. étudier la monotonie de z.

t
(b) Montrer que I'intégrale / ;le(i()ml du est bien définie pour tout ¢ € I, la calculer.
0o € -
/ —z1(u) !
x1(“) et xl(u)
On pourra remarquer que N R g

(c) Déterminer 1 et I.

3.6* On considére une population de poissons dans un lac. On note z(t) le nombre de poissons a
I'instant ¢.

1. On suppose d’abord que la nourriture dans le lac est "infinie" (en réalité aussi abondante que
nécessaire) et que les poissons sont immortels. Expliquer pourquoi on peut modéliser ce systéme
par l'équation 2/(t) = rz(t) avec x(0) représentant la population a U'instant ¢ = 0 et r le taux de
reproduction.

2. Montrer que les solutions sont uniques et définies pour tout temps.
3. Quelle est la limite de z(t) lorsque ¢ tend vers U'infini ?

4. On suppose maintenant que la nourriture est limitée et arrive dans le lac avec un taux Ny. On
suppose aussi que le taux de reproduction est proportionnel & la quantité de nourriture restant
disponible. Montrer que z/(t) = r(1 — Niox(t))x(t)

5. Montrer que les solutions sont uniques et définies pour tout temps.

6. Quelle est la limite de z(t) lorsque ¢ tend vers U'infini ?

7. On suppose que des pécheurs viennent pécher dans le lac et que la prise de poissons est d’autant

plus facile que leur nombre est élevé. Montrer que z(t) satisfait maintenant I’équation

, A
x(t) =r(l— Fox(t))x(t) — Ex(t)

8. Montrer que les solutions sont uniques et définies pour tout temps.
9. Quelle est la limite de z(t) lorsque ¢ tend vers l'infini ?
3.7* On considére une équation du type z'(t) = a(t)x? + b(t)z(t).
1. Montrer que si on pose z(t) = ﬁ, et z est défini (i.e. z(t) ne s’annule pas), z vérifie ’équation
2'(t) = =b(t)z — a(t)
2. Résoudre I’équation précédente et donc 1’équation de Bernouilli
3. Résoudre 2'(t) = z(t) + sin(t)x(t)?

4. Equations différentielles linéaires d’ordre 1

On sait (Cours) que les solutions mazimales d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 sont globales.
Par la suite, le mot solution désignera toujours une solution globale.

4.1. Soit 'équation différentielle définie sur 'intervalle | — 1, 1 [ par
/ 2 t
1. Résoudre 'équation homogene associée a (F). On pourra remarquer que ﬁ = %th =+ ﬁ

2. Déterminer une solution particuliére de (F) a l'aide de la méthode de variation de la constante.



3. Donner les solutions de (E).

4.2. On considére ’équation différentielle sur | 0, +oo | :

1 1
P(0) =~ o(t) - 5 (E)
b1
1. Calculer F(t) = / = e~ * ds pourt € ]0, +oo.
1 S
On pourra faire le changement de variable u = —1/s et ensuite intégrer par parties.

2. Résoudre I’équation homogéne associée a (E).
3. Déterminer une solution particuliére de (E) a l'aide de la méthode de variation de la constante.

4. Donner I’ensemble des solutions de (E).



