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Présentation

Le but de ce cours est de donner les outils mathématiques pour étudier les dualités
— en théorie du signal ou en physique — temps-fréquence et leurs analogues et leur
généralisation : a une fonction f(f) on associe une fonction f(k) telle que f(#) soit
la somme (ou I'intégrale) des f(k)e”“ i.e. somme de fonctions de fréquence pure %
C’est ce qu’on appelle la série de Fourier de f si f est périodique, et dans ce cas k est
un entier, ou la transformée de Fourier dans le cas général. Inversement la donnée des
f(k) permet de retrouver f.

On verra que des phénomenes d’apparence sans relation entre eux, comme le prin-
cipe d’'incertitude d’'Heisenberg et le choix de la fréquence d’échantillonnage des CD
(ou de votre service de streaming favori), ont tous la méme origine : les séries ou trans-
formée de Fourier. Par ailleurs, séries et transformée de Fourier sont aussi utiles pour
résoudre des équations différentielles. C’est d’ailleurs pour résoudre I’équation de la

chaleur
2

gT( 1 - 6—T( =[x
T T

ou T est la température de la barre au point x et a l'instant ¢, et f(z, x) la source de
chaleur que Joseph Fourier a introduit les séries qui portent son nom ([Fou22]). Mais
les séries de Fourier permettent de résoudre de nombreuses autres équations, comme
I’équation des ondes

2 02

Fu(x, 1) — C@u(x, 1) = f(t,x)

Fourier ne s’embrassait pas de la question de 'existence ou de la convergence des
séries de Fourier, mais on s’est vite apercu qu'’il s’agissait d'un probléeme fondamen-
tal : quelles est le sens d'une somme infinie de fonctions et quelles sont les fonctions
que I'on peut représenter comme sommes (ou intégrale) d’exponentielles (ou de sinus
et cosinus) ? C’est ce qui occupera une bonne partie de ce cours avant de nous per-
mettre de passer aux applications mentionnée ci-dessus. Enfin nous n’aborderson pas
(ou trés peu) ce sujet ici, mais notons qu’en traitement du signal d’autres outils sont
apparus récemment, en particulier les“ondelettes” (voir par exemple [Mal00]) qui sui-
vant le méme principe de décomposition d'une fonction, permettent de mieux tenir
compte de la localisation du signal (i.e. le fait que 'information qu'il contient soit plus
ou moins concentrée dans le temps ou I’espace) et qui est par exemple a la base de
I'algorithme JPEG 2000. On conseille la lecture de [DR98] sur les différents aspects de
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la vie de Joseph Fourier et le visionnage de [ElJi; 3 Blue 1 Brown] pour divers points de
vue sur séries et transformée de Fourier.



Chapitre 1

Révision : nombres complexes et trigonométrie

1. Définitions, Généralités

DEFINITION 1.1. On appelle C le corps des nombres complexes, c’est a dire les

nombres de la forme z=a+ib a,beR i® = —1 dont les lois d’addition et multi-

plication sont données par les formules
(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d)
(a+ib)(c+id)=(ac—bd)+i(ad+ bc)

On note Re(z) = a la partie réelle de z et Im(z) = b sa partie imaginaire.

1.1. Représentation géométrique: On associe a z= a+ ib le point du plan de co-
ordonnées (a, b) (ou le vecteur (a, b)). Laddition des nombres complexes correspond
al’addition des vecteurs

On appelle z l'affixe du point (a, b). On peut aussi associer a a + ib la similitude

Az:( Z _ab )de[RZZ.

La multiplication correspond a la composition des similitudes car

a -b ¢c —-d\ _(ac—bd —(ad+bc)
b a d ¢ ) \ad+bc ac—bd
ie. A- A=A,y (onaaussi A, + Ay = A, ).

Z21+ 2

22
21

FIGURE 1.1 — Addition de deux nombres complexes
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On verra plus loin d’autres interprétations géométriques de la multiplication.

DEFINITION 1.2. Si z= a+ ib on appelle conjugué de z le nombre complexe
z=a—ib.On appelle module de z le réel |z| = Va? + b?.

Géométriquement z est le symétrique par rapport a I’axe horizontal de z.
Son module est la distance a I'origine (ou la norme du vecteur).

PROPOSITION 1.3. Ona
(1
Z1+22=21+22
2
2122 =21 22
(3) (Inégalité triangulaire)

|21 + 22| < lz1] + | 22|

4)
|z122] = |z1] | 22|

6))

DEMONSTRATION. Les deux premieres propriétés se vérifient en coordonnées :
Siz=za+ib zy=c+idona

Zitz=(a+c)—ib+d)=(a—ib)+(c—id) =71+ 2>
Zizz=ac—bd—-ilad+bc)=(a—ib)(c—id) =712

La troisieme inégalité traduit'inégalité triangulaire : la norme de la somme de deux
vecteurs est inférieure a la somme des normes.

Enfin les deux dernieres s’obtiennent en développant :

zz=(a+ib)(a—ib) = a*+b* = |z

d’olt
2 _ S— — 2102
|2122|" = z1222122 = 21222122 = | 2117 | 22|
et finalement |z12o| = |z1|122]. L

REMARQUE 1.4.

zZ+z zZ—z
Re(z) = > Im(z) =

En particulier ze R<= z=Z <= Im(z) =0

Z€R<=z=-z<=Re(z) =0
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1.2. Forme trigonométrique. C’est!’analogue des coordonnées polaires. Un nombre
complexe de module 1 correspond a un point du cercle, que I'on parametre par 'angle
t €[0,2x[. Il a pour coordonnées (cos(t),sin(z)).

On verra que la fonction exponentielle est déﬁnieE]sur C. Sarestriction a R est I'ex-
ponentielle usuelle et sur iR elle est définie par

e’ = cos(t) + isin(f)

Elle vérifie toujours e?*? = e?e? donc e’ = e%(cos(b) + i sin(h)).

SizeC, é est de module 1 donc s’écrit I_il = e'! soit z = |z]e'!. On écrit souvent z = re'’

DEFINITION 1.5. Siz=re'! #0 reR te R on dit que  est un argument du
nombre complexe z (et r son module!).

PROPOSITION 1.6. (1) Siz=re'' #0 lesarguments de z sont les réels de la forme
t+2km keZ.

(2) Siz,z ontpour argumentt,t' alors zz' a pour argument t + t'
(3) Siz=re'l, alorsz=re it

DEMONSTRATION. 1) Siz=reil =r'ei’ onar=r'#0 (car r = |z|) et !~ = 1 soit
cos(t—t)=1letsin(t—t)=0donc t—t' =2kn
2) 27 = rrleiteil — pploilt+t)
3)Z=r(cost—isint) = r(cos(—t) +isin(—1)) = re~'! 0
Cela donne une autre interprétation géométrique de la multiplication des nombres
complexes : zz' correspond au vecteur dont la norme est le produit des normes de z et
z' etI’'argument la somme des arguments de z et z'.
On a certaines formules remarquables :

e?m =1 ™ = _1=cos(nm) +isin(n)

. Y .. (T
=1=cos (—) + lsm(—)
2 2

2. Applications trigonométriques

Ona:

eil 4 pit ,
cos(t) = — = Re(e”)

sin(t) = L =Im (e”)

1. Par exemple par la formule e* = Z}r‘:"(’) j—j,
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Im
2122 =211+ |22]e

i(01+0>)

Z5 = |z5] €%

z1 = |z1]e'®

Re

FIGURE 1.2 — Représentation géométrique du produit de deux nombres
complexes: zy-zp = Izlllzzle’(01+92)

On peut retrouver facilement toutes les formules trigonométriques en utilisant ces

expressions et la propriété fondamentale

EXEMPLES 1.7. Voici quelques applications de ces formules :

(1
ei(a—b) _ e—i(a—b)

+

ia _ e—ia eib + e—ib ei(a+b) _ e—i(a+b)
- 4i 4i

sin(a) cos(b) = ¢
Y 2

1 1
= 3 sin(a+ b) — > sin(a— b)

(2)
ib ia _ —ia\ (,ib_ ,—ib
cos(a+b) = - (e 'e ) (e .e )
2 2 2 21 21
= cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b)

i(a+b) +e—i(a+h) eia+e—ia eib+e—

3)
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4)

oil 4 o~ it 2 e2it 4 g=2if Lo
= 1 = 5(1+cos(2t))

)

(eia+e—ia)3 eSia+382iae—ia+3eiae—2ia+e—3ia
8 N 8

e3ia+e—3ia+3eia+ge—ia

= 5 = Z(cos(?)a) + cos(a))

cos(a)3 =

(6)
eld _ p~la 1 . . . . . . 1 3
sin®(a) = (—) =—— (e?”“ —3eldeTia  3pld 7210 _ e_3’“) = —=sin(3a) + —sin(a)
21 81 4 4

3. Exercices

(1) Exprimer la partie réelle et imaginaire d'un nombre complexe en fonction de
son module et son argument.

1 1-1 1
- - 2 ?
(2) (a) Montrer que 117 5 Quel est le module de 153" Son argument?
(b) Quel estle module de 1+iv/3? Son argument? On rappelle que cos(3) = %
1+iv3

(c) Quel estle module de ? Son argument?

(d) En utilisant la question précédente, calculer cos(ir/12) et sin(z/12)
(3) (a) Exprimer cos(#)?sin(#) en fonction de cos(kt) et sin(kt) avec 0 < k <3

(b) Calculer la primitive de cos(#)?sin(¢) qui vaut %1 en ¢t =0. En déduire I'ex-
pression de cos(#)® en fonction de cos(kt) et sin(kt) avec 0 < k <3






Chapitre 2

Suites numériques

1. Généralités

DEFINITION 2.1. Une suite de nombres réels (resp. complexes) est une application
de N dans R (resp. C). On notera u, I'image de n, et (u,) >0 la suite.

REMARQUE 2.2. Il arrive que les suites ne soient définies que pour n > ng et on note
alors (un) n>n,-

EXEMPLES 2.3.
(1) La suite u,, = n® des carrés des entiers
1

(2) Lasuite u, = - définie pour n > 1.

(3) Lasuite u, = vVn2—-3(1+1)"
définie pour n > 2.

Les suites peuvent étre définies de différentes manieres :
— par une formule explicite, comme dans les exemples précédents

— par une formule de récurrence : on définit le premier terme (en général u,) et
on donne une formule définissant le (n+1)-iéme terme en fonction du n-ieme

Un+1 = f(ug).
EXEMPLES 2.4.
1) up=0 up+1=3u,+2
) up=1 upy1=iu2+1

On peut aussi avoir des récurrences doubles (ou n-uples) : on définit 1, u; et on
exprime u,» en fonction de u,, u, 4.

EXEMPLE 2.5. Lasuite de Fibonacci: ug=0,u; =1, Upi2=Upi1+ Uy

Il y a bien stir de nombreuses autres manieres de définir les suites. La suite des
nombres premiers n’est ni explicite ni définie par récurrence.

13
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1.1. Quelques propriétés des suites.

DEFINITION 2.6. Une suite de nombres réels (u,),>0 est croissante (resp. stricte-
ment croissante) si pour tout n  u,; < Un4+] (resp. U, < Un+1). La suite est décroissante
(resp. strictement décroissante) si pour tout non a u,+; < U, (X€sp. Ups+1 < Up).

EXEMPLES 2.7.
(1) u, = v/n est strictement croissante
(2) u, =1/n eststrictement décroissante
(3) u, =(—1)" n’est ni croissante ni décroissante

(4) Si F est croissante (resp. décroissante) alors u;, = F(n) est croissante (resp.
décroissante)

Si (1) n>0 est définie par récurrence, u,+1 = f(u,), la suite est croissante si ;41 —
u, >0 et décroissante si u,+1 — Up <0. Or Uy — Uy = f(Uy) — Uy, il faut donc étudier
le signe de g(x) = f(x) — x.

EXEMPLES 2.8.
(1) La suite récurrente associée a f(x) = x + 2 est croissante car f(x) —x=2>0.
2) Sif(x)=2x+3 f(x)—x=x+3

— Siuyg>-3 u;—uy=up+3>0,donc
up > ug > —3 donc uy > u; > ug > —3 etc. et la suite est croissante

— Siug<-3 up—u=up+3<0doncu; <ug<-3etur—u3 <u+3<0et
Ur < Uy < Uy < —3 etc. la suite est décroissante.

— Si up = -3 on voit que u, = —3 pour tout n, la suite est dite stationnaire.
DEFINITION 2.9. Une suite réelle (u,),>0 est majorée s’il existe M tel que
Vn u,<M
La suite est minorée s'il existe m tel que
Vn u,>m
La suite (u,) est bornée si elle est a la fois minorée et majorée.
REMARQUE 2.10.

— La suite (#,),>0 est majorée si et seulement si (—u,) ;>0 est minorée.

— La suite (u©,) >0 est bornée si et seulement si |u,| est majorée : si |u,| < M on
a:-M<u, <M.

DEFINITION 2.11. Une suite (u,),>0 de nombres complexes est bornée si les suites
(Re(un)) n>o0 et Im(uy)) >0 sont bornées, ou encore si la suite (|u,|) ;>0 est bornée.
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EXEMPLES 2.12.
(1) La suite u,, = n? est minorée (par 0) mais pas majorée
(2) Lasuite u, = # n 2> 1 est majorée (par 1) et minorée (par 0).
(3) Lasuite u, = e’""/E est bornée car |u,| =1

1.2. Suites arithmétiques, géométriques.

DEFINITION 2.13. Une suite arithmétique est une suite définie par la relation de
récurrence u,+1 = U, + r. On appelle r la raison de la suite.

On vérifie que u;, = nr + uy

EXEMPLES 2.14.

(1) La suite des nombres pairs et la suite des nombres impairs sont des suites
arithmétiques de raison 2.

(2) La suite des nombres dont le dernier chiffre de I’écriture en base 10 est 3 est
une suite de raison 10.

11 est parfois utile de savoir calculer la somme S, =} Z:o Uj
IciS,=ug+ (wg+r)+(ug+2r)+---+ (ug + nr)

=+ Dug+rO0+1+2+---+n)

Or0+1+2+--+n=""1 car2(0+1+2+--+n) =

0+1+2+---+n

n+(n-D+--+140 - H0FD

Donc S, = (n+ Dug + 22 ¢

DEFINITION 2.15. On appelle suite géométrique de raison g une suite donnée par
la relation de récurrence u,4+1 = quy.

On a donc u, = q"up et on peut calculer la somme de ses n premiers termes

PROPOSITION 2.16. Si u, = uygq"™ avec q # 1 alors

n+1_1
Sn=up+uy+--+u,=uy——m—
qg-1
DEMONSTRATION.
Sn =ug(l+qg+---+qg™
qn+1_1 .
= U0~ sig#1

(n+Duy sig=1
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La démonstration de

qn+1_
1+qg+-+q" =—— sefait
qg-1
par récurrence : on a bien 50:1:Z—jetsi
S :qn+1_1 S l:qn+1_1+qn+l:qn+1_1+qn+1(q_1):qn+2_1
n q_]. ’ n+ q_]. 6]—1 6]—1 .

Variante : on calcule S, (g—1) = g1 - "+ q"— q" ' +...+ g—1. Les termes s’éliminent

deux a deux (téléscopage) sauf le premier et le dernier, et il reste g”**! — 1. Donc S, (g —
n+l_

D=g"'—letS,=9— L. Bien str cela n'a de sens quesiqg#1.Maissig=1, S, =

1+1+..+1=n+1. |

1.3. Limites d’'une suite. Soit (u,),>¢ une suite réelle. Dire que (u,),>0 a pour li-
mite /, c’est dire que lorsque n augmente u,, est aussi proche qu’on veut de /.

DEFINITION 2.17. Soit (u,),>0 une suite réelle et / € R. On dit que la suite a pour
limite [ si quel que soitle réel € > 0 il existe ny € Ntel que u, €]l—¢,l+¢[lorsque n > ny.
Soit encore

Ve>0,3dnpeN Vn>ny |u,-Il<e.

On note alors lim,,_. yoo U, = [ oulim,, u,, = [.

REMARQUES 2.18.

(1) La limite - si elle existe - est unique. Si [ # I’ sont les limites de (u,),>0 et

7
e< HZJ (II-1'I > 0) on aura pour n assez grand

|11 |11

u,-1'l <
5 lup =T

lu, -1 <

donc
=1l <|l=uyl+lu,=1U'I<|l=1|
contradiction.

(2) Si(un)n>o apour limite /, il en est de méme pour une suite obtenue en chan-
geant un nombre fini de termes u,,.

(3) Toute suite convergente est bornée. En effet si ny est associé a € = 1 on a pour
n = ng que |u, — | <1donc |u,| <|Il|+1 etil en résulte que

Vny |ul’l|<max{lu()l)|u1|)---7|un0—1|7|l|+]-

(4) Bien sir certaines suites n'ont pas de limite. Par exemple u,, = (—1)" bien que
bornée n’a pas de limite.
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(5) On dit par abus de langage que la suite (u,) ;>0 tend vers +oo si on a
VM, dng, Vn>ny up,=>M
et que (uy) >0 tend vers —oo si
VM, dngy VnZ>ny u,<M
La définition de la convergence s’étend immédiatement au cas complexe.
DEFINITION 2.19. La suite (u#,),>0 de nombres complexes a pour limite / € C si
Ve>0 3dng Vn>=ng |u,—I|<e.
Géométriquement cela signifie que pour tout disque de rayon € centré en [ € C,
tous les u,, sont, a partir d'un certain rang, dans D(/, ).
Le lien entre cas réel et complexe est donné par le théoreme suivant.
DEFINITION 2.20. La suite (u,),>¢ de nombres complexes a pour limite / € C si
Ve>0, dng, VYn>=ng lu,—Il<e

Géométriquement cela signifie que pour tout disque de rayon € centré en [ € C,
tous les u,, sont, a partir d'un certain rang, dans D(/, ).
Le lien entre cas réel et complexe est donné par le théoreme suivant.

THEOREME 2.21. La suite de nombres complexes (i) >0 converge vers |l € C si et
seulement si les suites réelles (Re(uy)) n>o0 et Im(u,)) > convergent respectivement vers
Re(l) etIm(l).

DEMONSTRATION. Posons u, = v, +iw, l=p+igOna |vn—p|2 + |wn—q|2 =
Iun—ll2 donc si |u,—1l <eona |vn—p| <cet \wn—q| < &. On en conclut que si
lim, u, = [ alors lim, v, = p lim, w, = q. Inversement posons ¢ > 0. Il existe alors
no et ny tels que
nzng=|vp-p|<%
nzny=|w,—q| <%

Donc si n > max(ng, njy) ona

2 2
Iun—l|:\/|vn—p|2+|wn—q|2< £—+£—:i<€

O

1 pour « > 0 ont pour limite 0.

n=1’ (n“)n>1
(2) Lasuite (a”),>o tend vers 0si a € C et |a| < 1, de méme que (n%a") > (a € R)

EXEMPLES 2.22. (1) Les suites (1)

(3) La suite h;l# tend vers 0 pour a > 0.

En effet, considérons la fonction f(x) = ex® —In(x). Sa dérivée est %

o, 2 . ~ 1
Pour x = x( assez grand cette quantité est minorée par ot Donc f(x) — f(x) =

[x 4t — In(x) —In(xp). On en déduit lim,_. ;o f(x) = +infty donc pour x assez

Xo t
grand 0 <In(x) < ex?, d’ol limy_ 1 h;c(f) =0.
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2. Criteres de convergence

On veut savoir dire si une suite donnée est convergente ou divergente. Pour cela il
existe plusieurs criteres.

2.1. Donnant la limite.
(1) Comparaison

Silu, -1l < v, aveclim, v, =0alorslim, u, =1

EXEMPLES 2.23. (1) lim, = =0 car |——| < 5 etlim+ =0
() lim, 222 =1 car
2 2
lup,—11= <=
n+b5 n

(2) Composition

Tout d’abord on a

PROPOSITION 2.24 (Limites de sommes, produits, quotients de suites). Soient (i) ;>0

et (Vn) n>o deux suites (réelles ou complexes) telles quelim, u, =1 lim, v, =1 alors

lim(u,+v,)=1+1' lim(u,v,)=1l"etsil#0 limZ—Z:lT,.

PROPOSITION 2.25 (Limites de I'image d'une suite par une fonction continue). Plus
généralement soit f une fonction continue. Silim,, uy = [ alorslimy f(uy) = f(1).

Dans le cas réel, lorsque I'une des limites est infinie on a :

— Sil=+00 l'#-00 lim(u,+v,)=-+oo

limu, - v, = +oo sil=+00,l'>00ul=-00,l'<0,

— Sil=400 I'#0: .. .
lim,, u,, - v, = —oo sinon.

g% Les expressions (+00) — (+oo0) ou +oo-0 n'ont pas de sens. Si [ = +oco et I’ = —oo,
uy, + v, peut avoir une limite ou ne pas en avoir. Mais la seule connaissance de [ et [’
ne permet pas de décider.

EXEMPLES 2.26.
1) lim,+ =0
(2) lim(n®+ %) = +oo car lim n? = +oo et lim% =0
(3) lim (n? — n) = +oo mais lim, n* =lim, n = +oco

@) lim(n?—(n*+1))=-1 lim,n*=lim,(n?+1) = +oco
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(5) lim,, ”2,:1 =+oo lim,(n®+1)=+o0

Plus généralement on a.

THEOREME 2.27. Soit f une fonction (sur R ou C) continue en l. Alors si (uy) ,,>¢ est
une suite telle quelim, u, =l on alim,, f (u,) = f(1).

On rappelle que les fonctions suivantes sont continues

(1) Les polyndémes sur R (ou C)
(2) Les fonctions e* (sur R ou C), sin(x), cos(x) (sur R), % (sur R*), log(x) (sur RY)

(3) Si f est continue en xj et g continue en f (xp) alors go f est continue

EXEMPLES 2.28. (1) f(x)=x?+1estcontinueen0, f(0)=1#0etg(y) = % est

continue en 1, donc go f(x) = ﬁ est continue en 0. (En fait par le méme

raisonnement elle est continue en tout point de R, mais pas sur C car f(—-i) =
0)

2 2 2
_ n“+3n+5 _ 143/n+5/n° _ 1Y) An _ 1+3x+5x : _
(2) uy="1FAR = A = f(5) ot f(x) = F5¥5% f est continue en x = 0 et

f(0) =1, donc lim, unn =1.
(3) limncos( 7 ): 1.

n2+1

_ n+1
@ l+a+a*+...+a"=172—

1

Pour |al <1 onalim, a®*' =0donclim,(1+a+a’*+...+a™) = 1

2.2. Criteres de convergence sans connaitre la limite. Le résultat suivant est une
propriété fondamentale de R, qui le distingue de Q.

THEOREME 2.29. Toute suite croissante et majorée de R est convergente. De méme
toute suite décroissante et minorée est convergente.
EXEMPLES 2.30.
(1) Construction de e. La suite u,,; =1+ % + % +...+ # est évidemment croissante.

1 1 (ra
Comme ; < 57 (récurrence) on a

11
oy S1+ =7 =3

1
un<1+1+§+...+

Donc 1, a une limite, notée e, vérifiant e < 3.

(2) Soit (un) ;>0 la suite définie par récurrence par ug =2 Up41 = % (un + u%)

Onadoncf(x):%(x+%) etf(x)—x:%(x+%—2x) :¥quiest
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— strictement positifsi 2 > x?
— strictement négatif si 2 < x?

Comme up=2>+v2onau; —uy = f(u) — up <01i.e. u <ugetsiu,>v2on
aUpi < Up.

D’autre part f(x) = 3 (1 - %) et on a donc le tableau de variation suivant

X 0 V2 +oo
ffo] - 0 +
f@ |\ v2
etdonc u, = f (u,-1) est toujours supérieur a V2.
La suite est donc décroissante et minorée par v/2 et a donc une limite I.

Si u, tend vers [ alors f (u,) = uy4+1 a pour limite d'une part égale a [ (=
lim, u,+1) et d’autre part égale a f (/) (f est continue). Donc f(l)=letl = V2.

Un résultat plus général est le suivant

THEOREME 2.31 (Théoréme de Cauchy). Soit (u,),>¢ une suite réelle ou complexe.
La suite converge si et seulement si elle vérifie le critere de Cauchy :

Ve>0, dngeN Vm,n>=ny |um,—u,l <e

Autrement dit, a partir d'un certain rang la différence entre deux termes de la suite
(pas nécessairement consécutifs!) peut étre rendue arbitrairement petite.
EXEMPLES 2.32.

. 2
(1) La suite de nombres complexes u, = 1+ + 5 +...+ %r,l est convergente quel
que soit z € C. En effet

i = Un = oy + o oy
etsi%:q<lonapourn>no
— < |Z|n+l 1+g+ + m-n—1
E7 unl\(n+1)!( g+...+q )

|Z|n+l ( 1 )
< N
(n+DI'\1-¢g
|Z|n+1
or D! tend vers 0 avec n, car

|n+1 |n0+1

|z |z
(n+1D! "~ (ng+1)!
donc pour n assez grand et m > non a

n—no

—0 (carg<l1)

Ium - unl g E.
On note e“ la limite de cette suite.
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(2) Lasuite u, =1+ % + % +...+ % ne converge pas, car elle ne vérifie pas le critere

de Cauchy. En effet, upp —up =~ + 25+, .+ 5> n-5- = 1.
Quelques limites de fonctions a connaitre
=1car (e¥) = e* eton calculeen x =0
(2) lim,_o+ log(l +x) =1carlog(l1+x) =15 etoncalculeen x=0

3) 11mx_,0 ~sin(x) =1 car sin(x)’ = cos(x) etoncalculeen x=0

sin(x)
2x

(4) limy_q %Zs(x) == car cos(0) =1 et lim,_.g Ls(x) =lim,_g

(5) limt_,+00 t,, = +o0. En effet la suite définissant e’ est clairement minorée par
tP p+1
donc llmt_,+oo 7= hmt_,+oo [CEI

ln(x)

_1i o
(p+l)" =lim; . 0 D1 = TOO

Variante : comme lim,_. o, ——= = 0 en posant x = e’, lorsque y tend vers

In(eY)

+00, X tend vers +oo et on a llmy_>+oo =0, donclimy_. ely =0 et finale-

ment hrny_,+OO ;= too

2.3. Regle de LHopital. On rappelle la regle de l’H(‘)pitalE]:

THEOREME 2.33 (Regle de U'Hopital). Soient f, g des fonctions continues surla —

€,a+e[, declasse C' surla—e,a+e[\{a} telles que f(a) = g(a) =0. Alorssilim,_., ?gg
fx) _
lonalim,_, = 20 =1.

En particulier si f, g sont dérivables sur un intervalle contenant a et g'(a) # 0 on a

/
1im @ = f (a)
—ag(x) g'la)

gé} La regle ne s’applique quessi f(0) = g(0) = 0i.e. on a une forme indéterminée :
hmx_,o #limy_g (1) =0.
On peut appllquer ce théoreme plusieurs fois de suite, mais il faut bien vérifier que
les fonctions dérivées successives s’annulent en a :
. 1-cos(x) . sin(x) . cos(x) 1
lim ———— =1lim = lim ==
x—0 x2 x—0 2x x—0 2 2
DEMONSTRATION. On utilise le théoréme des accroissements finis généralisé : si
f, g sont deux fonctions C° sur [a, b] et dérivables sur ] a, b|, il existe ¢ €]a, b[ tel que

(f(b)— f(a)g'(c)=(g(b)—g(a) f'(c)

En effet, on considere la fonction x — (f(x) — f(a))(g(b) — g(a)) — (g(x) — g(a))(f(b) -
f(a)) qui s’annule en x = a et en x = b. D’apres le théoréme de Rolle si f est continue

1. Nommée d’aprés Guillaume de L'Hopital (1661-1704) auteur de “Analyse des infiniment petits
pour l'intelligence des lignes courbes" ou se trouve cette regle, qui serait en fait die a Jean Bernouilli
(1667-1748).
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sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et f(a) = f(b) alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.1l
existe donc un point ¢ ot sa dérivée s’annule, c’est-a-dire

f'(e)(gb) - g(a) - g'(c)(f(b) - f(a) =

Dans notre cas, f(a) = g(a) 0, et en posant b= X, on a f(x) f(ex)

g ~ gy

et lorsque x

tend vers a, ¢, €]a, x[ tend aussi vers a. Donc si g Ey ; aune limite en a, il en est de méme
pour L Ex) et les limites sont égales. U
EXEMPLES 2.34. (1) lim,_cos(x)"*. On prend le logarithme de 1'expression
) .
qui est ln“’% La dérivéee de In(u) est %, donc ici In(cos(x))’ = — 2:)2((’;)), et par
la regle de I’'Hopital
. s1n(x)
limIn (cos(x)”x) =lim
x—0 sy cos(x)

Donc par continuité de I’exponentielle, lim,_.q cos(x)//¥=e0=1.

. (2sin(x)—sin(2x))
) limy—o ==y

La dérivée de 2sin(x) —sin(2x) est 2cos(x) —2cos(2x), celle de x —sin(x) est
1—cos(x). Les deux s’annulent en x = 0, on peut alors appliquer a nouveau la
regle de 'Hopital.

La dérivée de 2 cos(x) —2cos(2x) est —2sin(x) +4sin(2x) celle de 1 — cos(x)
est sin(x). Les deux s’annulent en 0, on peut donc appliquer la régle de I'Ho-
pital...

La dérivée de —2sin(x) +4sin(2x) est —2 cos(x) + 8cos(x) celle de sin(x) est
cos(x). Leurs limites en 0 sont 6 et 1, donc

lim (2sin(x) —sin(2x)) i 2cos(x) —2cos(2x) _
x—0 (x —sin(x)) x—0 1—cos(x)
lim —2sin(x) +4sin(2x) i —2cos(x) +8cos(2x) _
x—0 sin(x) x—0 cos(x)
REMARQUES 2.35. (1) La regle de 'Hopital s’applique aussi en +oo. Donc si

limy_, f(x) =limy_4 g(x) = +o0, etlim,_, g Ex; = | existe,onaonalim,_.,

!
l. En effet, on applique encore la formule ]gc%_gg = g,gzﬁ avec x tendant vers

a. Comme f(x) et g(x) tendent vers +oo, et f(b), g(b) sont des constantes fi-
fx) g(x)
=let

nies, donc lim— 4 75777 = iMx—a g0

_ !
lmf(x) :limf(x) fb) :f(Cb)
x—~ag(x) x—ag(x)—gb) g'cp)
Lorsque b tend vers a, cp, tend vers a (car a < ¢, < b et donc
/ /
lim Jey) = lim 'y
b—a g'(Cb) y—a g’(y)

=1

[0 _
glx) —



(2) 11 se peut que la limite de

fx)
8(x)

pas. C’est le cas par exemple pour
x = 0. Le quotient des dérivées est

sin(1) - 1sin (1)

2V/x
qui n'a pas de limite en x = 0.

1 1 1
= =2 xsin(—)—Z—sin(—)
1 v X VX x
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existe alors que la limite des dérivées n’existe

= y/xsin (1) qui a pour limite 0 en

Liste (non limitative) de limites a connaitre par coeur

In(1
(1) limM =
t—0 t
el —1
(2) lim =1
—0
in(t
@) lim 229 _4
t—0 t
. 1—-cos() 1
@ lim—— =3

t
. e
(5) lim — =+o0
t—+oo @
In(r)#

(6) Pour @ >0, €R, lim;_. 0o =3

=0
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3. Exercices

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théoréme ou donner un
contre-exemple)

(@) Une suite croissante majorée admet une limite

(b) Une suite bornée est convergente

(c) Sia=1lim, u, alorslim, e = ¢4
1-:3:5-...-(2n+1)
2:5-8-...-(3n+2)

(a) Calculer ”Z—;l et sa limite lorsque 7 tend vers +oo

(2) On veut calculer la limite de la suite u,, =

(b) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle qu’ a partir d'un certain rang
on ait u, < C(f’;)”.
(c) En déduire la limite de la suite



Chapitre 3

Intégrales

1. Intégrale d’'une fonction continue

1.1. Définition et généralités. Soit f une fonction continue sur un intervalle borné,

fermé [a, b]. Lintégrale [ f f(x) dx estintuitivement |'aire sous le graphe de la fonction
(affectée d'un signe “—" si f est négative).

y=fx)

FIGURE 3.1 - Intégrale d'une fonction comme somme d’aires

Approximation constante par morceaux d'une fonction continue

T T L L L T T T T T T T
20 |— Fonction f

—— Approximation constante par morceaux
5 ° Points d’évaluation - b

~

- L~
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En approchant f par des fonctions en escalier, on approche I'aire par l'aire de rec-
tangles.

THEOREME 3.1. Soit f une fonction continue de [a, b] dans R ou C. Posons xj =
a+ kb;n“ pourk=0,...,n. Alors la suite

b-—a=l

Y fx)
0

no i

In

converge. On appelle intégrale de f de a a b la limite, et on la note ff f)dx

DEMONSTRATION. On ne donnera pas la démonstration ici. Notons juste que 'on
peut remplacer x; = a+ kb;n“ par n’'importe quel point &y € [a+ kb;n“, a+(k+1) b;n“]. O

REMARQUE 3.2. g% I faut toujours écrire [ f(x)dx et pas [ f(x)!

D’une part pour savoir par rapport a quelle variable on integre (par exemple [ a*t dt #
[ a*tda') et d’autre part car cela permettra de ne pas se tromper lors des changements
de variables.

Interprétation géométrique dans le cas d'une fonction définie sur [a, b] a valeurs
dans C: 31— fff(t) dt =1im,_+ Y120 f (x¢) qui est le barycentre des points f (x).
Lorsque n augmente, les points xj se trouvent uniformément répartis sur la courbe
f(a, b]) et le barycentre tend vers le barycentre de la courbe.

f(x1) Fx)

(x3)

Barycentre

fla)

2. Propriétés

a) Relation de Chasles. On voit de la définition que si c € [a, b] :

b c b
f f(x)dx:f f(x)dx+f fx)dx
a a C
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On pose par convention, sia> b:

b a
f f(x)dx=—f fx)dx
a b

La relation de Chasles est alors vérifiée quels que soient a, b, ¢, pourvu que f soit
continue sur tous les intervalles concernés.

La relation de Chasles permet d’étendre la définition de I'intégrale au cas ou f est
seulement continue par morceaux, c’est-a-dire qu'il existe a =ap < a; <...<ap =D>b
tels que f est continue sur Ja;, aj1[ et liqua]f f(x) et limx_,ajf f(x) existent. On pose

alors:
b p—1 aji1
f f(x)dx:Z fx)dx
a j:O (lj
EXEMPLE 3.3.
f) = (=D

alors [J f(x0)dx= [} fdx+ [{ fdx+ 5 f)dx+=1-1+1=1

y

-1 _— _—

FIGURE 3.2 — La fonction f(x) = (-1)f®

b) Linéarité. Si f et g sont continues sur [a, b],
ona:

b b b
f (f+g)(x)dx:f f(x)dx+f g(x)dx
a a a

b b
f ﬂtf(x)dx:/lf fx)dx

Lapplication f— [ f fde C°%([a, b],R) dans R est donc linéaire. De méme, évidem-
ment, pour 'application définie de C°%([a, b],C) dans C.
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¢) Positivité. En utilisant le fait que lalimite d'une suite de réels positifs est positive,
ona:

PROPOSITION 3.4. Sia< b et la fonction f € C%[a, b],R) est positive sur [a, b], on a
P fydx>o.

Bien entendu, il estimportant de souligner que a < b! En appliquant la proposition
a g — f eten utilisant la linéarité, on obtient :

COROLLAIRE 3.5. Soita < b et f,g € C°([a, b],R) telles que f(x) < g(x) pour tout
x € la,b], alors :

b b
f f)dx gf gx)dx
a a

En remarquant que —|f(x)| < f(x) <|f(x)|,ona:

COROLLAIRE 3.6. Soienta<b et f € € (la, b],R) ou€(la,b],C). Alors:

b b
f fx)dx Sf |f(x)dx
a a

DEMONSTRATION. Dans le cas réel, c’est simplement le théoréme précédent avec
les inégalités —| f(x)| < f(x) < |f(x)|. Dans le cas complexe, on reprend la définition et
on utilise

n-1
Y FERD) (X1 — X1
k=0

n-1
< ) 1f € (X1 — Xp)
k=0
qui donne par passage a la limite 'inégalité voulue. ([l
Une autre conséquence du corollaire suivant est donnée par :

COROLLAIRE 3.7. Si f est une fonction continue sur[a, b] a valeurs dansR ouC, et si
surla,bl onal|f(x)| <M, alors :

<M(b-a)

b
f fx)dx

DEMONSTRATION. En effet,ona:

b
f fx)dx

b b
sf If(x)ldxsf Mdx=M(b-a)

3. Calculs d’intégrales et primitives

DEFINITION 3.8. Soit I un intervalle de R et f une fonction sur I. On dit qu'une
fonction F définie sur I est une primitive de f si F' = f.

PROPOSITION 3.9. Deux primitives d'une méme fonction f different d’une constante.



29

DEMONSTRATION. En effet, si F' = G’ = f, alors (F—G)' = 0 donc F—G est constante
sur un intervalle. 0

REMARQUE 3.10. Il est essentiel d’étre sur un intervalle : la fonction égale a 0 sur
[0,1] U [3,4] a pour primitive la fonction nulle, mais aussi la fonction égale a 0 sur [0, 1]
etal sur[3,4].

Le lien entre intégrale et primitive est donné par le résultat suivant :

THEOREME 3.11 (Théoreme fondamental du calcul intégral). Soit f une fonction
continue sur [a, b]. La fonction F(x) = [ f(t) dt est une primitive de f sur[a,b).

f fode- ffmdt

Par continuité de f, onalimy_¢ 5 f;”h f)dt= f(x) car

DEMONSTRATION.
F(x+ h) F(x)

x+h
f fodt

1 x+h 1 x+h
ﬁf f(t)dt—f(x)zﬁf (f(O-fl))dr

En effet quel que soit 4 > 0 on peut trouver h assez petit pour que sur [x, x + h], | f(x+
— f(x)| <. Alors ‘ JER B - F dt‘ L1p = 8. Donc F'(x) = f (). 0

COROLLAIRE 3.12. Si f est une fonction continue sur [a, b] et F une primitive de f,
ona:

b
f f(x)dx=F(b)—-F(a)

On note souvent F(x)]Z =F(b) - F(a).
1

n+1

EXEMPLES 3.13. (1) Une primitivede f(x) =x estx donc fo x"dx =

1
n+1

n+1 0_

b
bn+1_an+1
n+1

n+1

n+1

Et plus généralement : [ x" dx =

(2) [sin(x)dx=—cos(x)+C
Plus généralement : ['sin(kx) dx = —3 cos(kx) +C (k#0) [cos(kx)dx =
1sin(kx)+C (k#0)

(3) Pour calculer [sin?(x)dx ou [ cos?(x) dx, on linéarise : sin?(x) = 1=25&0 ¢t

2 _ 1+cos(2x) . ) [ 1-cos(2x) _x  sin@x)
cos®(x) = —5==donc: [sin“(x)dx= [ —5 = dx=5-*~+C

. * . r2m . _ cos(nx) 2 _ 27 _ | sin(nx) 2m _
(4) Soitne Z*.Ona: [;” sin(nx) dx = | - == 0 = 0 [y cos(nx)dx = | === o =
0 On en déduit /" e!"*dx = 0 pour 1 # 0 et sinon, évidemment [-" 1dx = 27.
Interprétation géométrique : le barycentre du cercle est en 0. Ce calcul sera

trés important pour les séries de Fourier.
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4. Méthodes de calcul
4.1. Intégration par parties. On exploite icila formule (fg) = f'g+ fg’.

PROPOSITION 3.14. Soient f et g deux fonctions de classe €' (i.e. dérivables a dérivée
continue) sur[a, b]. Alors :

b b
f flogx)dx = [f(x)g(x)]Z—f fx)g'(x)dx
a a

REMARQUE 3.15. La proposition est encore vraie si f et g sont €' par morceaux, i.e.
s'il existe a = xg < x; < --- < x, = b telle que f et g soient €' sur [x;, x;,1] (ceci découle
de larelation de Chasles).

Bien entendu, cette formule n’a d’intérét que si I'intégrale de droite est plus facile
a calculer que celle de gauche.

REMARQUE 3.16. On évitera absolument d’écrire [ f(x), ce qui risque des confu-
sions. On écrira [ f(x) dx ou fff(x) dx...

Par ailleurs, on pourra écrire :
ff(x)dx:F(x)+c
afin de décrire toutes les primitives.

EXEMPLES 3.17.

1) fex cos(x) dx.On pose u=e* et dv =cos(x) dx,donc du = e*dx et v = sin(x).
fex cos(x) dx = e*sin(x) — f e*sin(x) dx
On integre par parties une seconde fois avec u = e* et dv =sin(x) dx :
f e*sin(x) dx = —e* cos(x) + f e* cos(x) dx
En substituant :
fex cos(x)dx = e*sin(x) + e* cos(x) — f e’ cos(x)dx

Donc:

2[ e* cos(x) dx = e*(sin(x) + cos(x))

e*(sin(x) + cos(x)) N
2

C

f e*cos(x)dx =
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VARIANTE : e* cos(x) = Re(e"*)* donc

) 1+i)x
fexcos(x):Refe(”’)xdx:Re( T Y+C =
i
L 1—1 e*(cos(x) +sin(x
exRe(e’xT)+C: ( (; ( )+C

(2) [ xsin(x)dx. On pose u = x et dv = sin(x) dx, donc du = dx et v = — cos(x).

fxsin(x) dx = —xcos(x)—f(—cos(x))dx

:—xcos(x)+fcos(x) dx
= —xcos(x)+sin(x) + C

4.2. Changement de variables. On exploite icilaformule suivante:si F € €' ([a, b],R)
(ou€¢'(la,b],C)) et g est €' de [a, B] vers [a, b], alors :

(Fo@)' (1) =F'(p(1)-¢'(1)

THEOREME 3.18 (Formule du changement de variable). Soit f une fonction conti-
nue sur[a, b] et ¢ : [a, Bl — la, b] une fonction ¢! telle quep(a)=aetp(f)=D>b. Alors:

b p
f f)dx= f flo)e'(ndt
a a
DEMONSTRATION. Soit F une primitive de f et G(#) = F(p(f)). Alors:
G' (0 =F(p1)-¢'(1) = flp®)-¢'(1)
Donc:
ﬁ !/ ﬁ !/ b
f floM)ep (Hdt= f G (1) dt=G(P)-G(a) = F(p(p)—F(p(a)) = F(b)-F(a) = f fx)dx
a a a

O

C’est ici que la notation [ f(x) dx est utile : formellement on dit que I'on pose x =

g(t)doncdx=g'(r)dt et
b p
f fdx :f flgg'(nde
a a
Parfois g(a) > g(p) etil faut faire attention au bon ordre des variables d’'intégration.
EXEMPLES 3.19.
1
(1) Calculons f V' 1-x?dx. Posons x =sin(t), dx = cos(t) dt
0

1 /2 /2 /2 /2
f \/l—xzdx:f \/l—sinz(t)cos(t)dt:f cos(t)cos(t)dt:f cosz(t)dtzf %(cos(Zt)-
0 0 0 0 0

t sin(zt)]%_n
0 4

2 4
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Posons x =sin(t), dx =cos(t)dt

(z)f dx
V1-x2

cos(f)dt cos(t)dt_[cos(t)dt fdt—t+C
V- x2 V'1—-sin%(?) |cos(1)| cos(t)
car sur [_E’E] cos(t) = 0donc|cos(#)| = cos(?). Plus généralement, sur [-1,1],

o . 1
la primitive de W est arcsin(x).

C’est ici que la notation f f(x) dx est utile : formellement on dit que 'on pose x = g(¢)
donc dx = g'(t) dt et on écrit alors

b p
f fdx= f Flgg (ndr
a a
Parfois g(a) > g(p) etil faut faire attention au bon ordre des variables d’'intégration.

dx
3) Ona f —— =arctan(x) + C
1+ x2

Posons x = tan(u), dx = tan’ (u) du = (1 + tan®(u)) du. Alors

f dx [ (1+tan®(w)du

= :fdu:u:arctan(x)+C
1+ x2 1+ tan?(u)

(4) Calcul de 2+ 5

Posons x = atan(u), dx = a(l + tan?(u)) du. Alors

f dx _f a(l+tan®(w)du _f a(l+tan®(u))du _

a’+x2 a? + a?tan?(u) a(l +tan?(w))

fdu: u+C:arctan(g)+C

(5) On peut aussi utiliser le théoréme dans I'autre sens : on reconnait une expres-
sion du type f(g(x))-g'(x)
Par exemple pour calculer
Donc

2xdx

-7 onpose u=1+ x?, alors du = 2xdx.

2xd d
[ * );:f—uzlnlu|+C:ln(l+x2)+C
1+x u

2 2
Ou encore pour calculerfln%dton pose u=In(t),doudu= % etfln%dt =
3 3
Jutdu=%+c=20 4 C
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Liste (non limitative) d’intégrales a connaitre par coeur
ua+1

(1) fudu=“—+Csia#-let % =In(lu)+C
(2) [cos(w)du=sin(u)+ C et [sin(u)du=—cos(u)+C
(3) ftan(w)du =In|cos(u)|+C

@ [ \/% = arcsin(u) + C

(5) 1?32 = arctan(u) + C

(6) Toutes les intégrales précédentes en remplacant u par une fonction v(f) et du

par v'(t)dt. Exemple:f’;I((gdt:ln(v(t))+C.
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5. Intégrales généralisées

5.1. Définitions et généralités. A priori on ne sait pas définir I'intégrale d'une
fonction continue sur un intervalle infini [a, +oo[, ou I'intégrale sur [a, b] d'une fonc-
tion continue seulement sur [a, b|.

DEFINITION 3.20. Soit f une fonction continue sur [a, +oo[ (a valeurs dans R ou C).
On dit que l'intégrale |’ ; * f(drt converge sila fonction F(x) = [, ; f(®)dt aune limite
lorsque x tend vers +oco. On la note [, f(f)dLt.

Si f est continue sur ] — 0o, a] on dit de méme que [ f(r)dt convergesi [, f(f)dt
a une limite lorsque x tend vers —oco. On la note f_aoo fndt.

Enfin si f est continue sur [a, b[ (resp. ]a, b, on dit que [ f f(t)dt converge sil'in-
tégrale f ; f(®)dt (resp. l'intégrale f f f(1)dt) a une limite lorsque x tend vers b resp. x
tend vers a). On la note [ f(1)dt.

REMARQUE 3.21. Pour le moment on suppose que f est continue sur un intervalle
qui est fermé d’un c6té et ouvert de 'autre. On verra plus tard le cas ol f n’est continue
nien anien b.

EXEMPLE 3.22. 1) Si p et un réel > 0 f+°° at

effetsip=1 [ < * 4t _ Jog(x) qui tend vers +oo lorsque x tend vers +oco

converge si et seulement si p > 1. En

sip#1lla prlmltlve de t7P est —tl P donc fx dt _ _1p[1 — x'7P] qui a une limite
en +oo ssi p > 1. Cette limite est alors égale a pfl.
2) [y e dt converge ssi a <0

En effet [; e*'dt = %m]o = &a_l qui a pour limite — 1 lorsque x tend vers +oo.

DEFINITION 3.23. Soient a < b des réels et f une fonction continue sur [a, b|,
a valeurs réelles ou complexes. On dit que [, f f(®)dt converge si la fonction F(x) =
f ; f(t)dt (définie pour x € [a, b[) a une limite lorsque x tend vers b~. On pose alors

fPrwde=¢
De méme si f est continue sur ]a, b] on définit fff(t)dt = lim,_, 4+ fff(t)dt si
cette limite existe.

Il faut toujours préciser ou est le "probleme", c’est-a-dire la discontinuité de la
fonction (en a, en b, les deux?). Bien évidemment si 'une des bornes est oo il y a
la automatiquement un probléme

EXEMPLE 3.24. L’mtegrale fo 7 converge ssi p <1
En effet [, 4 =

1-x"P 1 :
ﬁﬁm31p<l—>+0031p>1

et f; 4 =log(3) — +oosix — 0.
Pour définir fj;o fndtsi fe C%(] - 00, +00[,R) (ou C) on pose
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DEFINITION 3.25. Soient a € RU {—oo0, +oo} et f € C°(Ja, b[,R) ou C°(a, b, C).
On dit que f:f(t)dt converge si ala fois [, f(1)dr et fcb f(t)dt convergent, et on

pose

b c b
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(ndt
a a Cc
REMARQUES 3.26. (1) La relation de Chasles entraine que si f (est continue
sur [a, b la convergence de [, f f()dt est équivalente a celle de [, Cb f()dt pour
a<c<hb.

(2) De méme si f est continue sur ]a, b|, la convergence de |, f f(t)dt ne dépend
pas du choix de c. En effet,

c d c
ff(t)dt:f f(t)dt+f fodt
X X d

et comme [ f(¢)dt est finie I'existence de la limite lorsque x tend vers a de
[€ f(pdt entraine celle de [ f(r)dt.

REMARQUES 3.27.

(1) @ 1l est faux de dire que [ f(1)dt converge si [*. f(f)dt a une limite
lorsque x tend vers +oo. Voir I’exemple qui suit.

(2) @ La convergence del'intégrale f1+°° f(©)dt N'ENTRAINE PASlim; . o, f(£)dt =
0. Par exemple si f est la fonction ci-dessous égale a 0 partout sauf sur |n —

a7, 1+ 5 [ ol elle est égale a

2”(x—n+2i,,) sur [n—zin,n]
2”(n+2in—x) sur [n,n+2in]

et en particulier vaut 1 en n.

+3m . . .

Alors fon " f(r)dt égale la somme des aires des triangles de base [k —
zik, k+ 2—1,c] etde hauteur 1, c’est-a-dire 7', zik < 1. On en déduit que la fonction
F(x) = foxf(t)dt est croissante (car f est positive) et bornée, car F(n + ﬁ) <1
et possede donc une limite en +oo. Lintégrale 1+°° f(®)dt est donc conver-
gente, bien que clairement lim;_., f () n'existe pas.
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1.2 =
fx)
0.8 |
0.6 |

0.4

0.2 {

EXEMPLES 3.28.

(1) Lintégrale [*° rdr diverge car [, tdt et [°_tdt divergent, mais [~ tdt =

2
L1 =0.
+oo dt X _dt _ X _ b4
@ [o .2 converge car Js 7 = arctan(x)]y = arctan(x) tend vers 3 lorsque x
tend vers +oo.
0 dr _ 0o _ s T
(3) f_oo T2 = arctan x]-,, = —arctan(x) a pour limite 3 lorsque x tend vers —oo.

5.2. Regles de calcul.
5.2.1. Linéarité. Par simple passage a la limite au cas d'une fonction continue sur
un intervalle fini on vérifie

PROPOSITION 3.29. Soient f, g deux fonctions continues sur [a,b[ (b € RU {+00}) et
AeRouC. Sifff(t)dt ez‘ffg(t)dt convergent alors

b b b
f(f(t)+g(t))dt:f f(t)dt+f g(tdt

b b
f Af(Hdt= /lf f(odt

5.2.2. Intégration par parties. La aussi on se ramene au cas de f, g continues sur
un intervalle fini.
Les intégrales [ f(1)dt et [; g(r)dt peuvent converger, mais [ f(1)g'(t)dt
ne converge pas. [Exemple: f =g = %]
Et aussi bien str que [, f(1)g'(t)dt converge, mais [, f'(1)g(t)dt diverge
Morale : On fait les calculs pour [ et on passe a la limite en x.
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EXEMPLE 3.30. Ona f1+°° cos tdt converge.
On écrit [ 9Ly = [SL) Py [FSI0L gy = SINOD _ iy (1) 4 [ SiBLg g
On verra que f T Sm S0t dt converge.

sm(x)

Comme limy_. o 225 = 0, on en déduit que [, <L d ¢ converge.

5.2.3. Changement de variable. De méme on peut le changement de variables sur
f;f(t)dt et on passe a la limite en x.

PROPOSITION 3.31. Soienta, a desréelsetb, f dansRU{+o0}, et f une fonction conti-
nue de |a, b[ dansR ou C. Soit ¢ une bijection C' de |a, B[ dans [a, b| telle que p(a) =
lim;_ - ¢(£) = b. Alors ff fodt et ff flp(0)¢'(t)dt sont simultanément convergentes
ou divergentes, et dans le premier cas, elles sont égales.

EXEMPLES 3.32. (1) Pour a>0,

f+°° dt 1f+°° du 1 ‘ (t)
—— =—au — = — arctan|—
oo B4 T"™al o u2+1 a all_o

fl dt f% cos(uw)du f
= du— —
0 V1= ¢2 t=sin(w) Jo |cos(u)l

Notons qu’on a ici ramené une intégrale généralisée a une intégrale ordinaire!

+00

Qls

2)

5.3. Criteres de convergence. Il s’agit de pouvoir dire si une intégrale converge
lorsqu’on ne sait pas calculer une primitive.

5.3.1. Cas d’'une fonction positive. Soient f, g des fonctions a valeurs positives dé-
finies sur [a, +ool.

DEFINITION 3.33. Soit a € RU {+00, —o0}. On note f ~, g (ou f ~ g lorsque x tend
vers a) et on dit que f et g sont équivalentes en a silimy_., L 83 =1. (a € RuU {400, —o0})
On note f € O,4(g) (ou f € O(g) lorsque x tend vers a) (on évitera I’abus de langage
courant f = O4(g)!) s'il existe une constante C > 0 telle que f(x) < Cg(x) pour x au

voisinage de a (i.edans]a—¢,a+¢€[si aestfini,a> M oua < M si a=+oo ou —00)

EXEMPLES 3.34.

1,1
(1) }+?~—lorsquex—>+oo

(2) e*—1~ e*lorsque x — co

1+sin(x) <
— =

=

(3) 12 ¢ 0 (1) lorsque x — oo car

4) 1 #0100 (”%nm) car W s’annule en (2k + 1) mais % £0.

2+sin(x)
— |

1
Par contre - € O+oo(

THEOREME 3.35. Soient f, g des fonctions positives sur [a,+oo[. Si f € O,x(8) et si
[°° g(t)dt converge, alors [ f(1)dt converge.
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De méme si f,g sont positives sur [a, bl et f € Oy(g), si ffg(t)dt converge alors
fff(t)dt converge.

DEMONSTRATION. On traite le cas [ ; *°, l'autre cas étant identique.

Tout d’abord si f (1) est positive, F,(x) — [ f(¢)dt est croissante.

Eneffetsi y>xonaF(y) - F(x) = [} f(t)dt >0 (Prop en page I5)

Ensuite, si f(#) < Kg(#) pour t > aavec K >0, alorsona [ f(dtr<K [; g(t)dt

Par hypothese [ ; g(t)dt aune limite pour x tendant vers +oo. Elle est donc bornée,
donc [} f(1)dt aussi eton en déduit que [ f(r)dr étant croissante et majorée posséde
une limite lorsque x tend vers +oo i.e I'intégrale converge. [] 0

REMARQUE 3.36. g?? Ceci est faux si f(t), g(#) ne sont pas positives. Cependant
il suffit en fait de supposer f(f) et g(t) positives pour ¢ assez grand, en appliquant le
théoreme sur [c, +oo[ avec ¢ assez grand.

EXEMPLES 3.37. Notons que dans les exemples qui suivent toutes les fonctions sont

positives (on ne le répétera donc pas a chaque fois).

—1?

(1) Sy e " dr converge car e™" € Oyo0(e™") et f1+°° e~'dt converge

(2) f1+ t3+zdt converge car t3+ - € 0400 ( tg) et fl <L converge

3sin(t)+t

3 €

3) f1+°° Mdt converge car pour t assez grand 3sin(¢) + ¢ = 0 et

O+oo( ) et ;" % converge

Evidemment si on a f,g > 0 et & la fois f € O400(8) €t § € O10(f) [, f(D)d1 et
/. ; *° g(r)dt convergent ou divergent simultanément.
En particulier c’estle cas si f ~ g.

EXEMPLES 3.38.
(1) fol %dt converge. Le probleme est en 0, VtetIn(l+1t) sont=0 pour £ =0

1
In(1+#) ~¢ t donc % ~ % et J, % converge.

2) [ e !(2+sin(t))dt converge car e~ (2+sin(1)) € O4o0(e™") et [ e~ 'dt converge

5.3.2. Cas d’'une fonction de signe quelconque. Le critere suivant permet parfois de
se ramener au cas positif

THEOREME 3.39. Soit f une fonction continue sur [a, +oo[ a valeurs réelles ou com-
plexes. Si Uintégrale [*°° | f()|dt converge alors [, *° f(t)dt converge.

DEFINITION 3.40. Lorsque [, °°|f(#)|dt converge on dit que I'intégrale [, *° f(t)d¢
converge absolument. De méme pour f f fndt.
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DEMONSTRATION. Dire que f;oof(t)dt revient a dire que pour toute suite (x;)

tendant vers +oo y; = ffrz f(t)dt a une limite. Or si v, — vy, = f;,Z |f()ldr et on a

v, — vl = f;n’; f(t)dt‘ < f;’z | f(8)|dt donc (vy) =) Vérifie le critere de Cauchy.
On en déduit que (v,),>1 converge donc [ ; * f(r)dt converge. 0

On déduit de la section précédente que si | f| € O,(g) et que [, ; * g(r)dt converge
alors [ ; *|f(n)|dt converge, c’est-a-dire que 1) ; ®(r)drt est absolument convergente,
donc convergente. On pourra donc écrire par abus de langage f € O,(g) au lieu de
|f1€0a(8).

REMARQUE 3.41.

A Il existe des intégrales convergentes qui ne sont pas absolument convergentes.

Pour toute fonction f, on écrit
f*=max(f,0) et f~ =max(-f,0)
de sorte que :
fO=fr®-f @
IfOI=f O+ f (@)
ou f*, f~ =0 (deux fonctions positives).
Interprétation :

(1) Convergence absolue

Si f;oo | f (£)| dt converge, alors aussi bien f;oo fH(ndrque f;oo (1) dr convergent.

(2) Convergence mais pas convergence absolue
Si f;oof(t) dt converge mais f;oo |f(D)|dt=+oo, alors:

+00 +oo
f f+(t)dt= +oo ET f fr(dt=+oc0
a a

La convergence de I'intégrale résulte d'une compensation, c’est-a-dire :

X X +00o
lim U f+(t)dt—f f_(t)dt):f f(t)dt (fini)
a a a

X—+00

EXEMPLES 3.42.

sint +oo dt
o Ji'T 4 converge

)] f1+°° %d t converge absolument car < # et

(2) f1+°° tsin(t)e”"dt converge absolument car |£sin(t)e”’| < te"orre”!

ln(t)) Or on a vu que In(9)

t
ot +oo 1
te"!<e2.0r [ e 2dt converge.

=exp(—t+
— 0 en +oo donc pour ¢ assez grand In(f) < % et
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(3) Onavuque ;" <Ldrconverge, carflx Costp=SDLxy [FSLqy Or {7 85Ldy

converge absolument, vu que Smt < [2, et vu que lim, . o0 % SiLX — () on aura
limy— o0 f] Cosmdt =limy— 400 Smm] + 1My oo S‘tgtdt. Donc
T cost . *toogint
f dl':—Sll’l].'Fjv —zdl'
1 r 1 t
Mais f1+°° S d ¢ n’est pas absolument convergente. En effet | cos t| = % sur
kn+% kn+%
0 | cost cos(1) 3 dt

kn——stskn+—doncf1 | < |dt2f%ﬂ ot ‘zzzkzl kn_%Tz

_3n
Z:k 1 kn+— - Z 12k 1 qUI dlverge

Liste (non limitative) d’intégrales impropres a connaitre par coeur
(1) foa % est convergente ssi a < 1
@) [ d” est convergente ssi a > 1
3 fo e‘”d u est convergente

(4) foroo s gy et ;"0 <5 gy sont convergentes mais pas absolument conver-
gentes.
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6. Exercices

Etudier la convergence de chacune des intégrales impropres suivantes, en préci-
sant ou se situe(nt) le(s) point(s) a probleme. Méme en cas de convergence, on ne de-
mande pas de calculer la valeur de 'intégrale.

+71/2
) f tan(f)dr
0
+00 5
(Z)f (t-De "2yt
0

*o0 arctan(t)
3 ———dt
(3) fl 2






Chapitre 4

Séries numériques

1. Généralités

DEFINITION 4.1. Soit (ug) k=0 une suite de réels ou de complexes. On définit la suite
des sommes partielles (S;,),>o par:

n
Sn = Z Ul
k=0

On dit que la série ) uj converge si la suite (S;,) admet une limite quand n — +oo.
Cette limite est appelée la somme de la série.

Terminologie : on dit aussi de maniére équivalente que la série de terme général uy
converge ou diverge.

REMARQUE 4.2. @ Ne pas confondre la convergence de la série }_ u; avec celle
de la suite (). On peut commencer la série a un rang ny > 0, ce qui ne change pas la
convergence mais modifie la somme.

EXEMPLES 4.3.

(1) La série harmonique Z;:oci ,1C diverge (vu dans le chapitre I Exemple n

en utilisant le critere de Cauchy).

(2) La série converge, car :

klk(k+1)
1 1 n
=2, —1
k(k+1) ko k+1 f (lc+1) n+1

(3) La série géométrique Y. g* converge si |q| < 1:

Silgl =1, lasérie diverge.

(4) Lasérie ¥ > In(1+ 1) diverge car:

Zln(1+ ) Zln( )—ln(n+1)—>+oo

Comme conséquence immédiate du critere de Cauchy on obtient :

43
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PROPOSITION 4.4. Si la série)_ uy converge, alors uy — 0.

DEMONSTRATION. Par le critere de Cauchy, pour tout € strictement positif, il existe

N tel que:
Vun=N, |S,+1—Sul=Itnel <£:>li’r1nun =0

REMARQUE 4.5.

A La convergence de la suite (1) ;=0 vers 0 N’~ENTRAINE PAS
la convergence de la série ) uk.

2. Séries a termes positifs

2.1. Comparaison de séries.

PROPOSITION 4.6. Siuy =0, alors)_ uj converge si et seulement si la suite des sommes
partielles (S,) est majorée.

DEMONSTRATION. En effet la suite (S,),>; est alors croissante, donc elle converge
si et seulement si elle est majorée. U

THEOREME 4.7 (Théoreme de Comparaison). Si0 < u, < v, a partir d'un certain
rang, et si ). v, converge, alors ) u, converge.

DEMONSTRATION. En effet si on note S,, les sommes partielles associées a uy, Ty,
pour les sommes partielles associées a vy on a que S;;, T, sont croissantes car u; et vy,
sont positifs et S, < T;,. Comme (T,),>1 converge elle est bornée, mais alors (S;) =1
est bornée et donc étant croissante et majorée, elle converge. U

EXEMPLES 4.8.
1) % < m =>> é converge.

(2) Sip>1,alors ) # converge.

. In(k) _ N . ’ . 1 1 1 .
(3) Comme limy == = 0 a partir d'un certain rang on a .z = . Donc ¥ ¢ di-

verge.
2.2. Notation « O ».

DEFINITION 4.9. On écrit uy = O(vy) si ug, vy sont positifs a partir d'un certain rang

et s’il existe C >0 tel que :
Vk=N, up=<Cruy

THEOREME 4.10 (Théoreme de Comparaison (version générale)). On suppose uy., Vi =
0. Si uy = O(vg) ety vy converge, alors Y uy converge. Si u = O(vy) et vy = O(uy), alors
les deux séries sont de méme nature.
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f@

YV o)

S f(odt
' TN f

FIGURE 4.1 - Illustration des estimations utilisées pour la preuve du
théoreme : I'air des rectangles orange vaut f(k), celle des rectangles
bleus vaut f(k+1)

2.3. Comparaison avec une intégrale.

THEOREME 4.11 (Théoreme de Comparaison des séries et intégrales). Soit f : [a, +oo[—
R, continue, positive et décroissante. Alors ). f (k) converge si et seulement si |, ; Cfde
converge.

DEMONSTRATION. On regarde la série en partant de np = a. On a pour k > ng
k+1

flk+1) < i f(nde< f(k)

car f(k+1) < f(1) < f(k)site [k, k1].
Donc
n n n
Y flk+1) sf fwdr< Y fk)
k=nyg no k=ny
en utilisant la relation de Chasles.

Si I'intégrale converge [ an f(t)dt est une suite convergente donc bornée, et il en
est de méme pour ZZ: o f(k+1) donc les sommes partielles sont bornées et la série
converge.

Réciproquement, si la série converge la suite | ,,70 f(t)dt converge car elle est crois-
sante et majorée. En effet si x < n on aura f,fo fde=¥i_ fk)= Z;C’:fqo f(k), donc

f,fo f(p)dt est bornée et comme ell est croissante elle a une limite en +oo.
O
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EXEMPLES 4.12. (1) La série de terme général kia converge si a > 1 et diverge
sia <1, car c'estle cas pour [, 4t

) ¥ g diverge. On utilise f (1) =

et = est décroissante et pOSlUVE

ﬂnm deﬁnle sur [2, +ool.

*odr . .
.[2 tin(r) (In(In(#))1; = In(In(x)) —In(In(2))

qui tend vers +oo en +oo.
Comme f est décroissante et positive, le critere s’applique.

3. Séries a termes quelconques

3.1. Convergence absolue. Ce critére est semblable a celui pour les intégrales gé-
néralisées, et s’applique pour des séries a termes réels ou complexes.

THEOREME 4.13. Soit ) uj une série a termes réels ou complexes. Si la série Y |uy|
converge alors la série ) u,, converge. On dit que Y uy est absolument convergente.

DEMONSTRATION. On applique le critere de Cauchy a S, =Y.}, ux. On a pour n =

m
n

Yoouwe| < Y lugl

k=m+1 k=m+1
La convergence de )_ |uy| entraine, par le critere de Cauchy, que pour tout € > 0 il existe
Ntelquesin=m=Nona

n

|Sn - Sm| =

n

Z lug| <e.

k=m+1
M:—:us alors |Zk:m+1 uk| < Y i_m+1 Ukl = € et, toujours d’apres le critere de Cauchy la
suite S,, converge. 0

REMARQUE 4.14. Comme pour les intégrales, une série peut converger sans étre
absolument convergente.

EXEMPLE 4.15. Y 555 Sm(k) est absolument convergente car S”]igk) < % qui est conver-
gente.
k
EXEMPLE 4.16. (D ): = " est absolument convergente, car k2 < %

(2) Soit z € C. La série Z i * estabsolument convergente car . 2~ . T * est convergente.
En effet pour |z| < 2 on a
Izlk _lEg et 1
k' ngl (ng+1)...k~ 2k

Donc 'Zl € O( =) et comme la série de terme général zik converge, la série de

e . z rd k
terme general '7 converge, donc la série de terme général %7 est absolument
convergente, donc convergente.
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La somme de cette série est la (ou une) définition de e~.

Les deux criteres suivants sont couramment utilisés, bien que les démonstrations
directes soient souvent plus simples

PROPOSITION 4.17 (Regle de d’Alembert). Soit (uy),=>1 le terme général d’'une série.

On suppose que la suite (| ”l’;—;l D=1 a une limite l. Alors

— Sil <1 la série est absolument convergente

— Sil > 1 la série est divergente

Notons que si / = 1 on ne peut pas conclure, la série peut étre divergente ou conver-
gente.

DEMONSTRATION. En effet si [ < 1, a partir d'un certain rang ny on doit avoir
|%| <l'<1letdonc|ups| < (l’)k“‘"olunol = O(I'f). Comme la série de terme général
n

(¥ est convergente, d’aprés le Théoréme de comparaison (Théoréme4.7) la série de
terme général uy sera absolument convergente donc convergente.

D’autre part si [ > 1, a partir d'un certain rang np on a | ”L’;Zl | > 1" > 1 (en particulier

le quotient a un sens donc up, # 0) donc |ug+1| = (l’)k“_”‘)lunol > CI'* (notons que
C = uy, I'"" #0). Le terme général de la suite ne tend donc pas vers 0 et la série est
évidemment divergente. O

EXEMPLE 4.18. (1) Siug= % on aura /[ = 1 mais on sait que la série diverge. Si
Ug = # de nouveau / = 1 mais on sait que la série converge.

PROPOSITION 4.19 (Regle de Cauchy). Soit (up)i>1 le terme général d'une série. On
suppose que la suite (|uy| %)kzl a une limitel. Alors

— Sil <1 la série est absolument convergente

— Sil>1 la série est divergente

DEMONSTRATION. En effet si [ < 1, a partir d'un certain rang ny on doit avoir

1 PR s 2
lu)® <1’ < 1 et donc |ug| < (I*. Comme la série de terme général (1% est conver-
gente la série de terme général u; sera absolument convergente donc convergente.

1
D’autre part si [ > 1, a partir d'un certain rang on a |ug|* > I’ > 1 (en particulier
lug| = (I )k, Le terme général de la suite ne tend donc pas vers 0 et la série est diver-
gente. U

Ces criteres permettent parfois de simplifier des démonstrations de convergence.

k k k+1
L, . z* _zF Ukt z k!
EXEMPLE 4.20. Lasérie } ; %7- Ona uy = 77 donc 0L P

limite 0 lorsque k tend vers +oco0. La série est donc convergente.

= % qui a pour
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| | | | | | | |

\ \ { \ X \ \ {
S S Ss ¢ Ss S S, So

FIGURE 4.2 — Sommes partielles pour uns série alternée

3.2. Séries alternées.

DEFINITION 4.21. Une série est alternée si son terme général est de la forme u; =
(—l)kvlC avec vy = 0 pour tout k =0 (ou v <0 pour tout k = 0).

THEOREME 4.22 (Théoreme de Leibniz). Si vy estdécroissante etlim; v, — 0, alors

la série Y (-1)* vy converge.

DEMONSTRATION. Idée : les suites des sommes partielles paires et impaires sont
respectivement croissantes et décroissantes et leur différence tend vers 0. On traite le
cas ou vy = 0 pour tout k, 'autre cas se traite de la méme maniére.

Soit en effet S, = ZZO(—I)kvk. Alors

— Sok—1 = Sok+1, €ar Sog41— Sok—1 = —Vak+1 + U2k = 0 par décroissance de (Vi) k=o-
Donc la suite (Sox41) k=0 €St croissante.

— Demeéme Sojy2 < Sop car Soprno— Sok = Vogao — Vak+1 < 0, donc la suite (Sop) k=1
est décroissante.

— Enfin la différence Syr+1 < Sok €t Sox+1 — Sok tend vers 0, puisque Soj+1 — Sok =
—Voks1 <0etlimy vopy1 =0.

On a donc une suite croissante (S»r;1) k=0 Une suite décroissante S,;) =g et donc
S0k:1 =80k = Sop2=<.... =8

La suite Syx+1) k=1 est donc croissante majorée et a donc une limite a. La suite décrois-
sante (S2x) k=0 @ la méme limite puisque Syx+1 — Sox @ pour limite 0. On en déduit que
la suite (Si) k=1 a une limite, donc que la série converge. O

EXEMPLES 4.23. 1) Y S ,? converge.

QI
(2) X7 converge.

Ik
3) X k(2 1111)(k) converge.

Notons qu’aucune de ces 3 suites n’est absolument convergente vu que ). k% di-

verge et k < % < == ln(k) pour k assez grand.

REMARQUE 4.24. Si¢ =1im S, ona

Son+1 =€ = Sopi2 < Sop
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donc
1S2n+1 = €1 < |S2n+2 = Son+1l = Van+2
|San = €1 < 1S2n — S2n+11 = Van+1
donc la différence entre la somme partielle et la somme de la série, qu’'on appelle le

reste de la série est majorée par le module du premier terme omis.

EXEMPLE 4.25. Si ¢ =1limY # ona

n (_1)k
)3

k=0 k

1

4 .
n+1

<

Onverra que ¢ =In(2). Il y a cependant des méthodes plus efficaces de calculer une va-
leur approchée de In(2) : en effet pour calculer In(2) avec trois décimales cette méthode
exige qu'on additionne mille (!!) termes de la série.

3.3. Réarrangement.

REMARQUE 4.26. On peut permuter un nombre fini de termes d'une suite sans mo-
difier sa convergence ou sa limite. C’est faux pour une infinité de termes.

EXEMPLES 4.27. 1)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
l-—+=-——-+—-——=+ - #Fl+ -+ -+ =-——+
2 3 4 5 6 3 2 5 7 4
mais les deux séries convergent car

S‘i 1,1 1
" lak-1 0 4k+1 2k

qui correspond a une série alternée avec

. 8k
Ual = =
8" Ak—1 " ak+1 16k2—1
1
Ugk+4 = ﬂ

et on a bien upy4q < Usk < Uzk—2, donc la série converge et S, a une limite.
Comme Sy;+2 < S»;, la limite de la série n'est pas In(2) car In(2) = 0,693 et la
somme est supérieure.

1
(2) On peutréordonner ). (_1,)1% de facon a la rendre divergente en permutant les

termes de maniere appropriée.
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4. Exercices

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théoréme ou donner un
contre-exemple)
(a) Une série dont le terme général tend vers 0 est convergente
(b) Une série de terme général uy tel que limy. k|u| = 1 diverge
(c) Une série de terme général uy tel que limy K lugl =1 converge
(2) Dire si les séries suivantes sont absolument convergentes ? Convergentes?
+00 (_ 1) k

@ ).

oy log(k)
+00 i
b) Z sin(k)

2
k=1 k

1t cos(k)

(©) ,; K2 _log(k)




Chapitre 5

Suites et séries de fonctions

1. Généralités

On va voir qu’il y a plusieurs définitions de convergence pour les fonctions. La plus
évidente est

DEFINITION 5.1 (Convergence simple). Soit ( f;,) »>1 une suite de fonctions définies
sur un intervalle I de R. On dit que la suite converge simplement vers une fonction f
si pour tout x € I la suite (f,(x)), -, converge vers f(x).

EXEMPLES 5.2.

(1) (o

o )n>1 converge simplement vers 0

(2) (e”x)n>1 converge simplement vers Yo sur ] —1,0] ou yo(x) = 0 pour x <0
20(0) = 1. Elle ne converge pas sur ] — 1, 1][.
(3) (1+%)” converge simplement vers e* car nlog(1+%) ~n-% — x.

On voit que, partant de fonctions continues, la limite simple est parfois continue,
parfois discontinue (exemple 2). On introduit alors une autre notion :

DEFINITION 5.3 (Convergence uniforme). Soit ( fn) a>0 Une suite de fonctions défi-
nies sur un intervalle 1. On dit que ( fn)n>0 converge uniformément vers f si la suite
dn =sup ;| fn(x) — f(x)| tend vers 0.

Il s’agit donc de majorer | fanx)—f (x)| par une quantité indépendante de x et ten-
dant vers 0.

EXEMPLES 5.4.
(D |%| < % donc Snzx converge uniformément vers 0 sur R.

n
(2) Six, = _nl, e —yo (xn)\ = ¢! ne tend pas vers 0, donc e"* ne converge pas

uniformément vers yo sur ] —1,0].

@3) |x-nn(1+2)| <| [ (1--25)dt]
<|fy wdr <5
siI=[a,b] avec a,beRona|x| <max{|al,|b|l} = M et donc

|x—nn(1+ %)| < A—,;I tend vers 0, et donc nln(1+ %) converge uniformé-
ment vers x.

51
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Par contre pour x, =nona

‘n—nln(l+%)‘ =n(l-In2)) #0

donc

‘n—nln(1+%)‘ =n

ne tend pas vers 0, donc la convergence n’est pas uniforme sur [0, +o0ol.

En termes de quantificateurs les deux types de convergence s’expriment comme
suit :

— pour la convergence simple
Vxel Ye>0 IN,Vn=N:|fnx)—f0)|<e

— et pour la convergence uniforme
Ye>0 IN Vn>=N Vxel |fu(x)-f0)|<e

i.e.la place de « Vx » fait la différence entre les deux types de convergence.

Bien entendu, la convergence uniforme est plus forte que la convergence simple.

Pour éviter des confusions, on ne dira JAMAIS qu’une suite de
fonctions converge, mais on précisera toujours «la suite de fonctions
converge simplement » ou «la suite de fonctions converge
uniformément ».

PROPOSITION 5.5. Si une suite de fonctions (fr) n>o définie sur I converge uniformé-
ment vers [ alors elle converge simplement vers f.

Un critere utile pour montrer qu’une suite de fonctions ne converge pas uniformé-
ment c’est de trouver une suite (x,) ,>o dans I telle que f;, (x,,) — f (x,) ne tend pas vers
0.

EXEMPLES 5.6. (1) (1+£)" netend pas uniformément vers e* car f;,(n)— f(n) =
2" — e" ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +oo

(2) fa(x) = x" ne tend pas uniformément vers O sur [0, 1] car f;, (1 — %) =(1- %)n —
e #0
En terme de graphes, dire que f, converge uniformément vers f c’est dire

que le graphe de f,, pour n assez grand, est contenu dans un tube de taille €
autour du graphe de f.
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FIGURE 5.1 — Convergence uniforme d’'une suite de fonctions

y

Sk
SIS

FIGURE 5.2 - Convergence simple d'une suite de fonctions vers 0.

2 Propriétés des limites de suites de fonctions
On veut savoir quelles propriétés permettent a la limite. Tout d’abord on a

PROPOSITION 5.7. Soit (fn)@0 une suite de fonctions sur I convergeant simplement
vers f. Alors

(1) Siles(f) n>0 Sont des fonctions positives alors [ est positive
) Siles(fn) W0 Sont des fonctions croissantes alors f est croissante

REMARQUES 5.8.
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(1) On a bien stir que si f,; <0 alors f <0.
(2) On en déduit quesi f, < g, et g, converge simplement vers g alors f < g.

(3) De méme si les f;, sont convexes, i.e V¢ € [0,1],Vx,y € I, f,(tx+ (1 -1)y) <
tfn(x)+ (1—1) f,(y) alors f sera convexe par passage a la limite de 'inégalité
ci-dessus.

On a maintenant une conséquence importante de la convergence uniforme.

THEOREME 5.9. Soit (fn)@() une suite de fonctions définies sur un intervalle I deR.
On suppose que (1) les f,, sont continues (2) f,, converge uniformément vers f. Alors f
est continue.

DEMONSTRATION. Soit xg € I, on veut montrer que f est continue en xp. Soit € > 0,
il existe N tel que pour n > N, |fn(x) —f(x)| <esurl.

On écrit alors

|f(0) = f (o) | < | F(0) = fv (0] + [ fv(x) = fv (x0) | + | fiv (x0) = f (30|

Les 1°" et 3°™€ termes de droite sont majorés par €. Le second est, par continuité de
fn, majoré par ¢ si |x — xo| <n. Doncssi [x — xol < ona|f(x) - f (x0)| <3¢ et f est bien
continue en Xxp. O

@ La convergence simple ne suffit pas!

EXEMPLE 5.10. Si fy(x) = x" sur [0,1], (fn) >, converge simplement vers f définie
par f(x)=0six#1, f(1) = 1. Les f, sont continues, mais f ne I'est pas.

REMARQUES 5.11. (1) Laréciproque est fausse : la continuité d'une limite n’en-
traine pas que la convergence soit uniforme. Par exemple sur ]0, 1[, f,,(x) = x"
a pour limite 0, mais la convergence n’est pas uniforme car

1-—] —e  #0

n

(2) Pour montrer la continuité d'une limite simple de fonctions sur I, il suffit de
montrer la convergence uniforme de f,, vers f sur les intervalles de la forme
[a, b] contenus dans I : en effet chaque point x( de I est dans un tel intervalle
et la continuité de f sur [a, b] entrainera la continuité de f en x €]a, b|.

x*

EXEMPLE 5.12. (1) Lasuite Sp(x) =X} | %

a<1car

converge uniformément sur |x| <

— pour x fixé la suite S, (x) converge car c’est une série absolument conver-
k
gente | 7-| < a* et ¥ a* converge.

k

— 18200 — S0l = |15, &
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+00 1

< Z |X|k<an+l'1_
k=n+1 —a

qui tend vers 0. Donc S, (x) converge uniformément vers Sy, (x) lorsque x| < a < 1.
On en déduit que pour tout a < 1, So (x) est continue sur | x| < a. Elle est donc continue
sur {x||x| < 1}.

REMARQUE 5.13. On verra que S (x) = —In(1 — x).

2. Intégration, Dérivation
11 s’agit ici d’intervertir limite d'une suite de fonctions et intégrale.

THEOREME 5.14. Soit (f,) n>o Une suite de fonctions continues définies sur un inter-
valleborné [a, b] = I. On suppose que la suite (fy) >0 converge uniformément vers une

fonction f sur I. Alors la suite de fonctions F,(x) = [ f,(t)dt converge uniformément
vers F(x) = [ f(n)dt.

COROLLAIRE 5.15. Sous les hypotheses du Théoréme la suite numeérique |, f fa(dt
converge vers fff(t)dt poura,bel.

DEMONSTRATION. En effet si F,, converge uniformément (ou simplement) vers F
onaF,(b) — F(b). ]

DEMONSTRATION DU THEOREME. La convergence uniforme de f; vers f dit que
Ye>0IN,Vn>= N |fu(x)- f(x)| <e. Maisalors | [ fu(hde— [ f(dt| <

X
f |fa() = f(D]|dt<eb—a)
a

donc F,, converge uniformément vers F. 0
EXEMPLE 5.16. Z xk pour |x| < a<1, plus précisément f,(x) = ZZ:O xk =
n+1

1 x converge unlformement vers = sur ] —a,al.

+1
converge uniformément vers fo l—t —In(1 - x).

Doncfo fudt=%7_, k+1

REMARQUE 5.17. @ Lénoncé est faux sil'intervalle n’est pas borné! Par exemple

ln(x)

1 converge uniformément vers 0 sur [1, +o0[, mais sa pI‘ll’l’llthB qu1 converge vers

0 ne converge pas uniformément vers 0, car si x, = e”*, on a ln(Tx") =1#0.

On va utiliser le théoréme ci-dessus pour obtenir un résultat sur les dérivées, mais
il faut faire attention a ce que I’hypotheése porte sur les dérivées.

THEOREME 5.18. Soit(f;) n>1 Unesuite de fonctions C! d’'un intervalle I. On suppose

(D) (f},),> converge uniformément vers g sur I

(2) 1l existe xo € I tel que f;, (xy) converge vers une limite l.
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Alors il existe une fonction f de classe C' sur I, telle que f' = g et f,, converge uniformé-
ment vers [ sur tout intervalleborné [a, b] avec a,b € I.

THEOREME 5.19. 1) On a en particulier que si I est un intervalle fermé [a, b], la
convergence est uniforme sur I = [a, b].

2) Il résulte de la conclusion que dans tous les cas f, converge simplement vers [ sur
I.

DEMONSTRATION. On a pour x dans [a, b]

Fold) = fi (xo)+f Fldt

et on applique le théoreme précédent a ( f;,) sur [a, b]. Donc f, converge uniformé-
ment vers [ + f;f) g(t)dt = f(x) et comme g est continue, f est bien Cl et f' = g. 0

REMARQUE 5.20. (1) Onautilisé quesi f; converge uniformément vers f et a,
est une suite de limite a, a, + f,, converge uniformément vers a + f. Or pour
toute >0ona N tel que |a, —al <eet N, tel que si n > No, |fn(X) —f(x)| <e
sur I, donc si n > max (N, N»),

|an+ fu(x) = (@+ )| <lan—al+ | fulx) - f(0)]
2¢.

VANV/AN

2) @ Il est faux de dire que si f;, converge uniformément vers f alors f),
converge vers f”.
Par exemple f,(x) = converge uniformément vers 0, mais f; (x) =
cos(nx) ne converge pas Vers 0!

sm nx

3. Séries de fonctions
On va considérer les suites de fonctions de la forme S;,(x) = ZZ:O fr(x).

DEFINITION 5.21. On appelle série de fonctions de terme général fi.(x) la suite des
sommes partielles S, (x) = ¥.;_, fx(x). On dit que la série converge simplement sur I si
(Sn(x)) ;>0 converge simplement. On dit que la série converge uniformément si cette
suite converge uniformément.

REMARQUE 5.22. On écrit parfois "Y. ;%0 fi (x) converge simplement/uniformément”
pour dire que la série de terme général fk(x) converge simplement/uniformément.

EXEMPLES 5.23. (1) Z x converge simplement vers L sur ] —1,1[ et uni-

formément sur | — a, a[ pour a<l.
1
En effet ZZ Oxk = l—x’” etdonc

|Sn() - 1| = B

0 (cecine depend pas de x).
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(2) Lasérie) i B converge simplement sur R et uniformément sur [—a, a] (quel
k=0 kI 8 P q
que soit a). En effet, on a vu que pour chaque x € R la série converge (cf cours

sur les séries) etsi |x| < a

ak
1Sn(X) = Soo (DI < Y, =

k>n+1 k!

an+l +00 dk

S | L
(n+1)! = k!

an+1

e
(n+1)!

Orlim, 2= =0d 0 il existe N tel > N, e
rlimy, ¢,—; = 0 donc pour tout € > 0 il existe N tel que pour n > N, (n+1)'

[S5(X) — Seo(x)| < € pour |x| < a et la série converge uniformément sur [—a, a].

< edonc

On voit sur ce qui précede qu'on a tendance a raisonner en deux étapes. Tout
d’abord on montre que la série converge simplement vers une fonction Sy, (x), puis
on montre la convergence uniforme. La notion suivante permet de simplifier le rai-
sonnement.

DEFINITION 5.24. On dit que la série de fonctions ¥ ;%) fi(x) converge normale-
ment sur I s'il existe une suite de réels (a,) telle que (1) | f,(x)| < ap, YxeI(2) X ay
converge.

THEOREME 5.25. Soit ), fn(x) une série de fonctions qui converge normalement
sur I. Alors elle converge uniformément.

DEMONSTRATION. (1) Pour chaque x € I la série ) fi(x) est absolument conver-
gente par le théoreme du chapitre précédent. Notons S (x) salimite et Sy, (x) = X7 _ fi(x).

Alors [S,(x) = Soo (1) = | X720, i) <X | fix)| S Xi,, aksur 1.
Or la série } x>0 ak converge donc Verlﬁe le critere de Cauchy : pour n > N on aura
k n+1ak<£ Mais alors pour n > N, |S;,(x) — Seo(X)| < €. ]
EXEMPLES 5.26. (1) Lasérie} ;> M converge normalement sur R car w <

# etlasérie Z -z converge. Doncla serle converge uniformément et sa somme
est continue.

(2) La série ) ;> % converge normalement sur [1 + ¢, +oo[ (¢ > 0) car % < ﬁ

sur cet intervalle et )_ # converge. La somme de la série est donc continue
sur |1, +ool.

REMARQUE 5.27. On a traité le cas de séries de fonctions définies sur un intervalle
de R mais les mémes résultats sont vrais pour des suites ou séries de fonctions définies
sur un domaine (par exemple un disque D(a, r)) de C.
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THEOREME 5.28. Soit } > fi(X) une série de fonctions définies sur un intervalle
I. Si Y k>0 fx(x) converge uniformément sur tout intervalle fermé [a, b] < I, et si les f,
sont continues sur I alors (1) La somme de la série est continue sur I (2) Pour a € 1
et Fp(x) = [ fu(0)dr la série de terme général F,(x) converge uniformément sur tout
intervalle borné [a,b] de I et [; Y72 fi(dt = Y12 [ f(D)dt (en d'autres termes on
peut intervertir sommation et intégration).

DEMONSTRATION. S, (x) = ¥.}_, fi(x) converge uniformément vers Soo(x) = ¥ 12 fi.(x)
qui est donc continue.

D’autre part on sait que [ S,(f)dr converge uniformément pour x € [a, b] vers
[ Soo()dt. Or

X X n
f Sn(t)dt:f Y. frddt
a a

k=0

= Z[ fe(Ddt =) Fi(x)
k=0Ja k=0

qui converge donc uniformément vers F(x) = [ Seo(£)dt = [} Y1 fr(D)d. O

On a le méme type de traduction pour la dérivation.

THEOREME 5.29. S0itY i~ fi unesérie de fonctions C* surI telle que la série ¥ ;o [i(x)
converge uniformément sur tout intervalle fermé [a, b] de I et qu'il existe x, € I tel que
la série } > fr (x0) converge. Alors la série Y i~ fr(x) converge uniformément sur tout
intervalle borné [a, b) vers une fonction de classe C' et sa dérivée est ¥ i~ [i(x), cest-a-
dire:

(Z fk(X)) =) fil®.

k>0 k>0

DEMONSTRATION. La démonstration est analogue a la précédente. U

n . P . 7

EXEMPLE 5.30. (1) X075y converge uniformément sur tout intervalle borné
n-1

de R. Sa série dérivée }_, >, h converge aussi uniformément sur tout inter-

z n e b 2 . 2z 7 Ve
valle borné, donc ¥, 7y est de classe C! et est égale a sa dérivée. En répétant
I'argument, on voit que la somme de la série, qui est égale a e, est de classe
C*™.

(2) Soit la série .72 kx*='. Sur [-a,a] (a < 1), elle converge normalement car
ka*! < pk-1 pour a < b <1 et k assez grand, car
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ln(kak) = (k- 1) In(a) +In(k)

In(k)
=k-1D(1 —
( )(n(a)+ k—1)
. o . . In(k)
< (k—1)In(b) a partir d'un certain rang car khm & =0.
—+00

Or Y >0 x¥ est la série dont la série des termes dérivés est Y kx*1, qui
converge normalement sur [—a,a] et converge en x = 0. Donc ¥, x* est de
classe C! et a pour dérivée ¥ kx*~1. Mais ¥ k>0 xk = ﬁ, donc sa dérivée est

1 ’ T
2 C est-a-dire :

1
k-1 _
ka - (l_x)Z'






Chapitre 6

Séries de Fourier

On va s’intéresser ici a des fonctions périodiques, et la maniere de les décompo-
seren fonctions simples. Les fonctions périodiques les plus simples sont les fonctions
trigonométriques sin(kt), cos(kt) en réel et e’*’ en complexe.

1. Fonctions périodiques

DEFINITION 6.1. Soit f une fonction de R dans R.
On dit que f est T-périodiquesi VxeR f(x+T) = f(x).

REMARQUES 6.2. (1) Une fonction T-périodique est kT-périodique pour Vk €
Z.

(2) S’il existe un plus petit T > 0 tel que f soit T périodique on dit que T est la
période de f. C’est toujours le cas si f est continue.

(3) On peut voir une fonction T-périodique comme une fonction définie sur le
cercle de longueur T : on peut écrire

f(ezin%) = f(x)

. e i izl . .
est bien définie car €27 T = ¢*"T sj et seulement si x — y = kT et alors
t bien défi 2in y
s z( 2imX 2 2ipd) e
f(x) = f(y) doncles définitions de f (ezm T) etf (62’” T) coincident. On montre
facilement que f est continue ssi f est continue.
ikx

EXEMPLES 6.3. (1) sinx,cosx,sinkx,coskx, e'** sont 2xz-périodiques.

(2) Sionnote E(x)lapartie entiere de x, la fonction x — x—E(x) est 1-périodique.
On I'appelle partie fractionnaire de x. Notons qu’elle est discontinue en x € Z
car

Iim x-E(x)=1 lim x—-Ex)=0
x—k- x—k*

(3) Si f est définie sur [0, T'[, elle se prolonge de maniere unique en une fonction
T périodique sur R. En effet on pose

61
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FIGURE 6.1 — f(x) = x sur [-27,27], f(x) = x — E(x)

Flo=f(x- TE(%))
= f(x—kT) ou k est 'unique

entiertelque 0 < x— kT < T.

Notons que méme si f est continue, f n'est en général que continue par morceaux.

PROPOSITION 6.4. Soit f continue par morceaux sur R et T-périodique. Alors

b+T
f(dt Va,beR

a+T

b
f f(nde=
a

et [MTfwdt=[]fdr VaeR.
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DEMONSTRATION. Le changement de variable u = ¢ + T montre que fff(t)dt =

ff:TTf(u —T)du etcomme f(u—T) = f(u) cette intégrale coincide avec ff:;f(u)du.

Pour la seconde égalité, la relation de Chasles donne

T a a+T
ff(t)dr:f f(t)dt+f f(odt
0 0 a
a+T
—f f(odt
T

Mais les premiere et troisieme intégrales sont égales d’ou

a+T T
f f(t)dt:f fndt.
a 0
O

EXEMPLE 6.5. Si f est T-périodique et impaire fOT f(t)dt = 0 car cette intégrale

coincide avec [",%, f(t)dt. Or la primitive F de f est paire donc [}, f(ndt=F (L)~

F(-§)=o0. _

2. Séries trigonométriques (cas réel)

On a vu que les sin(kx),cos(kx) (k € N) sont 27 périodiques. Comme la somme
de fonctions 27 périodiques est 2-périodique, et la limite simple de fonctions 27 pé-
riodiques est 27-périodique, une série Y ;> ax cos(kx) + by sin(kx) - si elle converge
simplement - sera 2n-périodique.

DEFINITION 6.6. Une série trigonométrique (réelle) est une série de fonctions de la
forme Y ;> (ar cos(kx) + by sin(kx)), avec (ax) x>o, (bi) g1 réels.

Notons que comme sin0 = 0, on peut toujours supposer by = 0. Les théoremes dé-
montrés pour les séries de fonctions s’appliquent ici. Comme on vient de voir

— Si la série converge simplement, la somme de la série est 2r-périodique.
— Si la série converge uniformément, la somme de la série est continue.

— Sila série converge normalement, elle converge uniformément.

En particulier si } ;> |ax|+|bi| converge, la série est normalement convergente car

|ay cos(kx) + by sin(kx)| < |ag| + | bl

— Si la série dérivée converge uniformément (ou normalement) vers g, alors la
série converge uniformément vers une fonction f € C! telle que f' = g.
Dans notre cas la série dérivée est
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Z —kaysin(kx) + kb cos(kx)
k>1
et converge donc normalement si
Y k>1k(lag| +1bgl) converge.
cos(kx)
k2+1
est donc 2n-périodique et continue.

EXEMPLEG6.7. } ;>0

cos(kx)
k2+1

converge normalement car } ;> k2 7 converge. Lasomme
de la série Y ;>

3. Notation complexe

1kx ikx

kx_ ,—ikx —
€ —£¢ >+ permet d’écrire

La décomposition cos(kx) = iT, sin(kx) =
aj.cos(kx)+ by sin(kx) =

(ak— ibk)eikx+ (ak+ ibk)e—ikx
2 2

et posant ci = ‘”C_Tibk,
_ag+ iby
C_| = —2
et aicos(kx)+ bsin(kx) =
=) ro cpe e Notons aussi que c_,, = Cy,.
Inversement si Y5 o cpei™ et c_,, = ¢, on peut réécrire cette somme comme
)" a, cos(nx) + b, sin(nx) avec a, = 2Re(cy), b,, = —2Im(c,), n > 1 car

. 1 . 1 4
cpe!™ +c_pe” i = > (a,—ib,)e"™ + > (a,+ib,) e "™ = a,cos(nx) + b, sin(nx)

4. Séries trigonométriques complexes

+00 inx

Nous allons considérer des séries de la forme ) ;2

C_p=Cp.

cpe'™ sans supposer que

DEFINITION 6.8. Une série trigonométrique complexe est une série de fonctions de
R dans C de la forme }_;° cpe!™ avec ¢, € C.

—OO

DEFINITION 6.9. La convergence simple/uniforme de o Cne™

signifie que la
suite des sommes partielles k_ 1 Ck e'k* = 5, (x) converge 51mplement/ uniformément

vers une fonction Sy, (x).

DEFINITION 6.10. On dit que la série Y} __ c, e

série Y1 __|cy| converge.
n=

. converge normalement si la
—00

On a alors
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THEOREME 6.11. Silasériey. ;> ¢, einx converge normalement, alors la somme de
la série S(x) = Y722 . cne'™ est continue.

De méme

THEOREME 6.12. Si la série
fonction C! de dérivée

r olnllenl converge, la série Yy ;> . cpe'™ est une

+00 X
S'x)= ) incpe™
n=-—oo
DEMONSTRATION. Démonstration du ler théoreme En effet dans ce cas la suite
S, (x) converge uniformément vers S(x), vu que

IS0 = SpI<| Y cpe’™

|k|>n+1
< ) e
|k|>n+1
Or la série ) |cx| converge, donc le reste tend vers 0. O

DEMONSTRATION DU 2EME THEOREME. Ona S),(x) qui converge uniformément vers
Too(X) =X} incye'™
et S,(0) = Zk:_n Cr converge vers So,(0) = ZZZ‘iOO cr par le théoréme précédent. Par le
théoreme général sur les suites de fonctions dérivées on a que S,, converge uniformé-
ment vers Sy, et S, = Tro. O

Exemples

inx . 4 . 2
(1) X ez h converge et sa somme est continue. Par contre la série de terme gé-

Tz = 1|+",|12 ~ % n’est pas convergente et donc on ne peut pas conclure

la derlvablhté de la somme.

2) Ze

néral ‘

, car Z 1+n4 converge encore.

4 Coefficients de Fourier

La question que I'on se pose est la suivante : quelles fonctions 27z-périodiques
peuvent-elles s’écrire comme somme d’une série de Fourier et si c’est le cas, comment
trouver les coefficients ¢ (ou a— k, by).

THEOREME 6.13. Soit S(x) = ¥ ,c7 Cne'™ une série de Fourier convergeant unifor-
mément.

Alors ¢, = % 02” S(x)e " dx.
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La démonstration résulte de

LEMME 6.14. Sik#0ona
2
f e*ldr=0
0
et si k=0 l'intégrale vaut 2.
DEMONSTRATION. Pour k = 0 c’est immédiat car f02” 1dt = 2m. Sinon la primitive

de e'*" est +-e'*!, donc

2n e
f e*ldr = [ - ] =0
0 ik |o
OJ
DEMONSTRATION DU THEOREME. Comme la série converge uniformément, on a vu
que 'on peut intervertir somme et intégrale

2 . .
f Y cre e Mdt =
0

kez
2m .
Z Cr elkte—lntdt:
kez 0
2
D Ck
kez 0

27mcy.
On voit donc que si f(x) estla somme d'une série de Fourier, les coefficients sont

n .
el(k—n)tdt —

nécessairement donnés par

2m .
Cp=— fx)e "™ dx
21 Jo
[

REMARQUE 6.15. Notons que si f est réelle on a c_;,, = ¢, et on peut écrire la série

de Fourier en termes de cos(kx) et sin(kx)
nx - Cnelnx+ éne—lnx
_a - b _—_a . b
etposantc, =3 +izetc,=cp =5 —i5 ona
inx _ .
= a,cos(nx) + b, sin(nx)

cpe™ +c_ e

cpe'™ +c_pe”

ousin#0,
1 27

an:cn+E:; f(t)cos(nt)dt

0
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_ A 1 27
by=" 2 7 f(psin(mndr
T Jo

etag = [7 f(Ddt

DEFINITION 6.16. Si f est une fonction continue par morceaux et 2r-périodique,

on note ¢, = = 2 (H)e” " d¢t, et on appelle ¢, les coefficients de Fourier de f. On
21 J0 pp

dira que cpe'™ estla série de Fourier de f.
nez

DEFINITION 6.17. Si f est une fonction 27-périodique continue par morceaux a
valeurs réelles, on pose

1 2m
an:—f f(t)cos(nt)dt n>0
T Jo

1 21
b, =— f)sin(nt)dt n>0
b4
1 2n
apg=— f(t)dt
271 Jo

On les appelle coefficients de Fourier réels de f.

REMARQUE 6.18. On a vu que puisque les fonctions f(t) cos(kt) et f(¢)sin(kt) sont
2n-périodiques on peut prendre I'intégrale sur n'importe quel intervalle de longueur
2m. Par exemple

1 T
an,=— | f(t)cos(nt)dt
TJ-m

1 b/
bn:—f f(®)sin(nt)dt
TJ-m

1 T
= — ndt
ag - _nf()

On en déduit

PROPOSITION 6.19. Soit f une fonction 2m-périodique, continue par morceaux et d
valeurs réelles. Alors

(1) les coeff. de Fourier complexes vérifient ¢, =¢c_,
(2) Si f est paire les b,, sont tous nuls

(3) Si f estimpaire les a,, sont tous nuls

DEMONSTRATION. On a déjavule 1). Pour 2) et 3) on utilise les formules
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an:% f(t)cos(nt)dt

b,Z:% f)sin(nt)dt

Si f est paire f(f)sin(nt) est impaire donc sa primitive est paire et b,, =0
Si f estimpaire f(¢) cos(nt) estimpaire et a, = 0. O

DEFINITION 6.20. Si f est 2z-périodique, continue par morceaux et a valeurs réelles
on appelle série de Fourier réelle de f la série ;> a,.

REMARQUE 6.21. Si au lieu de fonctions 27-périodiques on a des fonctions T pé-
riodiques, les définitions et théoremes ci-dessus s’adaptent facilement puisque si f est
T périodique f (x%) est 2m-périodique. Une série de Fourier sera donc de la forme

2minx
Y cpe T et

1 T _ 2innt
cn:? | fe T dt

et de méme dans le cas réel

2 (T 2nnt
an:?fo f(t)cos( T )dt n>0

2 (7 2nnt
b”:?f f(t)sin( n )dt n>0
0

T
1 T
aoz?ﬁ f(l')dl'

5. Convergence de la série de Fourier d’'une fonction
11y a en fait deux questions :
— la série de Fourier de f converge-t-elle?
— sa somme est-elle égale a f?

Disons tout de suite que c’est un probleme difficile : on donnera des conditions
pour que la réponse a ces deux questions soit positive, mais pas la condition optimale.

EXEMPLE 6.22. Soit f(¢) = tsur [0,27[ et notons encore f lafonction 27z-périodique

définie sur R coincidant avec f sur [0,27[. La fonction f est continue par morceaux et
discontinue en 2k7.

C’est une fonction réelle, et les coeff. de Fourier réels sont donnés par

If2 2n
ag=— tdt:[—] =T.
4 0
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pourn>1a,=+ 02” tcos(nt)dt

t 2T 1 27 sin(nt
= |—sin(nt) ——f ( )dt
n o nJo n
=0-0=0
bn:—f tsin(nt)dt = [—cos(nt)
T Jo nim 0
27 cos(nt 2
+f ( )dt:——
0 nmn n

La série de Fourier réelle de f est donc

-2

n>0 n
Or en x = 27 la série converge vers

sin(nx)

n# f2m) =0.
Notons que limy_.o;- f(x) = 27, lim,_o,+ f(x) = 0 et & est la moyenne de ces deux
valeurs.

Le théoreme suivant montre que c’est un phénomene général

THEOREME 6.23 (Théoreme de Dirichlet). Soit f continue par morceaux et 2m-
périodique deR dans C. Soit xo € R, on suppose :

a) les limiteslimy_. - f(x) = f(x;) et
lim f(x) = f(xg)
x—»xo
existent
b) f estC! par morceaux
— +
Alors la série de Fourier de [ converge en x, vers w
REMARQUE 6.24. Ce n’est pas un résultat de convergence uniforme! Le théoréeme
donne la convergence simple de la série en xp.

EXEMPLE 6.25. La fonction f de I'exemple précédent égale ¢ — 2k sur [2krm, (2k +
2)7[, elle est donc bien C! par morceaux. D’autre part f(xy) = f(xg) pour xo €12k, (2k+
2)m| et

fRkr)=21 et fRkrn")=0

Donc
sin(nx)

x=m-2)

n=1

sur 0,27
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COROLLAIRE 6.26. Soit f une fonction C! et 2n-périodique. Alors sa série de Fourier
converge simplement en tout point x.

DEMONSTRATION. En effet, f est a fortiori C! par morceaux, et comme elle est
continue, f(x;) = f(x§) = f(xo) et sa série de Fourier converge donc vers f(xp). U

EXEMPLE 6.27. Soit f(x) =—-1six€]-m,0],

f(x)=0 six=0
fx)=1 sixe]0,n|

que I'on étend a R comme fonction 27-périodique. Elle est évidemment C' par mor-
ceaux, impaire donc ses coefficients de Fourier réels sont :

a,=0

bn:% f)sin(nt)dt

0

:l (=D sin(nt)dt + lf () sin(nt)dt
TJ-7 7w Jo

T

1

T

cos(nt) 0 1
+ —

_cos(m‘)

n n T n
2

=—1-(-D"
nn

{i sin=2k+1

0

nim

0 sin=2k

La série de Fourier de f est donc

4 Ji" sin(2k +1)x)
T o1 2k+1
etdoncsi x €]0, [
- é Z sin((2k+1)x)
T =1 2k+1

etsixe]—m,0f
1o é Z sin(2k+1)x)
T o 2k+1

Notons que la convergence ne peut étre uniforme, vu que la fonction limite n’est
pas continue. Pire, lorsque x s’approche de 0, la somme de la série ne reste pas entre
—1 et 1 mais "déborde" jusqu’a £1,09 : c’est le phénomene de Gibbs.
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6. Estimation des coefficients de Fourier et convergence uniforme

THEOREME 6.28. Soit f une fonction C! et2n-périodique a valeurs complexes. Alors :
(1) f' est2m-périodique et continue

(2) Les coefficients de Fourier (complexes) de ', c,,(f') sont donnés par
cn(f)=in-cy(f)

DEMONSTRATION. 1) On dérive f(x +2m) = f(x).
2) On integre par parties :

21

. . 21 .
fl(e™dr = [f(r)e‘””]o vin|  fme™de
0

21

0
2n

=in| fe ™drt
0

Casréel:

an(f') = nb,(f)
b, (f") = —nan(f)

On retrouve ces formules en considérant le cas des sommes finies: si f(x) = X7 ¢ (f) etkx,

ona
n

f’(x) — Z ik- Ck(f)eikx

k=—n
donc ¢, (f") =in-c,(f).
Si f(x) = ZZ:O ai(f) cos(kx) + by (f) sin(kx)

f/(x) =) —kar(f)sin(kx) + kby(f) cos(kx)
k=0

donc  ar(f") = kbi(f)
bp(f) = —kar(f)

THEOREME 6.29. Soit f une fonction C' et2n -périodique. Alors il existe une constante
M telle que pour toutne Z onalc,(f)| < %

DEMONSTRATION. Si g est continue et 27-périodique, elle est bornée par un nombre
M. Alors :

1 27
<— Nidt<M
ano g0

1 2 int
=|— e ""dt
lcn(8)I '27: 5 g(e

Soit alors f de classe C! et 2r-périodique. Alors f’ est continue et 2r-périodique
donc | ¢, (f) < M et comme ¢, (f) = 7-c,(f), on en déduit :

1 M
|Cn(f)| = mlcn(fl)l =—

|n|
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O

COROLLAIRE 6.30. Si f estdeclasseC" (r = 0) et2m-périodique, il existe une constante
M telle que|c,(f)| < M

In|"

DEMONSTRATION. On raisonne par récurrence :
— vupourr=0(etl)
— supposons le vrai a 'ordre r et soit f de classe C"*! et 27-périodique. Alors f’
est C" et 2m-périodique donc
1 M M
len(H)I = Icn(f)l_— =

nl|nl”  |n|™1

0
On en déduit facilement un théoreme de convergence uniforme :

THEOREME 6.31. Soit f une fonction C? et 2n-périodique. Alors sa série de Fourier
converge simplement donc uniformément vers f(x).

DEMONSTRATION. Parle corollaire, ona |c,(f)| < % et comme la série Y lz converge,
la série 3 c,(f)e'"* converge normalement car 7! k2 <2¥7 k2 Le théoréme de
Dirichlet garantit que la somme de la série est bien f. U

REMARQUE 6.32. Un théoreme plus difficile a démontrer affirme que I'énoncé pré-
cédent reste vrai pour f continue et C! par morceaux.

6.1. Phénomene de Gibbs. Si
f(x)=1sur]0,n|

=0en0
=—1sur]—m,0[
la série de Fourier de f est 2y re %’ﬁlm
Sion regarde Sp(x) =2 ¥ 1 %’ilm elle atteint un maximum en x = 7 (vérifier
que S}, (x) =2 ¥ 7- cos((2k +1)x) = 2900y,
Ona alors :
my 4" lsin(k+)n/n)
s(2)-2%
n/ mwizm @k+Drmin
1 .
sin(2mx
y f snn)
0 27X
Or % =1- 62 + ll%x +... etle reste est toujours inférieur au dernier terme
écrit. Donc:
T 4n® 167"
Sn(~) =41 +
n 18 600

=~1+2-(0,089...)
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Plus généralement, si f a une discontinuité en xp avec lim,._, X FO)-limy - f(x) =
a, on aura que la série de Fourier de f en xy "déborde" ala valeur :

f(xo) +a-(0,089...)

6.2. Formule de Parseval. Il s’agit d’utiliser les séries de Fourier pour calculer la
somme de certaines séries.

THEOREME 6.33 (Formule de Parseval). Soit f une fonction continue par morceaux
et 2 -périodique. Alors :

S 2
Y len(PIF = f lf()l°dt
nez 2m Jo

Si f est a valeurs réelles, on a :

1
E(an(f) —ibp(f))=cu(f) n=1

1
E(an(f) +ibn(f)) = c-n(f)

donc ey (NI +le-n(HI? = $(an(NI* +bp())I?)
etlco(N)I? = laog(f)I1?, d'oiv:

2+§1(2+b2) lfznlf(l‘)lzdl‘
a —(a =—
A Ry

REMARQUE 6.34. La formule de Parseval est vraie méme si on n’est pas dans les
conditions d’application du théoreme de Dirichlet.

DEMONSTRATION POUR f € C2. Dans ce cas, on sait que la série de Fourier converge
normalement.
oitalors S, () =YY"  cre'™’, alors:
Soitalors S, (1) = X7__, cke'*!, al

ISn(OF = Y c,cqe’ PPt
Ipl=n
lgl=n

donc:
27 n
f Su(Odr=21 Y lcyl?
0 p=-n

car f02” e!P-Digr=0sip #q.

Or S,, converge uniformément vers f (par convergence normale) donc S, () converge
uniformément vers | f (1)|? car :

la—b|<e=|lal—-|b||<eet

lal* - |b|* < e(|al + b))
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donc |S,(t)— f(D)|l<e=
1Sh(DIF=1f (> < (SO +1f (D))

<(2M+¢€)e
ou M =sup,|f(1)l.
Donc [;" |f(OPdt =1im,, [ 1Sp(OPdt =1im, Y7 lckl? = Y ez okl O
EXEMPLE 6.35. Soit la fonction 27-périodique égale a f(f) = t sur [0,27n]. Ses coef-
ficients de Fourier sont donnés par ay(f) = 7, a,(f) =0 pour n>0, b, (f) = —%
3
2T\ F()Pde = 2T 2dr =82
Parseval :
1 27 1 +00 4
— | Pdt=n*+=) =
devient :
Am?

2 +00
— =r*+2) =

7[2 too |
6 k2
6.3. Applications théoriques.
THEOREME 6.36. a) Soit f une fonction continue 2m -périodique. Si tous les co-

efficients de Fourier de f sont nuls, alors f = 0.

b) Soient f, g continues 2m-périodiques ayant mémes coefficients de Fourier. Alors
f=s

DEMONSTRATION. a) Sic,(f)=0,0na:

27
f FO12de=0
0

Mais si f(#y) #0, il existera € >0, >0 tels que | f ()| > e sur ]ty —mn, fp +nl, d'ou:

21
f If(0)2dt=2e°n>0
0

Donc f =0.
b) On applique a) a f — g, car ¢, (f — &) = cu(f) — cn(g). 0J

COROLLAIRE 6.37. Si f est continue et 2m-périodique. On suppose que la série de
Fourier de f converge uniformément vers g. Alors f = g.

DEMONSTRATION. La convergence étant uniforme, g est continue, et par un théo-
reme de la section 4, c,(g) = ¢,(f), donc ¢,(g) = c,(f), dou f = g par le théoréme
précédent. ([l
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7. Applications aux équations aux dérivées partielles

Considérons par exemple I'équation des cordes vibrantes :

0°u  ,0%u
——-c"—=0
0t 0x?
u(0,t) =u(r,t) =0 conditions aux limites
u(x,0) = f(x)
ou . .
E(x, 0) =0 conditions initiales

Si on oublie les conditions initiales et on pose ¢ = 1, on voit que u,(x, t) = €'’ sin(nx)
est solution, mais :

u,(x,0) =sin(nx)

Mais par linéarité, ona que }. c,ei"tsin(nx) est solution avec u(x,0) = ¥ ¢, sin(nx).
Si f(x) avait un développement en série de Fourier de la forme :

fx) =) fusin(nx)

n=1

on aurait comme solution :
Y fne'" sin(nx) = u(x, 1)

Notons que si la série définissant f est normalement convergente, il en est de
méme pour celle définissant u, car | fnei”” | = |fnl. Cest en particulier le cas si f est
C? et 2n-périodique. Or si on étend f en une fonction impaire sur [-m, 7], elle s’étend
en une fonction impaire, 27-périodique et C?> par morceaux. Elle est donc somme de
sa série de Fourier, et étant impaire, on n’a pas de termes en cos(nx). D’ou :

f(x)=)_ fusin(nx)

et '’équation des cordes vibrantes a pour solution :

Y fae'™"sin(nx)
en complexe, et :
ulx,t) = an sin(nct)sin(nx)
en réel.
Sila condition initiale est :
ou(x,0) .
——— =g(x)=)_gnsin(nx)
ot
la solution devient :

u(x, )= Y_ facos(nct)sin(nx) + Y g—'Zsin(nct) sin(nx)

n=1 n=1
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8. Inégalité isopérimétrique
Soit y(#) une courbe fermée de classe C?> du plan. On veut montrer que l'aire en-
tourée par la courbe est maximale, la longueur de y étant fixée, lorsque y est un cercle.

Posons y(#) = (x(1), y(t)) avec y 2n-périodique (donc x et y aussi). La longueur de
la courbe est donnée par l'intégrale du vecteur vitesse :

2n
L(y):f \ X (0% + Yy (0)?dt
0

Si on parcourt la courbe a vitesse constante v, on aura x(¢)? + y(£)? = v? et :

21 ) ) ) ) ) L2
fo (x(O*+y())dt=2nv =5

Laire de la courbe est donnée par :
2n 2n

1
A= | y(t)ic(t)dtzifo (DX - x(O)(D)dt

en utilisant I'intégration par parties.
Posons z(t) = x(t) +iy(t) € C, alors % (£) + y*(£) = |2(D)|?.

iy —yx=Re(iz()z(1))

Si z(f) = ¥ jez z1e'¥!, la série est normalement convergente car z € C? et :

2m
f G2 +ydder=2n Y K|zl
0 kez

par Parseval.

2n - o ' .

f iZ(f)Z(t)dt:f (Z ikzkelkl‘) (Zz—[e—zlt)dt
0 0 kez lez
=Y iklzel = Y KPlzxl?

kez kez

Donc A< %Z k2| zi)? < %,
si A=nr?etL=4nA. De plus, on a égalité si on doit avoir zx =0 si k # 0,1, i.e.
z(t) = zg + z1€'%, donc :
x(t) = x9 + x1 cos(&) — yy sin(¥)

y(8) = yo + x1 sin(z) + y; cos(¥)
et (x(1), y(2)) est un cercle de centre (xy, yo) et de rayon /xf + yf.



Chapitre 7

La Transformée de Fourier

1. Introduction

On va introduire la transformée de Fourier de fonctions a support compact, puis
on généralisera, ce qui ne présente pas de difficulté avec ce que 'on a vu sur la conver-
gence des intégrales, aux fonctions a décroissance rapide.

Il s’agit d'un analogue des séries de Fourier dans le cas de fonctions non-périodiques.
Lidée de base est de décomposer un signal (par exemple un signal sonore) en ses fré-
quences, c’est a dire des signaux de la forme e“?.

Dire que le "La" est a 440 Hz signifie que le signal émis par un instrument jouant la
note "La" est "principalement" e?"“#40? mais chaque instrument ayant un son diffé-
rent le son émis est en fait

f(t) — e2iﬂ(440)t+ r(t)

ol r(t) est "principalement” composé d’harmoniques du "La" c’est a dire de "La"
des octaves supérieures, i.e. 880 Hz, 1760 Hz i.e. ek2in(440)t mais aqussi d’autres fré-
quences qui caractérisent l'instrument. C’est ce qui fait que d'une part on reconnait
lorsqu’un violon et un piano jouent tous les deux un "La", mais qu’on distingue le "La"
joué par un violon du "La" joué par un piano.

Ce chapitre a pour but d’'introduire aussi les différentes applications et interpréta-
tions physiques de la transformée de Fourier. Bien que dans certains domaines (le trai-
tement de 'image par exemple) elle soit remplacé par les transformées en ondelettes
(par exemple dans JPEG), elle reste un outil incontournable, aussi par sa simplicité et
sa naturalité.

2. Transformée de Fourier de fonctions a support compact et premieres propriétés
Commencons par la
DEFINITION 7.1. On appelle fonction a support compact une fonction nulle en de-

hors d'un intervalle borné. On note Cé“ (R,C) (resp C(’f (R,R)) 'espace des fonctions cka
valeurs complexes (resp. réelles) a support compact.

REMARQUES 7.2. (1) Un ensemble compact dans R est un ensemble fermé
contenu dans un intervalle borné. Une fonction a support compact est donc

7
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simplement une fonction dont le support est borné. Mais la terminologie uni-
versellement admise est celle de « fonction a support compact » méme si pour
nous on pourrait dire « fonction a support borné ».

(2) 1l est facile de construire des fonctions continues a support compact. A peine
plus difficile de construire une fonction C! a support compact : prendre la pri-
mitive d'ue fonctions continue a support compact et d’'intégrale totale (i.e. de

—o00 a +oo) nulle. L'existence de fonctions C* a support compact n’est deve-
nue claire qu’au 19eme siecle, par exemple la fonction

1/x?

7.1) £ = {e‘ six=0

0 sinon
est bien C*°. Du coup g(x) = f(x)- f(1 — x) s’annule en dehors de [0, 1].

(3) On fera attention a ce que les fonctions de C(’)‘(IR,C) n’ont pas toutes le méme
support! Cependant la somme de deux fonctions a support compact et le pro-
duit de deux fonctions dont I'une au moins est a support compact, sont a sup-
port compact.

Nous pouvons alors poser

DEFINITION 7.3. Soit f une fonction dans C3°(R,C). Sa transformée de Fourier est
la fonction

R 1 +00 .
(k) = —f (e *dr
f vV 27 J-o00 f

La question de la convergence de l'intégrale ne se pose pas, puisque la fonction a
intégrer est a support compact.
Tout d’abord on a

PROPOSITION 7.4. La transformée de Fourier est linéaire de Ci° (R, C) dans C'(R,C).
En d’autres termes

frg=f+g
A-fH=Af

REMARQUE 7.5. Attention, la transformée de Fourier d'une fonction a support com-
pact N’EST PAS, en général (en fait jamais, sauf si la fonction est nulle) a support com-
pact. Malheureusement nous ne sommes pas a ce stade capables d’en donner une
preuve ou méme un exemple.

Voyons quelques autres propriétés de la transformée de Fourier

PROPOSITION 7.6. Pour f € Ci°(R,C) notons T,f la fonction définie par T, f(t) =
f(t—a). Alors
Tof (k) = e “* f (k)

(€9t f) (k) = Tof (k) = f(k—a)
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DEMONSTRATION. En effet

+oo , +00 . ' oo ‘
f ft—awe ™ dr :t:a+uf flwe tkarv) gy — e_’k“f fwe *duy
et

+00 | . +00 . N
f elkaf(t)e_lktdt:f f(t)e_l(k_a)t_adu:f(k—a)

(e9)

O

Intuitivement If( k)| estla "taille" de la composante du signal de fréquence % Siun
signal est décalé dans le temps, cette composante ne change pas : comme |e‘i ak | =1,
T | =17l

Dans la suite on notera indifféremment [*° ou [, et f ou F(f)

ona

PROPOSITION 7.7. On a pour f € C3°(R,R)
F (k) = —ikF (f) (k)

et
F(tf)k) =F () (k)

DEMONSTRATION. On a
F(f(k) = ff(t)e_””dt =1pp f(De” ”“ lkff(t)e ikt gy

et

a _; . —i
g(f)'(k):ff(t)—e ikt gy = —zkff(t)e ikt gy
R dt dérivation sous R
le signe intégrale
Notons que dans les deux cas les intégrales sont des intégrales de fonctions nulles hors
d’un intervalle borné et donc I'interversion de I'intégration et de la dérivation ne pose

pas de difficulté. O

On veut étendre la définition de la transformée de Fourier a une classe de fonctions
plus large.

DEFINITION 7.8. On appelle espace de SchwartzE] et on note .¥(R,C) (ou souvent
simplement %) I'espace des fonctions f € C*°(R, C) telles que pour tous les entiers p, g
la fonction x? f @ (x) soit bornée.

REMARQUE 7.9. On aurait aussi bien pu demander que x” f?(x) tende vers 0 en
+oo puisque si tP7! @ () est bornée, t” f9(t) tend vers 0 en +oo.

PROPOSITION 7.10. Si f € & alors f' et t f sont dans # et la transformée de Fourier
FHE) = Jof (t)e" K dt est bien définie et vérifie les propriétés des Propositions et
Z2

1. Ainsinommé en ’honneur de Laurent Schwartz (1915-2001), inventeur de la théorie des distribu-
tions, dans laquelle la transformée de Fourier joue un grand role. Il fut le premier récipiendaire francais
de la médaille Fields en 1950.
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DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que si t” f(q)(t) est bornée quel que soient les
entiers p, g, il en est de méme pour t”(f")9(¢) = tP f971(¢) ce qui est évident. Le cas
de ¢ f(t) se démontre de la méme maniére. Par hypothése on a (1 + %) f(¢) est bornée,
donc il existe une constante M telle que | f(#)| < lﬁz et donc l'intégrale [ f (1) e ikigy
est absolument convergente. Montrons que % (f')(k) = —ikZ (f)(k), les autres iden-
tités sont laissées au lecteur, leur démonstration étant analogue. La convergence de
l'intégrale définissant & (f') entraine que celle-ci égale lim ;..o [ f'(t)e"'dt et en
intégrant par parties

a ) a ] ita 4 .
f/(t)e_lktd[: f’(t)e—lktd[:[PP f(l—)e—lkt] —lk f(l.)e—lkl’dl_
—-a —-a —a —a
Comme lim .o f(1)e” ] = 0 on en déduit

+00 . a . a .
f f(e *dr= limf e ™®dr | fle*dr=
-0 a—0J_q -a
+00

a . .
—ik hmf fe *Fdr=—ik fne *tar
—-a —00

a—oo

3. Convolution

Un filtre est un processus qui associe a un signal d’entrée e(t) un signal de sortie
s(t). Deux propriétés des filtres sont utiles et souvent vérifiées en premiére approxima-
tion :

(1) linéarité : si e; (t) donne s1(¢) et ex(t) donne s»(t) alors e (1) + e»(t) donne s1(£) +
So(t) et Aeq(t) donne Asy ()

(2) indépendance du temps : si e; (£) donne s, (1), alors e; (f — a) donne s, (f — a)

Avec quelques hypotheses naturelles supplémentaires, le filtrage est alors donné
par une convolution

s—sxh
ot (s* h)(x) = ["2s(x— Hh(D)dt

DEFINITION 7.11. Soient f, g deux fonctions de C3°(R,C). On pose

+00
(f+*gx) :f fx-0gdte
THEOREME 7.12. Si f,g € C°(R,C),
(1) f*geCPR,C)
2 frxg=8x*f
3) f*gk) =v2rfkgk.
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DEMONSTRATION. (1) Si f estnulle hors de [a, b] et g nulle hors de [c, d], alors
sixesthorsde [a+c,b+d]onaquesitelcd],x—t¢[a,b] donc

flx—-1t)g(®)=0.
—sité¢c,d]l f(x—1)g(t) =0doncl'intégrale est nulle.

(2) Le changement de variable u = x—tdonne ("5 f(x-1)g(tdt = - [ f(u)g(x—
wdu :ffozof(u)g(x— wydudonc fxg=gx f.
(3) Ona

+00 . +00 p+oo )
f (f*g)(x)e_’kxdx:f f fx-nge *drdx

(o.0]
D’apres Fubini on peut intervertir les intégrations d’ol1 on obtient

+00 +00 .
f g(t)(f f(x—t)e"kxdx)dt:

+00 X A
V2n g(ne * fydt
en utilisant 7, f (k) = e~ ¥ f(k) = V278 (k) f (k) d’ot la formule. O

4. Inversion de Fourier et Plancherel

On a alors les résultats suivants. Le premier nous dit que la connaissance des com-
posantes fréquences permet de reconstituer un signal

THEOREME 7.13 (Formule d’inversion de Fourier). Si f € & alors & (f) est dans &
etona

F(F()Hx)=f(—x)
En d’autres termes

flx) = f©e*de

|
2w JR

REMARQUE 7.14. La formule d’inversion de Fourier écrit f comme superposition
de fonctions x— e** de fréquence %, chacune pondérée par f($).

EXERCICE 7.15. Montrer que f est réelle si et seulement si f est paire.
Un autre théoreme important est

THEOREME 7.16 (Formule de Plancherel). On a pour f dans . l'égalité

f |f(t)|2dt=f QIR
R R

2. suivant les domaines, on dira "ondes monochromatiques” ou "son de fréquence...", etc.
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Ce théoreme est important car il permet d’étendre la transformée de Fourier a
toutes les fonctions de carré intégrable, i.e. telles que l'intégrale [, | f(1)|*dt est conver-
gente, mais nous ne le ferons pas ici. Par contre une conséquence de la formule de
Plancherel est la suivante

COROLLAIRE 7.17. Si f est dans . et que g a une transformée de Fourier continue,
ona

fR FOg©&dE = fR f(gwade
DEMONSTRATION. Rappelons que uv+uv =2Re(uv) = lu+vl|2—|ul® - |v|2. Ecrivons

2Re f fgtdt =2 f Re(f()g(t)dt = f If(t) + g(t) > — f If(0)1% + f lg(t)|?dt =
R R R R R

f 7 + &) 2dé - f FORde + f BE)2dE =2 f Re((€)3(6)d¢ = 2Re f O3
R R R R R

En remplacant f(¢) par —i f(¢) et donc f(f) par —i f((f), et en utilisant Re(—iu) = Im(u)
on obtient

Im fR f(Og(Hdt=Re fR —if()g(t)dt = Re fR —if(©)g(¢&)dé = Im fR f(&gE)de

En conclusion les parties réelles et imaginaires de fR f(ngndt et er f((f )§(§ )d¢& coin-
cident. Ces quantités sont donc égales. U

Nous allons maintenant donner des applications de ces résultats qui seront dé-
montrés a la fin de ce chapitre.

5. Exemples et Applications

_p2
5.1. La Gaussienne. On définit la fonction de Gauss G(f) = e2 et Gy(t) =

1
V2n

PROPOSITION 7.18. Ona que Gq €. et Gg = V/aGy/q.

DEMONSTRATION. On montre par récurrence que G?(t) = P,(f)ez ol P4 est un
polyndme de degré g. Par comparaison des polynomes et des exponentielles, on voit

_42
que G (1) et PGP (1) tendent vers 0 en +oo. Or on a bien G (1) = P,(f)ez pour

p = 0! Supposons la propriété vérifiée a I'ordre g et montrons la pour g+ 1. On a
2 2

_ 42 _42 _ _
G (1) = (GD) (1) = (Py(Ne s ) = P (H)es — tPy(t)e ™ = [P}(1) + tPy(t)]e T
Comme [Pé,(t) + tP4(1)] est un polynome de degré g + 1, la propriété est bien vraie a

I'ordre g + 1. Maintenant G'(f) = —tG(t) donc en prenant la transformée de Fourier
2

—i&G(&) = iG (&), soit G (&) + EG(E) = 0. On en déduit que (A}(cf)e% a une dérivée nulle
~ —;:2 ~
et donc G(&) = Ce™2 . Il faut donc identifier la constante C. Or G(0) = % er G(tdt et
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on sait que cette intégrale vaut V271 donc G(0) = ﬁ et donc G = G. Le cas de G, se

démontre par un changement de variable.
On a G'(x) = —xG(x) donc ikG(k) = —i(G)'(k) soit (G)'(k) = —kG(k) Donc G et G
vérifient la méme équation différentielle du 1°" ordre

U (x) + xu(x) =
Il suffit de vérifier que G(0) = G(0) pour conclure G = G. Or G(0) = \/_ et G(0) =

f+°° —?dtOrsiI:ffc;Oe'?dtona

+00
f f dxdy
+o0 P21 )
= f f e 7 rdrdo
0 0

en posant x =rcosf y=rsinf

\/ﬁ

cosf@ -—rsinf
dx-dy—det( sinf  rcosd )dr-d@
=rdrdf
O
G(x)
‘ ‘ ‘ X
—4 -2 2 4

FIGURE 7.1 — Courbe de la fonction densité de la loi de Gauss.

5.2. Formule de Poisson et applications en théorie du signal. On commence par
montrer

PROPOSITION 7.19 (Formule de Poisson). Soitf € . Alorsona
~ 26]7[ Ztnqt

Y fe+pT)= Zf(—

pezZ qez
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DEMONSTRATION. Lidée est de rendre f périodique de période T et d’appliquer le
théoreme de convergence des séries de Fourier pour les fonctions C* T-périodiques.
Tout d’abord montrons que si f € & la fonction }_ ,c7 f (¢ + pT) est bien définie, C*™ et
T-périodique. En d’autres termes il suffit de montrer que la série converge uniformé-
ment sur tout intervalle borné ainsi que la série de ses dérivées a tous les ordres. Mais
comme si f est dans .¥ ses dérivées a tous les ordres le sont aussi il suffit de démontrer

LEMME 7.20. Si f € & la série ) ,cz f(t+ pT) converge uniformément sur tout in-
tervalle borné vers une fonction C*.

c

DEMONSTRATION. On a par hypothese que | f(7)| = 1=z donc
C
Ift+pDl<s ) ———
p;Z p;Z 1+ (t+ pT)?

. t+pT . ; . R
etsite[—aT, aT]et p—’; converge uniformément vers 1 donc il en est de méme pour

272
p-T , T 1 <
TrapT Cesta dire que pour p assez grand T S 7

terme général # converge, la série }_,c7 f (¢ + pT) converge normalement donc uni-
formément sur [-aT, aT]. Sa somme est donc continue. UJ

22T2 et comme la série de

D’apres le Lemme on a donc que F(f) =} ,cz f(t + pT) est T-périodique et C™.
Elle est donc somme de sa série de Fourier. Calculons ses coefficients de Fourier :
-iq o (T

o T 21t —igent
cq(zv):?f0 fwe T dr==1 | sz(t+pT)e T dt
pE

Comme la série est uniformément convergente sur [0, 7] on peut intervertir som-
mation et intégration et en effectuant sur chaque terme un changement de variable
u=t+pT

T —iq2nt
) A f(t+pTDe T dt
peZ

(p+1T —2ign(u—pT)
= Zf fwe 1T du
pezdpT

27
cq(F) = —

=2iqnpT (p+l)T =2iqnu
= Z e~ T f fwe T du
p

pez T

+oo —ig2nu
:f fwe T du
_ (2
_4T)
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La série de Fourier de F est donc

Z (2ﬂq) 20t

qu

comme annonceé. O

6. Le théoréme de Nyquist

On suppose avoir un signal (i.e. une fonction) dont on sait a priori que la transfor-
mée de Fourier est dans un intervalle [—a, a] ce qui signifie que ses fréquences sont
dans [57, 5-]. Notons que pour une fonction réelle f est paire ce qui fait qu’on ne parle
pas en pratique de fréquences negatlvesﬂ..

Lorsqu’on enregistre un signal numérique on I’échantillonne ce qui signifie qu’on
mesure N fois par seconde sa valeur f(f), ou encore on évalue les f (%). Dans la pra-
tique ces valeurs sont discrétisées, par exemple sur un CD I'échantillonnage est de 44,1
kHZ en 16 bits, c’est a dire que 'amplitude est arrondie a une valeur la plus proche
parmi 216 ~ 65000 valeurs possibles.

La question pratique qui se pose est de savoir pour des fréquences dans [52, -]

2n2m
quelle fréquence d’échantillonnage permettra de reconstituer le signal? On a donc f
a support dans [—a, a] et en utilisant la formule de Poisson avec T = 2a pour f et la

formule d’inversion de Fourier

Y fE+2pa)=-—— Zf

(27[5/) 2qnt
2a
pezZ qez

Doncla connaissance des f ( ) pour g € Z permet de connaitre G(¢) = ). ez f(«f +

2pa). Mais comme on ajoute des translatés de f par 2a, et que f est a support dans
[—a, al, larestriction de G a [—a, a] coincide avec f On peut donc retrouver f et donc,
par inversion de Fourier, f.

On doit donc échantillonner a la fréquence g“ c’est-a-dire une fréquence double
de la limite de la plage de fréquence du signal d’origine. Ainsi pour un signal de fré-
quence comprise entre 0 et 20000 Hz (la plage de sensibilité de I'oreille humaine), il
faut échantillonner a 44000 Hz.

REMARQUES 7.21. (1) Sionsous-échantillonne on aun phénomene d’aliasing
ou "repli spectral”. Dans la somme G(¢) = ). pez f(f +2pa) restreinte a [—a, al
sera somme de la fonction f et de ses décalés. Si on a sous-échantilloné de
peu, on aura juste les termes de f(é + +2a) et cela ne modifiera que les fré-
quences proches de 5~ (donc les aigus).

3. Donc en pratique on regarde la restriction de fé [0, a]
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(2) Si on sur-échantillonne, cela n’apporte rien. Il est inutile de payer plus cher
pour avoir un signal suréchantillonné. Par contre une discrétisation en 24 bits
au lieu de 16 bits, pourrait —en théorie du moins- améliorer la reproduction
du son.

7. Principe d’incertitude de Heisenberg

1l s’agit du point de vue mathématique de dire qu'une fonction et sa transformée
de Fourier ne pevent pas étre trop bien localisées dans le sens suivant.

On dira que f € C(R,C) telle que fR If(t)lzdt =1 est localisée prés de a si o,4(f) =
Jr(t = @)?|f(1)1*dt est proche de 0. Cela signifie que la fonction | f(#)|* est concentrée
pres de de a. Eneffetsif| If(t)lzdtzl—éona

t—alze

f(t—a)zlf(t)lzdtzszf If()12dt=e*(1-6)
R |[t—alze
Donc o,4(f) mesure a quel point f est localisée prés de a. On a alors

PROPOSITION 7.22 (Principe d’incertitude de Heisenberg). Si f € . on a pour tout
(a,a) € R?,

]

RGN GE

en d’autres termes

U (- a)2|f(t)|2dt) U (€—a)2|f(€)|2d<f) 21
R R 4

DEMONSTRATION. tout d’abord on se ramene au cas a = a = 0. On pose g(t) =
f(t+a) puis h(t) = e g(t) = e!* f(t+ a). On a donc |h(1)]2 = |f(t+ a)|? et |h(&)|? =
18— a)? = e F(& — a)|? donc

f(t—a)zlf(t)lzdt:f u2|g(u)|2dt:f W2 h(w)dt
R R R
et

fR(s‘—a)zlf(f)lzdIf:fanlf(n—a)lzdt=fmn2|ﬁ(n)|2dt

Maintenant h(¢) = i/ (¢) et en utilisant Parseval, Jr nlh(m)2dt = Jr \h' (m)2dt =
fR [h' () Izdn Il faut donc montrer que

(f tzlh(t)lzdt) (f Ih'(t)lzdt) > 1
R R 4

Linégalité de Cauchy—Schwarz nous dit que

(flu(t)l dt) ([lv(t)l dt)
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Dans notre cas, il suffit de calculer [, th(¢)l'(¢)dt. Or en intégrant par parties,

war=2 o1 [ inorar-
[I;th(t)h(t)dt—z th(n?]_ 5 th(t)l dt= 5
O

REMARQUE 7.23. En physique quantique, f est la fonction d’onde d’une particule,
|f(£)|* sa probabilité de présence en ¢ et donc [ |f(#)[*dt = 1. D’autre part f(f) est
la probabilité que I'impulsion de la particule soit ¢. Enfin o,(f) et aa(f) mesurent la
concentration de la probabilité de la particule d’étre proche de a avec une quantté de
mouvement proche de a. Si on avait o,4(f) =0 et aa(f) = 0 on aurait la certitude de
trouver la particule en a avec impulsion a.

PROPOSITION 7.24 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient u,v € C(R,C). On a l'in-

égalité suivante
2
s(f|u(t)|2dt) (f|v(t)|2dt)
R R

DEMONSTRATION. On considere le polyndme du second degré en A fR lu()+Av(H)|2dt
qui est évidemment toujours positif. En le développant on obtient (ne pas oublier que
u, v sont a valeurs complexes)

flu(t)lzdt+2/1Re(f u(t)\_l(t)dt)+/12f lv(t)|dt
R R R

Pour un polyndéme ne prenant que des valeurs positives, son discriminant doit étre

négatif, donc
Y
(Ref u(t)v(t)dt) s(f|u(t)|2dr) (fw(mzdt)
R R R

Maintenant, si 6 est 'argument de [ u()v(¢)dt, ona

f ulv(y) dte
R

fu(t)mdt
R

= f e Oun)vdt
R

0 est exactement le facteur qui rend I'intégrale réelle et positive).

-9y dans I'inégalité précédente, on obtient :
1/2 1/2
s(f|u(t)|2dt) (flv(t)lzdt)
R R
O

REMARQUES 7.25. Le discriminant est strictement négatif, sauf si le trinobme s’an-
nule. Cela n’est possible que si u(t) = Av(¢) pour tout t, c’est-a-dire si les fonctions sont
proportionnelles. Dans I'inégalité de Heisenberg, on ne peut donc avoir égalité que si

(car e”
Donc, en remplacant u par e

f u(v(o dt
R

2
Ath(r) = h'(t) soit h(t) = Ce“t?, donc si h est une Gaussienne. Notons que 1'on peut
a(t—a]z

centrer la Gaussienne en a, a, donc f(t) = Ce '%fe™ 2
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8. Le théoreme central limite

On sait que si une piece est équilibrée (ou non-pipée), il y a une chance sur deux
qu'un lancer la fasse tomber sur pile (et une chance sur deux qu’elle tombe sur face,
en supposant qu’elle ne tombe jamais sur la tranche!). Maintenant si on fait 100 lan-
cers, suivant le résultat peut on dire qu’on est plus ou moins certain que la piece soit
équilibrée?

Evidemment si on tombe 100 fois sur pile, on sera assez certain qu’elle est pipée
(ou que les deux cotés sont pile!). Si elle tombe 90 fois sur pile et 10 fois sur face, on
sera toujours trés méfiant. A partir de quel ratio fera-t-on confiance a la piéce? Evi-
demment, si on fait suffisamment de séries de 100 lancers, il arrivera -méme pour une
piece non pipée- que I'on ait une fois une série de 100 piles. Pour étre précis, une fois
sur 2100 ~ 1030, 1a réponse ne peut donc étre que probabiliste : si la piece est non-pipée
on a une grande probabilité que le ratio de piles et de faces soit proche de 1.

Pour les pieces, le calcul n’est pas tres difficile, c’est de la combinatoire. On trouve
que pour des séries de N lancers si la piece est équilibrée, on a une probabilité P(e) =

2
ﬁffgs e~ 7 dt d’avoir entre % —V/Ne¢ et % +v/Ne piles. Donc pour 100 lancers, on
estime avoir 68% de chances d’avoir entre 45 et 55 piles et 95% de chances d’avoir entre
40 et 60 piles. En fait le calcul exact (direct) donne 72% de chances dans le premier cas,
96,5% de chances dans le second. Lerreur tendant vers 0 lorsque le nombre de lancers
augmente. Pour 1000 lancers, on obtient dans les deux cas 99,86% de chances d’avoir
entre 450 et 550 piles

Valeur exacte =~ Approximation

Scénarios Intervalle (Binomiale) normale
100 lancers [40, 60] 0.9648 0.9648
100 lancers [45, 55] 0.7287 0.7287
1000 lancers [450, 550] 0.9986 0.9986

Ce qui est remarquable, c’est que I'on a le méme phénomeéne, avec la méme fonc-
tion de Gauss lorsque I'on répéte une expérience quelconque, a condition que 'on
répete bien la méme expérience, et que celles-ci soient indépendantes. Ainsi si 30 étu-
diants font la méme expérience dans un TD d’électricité, les résultat des mesures se-
ront répartis comme une Gaussienne.

Mathématiquement, le probleme se formule comme suit. On considére un en-
semble Q) d’évenements (par exemple chaque expérience est un évenement), et une
variable aléatoire, qui est simplement une fonction X sur Q (le résultat de 1'expé-
rience). On appelle loi de la variable aléatoire, que 'on note fx(¢), la probabilité que
X prenne la valeur ¢. Plus précisément, la probabilité que X(w) soit entre a et b est
donnée par ff fx(tdt.

La valeur moyenne ou espérance de X est ux = [ t fx(£)dt c’est a dire la moyenne
de ¢t multiplié par la probabilité que X (w) = t.
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La variance est donnée par ai = Jo(t — ux)*fx(t)dt. Elle mesure a quel point les
valeurs aléatoires de X sont concentrées autour de la valeur moyenne. On appelle o x
I’écart-type. On voit que par rapport au cas de la fonction d’onde de la section précé-
dente, on retrouve la probabilité de présence de la particule en posant fx(t) = | f(£)|2.

DEFINITION 7.26. On dit que deux variables aléatoires X,Y sont indépendantes
si en notant fx y(s,t) la probabilité fx y(s, 1) que X = s et Y = ¢ vérifie fx y(s, ) =
fx(s)- fy (). En d’autres termes la probabilité que X € [a, b] et Y € [c, d], est le produit

des probabilités
b rd b d
fffx,y(&t)dsdt=f fX(S)de frndt
a C a Cc

Notons en particulier que X + Y = u équivaut a dire qu’il existe s tel que X = s et
Y = u—s. On en déduit que si X, Y sont indépendantes

fx+y(u)=ffo,y(s,u—S)ds=ffo(S)fy(u—S)ds:(fx*fy)(u)
On a alors

THEOREME 7.27 (Théoréme central limite). Soient X; une suite de variables aléa-
toires, de méme loi et méme variance et indépendantes. Soitfn = w Alors la loi

Xn—p
o

Iz, de X, a pour moyenne et Z, = \/n
et
Ven'

REMARQUE 7.28. La convergence en loi de la suite de variables aléatoires Z, vers Z
signifie que la probabilité que Z, € [a, b] converge vers la probabilité que Z € [a, b]. Ou

encore quels que soient a,beRon a [, f fz,(H)dt converge vers | f fz(t)dt.

a une loi f7, qui converge en loi lorsque

n tend vers l'infini vers

DEMONSTRATION. On peut supposer que px; = 0 en remplagant X; par X; — Hx;-
On note @ la transformée de Fourier de fx. Alors si X, Y sont indépendantes, ¢ x.y =

\/Enf/\xﬁ etdonc @y, +. +x, = \/Qﬂn_lgoxl “....@x,. Notons que come les fX]. sont toutes
égales, on a @x,+_+x, = (@x)". Maintenant fx,)(u) = Afx(Au), car la probabilité que

X/A soit dans [a, D] est [ f fx/a(£)dt mais c’est aussi la probabilité que X soit dans

[Aa, Ab] car
Ab

b
fx(r)dtztsz frAu)du
Aa a
On en déduit

<PX/A(5)=fu%1fx(ﬂu)e_iuédu=t=/1ufRfX(t)e#du=(ﬂx(%)

Onadoncez, = (V 2m)"1 [(pX(UL\/ﬁ)] . Or on a un développement limité de ¢ x prés de
0, donné par la formule de Taylor, car
0x(0) == fa fx(Ddt =7
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P(0) = = fptfx(O)dt = ux - 0
Px0) = = o fx(ndt =X

Donc ¢x(n) = ﬁ(l - 0%172) + 0(172), donc

n 1 2 2 n
(pZn(é) = (\/E)n_l [(PX( 6 )] =(—) (1 _O%(rf_z + 0(6_2) =

oxvn V2 0% nos
1 e ey
(E) (1 - + 0(;))

2
. . P . £ = 2 .
qui converge uniformément sur tout intervalle borné vers —L_e7 . La démonstration

rigoureuse de ce dernier point est laissée au lecteur. ver

Nous n’en avons pas fini, car nous avons seulement montré que ¢, converge uni-
formément sur tout borné vers la fonction de Gauss G(¢), mais pas que fx converge
vers sa transformée de Fourier (qui est encore G(#)!). Il nous faut encore montrer

PROPOSITION 7.29 (Théoreme de Lévy, version faible). Si ¢, converge uniformé-
ment sur tout compact vers ¢ alors f,, = p,, converge faiblement vers f = @ c’est-a-dire
Fp(x) = [° fu(t)dt converge simplement vers F(x) = [*_ f(t)dt .

DEMONSTRATION. Laconvergence faible est équivalente a dire que pour toute fonc-
tion g dans ., [ fu(t)g(t)dt converge vers [, f(1)g(t)dt. En effet

Maintenant dire que ¢, converge uniformément sur tout compact vers ¢,c’est dire
que [ e~ f,(1)dt converge uniformément sur tout compact vers [ e~'* f(¢)d ¢, donc
sigeona ?(— t) = g(t) etdonc

ng(r)fn(t)dtzfR§(—t)fn(t)dr=ng\(—t)ﬁq(r)dtz
f§(—r)<pn(—r)dt=fg(t)<pn(t)dt
R R

Comme g est a support compact et ¢, converge vers ¢ sur tout compact et de plus
lpnl <1, et g est dans . donc intégrable. Le Lemme suivant permet de conclure que
cette derniere intégrale a pour limite [ §(¢) f(0)dt = [pg(t) f(D)dt. O

LEMME 7.30 (Convergence dominée élémentaire). Si f;, est une suite de fonctions
continues surR telle que

(1) f, converge uniformément sur tout compact vers f
(2) Ilexiste une fonction g telle que [, g(t)dt converge et pour tout n, | f,(2)| < g(1).
Alors [, fo(t)dt converge vers [ f(2)dt.
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DEMONSTRATION. Soit e >0 et a, b tels que f;oog(t)dt+f_“oog(t)dt < ¢e/2. Comme
fn converge uniformément vers f sur [a, b] on a pour n assez grand

<é&

b b
ffn(t)dt—f fdte

et donc

<

+00 +00
‘f fn(t)dt—f fndt

b b +00
ffn(r)dt—f f(t)dt+fb |fn(t)—f<t)|dt+f

+00 a B
s+f 2g(t)dt+f 2g(t)dt <3¢
b —o00

|fn (D) — f(Dldt <

EXEMPLE 7.31. Statistique du nombre de pas hebdomadaire de ’auteur sur un an.

Pour une personne donnée, la distribution n'est pas totu a fait Gaussienne, ne
serait-ce que parce que le nombre de pas est positif, alors qu'une Gaussienne devrait
étre non bornée inférieurement. D’un autre coté, la déviation du nombre de pas de la
moyenne (par exemple un aller retour domicile-travail) est somme de petites pertur-
bations aléatoires et indépendantes, ce qui par le théoréeme central limite, rapproche
d’'une Gaussienne. On s’attend donc a avoir une courbe ressemblant a une Gaussienne,
mais pas exactement Gaussienne.
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Statistique Valeur
Nombre de données 100
Minimum 29 965
Maximum 84 788
Moyenne 52 107
Médiane 52 829
Ecart-type 11 748
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Exercices et Problemes corrigés

9. Examen, premiere session 2022

1. Intégrales généralisées, séries numériques

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théoréme ou donner un
contre-exemple)
(@) Silim;_, f(#) =0et f est continue sur [1, +oo alors f1+°°f(t)dtconverge

(b) Si f est continue décroissante et positive et si f0+°° f(t)dt converge alors
roe f(n) converge
+00 1
(2) L intégrale f (1- cos(;))dt est elle convergente ou divergente (on ne de-

1
mande pas de la calculer)

2. Suites et séries de fonctions

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théoréme ou donner un
contre-exemple)

(a) Une suite de fonctions qui converge simplement converge uniformément

(b) Si (un(x))n=1 est une suite de fonctions qui converge uniformément vers
la fonction u(x) et siles u,, sont continues alors u est continue.

(2) Ftudierla convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes
(@ fulx)=
I x2+n

(b) fn(x) = xe*'™ définie sur R

définie sur R

On pourra faire les tableaux de variation des fonctions x —

3. Séries de Fourier
On considere la fonction f définie par f(x) = xsin(x) sur [—, 7] étendue a R tout
entier pour étre 27-périodique

(1) Calculer f(m), f(3E), f(2m)

95
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4. Intégrales généralisées, séries numériques

5. Suites et séries de fonctions

(2) Lafonction f est elle continue sur R?

(3) La fonction est-elle paire, impaire? Nil'un ni 'autre?
+00
(4) Onveut calculerla série de Fourier réelle de f'i.e. ag+ Z (arcos(kt)+bysin(kt)).
k=1
Peut-on dire a priori que certains des coefficients sont nuls?

(5) Exprimer sin(x) cos(kx) en fonction de sin((k + 1)x) et sin((k — 1) x)

(6) Calculer les coefficients de Fourier de f (on calculera ay, a; séparément) et
écrire sa série de Fourier (on pourra utiliser que cos(km) = (-1)%).

(7) Etudier la convergence simple de la série de Fourier de f.
(8) Calculer la somme de la série de Fourier de f.

(9) Montrer la formule
T +00 (_1)71
—=1+2

(10) (Question bonus) En utilisant que la primitive de x?sin(x)? est donnée par

x® x%sin(2x) xcos(2x)
6 4 4

(on en demande pas de le démontrer) montrer que

1
+ g sin(2x) + Cste

7T2_1+1+ +2+°° 1
6 8 4 fo(k2-1)2

10. Examen deuxieéme session 2022

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théoréme ou donner un
contre-exemple)

(@) SiY ;] an converge et |by,| < |ay| alors Y.} b, converge

(b) Si f estcontinue décroissante etlim;_..o, f(£) =0, alors f0+°° f(t)dt converge
+00
(2) L' intégrale f (e!* —1)dt est elle convergente ou divergente (on ne de-

1
mande pas de la calculer)

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théoréme ou donner un
contre-exemple)

(a) Une série de fonctions qui converge normalement converge uniformé-
ment
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(b) Si (un(x))n=1 est une suite de fonctions qui converge simplement vers la
fonction u(x) et siles u, sont paires alors u est paire.

(2) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (dont on
recommande de faire le tableau de variations) f,,(x) = nx"In(x) pour x €]0, 1[
et f,(0) =0.

(a) La suite converge-t-elle simplement sur [0,1[?
(b) La suite converge-t-elle uniformément sur [0,1[?
(c) La suite converge-t-elle uniformément sur [0, %] ?

6. Séries de Fourier
On considere la fonction f définie par f(¢) = e’ pour ¢ € [-7, [ étendue a R tout
entier pour étre 2r-périodique.
On posera sinh(t) = et'Te_t et cosh(t) = e[+Te_t (et on lit respectivement “sinus hy-
perbolique de ¢” et “cosinus hyperbolique de ¢”). Dans la suite Re(z),Im(z) désignent
les parties rélles et imaginaires de z.

(1) Que valent f(n),f(%”)?
(2) Calculer leslimites a droite eta gauchede fenmi.e.lim;— - f(x),lim;_ ;+ f(x).

(3) Lafonction f est elle continue sur R? paire? impaire?
(4) Onveut calculerla série de Fourier réelle de f : ay +ZZS aj.cos(kt)+bysin(kt).

(a) Calculer ay
(b) Pour k entier positif, calculer /” e!*X) d¢ (onrappelle que e*'*" = (-1)F)

() Enutilisant /7 e’cos(kf)dt =Re([” e'1*0dt) et [7 e'sin(kt)dt=Im([" e+ dt

-7 -7
montrer que

2(-DFk 2k(—1)k+!
T M T
(5) Etudier la convergence simple de la série de Fourier de f.
(6) Calculer la somme de la série de Fourier de f.
(7) Montrer la formule
T ] 7t cosh () — sinh ()
k; K2+1  2sinh(m)

)
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de Nyquist,

de Parseval,
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Théoreme de Comparaison des séries et

intégrales,
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