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Présentation

Le but de ce cours est de donner les outils mathématiques pour étudier les dualités
– en théorie du signal ou en physique – temps-fréquence et leurs analogues et leur
généralisation : à une fonction f (t ) on associe une fonction f̂ (k) telle que f (t ) soit
la somme (ou l’intégrale) des f̂ (k)e i kt i.e. somme de fonctions de fréquence pure k

2π .
C’est ce qu’on appelle la série de Fourier de f si f est périodique, et dans ce cas k est
un entier, ou la transformée de Fourier dans le cas général. Inversement la donnée des
f̂ (k) permet de retrouver f .

On verra que des phénomènes d’apparence sans relation entre eux, comme le prin-
cipe d’incertitude d’Heisenberg et le choix de la fréquence d’échantillonnage des CD
(ou de votre service de streaming favori), ont tous la même origine : les séries ou trans-
formée de Fourier. Par ailleurs, séries et transformée de Fourier sont aussi utiles pour
résoudre des équations différentielles. C’est d’ailleurs pour résoudre l’équation de la
chaleur

∂

∂t
T (x, t )− c

∂2

∂x2
T (x, t ) = f (t , x)

où T est la température de la barre au point x et à l’instant t , et f (t , x) la source de
chaleur que Joseph Fourier a introduit les séries qui portent son nom ([Fou22]). Mais
les séries de Fourier permettent de résoudre de nombreuses autres équations, comme
l’équation des ondes

∂2

∂t 2
u(x, t )− c

∂2

∂x2
u(x, t ) = f (t , x)

Fourier ne s’embrassait pas de la question de l’existence ou de la convergence des
séries de Fourier, mais on s’est vite aperçu qu’il s’agissait d’un problème fondamen-
tal : quelles est le sens d’une somme infinie de fonctions et quelles sont les fonctions
que l’on peut représenter comme sommes (ou intégrale) d’exponentielles (ou de sinus
et cosinus) ? C’est ce qui occupera une bonne partie de ce cours avant de nous per-
mettre de passer aux applications mentionnée ci-dessus. Enfin nous n’aborderson pas
(ou très peu) ce sujet ici, mais notons qu’en traitement du signal d’autres outils sont
apparus récemment, en particulier les“ondelettes” (voir par exemple [Mal00]) qui sui-
vant le même principe de décomposition d’une fonction, permettent de mieux tenir
compte de la localisation du signal (i.e. le fait que l’information qu’il contient soit plus
ou moins concentrée dans le temps ou l’espace) et qui est par exemple à la base de
l’algorithme JPEG 2000. On conseille la lecture de [DR98] sur les différents aspects de
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la vie de Joseph Fourier et le visionnage de [ElJi ; 3 Blue 1 Brown] pour divers points de
vue sur séries et transformée de Fourier.



Chapitre 1

Révision : nombres complexes et trigonométrie

1. Définitions, Généralités

DÉFINITION 1.1. On appelle C le corps des nombres complexes, c’est à dire les
nombres de la forme z = a + i b a,b ∈ R i 2 = −1 dont les lois d’addition et multi-
plication sont données par les formules

(a + i b)+ (c + i d) = (a + c)+ i (b +d)

(a + i b)(c + i d) = (ac −bd)+ i (ad +bc)

On note Re(z) = a la partie réelle de z et Im(z) = b sa partie imaginaire.

1.1. Représentation géométrique : On associe à z = a + i b le point du plan de co-
ordonnées (a,b) (ou le vecteur (a,b)). L’addition des nombres complexes correspond
à l’addition des vecteurs

On appelle z l’affixe du point (a,b). On peut aussi associer à a + i b la similitude

Az =
(

a −b
b a

)
de R2.

La multiplication correspond à la composition des similitudes car(
a −b
b a

)(
c −d
d c

)
=

(
ac −bd −(ad +bc)
ad +bc ac −bd

)
i.e. Az · Az ′ = Az·z ′ (on a aussi Az + Az ′ = Az+z ′).

z1

z2

z1 + z2

FIGURE 1.1 – Addition de deux nombres complexes
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On verra plus loin d’autres interprétations géométriques de la multiplication.

DÉFINITION 1.2. Si z = a + i b on appelle conjugué de z le nombre complexe
z = a − i b. On appelle module de z le réel |z| =

p
a2 +b2.

Géométriquement z est le symétrique par rapport à l’axe horizontal de z.
Son module est la distance à l’origine (ou la norme du vecteur).

PROPOSITION 1.3. On a

(1)
z1 + z2 = z1 + z2

(2)
z1z2 = z1 · z2

(3) (Inégalité triangulaire)

|z1 + z2|⩽ |z1|+ |z2|

(4)
|z1z2| = |z1| |z2|

(5)
|z|2 = zz

DÉMONSTRATION. Les deux premières propriétés se vérifient en coordonnées :
Si z = a + i b z2 = c + i d on a

z1 + z2 = (a + c)− i (b +d) = (a − i b)+ (c − i d) = z1 + z2

z1z2 = ac −bd − i (ad +bc) = (a − i b)(c − i d) = z1z2

La troisième inégalité traduit l’inégalité triangulaire : la norme de la somme de deux
vecteurs est inférieure à la somme des normes.

Enfin les deux dernières s’obtiennent en développant :

zz = (a + i b)(a − i b) = a2 +b2 = |z|2

d’où
|z1z2|2 = z1z2z1z2 = z1z2z1z2 = |z1|2 |z2|2

et finalement |z1z2| = |z1| |z2|. □

REMARQUE 1.4.

Re(z) = z + z

2
Im(z) = z − z

2i
En particulier z ∈R⇐⇒ z = z ⇐⇒ Im(z) = 0

z ∈ iR⇐⇒ z =−z ⇐⇒ Re(z) = 0
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1.2. Forme trigonométrique. C’est l’analogue des coordonnées polaires. Un nombre
complexe de module 1 correspond à un point du cercle, que l’on paramètre par l’angle
t ∈ [0,2π[. Il a pour coordonnées (cos(t ),sin(t )).

On verra que la fonction exponentielle est définie 1 sur C. Sa restriction à R est l’ex-
ponentielle usuelle et sur iR elle est définie par

e i t = cos(t )+ i sin(t )

Elle vérifie toujours ez+z ′ = ezez ′ donc ea+i b = ea(cos(b)+ i sin(b)).
Si z ∈C, z

|z| est de module 1 donc s’écrit z
|z| = e i t soit z = |z|e i t . On écrit souvent z = r e i t

DÉFINITION 1.5. Si z = r e i t ̸= 0 r ∈ R t ∈ R on dit que t est un argument du
nombre complexe z (et r son module !).

PROPOSITION 1.6. (1) Si z = r e i t ̸= 0 les arguments de z sont les réels de la forme
t +2kπ,k ∈Z.

(2) Si z, z ′ ont pour argument t , t ′ alors zz ′ a pour argument t + t ′

(3) Si z = r e i t , alors z = r e−i t

DÉMONSTRATION. 1) Si z = r e i t = r ′e i t ′ on a r = r ′ ̸= 0 (car r = |z|) et e i (t−t ′) = 1 soit
cos(t − t ′) = 1 et sin(t − t ′) = 0 donc t − t ′ = 2kπ
2) zz ′ = r r ′e i t e i t ′ = r r ′e i (t+t ′)

3) z = r (cos t − i sin t ) = r (cos(−t )+ i sin(−t )) = r e−i t □

Cela donne une autre interprétation géométrique de la multiplication des nombres
complexes : zz ′ correspond au vecteur dont la norme est le produit des normes de z et
z ′ et l’argument la somme des arguments de z et z ′.

On a certaines formules remarquables :

e2iπ = 1 e iπ =−1 = cos(π)+ i sin(π)

e i π2 = i = cos
(π

2

)
+ i sin

(π
2

)
(
e i t

)n = eni t

2. Applications trigonométriques

On a :

cos(t ) = e i t +e−i t

2
= Re

(
e i t

)
sin(t ) = e i t −e−i t

2i
= Im

(
e i t

)
1. Par exemple par la formule ez =∑+∞

j=0
z j

j ! .
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Re

Im

z1 = |z1|e iθ1

z2 = |z2|e iθ2

z1 · z2 = |z1| · |z2|e i (θ1+θ2)

θ1

θ1

θ1 +θ2

FIGURE 1.2 – Représentation géométrique du produit de deux nombres
complexes : z1 · z2 = |z1||z2|e i (θ1+θ2)

On peut retrouver facilement toutes les formules trigonométriques en utilisant ces
expressions et la propriété fondamentale

ezez ′ = ez+z ′

EXEMPLES 1.7. Voici quelques applications de ces formules :

(1)

sin(a)cos(b) = e i a −e−i a

2i

e i b +e−i b

2
= e i (a+b) −e−i (a+b)

4i
+ e i (a−b) −e−i (a−b)

4i

= 1

2
sin(a +b)− 1

2
sin(a −b)

(2)

cos(a +b) = e i (a+b) +e−i (a+b)

2
= e i a +e−i a

2

e i b +e−i b

2
−

(
e i a −e−i a

)
2i

(
e i b −e−i b

)
2i

= cos(a)cos(b)− sin(a)sin(b)

(3)
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(4)

cos2(t ) =
(

e i t +e−i t

2

)2

= e2i t +e−2i t +2

4
= 1

2
(1+cos(2t ))

(5)

cos(a)3 = (e i a +e−i a)3

8
= e3i a +3e2i ae−i a +3e i ae−2i a +e−3i a

8

= e3i a +e−3i a +3e i a +3e−i a

8
= 1

4
(cos(3a)+cos(a))

(6)

sin3(a) =
(

e i a −e−i a

2i

)3

=− 1

8i

(
e3i a −3e i ae−i a +3e i ae−2i a −e−3i a

)
=−1

4
sin(3a)+ 3

4
sin(a)

3. Exercices

(1) Exprimer la partie réelle et imaginaire d’un nombre complexe en fonction de
son module et son argument.

(2) (a) Montrer que
1

1+ i
= 1− i

2
. Quel est le module de

1

1+ i
? Son argument?

(b) Quel est le module de 1+i
p

3 ? Son argument? On rappelle que cos(π3 ) = 1
2 .

(c) Quel est le module de
1+ i

p
3

1+ i
? Son argument?

(d) En utilisant la question précédente, calculer cos(π/12) et sin(π/12)

(3) (a) Exprimer cos(t )2 sin(t ) en fonction de cos(kt ) et sin(kt ) avec 0 ≤ k ≤ 3

(b) Calculer la primitive de cos(t )2 sin(t ) qui vaut −1
3 en t = 0. En déduire l’ex-

pression de cos(t )3 en fonction de cos(kt ) et sin(kt ) avec 0 ≤ k ≤ 3





Chapitre 2

Suites numériques

1. Généralités

DÉFINITION 2.1. Une suite de nombres réels (resp. complexes) est une application
deN dans R (resp. C). On notera un l’image de n, et (un)n⩾0 la suite.

REMARQUE 2.2. Il arrive que les suites ne soient définies que pour n ⩾ n0 et on note
alors (un)n⩾n0 .

EXEMPLES 2.3.

(1) La suite un = n2 des carrés des entiers

(2) La suite un = 1
n définie pour n ≥ 1.

(3) La suite un =
p

n2 −3(1+ i )n

définie pour n ⩾ 2.

Les suites peuvent être définies de différentes manières :

— par une formule explicite, comme dans les exemples précédents

— par une formule de récurrence : on définit le premier terme (en général u0) et
on donne une formule définissant le (n+1)-ième terme en fonction du n-ième
un+1 = f (un).

EXEMPLES 2.4.

(1) u0 = 0 un+1 = 3un +2

(2) u0 = 1 un+1 = i u2
n +1

On peut aussi avoir des récurrences doubles (ou n-uples) : on définit u0,u1 et on
exprime un+2 en fonction de un ,un+1.

EXEMPLE 2.5. La suite de Fibonacci : u0 = 0,u1 = 1, un+2 = un+1 +un

Il y a bien sûr de nombreuses autres manières de définir les suites. La suite des
nombres premiers n’est ni explicite ni définie par récurrence.
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1.1. Quelques propriétés des suites.

DÉFINITION 2.6. Une suite de nombres réels (un)n⩾0 est croissante (resp. stricte-
ment croissante) si pour tout n un ⩽ un+1 (resp. un < un+1). La suite est décroissante
(resp. strictement décroissante) si pour tout n on a un+1 ⩽ un (resp. un+1 < un).

EXEMPLES 2.7.

(1) un = 3
p

n est strictement croissante

(2) un = 1/n est strictement décroissante

(3) un = (−1)n n’est ni croissante ni décroissante

(4) Si F est croissante (resp. décroissante) alors un = F (n) est croissante (resp.
décroissante)

Si (un)n⩾0 est définie par récurrence, un+1 = f (un), la suite est croissante si un+1 −
un > 0 et décroissante si un+1 −un < 0. Or un+1 −un = f (un)−un , il faut donc étudier
le signe de g (x) = f (x)−x.

EXEMPLES 2.8.

(1) La suite récurrente associée à f (x) = x +2 est croissante car f (x)−x = 2 > 0.

(2) Si f (x) = 2x +3 f (x)−x = x +3

— Si u0 >−3 u1 −u0 = u0 +3 > 0, donc
u1 > u0 >−3 donc u2 > u1 > u0 >−3 etc. et la suite est croissante

— Si u0 < −3 u1 −u0 = u0 + 3 < 0 donc u1 < u0 < −3 et u2 −u1 < u1 + 3 < 0 et
u2 < u1 < u0 <−3 etc. la suite est décroissante.

— Si u0 =−3 on voit que un =−3 pour tout n, la suite est dite stationnaire.

DÉFINITION 2.9. Une suite réelle (un)n⩾0 est majorée s’il existe M tel que

∀n un ⩽ M

La suite est minorée s’il existe m tel que

∀n un ⩾m

La suite (un) est bornée si elle est à la fois minorée et majorée.

REMARQUE 2.10.

— La suite (un)n⩾0 est majorée si et seulement si (−un)n⩾0 est minorée.

— La suite (un)n⩾0 est bornée si et seulement si |un | est majorée : si |un |⩽ M on
a : −M ⩽ un ⩽ M .

DÉFINITION 2.11. Une suite (un)n⩾0 de nombres complexes est bornée si les suites
(Re(un))n⩾0 et (Im(un))n⩾0 sont bornées, ou encore si la suite (|un |)n⩾0 est bornée.
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EXEMPLES 2.12.

(1) La suite un = n2 est minorée (par 0) mais pas majorée

(2) La suite un = 1
n2 n ⩾ 1 est majorée (par 1) et minorée (par 0).

(3) La suite un = e i n
p

2 est bornée car |un | = 1

1.2. Suites arithmétiques, géométriques.

DÉFINITION 2.13. Une suite arithmétique est une suite définie par la relation de
récurrence un+1 = un + r . On appelle r la raison de la suite.

On vérifie que un = nr +u0

EXEMPLES 2.14.

(1) La suite des nombres pairs et la suite des nombres impairs sont des suites
arithmétiques de raison 2.

(2) La suite des nombres dont le dernier chiffre de l’écriture en base 10 est 3 est
une suite de raison 10.

Il est parfois utile de savoir calculer la somme Sn =∑n
k=0 uk

Ici Sn = u0 + (u0 + r )+ (u0 +2r )+·· ·+ (u0 +nr )

= (n +1)u0 + r (0+1+2+·· ·+n)

Or 0+1+2+·· ·+n = n(n+1)
2 car 2(0+1+2+·· ·+n) =

0+1+2+·· ·+n
n + (n −1)+·· ·+1+0

= n(n +1)

Donc Sn = (n +1)u0 + n(n+1)
2 r

DÉFINITION 2.15. On appelle suite géométrique de raison q une suite donnée par
la relation de récurrence un+1 = qun .

On a donc un = qnu0 et on peut calculer la somme de ses n premiers termes

PROPOSITION 2.16. Si un = u0qn avec q ̸= 1 alors

Sn = u0 +u1 +·· ·+un = u0
qn+1 −1

q −1

DÉMONSTRATION.
Sn = u0(1+q +·· ·+qn)

= u0
qn+1−1

q−1 si q ̸= 1

= (n +1)u0 si q = 1
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La démonstration de

1+q +·· ·+qn = qn+1 −1

q −1
se fait

par récurrence : on a bien S0 = 1 = q−1
q−1 et si

Sn = qn+1 −1

q −1
, Sn+1 = qn+1 −1

q −1
+qn+1 = qn+1 −1+qn+1(q −1)

q −1
= qn+2 −1

q −1
.

Variante : on calcule Sn(q−1) = qn+1−qn+qn−qn−1+...+q−1. Les termes s’éliminent
deux à deux (téléscopage) sauf le premier et le dernier, et il reste qn+1−1. Donc Sn(q −
1) = qn+1—1 et Sn = qn+1−1

q−1 . Bien sûr cela n’a de sens que si q ̸= 1. Mais si q = 1, Sn =
1+1+ ...+1 = n +1. □

1.3. Limites d’une suite. Soit (un)n⩾0 une suite réelle. Dire que (un)n⩾0 a pour li-
mite l , c’est dire que lorsque n augmente un est aussi proche qu’on veut de l .

DÉFINITION 2.17. Soit (un)n⩾0 une suite réelle et l ∈ R. On dit que la suite a pour
limite l si quel que soit le réel ε> 0 il existe n0 ∈N tel que un ∈]l−ε, l+ε[ lorsque n ⩾ n0.
Soit encore

∀ε> 0, ∃n0 ∈N ∀n ⩾ n0 |un − l | < ε.

On note alors limn→+∞ un = l ou limn un = l .

REMARQUES 2.18.

(1) La limite - si elle existe - est unique. Si l ̸= l ′ sont les limites de (un)n⩾0 et

ε< |l−l ′|
2 (|l − l ′| > 0) on aura pour n assez grand

|un − l | < |l − l ′|
2

|un − l ′| < |l − l ′|
2

donc
|l − l ′| < |l −un |+ |un − l ′| < |l − l ′|

contradiction.

(2) Si (un)n⩾0 a pour limite l , il en est de même pour une suite obtenue en chan-
geant un nombre fini de termes un .

(3) Toute suite convergente est bornée. En effet si n0 est associé à ε= 1 on a pour
n ⩾ n0 que |un − l |⩽ 1 donc |un |⩽ |l |+1 et il en résulte que

∀n, |un |⩽max{|u0|, |u1|, . . . , |un0−1|, |l |+1

(4) Bien sûr certaines suites n’ont pas de limite. Par exemple un = (−1)n bien que
bornée n’a pas de limite.
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(5) On dit par abus de langage que la suite (un)n⩾0 tend vers +∞ si on a

∀M , ∃n0, ∀n ⩾ n0 un ⩾ M

et que (un)n⩾0 tend vers −∞ si

∀M , ∃n0 ∀n ⩾ n0 un ⩽ M

La définition de la convergence s’étend immédiatement au cas complexe.

DÉFINITION 2.19. La suite (un)n⩾0 de nombres complexes a pour limite l ∈ C si
∀ε> 0 ∃n0 ∀n ⩾ n0 |un − l | < ε.

Géométriquement cela signifie que pour tout disque de rayon ε centré en l ∈ C,
tous les un sont, à partir d’un certain rang, dans D(l ,ε).

Le lien entre cas réel et complexe est donné par le théorème suivant.

DÉFINITION 2.20. La suite (un)n⩾0 de nombres complexes a pour limite l ∈C si

∀ε> 0, ∃n0, ∀n ⩾ n0 |un − l | < ε
Géométriquement cela signifie que pour tout disque de rayon ε centré en l ∈ C,

tous les un sont, à partir d’un certain rang, dans D(l ,ε).
Le lien entre cas réel et complexe est donné par le théorème suivant.

THÉORÈME 2.21. La suite de nombres complexes (un)n⩾0 converge vers l ∈ C si et
seulement si les suites réelles (Re(un))n⩾0 et (Im(un))n⩾0 convergent respectivement vers
Re(l ) et Im(l ).

DÉMONSTRATION. Posons un = vn + i wn l = p + i q On a
∣∣vn −p

∣∣2 + ∣∣wn −q
∣∣2 =

|un − l |2 donc si |un − l | < ε on a
∣∣vn −p

∣∣ < ε et
∣∣wn −q

∣∣ < ε. On en conclut que si
limn un = l alors limn vn = p limn wn = q . Inversement posons ε > 0. Il existe alors
n0 et n′

0 tels que
n ⩾ n0 ⇒

∣∣vn −p
∣∣< ε

2
n ⩾ n′

0 ⇒
∣∣wn −q

∣∣< ε
2

Donc si n ⩾max
(
n0,n′

0

)
on a

|un − l | =
√∣∣vn −p

∣∣2 + ∣∣wn −q
∣∣2 <

√
ε2

4
+ ε2

4
= εp

2
< ε

□

EXEMPLES 2.22. (1) Les suites
( 1

n

)
n⩾1 ,

( 1
nα

)
n⩾1 pour α> 0 ont pour limite 0.

(2) La suite (an)n⩾0 tend vers 0 si a ∈C et |a| < 1, de même que (nαan)n⩾1 (α ∈R)

(3) La suite ln(n)
nα tend vers 0 pour α> 0.

En effet, considérons la fonction f (x) = εxα− ln(x). Sa dérivée est εαxα−1
x .

Pour x ≥ x0 assez grand cette quantité est minorée par 1
x . Donc f (x)− f (x0) ≥∫ x

x0

d t
t = ln(x)−ln(x0). On en déduit limx→+∞ f (x) =+i n f t y donc pour x assez

grand 0 ≤ ln(x) ≤ εxα, d’où limx→+∞ ln(x)
xα = 0.
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2. Critères de convergence

On veut savoir dire si une suite donnée est convergente ou divergente. Pour cela il
existe plusieurs critères.

2.1. Donnant la limite.

(1) Comparaison

Si |un − l |⩽ vn avec limn vn = 0 alors limn un = l

EXEMPLES 2.23. (1) limn
1

n2+1
= 0 car

∣∣∣ 1
n2+1

∣∣∣⩽ 1
n et lim 1

n = 0

(2) limn
n+3
n+5 = 1 car

|un −1| = 2

n +5
⩽

2

n

(2) Composition

Tout d’abord on a

PROPOSITION 2.24 (Limites de sommes, produits, quotients de suites). Soient (un)n⩾0
et (vn)n⩾0 deux suites (réelles ou complexes) telles que limn un = l limn vn = l ′ alors

lim(un + vn) = l + l ′ lim(un vn) = l l ′ et si l ̸= 0 lim vn
un

= l ′
l .

PROPOSITION 2.25 (Limites de l’image d’une suite par une fonction continue). Plus
généralement soit f une fonction continue. Si limn uk = l alors limk f (uk ) = f (l ).

Dans le cas réel, lorsque l’une des limites est infinie on a :

— Si l =+∞ l ′ ̸= −∞ lim(un + vn) =+∞

— Si l =−∞ l ′ ̸= +∞ limn (un + vn) =−∞

— Si l =±∞ l ′ ̸= 0 :
limun · vn =+∞ si l =+∞, l ′ > 0 ou l =−∞, l ′ < 0,
limn un · vn =−∞ sinon.

�
Les expressions (+∞)− (+∞) ou +∞·0 n’ont pas de sens. Si l = +∞ et l ′ = −∞,

un + vn peut avoir une limite ou ne pas en avoir. Mais la seule connaissance de l et l ′
ne permet pas de décider.

EXEMPLES 2.26.

(1) limn
1
n = 0

(2) lim
(
n2 + 1

n

)=+∞ car limn2 =+∞ et lim 1
n = 0

(3) lim
(
n2 −n

)=+∞ mais limn n2 = limn n =+∞
(4) lim

(
n2 − (

n2 +1
))=−1 limn n2 = limn

(
n2 +1

)=+∞
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(5) limn
n2+1

n =+∞ limn
(
n2 +1

)=+∞
Plus généralement on a.

THÉORÈME 2.27. Soit f une fonction (sur R ou C) continue en l . Alors si (un)n⩾0 est
une suite telle que limn un = l on a limn f (un) = f (l ).

On rappelle que les fonctions suivantes sont continues

(1) Les polynômes sur R (ou C)

(2) Les fonctions ez (sur R ou C), sin(x),cos(x) (sur R), 1
x (sur R∗), log(x) (sur R∗+)

(3) Si f est continue en x0 et g continue en f (x0) alors g ◦ f est continue

EXEMPLES 2.28. (1) f (x) = x2 +1 est continue en 0, f (0) = 1 ̸= 0 et g (y) = 1
y est

continue en 1, donc g ◦ f (x) = 1
x2+1

est continue en 0. (En fait par le même
raisonnement elle est continue en tout point de R, mais pas sur C car f (−i ) =
0)

(2) un = n2+3n+5
n2+1

= 1+3/n+5/n2

1+ 1
n2

= f
( 1

n

)
où f (x) = 1+3x+5x2

1+x2 f est continue en x = 0 et

f (0) = 1, donc limn un = 1.

(3) limn cos
(

π
n2+1

)
= 1.

(4) 1+a +a2 + . . .+an = 1−an+1

1−a

Pour |a| < 1 on a limn an+1 = 0 donc limn(1+a +a2 + . . .+an) = 1
1−a

2.2. Critères de convergence sans connaître la limite. Le résultat suivant est une
propriété fondamentale de R, qui le distingue deQ.

THÉORÈME 2.29. Toute suite croissante et majorée de R est convergente. De même
toute suite décroissante et minorée est convergente.

EXEMPLES 2.30.

(1) Construction de e. La suite un = 1+ 1
1! + 1

2! + . . .+ 1
n! est évidemment croissante.

Comme 1
k ! ⩽

1
2k−1 (récurrence) on a

un ⩽ 1+1+ 1

2
+ . . .+ 1

2n−1
⩽ 1+ 1

1− 1
2

= 3

Donc un a une limite, notée e, vérifiant e ⩽ 3.

(2) Soit (un)n⩾0 la suite définie par récurrence par u0 = 2 un+1 = 1
2

(
un + 2

un

)
On a donc f (x) = 1

2

(
x + 2

x

)
et f (x)−x = 1

2

(
x + 2

x −2x
)= 2−x2

2 qui est
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— strictement positif si 2 > x2

— strictement négatif si 2 < x2

Comme u0 = 2 >p
2 on a u1 −u0 = f (u0)−u0 < 0 i.e. u1 < u0 et si un >p

2 on
a un+1 < un .

D’autre part f ′(x) = 1
2

(
1− 2

x2

)
et on a donc le tableau de variation suivant

x 0
p

2 +∞
f ′(x) - 0 +
f (x) ↘ p

2 ↗
et donc un = f (un−1) est toujours supérieur à

p
2.

La suite est donc décroissante et minorée par
p

2 et a donc une limite l .
Si un tend vers l alors f (un) = un+1 a pour limite d’une part égale à l (=

limn un+1) et d’autre part égale à f (l ) (f est continue). Donc f (l ) = l et l =p
2.

Un résultat plus général est le suivant

THÉORÈME 2.31 (Théorème de Cauchy). Soit (un)n⩾0 une suite réelle ou complexe.
La suite converge si et seulement si elle vérifie le critère de Cauchy :

∀ε> 0, ∃n0 ∈N ∀m,n ⩾ n0 |um −un | < ε
Autrement dit, à partir d’un certain rang la différence entre deux termes de la suite

(pas nécessairement consécutifs !) peut être rendue arbitrairement petite.

EXEMPLES 2.32.

(1) La suite de nombres complexes un = 1+ z
1! + z2

2! + . . .+ zn

n! est convergente quel
que soit z ∈C. En effet

um −un = zn+1

(n+1)! + . . .+ zm

m!

et si |z|
n0+1 = q < 1 on a pour n ⩾ n0

|um −un |⩽ |z|n+1

(n +1)!

(
1+q + . . .+qm−n−1)

⩽
|z|n+1

(n +1)!

(
1

1−q

)
or |z|n+1

(n+1)! tend vers 0 avec n, car

|z|n+1

(n +1)!
⩽

|z|n0+1

(n0 +1)!
qn−n0 −→ 0 (car q < 1)

donc pour n assez grand et m ⩾ n on a

|um −un |⩽ ε.

On note ez la limite de cette suite.
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(2) La suite un = 1+ 1
2 + 1

3 + . . .+ 1
n ne converge pas, car elle ne vérifie pas le critère

de Cauchy. En effet, u2n −un = 1
n+1 + 1

n+2 + . . .+ 1
2n ⩾ n · 1

2n = 1
2 .

Quelques limites de fonctions à connaître

(1) limx→0
ex−1

x = 1 car (ex)′ = ex et on calcule en x = 0

(2) limx→0
1
x log(1+x) = 1 car log(1+x)′ = 1

1+x et on calcule en x = 0

(3) limx→0
1
x sin(x) = 1 car sin(x)′ = cos(x) et on calcule en x = 0

(4) limx→0
1−cos(x)

x2 = 1
2 car cos(0) = 1 et limx→0

1−cos(x)
x2 = limx→0

sin(x)
2x

(5) limt→+∞ e t

t p = +∞. En effet, la suite définissant e t est clairement minorée par
t p+1

(p+1)! , donc limt→+∞ e t

t p ≥ limt→+∞ t p+1

(p+1)!t p = limt→+∞ t
(p+1)! =+∞.

Variante : comme limx→+∞ ln(x)
x = 0 en posant x = e y , lorsque y tend vers

+∞, x tend vers +∞ et on a limy→+∞ ln(e y )
y = 0, donc limy→+∞

y
e y = 0 et finale-

ment limy→+∞ e y

y =+∞
2.3. Règle de L’Hôpital. On rappelle la règle de l’Hôpital 1 :

THÉORÈME 2.33 (Règle de L’Hôpital). Soient f , g des fonctions continues sur ]a −
ε, a+ε[, de classe C 1 sur ]a−ε, a+ε[\{a} telles que f (a) = g (a) = 0. Alors si limx→a

f ′(x)
g ′(x) =

l on a limx→a
f (x)
g (x) = l .

En particulier si f , g sont dérivables sur un intervalle contenant a et g ′(a) ̸= 0 on a

lim
x→a

f (x)

g (x)
= f ′(a)

g ′(a)
� La règle ne s’applique que si f (0) = g (0) = 0 i.e. on a une forme indéterminée :

limx→0
1
x ̸= limx→0

0
1 = 0.

On peut appliquer ce théorème plusieurs fois de suite, mais il faut bien vérifier que
les fonctions dérivées successives s’annulent en a :

lim
x→0

1−cos(x)

x2
= lim

x→0

sin(x)

2x
= lim

x→0

cos(x)

2
= 1

2
DÉMONSTRATION. On utilise le théorème des accroissements finis généralisé : si

f , g sont deux fonctions C 0 sur [a,b] et dérivables sur ]a,b[, il existe c ∈]a,b[ tel que

( f (b)− f (a))g ′(c) = (g (b)− g (a)) f ′(c)

En effet, on considère la fonction x 7→ ( f (x)− f (a))(g (b)− g (a))− (g (x)− g (a))( f (b)−
f (a)) qui s’annule en x = a et en x = b. D’après le théorème de Rolle si f est continue

1. Nommée d’après Guillaume de L’Hôpital (1661-1704) auteur de “Analyse des infiniment petits
pour l’intelligence des lignes courbes" où se trouve cette règle, qui serait en fait dûe à Jean Bernouilli
(1667-1748).



22

sur [a,b], dérivable sur ]a,b[ et f (a) = f (b) alors il existe c ∈]a,b[ tel que f ′(c) = 0. Il
existe donc un point c où sa dérivée s’annule, c’est-à-dire

f ′(c)(g (b)− g (a))− g ′(c)( f (b)− f (a)) = 0

Dans notre cas, f (a) = g (a) = 0, et en posant b = x, on a f (x)
g (x) =

f ′(cx )
g ′(cx ) et lorsque x

tend vers a, cx ∈]a, x[ tend aussi vers a. Donc si f ′(y)
g ′(y) a une limite en a, il en est de même

pour f (x)
g (x) et les limites sont égales. □

EXEMPLES 2.34. (1) limx→0 cos(x)1/x . On prend le logarithme de l’expression
qui est lncos(x)

x . La dérivéee de ln(u) est u′
u , donc ici ln(cos(x))′ =− sin(x)

cos(x) , et par
la règle de l’Hôpital

lim
x→0

ln
(
cos(x)1/x)= lim

x→0
− sin(x)

cos(x)
= 0

Donc par continuité de l’exponentielle, limx→0 cos(x)1/x = e0 = 1.

(2) limx→0
(2sin(x)−sin(2x))

(x−sin(x)) .
La dérivée de 2sin(x)−sin(2x) est 2cos(x)−2cos(2x), celle de x−sin(x) est

1−cos(x). Les deux s’annulent en x = 0, on peut alors appliquer à nouveau la
règle de l’Hôpital.

La dérivée de 2cos(x)−2cos(2x) est −2sin(x)+4sin(2x) celle de 1−cos(x)
est sin(x). Les deux s’annulent en 0, on peut donc appliquer la règle de l’Hô-
pital...

La dérivée de −2sin(x)+4sin(2x) est −2cos(x)+8cos(x) celle de sin(x) est
cos(x). Leurs limites en 0 sont 6 et 1, donc

lim
x→0

(2sin(x)− sin(2x))

(x − sin(x))
= lim

x→0

2cos(x)−2cos(2x)

1−cos(x)
=

lim
x→0

−2sin(x)+4sin(2x)

sin(x)
= lim

x→0

−2cos(x)+8cos(2x)

cos(x)
= 6

REMARQUES 2.35. (1) La règle de l’Hôpital s’applique aussi en +∞. Donc si

limx→a f (x) = limx→a g (x) =+∞, et limx→a
f ′(x)
g ′(x) = l existe, on a on a limx→a

f (x)
g (x) =

l . En effet, on applique encore la formule f (b)− f (x)
g (b)−g (x) =

f ′(cx )
g ′(cx ) avec x tendant vers

a. Comme f (x) et g (x) tendent vers +∞, et f (b), g (b) sont des constantes fi-

nies, donc limx→a
f (x)

f (x)− f (b) = limx→a
g (x)

g (x)−g (b) = 1 et

lim
x→a

f (x)

g (x)
= lim

x→a

f (x)− f (b)

g (x)− g (b)
= f ′(cb)

g ′(cb)

Lorsque b tend vers a, cb tend vers a (car a < cb < b et donc

lim
b→a

f ′(cb)

g ′(cb)
= lim

y→a

f ′(y)

g ′(y)
= l
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(2) Il se peut que la limite de f (x)
g (x) existe alors que la limite des dérivées n’existe

pas. C’est le cas par exemple pour
x sin

( 1
x

)
p

x
= p

x sin
( 1

x

)
qui a pour limite 0 en

x = 0. Le quotient des dérivées est

sin
( 1

x

)− 1
x sin

( 1
x

)
1

2
p

x

= 2
p

x sin

(
1

x

)
−2

1p
x

sin

(
1

x

)
qui n’a pas de limite en x = 0.

Liste (non limitative) de limites à connaître par coeur

(1) lim
t→0

ln(1+ t )

t
= 1

(2) lim
t→0

e t −1

t
= 1

(3) lim
t→0

sin(t )

t
= 1

(4) lim
t→0

1−cos(t )

t 2
= 1

2

(5) lim
t→+∞

e t

tα
=+∞

(6) Pour α> 0,β ∈R, limt→+∞ ln(t )β

tα = 0
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3. Exercices

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théorème ou donner un
contre-exemple)

(a) Une suite croissante majorée admet une limite

(b) Une suite bornée est convergente

(c) Si a = limn un alors limn eun = ea

(2) On veut calculer la limite de la suite un = 1 ·3 ·5 · ... · (2n +1)

2 ·5 ·8 · ... · (3n +2)

(a) Calculer un+1
un

et sa limite lorsque n tend vers +∞
(b) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle qu’ à partir d’un certain rang

on ait un ≤C ( 3
4 )n .

(c) En déduire la limite de la suite



Chapitre 3

Intégrales

1. Intégrale d’une fonction continue

1.1. Définition et généralités. Soit f une fonction continue sur un intervalle borné,
fermé [a,b]. L’intégrale

∫ b
a f (x)d x est intuitivement l’aire sous le graphe de la fonction

(affectée d’un signe “−” si f est négative).

a b

+ + +

− −
x

y = f (x)

FIGURE 3.1 – Intégrale d’une fonction comme somme d’aires

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

−1

0

1

2

x

y

Approximation constante par morceaux d’une fonction continue

Fonction f
Approximation constante par morceaux

Points d’évaluation

25
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En approchant f par des fonctions en escalier, on approche l’aire par l’aire de rec-
tangles.

THÉORÈME 3.1. Soit f une fonction continue de [a,b] dans R ou C. Posons xk =
a +k b−a

n pour k = 0, . . . ,n. Alors la suite

In = b −a

n

n−1∑
k=0

f (xk )

converge. On appelle intégrale de f de a à b la limite, et on la note
∫ b

a f (x)d x

DÉMONSTRATION. On ne donnera pas la démonstration ici. Notons juste que l’on
peut remplacer xk = a+k b−a

n par n’importe quel point ξk ∈ [a+k b−a
n , a+(k+1) b−a

n ]. □

REMARQUE 3.2. � Il faut toujours écrire
∫

f (x)dx et pas
∫

f (x) !
D’une part pour savoir par rapport à quelle variable on intègre (par exemple

∫
a2t d t ̸=∫

a2t d a !) et d’autre part car cela permettra de ne pas se tromper lors des changements
de variables.

Interprétation géométrique dans le cas d’une fonction définie sur [a,b] à valeurs
dans C : 1

b−a

∫ b
a f (t )d t = limn→∞ 1

n

∑n−1
k=0 f (xk ) qui est le barycentre des points f (xk ).

Lorsque n augmente, les points xk se trouvent uniformément répartis sur la courbe
f ([a,b]) et le barycentre tend vers le barycentre de la courbe.

×

×
×

×

×

×

Barycentre

f (a)

f (x1)
f (x2)

f (x3)

f (xn)

f (b)

2. Propriétés

a) Relation de Chasles. On voit de la définition que si c ∈ [a,b] :∫ b

a
f (x)d x =

∫ c

a
f (x)d x +

∫ b

c
f (x)d x
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On pose par convention, si a > b :∫ b

a
f (x)d x =−

∫ a

b
f (x)d x

La relation de Chasles est alors vérifiée quels que soient a,b,c, pourvu que f soit
continue sur tous les intervalles concernés.

La relation de Chasles permet d’étendre la définition de l’intégrale au cas où f est
seulement continue par morceaux, c’est-à-dire qu’il existe a = a0 < a1 < . . . < ap = b
tels que f est continue sur ]a j , a j+1[ et limx→a+

j
f (x) et limx→a−

j
f (x) existent. On pose

alors : ∫ b

a
f (x)d x =

p−1∑
j=0

∫ a j+1

a j

f (x)d x

EXEMPLE 3.3.

f (x) = (−1)E(x)

alors
∫ 3

0 f (x)d x = ∫ 1
0 f (x)d x +∫ 2

1 f (x)d x +∫ 3
2 f (x)d x+= 1−1+1 = 1

x

y

0 1 2 3 4

1

−1

FIGURE 3.2 – La fonction f (x) = (−1)E(x)

b) Linéarité. Si f et g sont continues sur [a,b],
on a : ∫ b

a
( f + g )(x)d x =

∫ b

a
f (x)d x +

∫ b

a
g (x)d x∫ b

a
λ f (x)d x =λ

∫ b

a
f (x)d x

L’application f 7−→ ∫ b
a f de C 0([a,b],R) dansR est donc linéaire. De même, évidem-

ment, pour l’application définie de C 0([a,b],C) dans C.
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c) Positivité. En utilisant le fait que la limite d’une suite de réels positifs est positive,
on a :

PROPOSITION 3.4. Si a < b et la fonction f ∈ C 0([a,b],R) est positive sur [a,b], on a∫ b
a f (x)d x ⩾ 0.

Bien entendu, il est important de souligner que a < b ! En appliquant la proposition
à g − f et en utilisant la linéarité, on obtient :

COROLLAIRE 3.5. Soit a < b et f , g ∈ C 0([a,b],R) telles que f (x) ⩽ g (x) pour tout
x ∈ [a,b], alors : ∫ b

a
f (x)d x ⩽

∫ b

a
g (x)d x

En remarquant que −| f (x)| ≤ f (x) ≤ | f (x)|, on a :

COROLLAIRE 3.6. Soient a < b et f ∈C ([a,b],R) ou C ([a,b],C). Alors :∣∣∣∣∫ b

a
f (x)d x

∣∣∣∣≤ ∫ b

a
| f (x)|d x

DÉMONSTRATION. Dans le cas réel, c’est simplement le théorème précédent avec
les inégalités −| f (x)| ≤ f (x) ≤ | f (x)|. Dans le cas complexe, on reprend la définition et
on utilise ∣∣∣∣∣n−1∑

k=0
f (ξk )(xk+1 −xk )

∣∣∣∣∣≤ n−1∑
k=0

| f (ξk )|(xk+1 −xk )

qui donne par passage à la limite l’inégalité voulue. □

Une autre conséquence du corollaire suivant est donnée par :

COROLLAIRE 3.7. Si f est une fonction continue sur [a,b] à valeurs dans R ou C, et si
sur [a,b] on a | f (x)| ≤ M, alors :∣∣∣∣∫ b

a
f (x)d x

∣∣∣∣≤ M(b −a)

DÉMONSTRATION. En effet, on a :∣∣∣∣∫ b

a
f (x)d x

∣∣∣∣≤ ∫ b

a
| f (x)|d x ≤

∫ b

a
M d x = M(b −a)

□

3. Calculs d’intégrales et primitives

DÉFINITION 3.8. Soit I un intervalle de R et f une fonction sur I . On dit qu’une
fonction F définie sur I est une primitive de f si F ′ = f .

PROPOSITION 3.9. Deux primitives d’une même fonction f diffèrent d’une constante.
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DÉMONSTRATION. En effet, si F ′ =G ′ = f , alors (F−G)′ = 0 donc F−G est constante
sur un intervalle. □

REMARQUE 3.10. Il est essentiel d’être sur un intervalle : la fonction égale à 0 sur
[0,1]∪ [3,4] a pour primitive la fonction nulle, mais aussi la fonction égale à 0 sur [0,1]
et à 1 sur [3,4].

Le lien entre intégrale et primitive est donné par le résultat suivant :

THÉORÈME 3.11 (Théorème fondamental du calcul intégral). Soit f une fonction
continue sur [a,b]. La fonction F (x) = ∫ x

a f (t )d t est une primitive de f sur [a,b].

DÉMONSTRATION.

F (x +h)−F (x)

h
= 1

h

[∫ x+h

a
f (t )d t −

∫ x

a
f (t )d t

]
= 1

h

∫ x+h

x
f (t )d t

Par continuité de f , on a limh→0
1
h

∫ x+h
x f (t )d t = f (x) car

1

h

∫ x+h

x
f (t )d t − f (x) = 1

h

∫ x+h

x
( f (t )− f (x))d t

En effet quel que soit δ> 0 on peut trouver h assez petit pour que sur [x, x +h], | f (x +
h)− f (x)| ≤ δ. Alors

∣∣∣ 1
h

∫ x+h
x ( f (t )− f (x))d t

∣∣∣≤ 1
h hδ= δ. Donc F ′(x) = f (x). □

COROLLAIRE 3.12. Si f est une fonction continue sur [a,b] et F une primitive de f ,
on a : ∫ b

a
f (x)d x = F (b)−F (a)

On note souvent F (x)]b
a = F (b)−F (a).

EXEMPLES 3.13. (1) Une primitive de f (x) = xn est xn+1

n+1 donc :
∫ 1

0 xn d x =
[

xn+1

n+1

]1

0
=

1
n+1

Et plus généralement :
∫ b

a xn d x =
[

xn+1

n+1

]b

a
= bn+1−an+1

n+1

(2)
∫

sin(x)d x =−cos(x)+C

Plus généralement :
∫

sin(kx)d x =− 1
k cos(kx)+C (k ̸= 0)

∫
cos(kx)d x =

1
k sin(kx)+C (k ̸= 0)

(3) Pour calculer
∫

sin2(x)d x ou
∫

cos2(x)d x, on linéarise : sin2(x) = 1−cos(2x)
2 et

cos2(x) = 1+cos(2x)
2 donc :

∫
sin2(x)d x = ∫ 1−cos(2x)

2 d x = x
2 − sin(2x)

4 +C

(4) Soit n ∈Z∗. On a :
∫ 2π

0 sin(nx)d x =
[
−cos(nx)

n

]2π

0
= 0

∫ 2π
0 cos(nx)d x =

[
sin(nx)

n

]2π

0
=

0 On en déduit
∫ 2π

0 e i nxd x = 0 pour n ̸= 0 et sinon, évidemment
∫ 2π

0 1d x = 2π.
Interprétation géométrique : le barycentre du cercle est en 0. Ce calcul sera
très important pour les séries de Fourier.
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4. Méthodes de calcul

4.1. Intégration par parties. On exploite ici la formule ( f g )′ = f ′g + f g ′.

PROPOSITION 3.14. Soient f et g deux fonctions de classe C 1 (i.e. dérivables à dérivée
continue) sur [a,b]. Alors :∫ b

a
f ′(x)g (x)d x = [ f (x)g (x)]b

a −
∫ b

a
f (x)g ′(x)d x

REMARQUE 3.15. La proposition est encore vraie si f et g sont C 1 par morceaux, i.e.
s’il existe a = x0 < x1 < ·· · < xn = b telle que f et g soient C 1 sur [xi , xi+1] (ceci découle
de la relation de Chasles).

Bien entendu, cette formule n’a d’intérêt que si l’intégrale de droite est plus facile
à calculer que celle de gauche.

REMARQUE 3.16. On évitera absolument d’écrire
∫

f (x), ce qui risque des confu-

sions. On écrira
∫

f (x)d x ou
∫ b

a f (x)d x...

Par ailleurs, on pourra écrire :∫
f (x)d x = F (x)+C

afin de décrire toutes les primitives.

EXEMPLES 3.17.

(1)
∫

ex cos(x)d x. On pose u = ex et d v = cos(x)d x, donc du = ex d x et v = sin(x).∫
ex cos(x)d x = ex sin(x)−

∫
ex sin(x)d x

On intègre par parties une seconde fois avec u = ex et d v = sin(x)d x :∫
ex sin(x)d x =−ex cos(x)+

∫
ex cos(x)d x

En substituant :∫
ex cos(x)d x = ex sin(x)+ex cos(x)−

∫
ex cos(x)d x

Donc :

2
∫

ex cos(x)d x = ex(sin(x)+cos(x))

D’où : ∫
ex cos(x)d x = ex(sin(x)+cos(x))

2
+C
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VARIANTE : ex cos(x) = Re(e(1+i )x donc∫
ex cos(x) = Re

∫
e(1+i )xd x = Re(

e(1+i )x

1+ i
)+C =

ex Re(e i x 1− i

2
)+C = ex(cos(x)+ sin(x)

2
+C

(2)
∫

x sin(x)d x. On pose u = x et d v = sin(x)d x, donc du = d x et v =−cos(x).∫
x sin(x)d x =−x cos(x)−

∫
(−cos(x))d x

=−x cos(x)+
∫

cos(x)d x

=−x cos(x)+ sin(x)+C

4.2. Changement de variables. On exploite ici la formule suivante : si F ∈C 1([a,b],R)
(ou C 1([a,b],C)) et ϕ est C 1 de [α,β] vers [a,b], alors :

(F ◦ϕ)′(t ) = F ′(ϕ(t )) ·ϕ′(t )

THÉORÈME 3.18 (Formule du changement de variable). Soit f une fonction conti-
nue sur [a,b] et ϕ : [α,β] → [a,b] une fonction C 1 telle que ϕ(α) = a et ϕ(β) = b. Alors :∫ b

a
f (x)d x =

∫ β

α
f (ϕ(t ))ϕ′(t )d t

DÉMONSTRATION. Soit F une primitive de f et G(t ) = F (ϕ(t )). Alors :

G ′(t ) = F ′(ϕ(t )) ·ϕ′(t ) = f (ϕ(t )) ·ϕ′(t )

Donc :∫ β

α
f (ϕ(t ))ϕ′(t )d t =

∫ β

α
G ′(t )d t =G(β)−G(α) = F (ϕ(β))−F (ϕ(α)) = F (b)−F (a) =

∫ b

a
f (x)d x

□

C’est ici que la notation
∫

f (x)d x est utile : formellement on dit que l’on pose x =
g (t ) donc d x = g ′(t )d t et ∫ b

a
f (x)d x =

∫ β

α
f (g (t ))g ′(t )d t

Parfois g (α) > g (β) et il faut faire attention au bon ordre des variables d’intégration.

EXEMPLES 3.19.

(1) Calculons
∫ 1

0

√
1−x2 d x. Posons x = sin(t ), d x = cos(t )d t∫ 1

0

√
1−x2 d x =

∫ π/2

0

√
1− sin2(t )cos(t )d t =

∫ π/2

0
cos(t )cos(t )d t =

∫ π/2

0
cos2(t )d t =

∫ π/2

0

1

2
(cos(2t )+1)d t =

t

2
+ sin(2t )

4

]π
2

0
= π

4
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(2)
∫

d xp
1−x2

Posons x = sin(t ), d x = cos(t )d t

∫
d xp
1−x2

=
∫

cos(t )d t√
1− sin2(t )

=
∫

cos(t )d t

|cos(t )| =
∫

cos(t )d t

cos(t )
=

∫
d t = t +C

car sur
[−π

2 , π2
]
, cos(t ) ≥ 0 donc |cos(t )| = cos(t ). Plus généralement, sur [−1,1],

la primitive de 1p
1−x2

est arcsin(x).

C’est ici que la notation
∫

f (x)d x est utile : formellement on dit que l’on pose x = g (t )
donc d x = g ′(t )d t et on écrit alors∫ b

a
f (x)d x =

∫ β

α
f (g (t ))g ′(t )d t

Parfois g (α) > g (β) et il faut faire attention au bon ordre des variables d’intégration.

(3) On a
∫

d x

1+x2
= arctan(x)+C

Posons x = tan(u), d x = tan′(u)du = (1+ tan2(u))du. Alors∫
d x

1+x2
=

∫
(1+ tan2(u))du

1+ tan2(u)
=

∫
du = u = arctan(x)+C

(4) Calcul de
∫ d x

a2+x2

Posons x = a tan(u), d x = a(1+ tan2(u))du. Alors∫
d x

a2 +x2
=

∫
a(1+ tan2(u))du

a2 +a2 tan2(u)
=

∫
a(1+ tan2(u))du

a(1+ tan2(u))
=∫

du = u +C = arctan
( x

a

)
+C

(5) On peut aussi utiliser le théorème dans l’autre sens : on reconnaît une expres-
sion du type f (g (x)) · g ′(x)

Par exemple pour calculer
∫ 2x d x

1+x2 , on pose u = 1+ x2, alors du = 2x d x.
Donc ∫

2x d x

1+x2
=

∫
du

u
= ln |u|+C = ln(1+x2)+C

Ou encore pour calculer
∫ ln(t )2

t d t on pose u = ln(t ), d’où du = d t
t et

∫ ln(t )2

t d t =∫
u2du = u3

3 +C = ln(t )3

3 +C
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Liste (non limitative) d’intégrales à connaître par coeur

(1)
∫

uαdu = uα+1

α+1 +C si α ̸= −1 et
∫ du

u = ln(|u|)+C

(2)
∫

cos(u)du = sin(u)+C et
∫

sin(u)du =−cos(u)+C

(3)
∫

tan(u)du = ln |cos(u)|+C

(4)
∫ dup

1−u2
= arcsin(u)+C

(5)
∫ du

1+u2 = arctan(u)+C

(6) Toutes les intégrales précédentes en remplaçant u par une fonction v(t ) et du

par v ′(t )d t . Exemple :
∫ v ′(t )

v(t ) d t = ln(v(t ))+C .
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5. Intégrales généralisées

5.1. Définitions et généralités. À priori on ne sait pas définir l’intégrale d’une
fonction continue sur un intervalle infini [a,+∞[, ou l’intégrale sur [a,b] d’une fonc-
tion continue seulement sur [a,b[.

DÉFINITION 3.20. Soit f une fonction continue sur [a,+∞[ (à valeurs dans R ou C).
On dit que l’intégrale

∫ +∞
a f (t )d t converge si la fonction F (x) = ∫ x

a f (t )d t a une limite
lorsque x tend vers +∞. On la note

∫ +∞
a f (t )d t .

Si f est continue sur ]−∞, a] on dit de même que
∫ a
−∞ f (t )d t converge si

∫ a
x f (t )d t

a une limite lorsque x tend vers −∞. On la note
∫ a
−∞ f (t )d t .

Enfin si f est continue sur [a,b[ (resp. ]a,b], on dit que
∫ b

a f (t )d t converge si l’in-

tégrale
∫ x

a f (t )d t (resp. l’intégrale
∫ b

x f (t )d t ) a une limite lorsque x tend vers b resp. x

tend vers a). On la note
∫ b

a f (t )d t .

REMARQUE 3.21. Pour le moment on suppose que f est continue sur un intervalle
qui est fermé d’un côté et ouvert de l’autre. On verra plus tard le cas où f n’est continue
ni en a ni en b.

EXEMPLE 3.22. 1) Si p et un réel > 0
∫ +∞

1
d t
t p converge si et seulement si p > 1. En

effet si p = 1
∫ x

1
d t
t = log(x) qui tend vers +∞ lorsque x tend vers +∞

si p ̸= 1 la primitive de t−p est 1
1−p t 1−p donc

∫ x
1

d t
t p = 1

1−p [1− x1−p ] qui a une limite

en +∞ ssi p > 1. Cette limite est alors égale à 1
p−1 .

2)
∫ +∞

0 eat d t converge ssi a < 0

En effet
∫ x

0 eat d t = eat

a

]x

0
= eax−1

a qui a pour limite − 1
a lorsque x tend vers +∞.

DÉFINITION 3.23. Soient a < b des réels et f une fonction continue sur [a,b[,
à valeurs réelles ou complexes. On dit que

∫ b
a f (t )d t converge si la fonction F (x) =∫ x

a f (t )d t (définie pour x ∈ [a,b[) a une limite lorsque x tend vers b−. On pose alors∫ b
a f (t )d t = ℓ.

De même si f est continue sur ]a,b] on définit
∫ b

a f (t )d t = limx→a+
∫ b

x f (t )d t si
cette limite existe.

Il faut toujours préciser où est le "problème", c’est-à-dire la discontinuité de la
fonction (en a , en b, les deux?). Bien évidemment si l’une des bornes est ±∞ il y a
là automatiquement un problème

EXEMPLE 3.24. L’intégrale
∫ 1

0
d t
t p converge ssi p < 1

En effet
∫ 1

x
d t
t p = x1−p

1−p si p ̸= 1
1−x1−p

1−p −→ 1
1−p si p < 1 −→+∞ si p > 1

et
∫ 1

x
d t
t = log( 1

x ) →+∞ si x → 0.
� Pour définir

∫ +∞
−∞ f (t )d t si f ∈C 0(]−∞,+∞[,R) (ou C) on pose
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DÉFINITION 3.25. Soient a ∈R∪ {−∞,+∞} et f ∈C 0(]a,b[,R) ou C 0(]a,b[,C).
On dit que

∫ b
a f (t )d t converge si à la fois

∫ c
a f (t )d t et

∫ b
c f (t )d t convergent, et on

pose ∫ b

a
f (t )d t =

∫ c

a
f (t )d t +

∫ b

c
f (t )d t

REMARQUES 3.26. (1) La relation de Chasles entraîne que si f (est continue
sur [a,b[ la convergence de

∫ b
a f (t )d t est équivalente à celle de

∫ b
c f (t )d t pour

a < c < b.

(2) De même si f est continue sur ]a,b[, la convergence de
∫ b

a f (t )d t ne dépend
pas du choix de c. En effet,

∫ c

x
f (t )d t =

∫ d

x
f (t )d t +

∫ c

d
f (t )d t

et comme
∫ c

d f (t )d t est finie l’existence de la limite lorsque x tend vers a de∫ c
x f (t )d t entraîne celle de

∫ d
x f (t )d t .

REMARQUES 3.27.

(1)
�

Il est faux de dire que
∫ +∞
−∞ f (t )d t converge si

∫ x
−x f (t )d t a une limite

lorsque x tend vers +∞. Voir l’exemple qui suit.

(2)
�

La convergence de l’intégrale
∫ +∞

1 f (t )d t N’ENTRAÎNE PAS limt→+∞ f (t )d t =
0. Par exemple si f est la fonction ci-dessous égale à 0 partout sauf sur ]n −
1

2n ,n + 1
2n [ où elle est égale à

{
2n(x −n + 1

2n ) sur [n − 1
2n ,n]

2n(n + 1
2n −x) sur [n,n + 1

2n ]

et en particulier vaut 1 en n.

Alors
∫ n+ 1

2n

0 f (t )d t égale la somme des aires des triangles de base [k −
1

2k ,k+ 1
2k ] et de hauteur 1, c’est-à-dire

∑n
k=1

1
2k ≤ 1. On en déduit que la fonction

F (x) = ∫ x
0 f (t )d t est croissante (car f est positive) et bornée, car F (n + 1

2n ) ≤ 1
et possède donc une limite en +∞. L’intégrale

∫ +∞
1 f (t )d t est donc conver-

gente, bien que clairement limt→∞ f (t ) n’existe pas.
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EXEMPLES 3.28.

(1) L’intégrale
∫ +∞
−∞ td t diverge car

∫ +∞
0 td t et

∫ 0
−∞ td t divergent, mais

∫ x
−x td t =

t 2

2 ]x−x = 0.

(2)
∫ +∞
−∞

d t
1+t 2 converge car

∫ x
0

d t
1+t 2 = arctan(x)]x

0 = arctan(x) tend vers π
2 lorsque x

tend vers +∞.

(3)
∫ 0
−∞

d t
1+t 2 = arctan x]0−∞ =−arctan(x) a pour limite π

2 lorsque x tend vers −∞.

5.2. Règles de calcul.
5.2.1. Linéarité. Par simple passage à la limite au cas d’une fonction continue sur

un intervalle fini on vérifie

PROPOSITION 3.29. Soient f , g deux fonctions continues sur [a,b[ (b ∈ R∪ {+∞}) et
λ ∈R ou C. Si

∫ b
a f (t )d t et

∫ b
a g (t )d t convergent alors∫ b

a
( f (t )+ g (t ))d t =

∫ b

a
f (t )d t +

∫ b

a
g (t )d t

∫ b

a
λ f (t )d t =λ

∫ b

a
f (t )d t

5.2.2. Intégration par parties. Là aussi on se ramène au cas de f , g continues sur
un intervalle fini.

�
Les intégrales

∫ c
a f (t )d t et

∫ c
a g (t )d t peuvent converger, mais

∫ c
a f (t )g ′(t )d t

ne converge pas. [Exemple : f = g = 1p
t
]

Et aussi bien sûr que
∫ c

a f (t )g ′(t )d t converge, mais
∫ c

a f ′(t )g (t )d t diverge
Morale : On fait les calculs pour

∫ x et on passe à la limite en x.
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EXEMPLE 3.30. On a
∫ +∞

1 cos td t converge.
On écrit

∫ x
1

cos t
t d t = [ sin t

t

]x
1 +

∫ x
1

sin t
t 2 d t = sin(x)

x − sin(1)+∫ x
1

sin t
t 2 d t

On verra que
∫ +∞

1
sin t

t 2 d t converge.

Comme limx→+∞ sin(x)
x = 0, on en déduit que

∫ +∞
1

cos t
t d t converge.

5.2.3. Changement de variable. De même on peut le changement de variables sur∫ x
a f (t )d t et on passe à la limite en x.

PROPOSITION 3.31. Soient a,α des réels et b,β dansR∪{+∞}, et f une fonction conti-
nue de [a,b[ dans R ou C. Soit ϕ une bijection C 1 de [α,β[ dans [a,b[ telle que ϕ(α) = a
limt→β−ϕ(t ) = b. Alors

∫ b
a f (t )d t et

∫ β
α f (ϕ(t ))ϕ′(t )d t sont simultanément convergentes

ou divergentes, et dans le premier cas, elles sont égales.

EXEMPLES 3.32. (1) Pour a > 0,∫ +∞

−∞
d t

t 2 +a2
=t=au

1

a

∫ +∞

−∞
du

u2 +1
= 1

a
arctan

(
t

a

)]+∞
−∞

= π

a

(2) ∫ 1

0

d tp
1− t 2

=
t=sin(u)

∫ π
2

0

cos(u)du

|cos(u)| =
∫ π

2

0
du = π

2
Notons qu’on a ici ramené une intégrale généralisée à une intégrale ordinaire !

5.3. Critères de convergence. Il s’agit de pouvoir dire si une intégrale converge
lorsqu’on ne sait pas calculer une primitive.

5.3.1. Cas d’une fonction positive. Soient f , g des fonctions à valeurs positives dé-
finies sur [a,+∞[.

DÉFINITION 3.33. Soit a ∈ R∪ {+∞,−∞}. On note f ∼a g (ou f ∼ g lorsque x tend

vers a) et on dit que f et g sont équivalentes en a si limx→a
f (x)
g (x) = 1. (a ∈R∪{+∞,−∞})

On note f ∈Oa(g ) (ou f ∈O(g ) lorsque x tend vers a)(on évitera l’abus de langage
courant f = Oa(g ) !) s’il existe une constante C > 0 telle que f (x) ≤ C g (x) pour x au
voisinage de a (i.e dans ]a −ε, a +ε[ si a est fini, a > M ou a ≤ M si a =+∞ ou −∞)

EXEMPLES 3.34.

(1) 1
x + 1

x2 ∼ 1
x lorsque x →+∞

(2) ex −1 ∼ ex lorsque x →∞
(3) 1+sin(x)

x ∈O
( 1

x

)
lorsque x →∞ car 1+sin(x)

x ≤ 2
x

(4) 1
x ∉O+∞

(
1+sin(x)

x

)
car 1+sin(x)

x s’annule en (2k +1)π mais 1
x ̸= 0!.

Par contre 1
x ∈O+∞

(
2+sin(x)

x

)
.

THÉORÈME 3.35. Soient f , g des fonctions positives sur [a,+∞[. Si f ∈ O+∞(g ) et si∫ +∞
a g (t )d t converge, alors

∫ +∞
a f (t )d t converge.
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De même si f , g sont positives sur [a,b[ et f ∈ Ob(g ), si
∫ b

a g (t )d t converge alors∫ b
a f (t )d t converge.

DÉMONSTRATION. On traite le cas
∫ +∞

a , l’autre cas étant identique.
Tout d’abord si f (t ) est positive, Fa(x) −→ ∫ x

a f (t )d t est croissante.
En effet si y > x on a F (y)−F (x) = ∫ y

x f (t )d t > 0 (Prop en page I 5)
Ensuite, si f (t ) ≤ K g (t ) pour t > a avec K > 0, alors on a

∫ x
a f (t )d t ≤ K

∫ x
a g (t )d t

Par hypothèse
∫ x

a g (t )d t a une limite pour x tendant vers +∞. Elle est donc bornée,
donc

∫ x
a f (t )d t aussi et on en déduit que

∫ x
a f (t )d t étant croissante et majorée possède

une limite lorsque x tend vers +∞ i.e l’intégrale converge. □ □

REMARQUE 3.36.
�

Ceci est faux si f (t ), g (t ) ne sont pas positives. Cependant
il suffit en fait de supposer f (t ) et g (t ) positives pour t assez grand, en appliquant le
théorème sur [c,+∞[ avec c assez grand.

EXEMPLES 3.37. Notons que dans les exemples qui suivent toutes les fonctions sont
positives (on ne le répétera donc pas à chaque fois).

(1)
∫ +∞

0 e−t 2
d t converge car e−t 2 ∈O+∞(e−t ) et

∫ +∞
1 e−t d t converge

(2)
∫ +∞

1
1

t 3+t
d t converge car 1

t 3+t
∈O+∞

(
1
t 3

)
et

∫ +∞
1

d t
t 3 converge

(3)
∫ +∞

1
3sin(t )+t

t 3 d t converge car pour t assez grand 3sin(t )+ t ≥ 0 et 3sin(t )+t
t 3 ∈

O+∞
(

1
t 2

)
et

∫ +∞
1

d t
t 2 converge

Évidemment si on a f , g ≥ 0 et à la fois f ∈ O+∞(g ) et g ∈ O+∞( f )
∫ +∞

a f (t )d t et∫ +∞
a g (t )d t convergent ou divergent simultanément.

En particulier c’est le cas si f ∼ g .

EXEMPLES 3.38.

(1)
∫ 1

0

p
t

ln(1+t ) d t converge. Le problème est en 0,
p

t et ln(1+ t ) sont ≥ 0 pour t ≥ 0

ln(1+ t ) ∼0 t donc
p

t
ln(1+t ) ∼ 1p

t
et

∫ 1
0

d tp
t

converge.

(2)
∫ +∞

1 e−t (2+sin(t ))d t converge car e−t (2+sin(t )) ∈O+∞(e−t ) et
∫

e−t d t converge

5.3.2. Cas d’une fonction de signe quelconque. Le critère suivant permet parfois de
se ramener au cas positif

THÉORÈME 3.39. Soit f une fonction continue sur [a,+∞[ à valeurs réelles ou com-
plexes. Si l’intégrale

∫ +∞
a | f (t )|d t converge alors

∫ +∞
a f (t )d t converge.

DÉFINITION 3.40. Lorsque
∫ +∞

a | f (t )|d t converge on dit que l’intégrale
∫ +∞

a f (t )d t

converge absolument. De même pour
∫ b

a f (t )d t .
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DÉMONSTRATION. Dire que
∫ +∞

a f (t )d t revient à dire que pour toute suite (xn)
tendant vers +∞ y j = ∫ xn

xm
f (t )d t a une limite. Or si vn − vm = ∫ xn

xm
| f (t )|d t et on a

|vn − vm | =
∣∣∣∫ xn

xm
f (t )d t

∣∣∣≤ ∫ xn
xm

| f (t )|d t donc (vn)n≥1 vérifie le critère de Cauchy.

On en déduit que (vn)n≥1 converge donc
∫ +∞

a f (t )d t converge. □

On déduit de la section précédente que si | f | ∈O+∞(g ) et que
∫ +∞

a g (t )d t converge
alors

∫ +∞
a | f (t )|d t converge, c’est-à-dire que

∫ +∞
a (t )d t est absolument convergente,

donc convergente. On pourra donc écrire par abus de langage f ∈ Oa(g ) au lieu de
| f | ∈Oa(g ).

REMARQUE 3.41.

" Il existe des intégrales convergentes qui ne sont pas absolument convergentes.

Pour toute fonction f , on écrit

f + = max( f ,0) et f − = max(− f ,0)

de sorte que :

f (t ) = f +(t )− f −(t )

| f (t )| = f +(t )+ f −(t )

où f +, f − ≥ 0 (deux fonctions positives).

Interprétation :

(1) Convergence absolue
Si

∫ +∞
a | f (t )|d t converge, alors aussi bien

∫ +∞
a f +(t )d t que

∫ +∞
a f −(t )d t convergent.

(2) Convergence mais pas convergence absolue
Si

∫ +∞
a f (t )d t converge mais

∫ +∞
a | f (t )|d t =+∞, alors :∫ +∞

a
f +(t )d t =+∞ ET

∫ +∞

a
f −(t )d t =+∞

La convergence de l’intégrale résulte d’une compensation, c’est-à-dire :

lim
x→+∞

(∫ x

a
f +(t )d t −

∫ x

a
f −(t )d t

)
=

∫ +∞

a
f (t )d t (fini)

EXEMPLES 3.42.

(1)
∫ +∞

1
sin t

t 2 d t converge absolument car
∣∣∣ sin t

t 2

∣∣∣≤ 1
t 2 et

∫ +∞
1

d t
t 2 converge

(2)
∫ +∞

1 t sin(t )e−t d t converge absolument car |t sin(t )e−t | ≤ te−t or te−t = exp(−t+
ln(t )). Or on a vu que ln(t )

t → 0 en +∞ donc pour t assez grand ln(t ) < t
2 et

te−t ≤ e− t
2 . Or

∫ +∞
1 e− t

2 d t converge.
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(3) On a vu que
∫ +∞

1
cos t

t d t converge, car
∫ x

1
cos t

t d t = sin t
t |x1+

∫ x
1

sin t
t 2 d t . Or

∫ +∞
1

sin t
t 2 d t

converge absolument, vu que
∣∣∣ sin t

t 2

∣∣∣ ≤ 1
t 2 , et vu que limx→+∞ sin x

x = 0 on aura

limx→+∞
∫ x

1
cos(t )

t d t = limx→+∞ sin(t )
t

]x

1
+ limx→+∞

∫ x
1

sin t
t 2 d t . Donc∫ +∞

1

cos t

t
d t =−sin1+

∫ +∞

1

sin t

t 2
d t

Mais
∫ +∞

1
cos t

t d t n’est pas absolument convergente. En effet |cos t | ≥ 1
2 sur

kπ− π
3 ≤ t ≤ kπ+ π

3 donc
∫ +∞

1

∣∣cos t
t

∣∣d t ≥ ∫ kπ+π
3

2π
3

∣∣∣cos(t )
t

∣∣∣ ≥ 1
2

∑+∞
k=1

∫ kπ+π
3

kπ−π
3

d t
t ≥

π
2

∑+∞
k=1

1
kπ+π

3
= 3π

2

∑+∞
k=1

1
2k−1 qui diverge.

Liste (non limitative) d’intégrales impropres à connaître par coeur

(1)
∫ a

0
du
uα est convergente ssi α< 1

(2)
∫ +∞

a
du
uα est convergente ssi α> 1

(3)
∫ +∞

0 e−udu est convergente

(4)
∫ +∞

0
sin(u)

u du et
∫ +∞

0
cos(u)

u du sont convergentes mais pas absolument conver-
gentes.
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6. Exercices

Étudier la convergence de chacune des intégrales impropres suivantes, en préci-
sant où se situe(nt) le(s) point(s) à problème. Même en cas de convergence, on ne de-
mande pas de calculer la valeur de l’intégrale.

(1)
∫ +π/2

0
tan(t )d t

(2)
∫ +∞

0
(t −1)e−t 2+2t d t

(3)
∫ +∞

1

arctan(t )

t 2
d t





Chapitre 4

Séries numériques

1. Généralités

DÉFINITION 4.1. Soit (uk )k≥0 une suite de réels ou de complexes. On définit la suite
des sommes partielles (Sn)n≥0 par :

Sn =
n∑

k=0
uk

On dit que la série
∑

uk converge si la suite (Sn) admet une limite quand n → +∞.
Cette limite est appelée la somme de la série.

Terminologie : on dit aussi de manière équivalente que la série de terme général uk

converge ou diverge.

REMARQUE 4.2.
�

Ne pas confondre la convergence de la série
∑

uk avec celle
de la suite (uk ). On peut commencer la série à un rang n0 > 0, ce qui ne change pas la
convergence mais modifie la somme.

EXEMPLES 4.3.

(1) La série harmonique
∑+∞

k=1
1
k diverge (vu dans le chapitre 2, Exemple 2.32 (2)

en utilisant le critère de Cauchy).

(2) La série
∑+∞

k=1
1

k(k+1) converge, car :

1

k(k +1)
= 1

k
− 1

k +1
⇒

n∑
k=1

1

k(k +1)
= 1− 1

n +1
→ 1

(3) La série géométrique
∑

qk converge si |q | < 1 :
n∑

k=0
qk = 1−qn+1

1−q
→ 1

1−q

Si |q| ≥ 1, la série diverge.

(4) La série
∑+∞

k=1 ln
(
1+ 1

k

)
diverge car :

n∑
k=1

ln

(
1+ 1

k

)
=

n∑
k=1

ln

(
k +1

k

)
= ln(n +1) →+∞

Comme conséquence immédiate du critère de Cauchy on obtient :

43
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PROPOSITION 4.4. Si la série
∑

uk converge, alors uk → 0.

DÉMONSTRATION. Par le critère de Cauchy, pour tout ε strictement positif, il existe
N tel que :

∀n ≥ N , |Sn+1 −Sn | = |un+1| < ε⇒ lim
n

un = 0

□

REMARQUE 4.5.

" La convergence de la suite (uk )k≥0 vers 0 N’ENTRAÎNE PAS
la convergence de la série

∑
k uk .

2. Séries à termes positifs

2.1. Comparaison de séries.

PROPOSITION 4.6. Si uk ≥ 0, alors
∑

uk converge si et seulement si la suite des sommes
partielles (Sn) est majorée.

DÉMONSTRATION. En effet la suite (Sn)n≥1 est alors croissante, donc elle converge
si et seulement si elle est majorée. □

THÉORÈME 4.7 (Théorème de Comparaison). Si 0 ≤ un ≤ vn à partir d’un certain
rang, et si

∑
vn converge, alors

∑
un converge.

DÉMONSTRATION. En effet si on note Sn les sommes partielles associées à uk , Tn

pour les sommes partielles associées à vk on a que Sn ,Tn sont croissantes car un et vn

sont positifs et Sn ≤ Tn . Comme (Tn)n≥1 converge elle est bornée, mais alors (Sn)n≥1

est bornée et donc étant croissante et majorée, elle converge. □

EXEMPLES 4.8.

(1) 1
k2 ≤ 1

k(k+1) ⇒
∑ 1

k2 converge.

(2) Si p > 1, alors
∑ 1

np converge.

(3) Comme limk
ln(k)

k = 0 à partir d’un certain rang on a 1
lnk ≥ 1

k . Donc
∑ 1

lnk di-
verge.

2.2. Notation « O ».

DÉFINITION 4.9. On écrit uk =O(vk ) si uk , vk sont positifs à partir d’un certain rang
et s’il existe C > 0 tel que :

∀k ≥ N , uk ≤C vk

THÉORÈME 4.10 (Théorème de Comparaison (version générale)). On suppose uk , vk ≥
0. Si uk =O(vk ) et

∑
vk converge, alors

∑
uk converge. Si uk =O(vk ) et vk =O(uk ), alors

les deux séries sont de même nature.
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t

y

f (t )

1 2 3 4 5

∑N
k=1 f (k)

∫ ∞
1 f (t )d t ∑N

k=1 f (k)

FIGURE 4.1 – Illustration des estimations utilisées pour la preuve du
théorème : l’air des rectangles orange vaut f (k), celle des rectangles
bleus vaut f (k +1)

2.3. Comparaison avec une intégrale.

THÉORÈME 4.11 (Théorème de Comparaison des séries et intégrales). Soit f : [a,+∞[→
R, continue, positive et décroissante. Alors

∑
k f (k) converge si et seulement si

∫ +∞
a f (t )d t

converge.

DÉMONSTRATION. On regarde la série en partant de n0 ≥ a. On a pour k > n0

f (k +1) ≤
∫ k+1

k
f (t )d t ≤ f (k)

car f (k +1) ≤ f (t ) ≤ f (k) si t ∈ [k,k1].
Donc

n∑
k=n0

f (k +1) ≤
∫ n

n0

f (t )d t ≤
n∑

k=n0

f (k)

en utilisant la relation de Chasles.
Si l’intégrale converge

∫ n
a f (t )d t est une suite convergente donc bornée, et il en

est de même pour
∑n

k=n0
f (k + 1) donc les sommes partielles sont bornées et la série

converge.
Réciproquement, si la série converge la suite

∫ n
n0

f (t )d t converge car elle est crois-
sante et majorée. En effet si x ≤ n on aura

∫ x
n0

f (t )d t ≤ ∑n
k=n0

f (k) ≤ ∑+∞
k=n0

f (k), donc∫ x
n0

f (t )d t est bornée et comme ell est croissante elle a une limite en +∞.
□
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EXEMPLES 4.12. (1) La série de terme général 1
kα converge si α > 1 et diverge

si α≤ 1, car c’est le cas pour
∫ +∞

1
d t
tα et 1

tα est décroissante et positive.

(2)
∑ 1

k ln(k) diverge. On utilise f (t ) = 1
t ln(t ) définie sur [2,+∞[.∫ x

2

d t

t ln(t )
= [ln(ln(t ))]x

2 = ln(ln(x))− ln(ln(2))

qui tend vers +∞ en +∞.
Comme f est décroissante et positive, le critère s’applique.

3. Séries à termes quelconques

3.1. Convergence absolue. Ce critère est semblable à celui pour les intégrales gé-
néralisées, et s’applique pour des séries à termes réels ou complexes.

THÉORÈME 4.13. Soit
∑

uk une série à termes réels ou complexes. Si la série
∑ |uk |

converge alors la série
∑

un converge. On dit que
∑

uk est absolument convergente.

DÉMONSTRATION. On applique le critère de Cauchy à Sn =∑n
k=0 uk . On a pour n ≥

m

|Sn −Sm | =
∣∣∣∣∣ n∑
k=m+1

uk

∣∣∣∣∣≤ n∑
k=m+1

|uk |.

La convergence de
∑ |uk | entraîne, par le critère de Cauchy, que pour tout ε> 0 il existe

N tel que si n ≥ m ≥ N on a
n∑

k=m+1
|uk | ≤ ε.

Mais alors
∣∣∑n

k=m+1 uk
∣∣ ≤ ∑n

k=m+1 |uk | ≤ ε et, toujours d’après le critère de Cauchy la
suite Sn converge. □

REMARQUE 4.14. Comme pour les intégrales, une série peut converger sans être
absolument convergente.

EXEMPLE 4.15.
∑ sin(k)

k2 est absolument convergente car
∣∣∣ sin(k)

k2

∣∣∣≤ 1
k2 qui est conver-

gente.

EXEMPLE 4.16. (1)
∑ ei k

k2 est absolument convergente, car
∣∣∣ ei k

k2

∣∣∣≤ 1
k2 .

(2) Soit z ∈C. La série
∑ zk

k ! est absolument convergente car
∑ |z|k

k ! est convergente.
En effet pour |z| < n0

2 on a

|z|k
k !

= |z|n0
n0!

|z|k−n0

(n0 +1)...k
≤C

1

2k−n0

Donc |z|k
k ! ∈ O( 1

2k ) et comme la série de terme général 1
2k converge, la série de

terme général |z|k
k ! converge, donc la série de terme général zk

k ! est absolument
convergente, donc convergente.
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La somme de cette série est la (ou une) définition de ez .

Les deux critères suivants sont couramment utilisés, bien que les démonstrations
directes soient souvent plus simples

PROPOSITION 4.17 (Règle de d’Alembert). Soit (uk )n≥1 le terme général d’une série.
On suppose que la suite (|uk+1

uk
|)k≥1 a une limite l . Alors

— Si l < 1 la série est absolument convergente

— Si l > 1 la série est divergente

Notons que si l = 1 on ne peut pas conclure, la série peut être divergente ou conver-
gente.

DÉMONSTRATION. En effet si l < 1, à partir d’un certain rang n0 on doit avoir
|un+1

un
| < l ′ < 1 et donc |uk+1| ≤ (l ′)k+1−n0 |un0 | =O(l ′k ). Comme la série de terme général

(l ′)k est convergente, d’après le Théorème de comparaison (Théorème 4.7) la série de
terme général uk sera absolument convergente donc convergente.

D’autre part si l > 1, à partir d’un certain rang n0 on a |uk+1
uk

| > l ′ > 1 (en particulier

le quotient a un sens donc un0 ̸= 0) donc |uk+1| ≥ (l ′)k+1−n0 |un0 | ≥ C l ′k (notons que
C = un0 l ′−n0 ̸= 0). Le terme général de la suite ne tend donc pas vers 0 et la série est
évidemment divergente. □

EXEMPLE 4.18. (1) Si uk = 1
k on aura l = 1 mais on sait que la série diverge. Si

uk = 1
k2 de nouveau l = 1 mais on sait que la série converge.

PROPOSITION 4.19 (Règle de Cauchy). Soit (uk )k≥1 le terme général d’une série. On

suppose que la suite (|uk |
1
k )k≥1 a une limite l . Alors

— Si l < 1 la série est absolument convergente

— Si l > 1 la série est divergente

DÉMONSTRATION. En effet si l < 1, à partir d’un certain rang n0 on doit avoir

|uk |)
1
k < l ′ < 1 et donc |uk | ≤ (l ′)k . Comme la série de terme général (l ′)k est conver-

gente la série de terme général uk sera absolument convergente donc convergente.

D’autre part si l > 1, à partir d’un certain rang on a |uk |
1
k > l ′ > 1 (en particulier

|uk | ≥ (l ′)k . Le terme général de la suite ne tend donc pas vers 0 et la série est diver-
gente. □

Ces critères permettent parfois de simplifier des démonstrations de convergence.

EXEMPLE 4.20. La série
∑

k
zk

k ! . On a uk = zk

k ! donc
∣∣∣uk+1

uk

∣∣∣= ∣∣∣ zk+1

(k+1)!
k !
zk

∣∣∣= |z|
k+1 qui a pour

limite 0 lorsque k tend vers +∞. La série est donc convergente.
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S1 S3 S5 ℓ S6 S4 S2 S0

FIGURE 4.2 – Sommes partielles pour uns série alternée

3.2. Séries alternées.

DÉFINITION 4.21. Une série est alternée si son terme général est de la forme uk =
(−1)k vk avec vk ≥ 0 pour tout k ≥ 0 (ou vk ≤ 0 pour tout k ≥ 0).

THÉORÈME 4.22 (Théorème de Leibniz). Si vk est décroissante et limk vk → 0, alors
la série

∑
(−1)k vk converge.

DÉMONSTRATION. Idée : les suites des sommes partielles paires et impaires sont
respectivement croissantes et décroissantes et leur différence tend vers 0. On traite le
cas où vk ≥ 0 pour tout k, l’autre cas se traite de la même manière.

Soit en effet Sn =∑n
k=0(−1)k vk . Alors

— S2k−1 ≤ S2k+1, car S2k+1−S2k−1 =−v2k+1+v2k ≥ 0 par décroissance de (vk )k≥0.
Donc la suite (S2k+1)k≥0 est croissante.

— De même S2k+2 ≤ S2k car S2k+2−S2k = v2k+2−v2k+1 ≤ 0, donc la suite (S2k )k≥1

est décroissante.

— Enfin la différence S2k+1 ≤ S2k et S2k+1−S2k tend vers 0, puisque S2k+1−S2k =
−v2k+1 ≤ 0 et limk v2k+1 = 0.

On a donc une suite croissante (S2k+1)k≥0 une suite décroissante S2k )k≥0 et donc

S2k+1 ≤ S2k ≤ S2k−2 ≤ .... ≤ S0

La suite S2k+1)k≥1 est donc croissante majorée et a donc une limite a. La suite décrois-
sante (S2k )k≥0 a la même limite puisque S2k+1 −S2k a pour limite 0. On en déduit que
la suite (Sk )k≥1 a une limite, donc que la série converge. □

EXEMPLES 4.23. (1)
∑ (−1)k

k converge.

(2)
∑ (−1)kp

k
converge.

(3)
∑ (−1)k

k2 ln(k)
converge.

Notons qu’aucune de ces 3 suites n’est absolument convergente vu que
∑

k
1
k di-

verge et 1
k < 1p

k
< 1

ln(k) pour k assez grand.

REMARQUE 4.24. Si ℓ= limSn on a

S2n+1 ≤ ℓ≤ S2n+2 ≤ S2n
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donc

|S2n+1 −ℓ| ≤ |S2n+2 −S2n+1| = v2n+2

|S2n −ℓ| ≤ |S2n −S2n+1| = v2n+1

donc la différence entre la somme partielle et la somme de la série, qu’on appelle le
reste de la série est majorée par le module du premier terme omis.

EXEMPLE 4.25. Si ℓ= lim
∑ (−1)n+1

n on a∣∣∣∣∣ n∑
k=0

(−1)k

k
−ℓ

∣∣∣∣∣≤ 1

n +1
.

On verra que ℓ= ln(2). Il y a cependant des méthodes plus efficaces de calculer une va-
leur approchée de ln(2) : en effet pour calculer ln(2) avec trois décimales cette méthode
exige qu’on additionne mille ( ! !) termes de la série.

3.3. Réarrangement.

REMARQUE 4.26. On peut permuter un nombre fini de termes d’une suite sans mo-
difier sa convergence ou sa limite. C’est faux pour une infinité de termes.

EXEMPLES 4.27. (1)

1− 1

2
+ 1

3
− 1

4
+ 1

5
− 1

6
+·· · ̸= 1+ 1

3
− 1

2
+ 1

5
+ 1

7
− 1

4
+·· ·

mais les deux séries convergent car

Sn =
n∑

k=1

[
1

4k −1
+ 1

4k +1
− 1

2k

]
qui correspond à une série alternée avec

u8k = 1

4k −1
+ 1

4k +1
= 8k

16k2 −1

u8k+4 =
1

2k
et on a bien u2k+4 ≤ u2k ≤ u2k−2, donc la série converge et Sn a une limite.
Comme S2n+2 ≤ S2n la limite de la série n’est pas ln(2) car ln(2) = 0,693 et la
somme est supérieure.

(2) On peut réordonner
∑ (−1)n+1

n de façon à la rendre divergente en permutant les
termes de manière appropriée.
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4. Exercices

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théorème ou donner un
contre-exemple)

(a) Une série dont le terme général tend vers 0 est convergente

(b) Une série de terme général uk tel que limk k|uk | = 1 diverge

(c) Une série de terme général uk tel que limk k2|uk | = 1 converge

(2) Dire si les séries suivantes sont absolument convergentes ? Convergentes?

(a)
+∞∑
k=1

(−1)k

log(k)

(b)
+∞∑
k=1

sin(k)

k2

(c)
+∞∑
k=1

cos(k)

k2 − log(k)



Chapitre 5

Suites et séries de fonctions

1. Généralités

On va voir qu’il y a plusieurs définitions de convergence pour les fonctions. La plus
évidente est

DÉFINITION 5.1 (Convergence simple). Soit
(

fn
)

n⩾1 une suite de fonctions définies
sur un intervalle I de R. On dit que la suite converge simplement vers une fonction f
si pour tout x ∈ I la suite

(
fn(x)

)
n⩾0 converge vers f (x).

EXEMPLES 5.2.

(1)
( sinnx

n

)
n⩾1 converge simplement vers 0

(2) (enx)n⩾1 converge simplement vers χ0 sur ] − 1,0] où χ0(x) = 0 pour x < 0
χ0(0) = 1. Elle ne converge pas sur ]−1,1[.

(3)
(
1+ x

n

)n converge simplement vers ex car n log
(
1+ x

n

)∼ n · x
n −→ x.

On voit que, partant de fonctions continues, la limite simple est parfois continue,
parfois discontinue (exemple 2). On introduit alors une autre notion :

DÉFINITION 5.3 (Convergence uniforme). Soit
(

fn
)

n⩾0 une suite de fonctions défi-

nies sur un intervalle I . On dit que
(

fn
)

n⩾0 converge uniformément vers f si la suite

dn = supx∈I

∣∣ fn(x)− f (x)
∣∣ tend vers 0.

Il s’agit donc de majorer
∣∣ fn(x)− f (x)

∣∣ par une quantité indépendante de x et ten-
dant vers 0.

EXEMPLES 5.4.

(1)
∣∣ sinnx

n

∣∣⩽ 1
n donc sinnx

n converge uniformément vers 0 sur R.

(2) Si xn = −1
n ,

∣∣enxn −χ0 (xn)
∣∣ = e−1 ne tend pas vers 0, donc enx ne converge pas

uniformément vers χ0 sur ]−1,0].

(3)
∣∣x −n ln

(
1+ x

n

)∣∣⩽ ∣∣∫ x
0

(
1− n

n+t

)
d t

∣∣
⩽

∣∣∫ x
0

t
n+t d t

∣∣⩽ |x|
n

si I = [a,b] avec a,b ∈R on a |x|⩽max{|a|, |b|} = M et donc∣∣x −n ln
(
1+ x

n

)∣∣ ⩽ M
n tend vers 0, et donc n ln

(
1+ x

n

)
converge uniformé-

ment vers x.
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Par contre pour xn = n on a

∣∣∣n −n ln
(
1+ n

n

)∣∣∣= n(1− ln(2)) ̸= 0

donc

∣∣∣n −n ln
(
1+ n

n

)∣∣∣= n

ne tend pas vers 0, donc la convergence n’est pas uniforme sur [0,+∞[.

En termes de quantificateurs les deux types de convergence s’expriment comme
suit :

— pour la convergence simple

∀x ∈ I ∀ε> 0 ∃N ,∀n ⩾ N :
∣∣ fn(x)− f (x)

∣∣< ε
— et pour la convergence uniforme

∀ε> 0 ∃N ∀n ⩾ N ∀x ∈ I
∣∣ fn(x)− f (x)

∣∣< ε
i.e. la place de «∀x » fait la différence entre les deux types de convergence.

Bien entendu, la convergence uniforme est plus forte que la convergence simple.

� Pour éviter des confusions, on ne dira JAMAIS qu’une suite de
fonctions converge, mais on précisera toujours « la suite de fonctions

converge simplement » ou « la suite de fonctions converge
uniformément ».

PROPOSITION 5.5. Si une suite de fonctions
(

fn
)

n⩾0 définie sur I converge uniformé-
ment vers f alors elle converge simplement vers f .

Un critère utile pour montrer qu’une suite de fonctions ne converge pas uniformé-
ment c’est de trouver une suite (xn)n⩾0 dans I telle que fn (xn)− f (xn) ne tend pas vers
0.

EXEMPLES 5.6. (1)
(
1+ x

n

)n ne tend pas uniformément vers ex car fn(n)− f (n) =
2n −en ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +∞

(2) fn(x) = xn ne tend pas uniformément vers 0 sur [0,1] car fn
(
1− 1

n

)= (
1− 1

n

)n −→
e−1 ̸= 0

En terme de graphes, dire que fn converge uniformément vers f c’est dire
que le graphe de fn , pour n assez grand, est contenu dans un tube de taille ε
autour du graphe de f .
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x

y

f +ε
f

f −ε

ε

FIGURE 5.1 – Convergence uniforme d’une suite de fonctions

1

1
n

2
n

x

y

FIGURE 5.2 – Convergence simple d’une suite de fonctions vers 0.

2 Propriétés des limites de suites de fonctions

On veut savoir quelles propriétés permettent à la limite. Tout d’abord on a

PROPOSITION 5.7. Soit
(

fn
)

n⩾0 une suite de fonctions sur I convergeant simplement
vers f . Alors

(1) Si les
(

fn
)

n⩾0 sont des fonctions positives alors f est positive

(2) Si les
(

fn
)

n⩾0 sont des fonctions croissantes alors f est croissante

REMARQUES 5.8.
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(1) On a bien sûr que si fn ⩽ 0 alors f ⩽ 0.

(2) On en déduit que si fn ⩽ gn et gn converge simplement vers g alors f ⩽ g .

(3) De même si les fn sont convexes, i.e ∀t ∈ [0,1],∀x, y ∈ I , fn(t x + (1− t )y) ⩽
t fn(x)+ (1− t ) fn(y) alors f sera convexe par passage à la limite de l’inégalité
ci-dessus.

On a maintenant une conséquence importante de la convergence uniforme.

THÉORÈME 5.9. Soit
(

fn
)

n⩾0 une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R.
On suppose que (1) les fn sont continues (2) fn converge uniformément vers f . Alors f
est continue.

DÉMONSTRATION. Soit x0 ∈ I , on veut montrer que f est continue en x0. Soit ε> 0,
il existe N tel que pour n ⩾ N ,

∣∣ fn(x)− f (x)
∣∣< ε sur I .

On écrit alors∣∣ f (x)− f (x0)
∣∣⩽ ∣∣ f (x)− fN (x)

∣∣+ ∣∣ fN (x)− fN (x0)
∣∣+ ∣∣ fN (x0)− f (x0)

∣∣
Les 1er et 3ème termes de droite sont majorés par ε. Le second est, par continuité de

fN , majoré par ε si |x −x0| < η. Donc si |x −x0| < η on a
∣∣ f (x)− f (x0)

∣∣< 3ε et f est bien
continue en x0. □

�
La convergence simple ne suffit pas !

EXEMPLE 5.10. Si fn(x) = xn sur [0,1],
(

fn
)

n⩾0 converge simplement vers f définie
par f (x) = 0 si x ̸= 1, f (1) = 1. Les fn sont continues, mais f ne l’est pas.

REMARQUES 5.11. (1) La réciproque est fausse : la continuité d’une limite n’en-
traîne pas que la convergence soit uniforme. Par exemple sur ]0,1[, fn(x) = xn

a pour limite 0, mais la convergence n’est pas uniforme car

(
1− 1

n

)n

→ e−1 ̸= 0

(2) Pour montrer la continuité d’une limite simple de fonctions sur I , il suffit de
montrer la convergence uniforme de fn vers f sur les intervalles de la forme
[a,b] contenus dans I : en effet chaque point x0 de I est dans un tel intervalle
et la continuité de f sur [a,b] entraînera la continuité de f en x0 ∈]a,b[.

EXEMPLE 5.12. (1) La suite Sn(x) =∑n
k=1

xk

k converge uniformément sur |x|⩽
a < 1 car

— pour x fixé la suite Sn(x) converge car c’est une série absolument conver-

gente
∣∣∣ xk

k

∣∣∣< ak et
∑

ak converge.

— |Sn(x)−S∞(x)| =
∣∣∣∑+∞

k=n+1
xk

k

∣∣∣
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⩽
+∞∑

k=n+1
|x|k ⩽ an+1 · 1

1−a

qui tend vers 0. Donc Sn(x) converge uniformément vers S∞(x) lorsque |x|⩽ a < 1.
On en déduit que pour tout a < 1, S∞(x) est continue sur |x|⩽ a. Elle est donc continue
sur {x||x| < 1}.

REMARQUE 5.13. On verra que S∞(x) =− ln(1−x).

2. Intégration, Dérivation

Il s’agit ici d’intervertir limite d’une suite de fonctions et intégrale.

THÉORÈME 5.14. Soit
(

fn
)

n⩾0 une suite de fonctions continues définies sur un inter-

valle borné [a,b] = I . On suppose que la suite
(

fn
)

n⩾0 converge uniformément vers une

fonction f sur I . Alors la suite de fonctions Fn(x) = ∫ x
a fn(t )d t converge uniformément

vers F (x) = ∫ x
a f (t )d t.

COROLLAIRE 5.15. Sous les hypothèses du Théorème la suite numérique
∫ b

a fn(t )d t

converge vers
∫ b

a f (t )d t pour a,b ∈ I .

DÉMONSTRATION. En effet si Fn converge uniformément (ou simplement) vers F
on a Fn(b) −→ F (b). □

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME. La convergence uniforme de fn vers f dit que
∀ε> 0∃N ,∀n ⩾ N

∣∣ fn(x)− f (x)
∣∣< ε. Mais alors

∣∣∫ x
a fn(t )d t −∫ x

a f (t )d t
∣∣⩽∫ x

a

∣∣ fn(t )− f (t )
∣∣d t ⩽ ε(b −a)

donc Fn converge uniformément vers F . □

EXEMPLE 5.16. 1
1−x =∑+∞

k=0 xk pour |x|⩽ a < 1, plus précisément fn(x) =∑n
k=0 xk =

1−xn+1

1−x converge uniformément vers 1
1−x sur ]−a, a[.

Donc
∫ x

0 fn(t )d t =∑n
k=0

xk+1

k+1 converge uniformément vers
∫ x

0
d t

1−t =− ln(1−x).

REMARQUE 5.17.
�

L’énoncé est faux si l’intervalle n’est pas borné! Par exemple
1

nx converge uniformément vers 0 sur [1,+∞[, mais sa primitive ln(x)
n qui converge vers

0 ne converge pas uniformément vers 0, car si xn = en , on a ln(xn )
n = 1 ̸= 0.

On va utiliser le théorème ci-dessus pour obtenir un résultat sur les dérivées, mais
il faut faire attention à ce que l’hypothèse porte sur les dérivées.

THÉORÈME 5.18. Soit
(

fn
)

n⩾1 une suite de fonctions C 1 d’un intervalle I . On suppose

(1)
(

f ′
n

)
n⩾0 converge uniformément vers g sur I

(2) Il existe x0 ∈ I tel que fn (x0) converge vers une limite l .
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Alors il existe une fonction f de classe C 1 sur I , telle que f ′ = g et fn converge uniformé-
ment vers f sur tout intervalle borné [a,b] avec a,b ∈ I .

THÉORÈME 5.19. 1) On a en particulier que si I est un intervalle fermé [a,b], la
convergence est uniforme sur I = [a,b].

2) Il résulte de la conclusion que dans tous les cas fn converge simplement vers f sur
I .

DÉMONSTRATION. On a pour x dans [a,b]

fn(x) = fn (x0)+
∫ x

x0

f ′
n(t )d t

et on applique le théorème précédent à
(

f ′
n

)
sur [a,b]. Donc fn converge uniformé-

ment vers l +∫ x
x0

g (t )d t = f (x) et comme g est continue, f est bien C 1 et f ′ = g . □

REMARQUE 5.20. (1) On a utilisé que si fn converge uniformément vers f et an

est une suite de limite a, an + fn converge uniformément vers a + f . Or pour
tout ε> 0 on a N1 tel que |an −a| < ε et N2 tel que si n ⩾ N2,

∣∣ fn(x)− f (x)
∣∣⩽ ε

sur I , donc si n ⩾max(N1, N2),∣∣an + fn(x)− (a + f (x))
∣∣⩽ |an −a|+ ∣∣ fn(x)− f (x)

∣∣
⩽ 2ε.

(2)
�

Il est faux de dire que si fn converge uniformément vers f alors f ′
n

converge vers f ′.
Par exemple fn(x) = sinnx

n converge uniformément vers 0, mais f ′
n(x) =

cos(nx) ne converge pas vers 0 !

3. Séries de fonctions

On va considérer les suites de fonctions de la forme Sn(x) =∑n
k=0 fk (x).

DÉFINITION 5.21. On appelle série de fonctions de terme général fk (x) la suite des
sommes partielles Sn(x) =∑n

k=0 fk (x). On dit que la série converge simplement sur I si
(Sn(x))n⩾0 converge simplement. On dit que la série converge uniformément si cette
suite converge uniformément.

REMARQUE 5.22. On écrit parfois "
∑+∞

k=0 fk (x) converge simplement/uniformément"
pour dire que la série de terme général fk (x) converge simplement/uniformément.

EXEMPLES 5.23. (1)
∑+∞

k=0 xk converge simplement vers 1
1−x sur ]−1,1[ et uni-

formément sur ]−a, a[ pour a < 1.

En effet
∑n

k=0 xk = 1−xn+1

1−x et donc∣∣Sn(x)− 1
1−x

∣∣= |x|n+1

|1−x| . Pour |x| < a ce reste est majoré par an+1

1−a qui tend vers
0 (ceci ne dépend pas de x).
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(2) La série
∑+∞

k=0
xk

k ! converge simplement surR et uniformément sur [−a, a] (quel
que soit a). En effet, on a vu que pour chaque x ∈R la série converge (cf cours
sur les séries) et si |x|⩽ a

|Sn(x)−S∞(x)|⩽ ∑
k⩾n+1

ak

k !

⩽
an+1

(n +1)!

+∞∑
k=0

ak

k !

= e
an+1

(n +1)!

Or limn
an+1

(n+1)! = 0 donc pour tout ε> 0 il existe N tel que pour n ⩾ N , ean+1

(n+1)! < ε donc
|Sn(x)−S∞(x)| < ε pour |x|⩽ a et la série converge uniformément sur [−a, a].

On voit sur ce qui précède qu’on a tendance à raisonner en deux étapes. Tout
d’abord on montre que la série converge simplement vers une fonction S∞(x), puis
on montre la convergence uniforme. La notion suivante permet de simplifier le rai-
sonnement.

DÉFINITION 5.24. On dit que la série de fonctions
∑+∞

k=0 fk (x) converge normale-
ment sur I s’il existe une suite de réels (an) telle que (1)

∣∣ fn(x)
∣∣ ⩽ an ∀x ∈ I (2)

∑
an

converge.

THÉORÈME 5.25. Soit
∑

n⩾0 fn(x) une série de fonctions qui converge normalement
sur I . Alors elle converge uniformément.

DÉMONSTRATION. (1) Pour chaque x ∈ I la série
∑

fk (x) est absolument conver-
gente par le théorème du chapitre précédent. Notons S∞(x) sa limite et Sn(x) =∑n

k=0 fk (x).
Alors |Sn(x)−S∞(x)| = ∣∣∑+∞

k=n+1 fk (x)
∣∣⩽∑+∞

k=n+1

∣∣ fk (x)
∣∣⩽∑+∞

k=n+1 ak sur I .
Or la série

∑
k⩾0 ak converge donc vérifie le critère de Cauchy : pour n ⩾ N on aura∑+∞

k=n+1 ak ⩽ ε. Mais alors pour n ⩾ N , |Sn(x)−S∞(x)|⩽ ε. □

EXEMPLES 5.26. (1) La série
∑

n⩾0
sin(nx)

n2 converge normalement surR car |sin(nx)|
n2 ⩽

1
n2 et la série

∑ 1
n2 converge. Donc la série converge uniformément et sa somme

est continue.

(2) La série
∑

k⩾1
1

kx converge normalement sur [1+ ε,+∞[ (ε > 0) car 1
kx ⩽ 1

k1+ε
sur cet intervalle et

∑ 1
k1+ε converge. La somme de la série est donc continue

sur ]1,+∞[.

REMARQUE 5.27. On a traité le cas de séries de fonctions définies sur un intervalle
de Rmais les mêmes résultats sont vrais pour des suites ou séries de fonctions définies
sur un domaine (par exemple un disque D(a,r )) de C.
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THÉORÈME 5.28. Soit
∑

k⩾0 fk (x) une série de fonctions définies sur un intervalle
I . Si

∑
k⩾0 fk (x) converge uniformément sur tout intervalle fermé [a,b] ⊂ I , et si les fn

sont continues sur I alors (1) La somme de la série est continue sur I (2) Pour a ∈ I
et Fn(x) = ∫ x

a fn(t )d t la série de terme général Fn(x) converge uniformément sur tout
intervalle borné [a,b] de I et

∫ x
a

∑+∞
k=0 fk (t )d t = ∑+∞

k=0

∫ x
a fk (t )d t (en d’autres termes on

peut intervertir sommation et intégration).

DÉMONSTRATION. Sn(x) =∑n
k=0 fk (x) converge uniformément vers S∞(x) =∑+∞

k=0 fk (x)
qui est donc continue.

D’autre part on sait que
∫ x

a Sn(t )d t converge uniformément pour x ∈ [a,b] vers∫ x
a S∞(t )d t . Or

∫ x

a
Sn(t )d t =

∫ x

a

n∑
k=0

fk (t )d t

=
n∑

k=0

∫ x

a
fk (t )d t =

n∑
k=0

Fk (x)

qui converge donc uniformément vers F (x) = ∫ x
a S∞(t )d t = ∫ x

a
∑+∞

k=0 fk (t )d t . □

On a le même type de traduction pour la dérivation.

THÉORÈME 5.29. Soit
∑

k⩾0 fk une série de fonctions C 1 sur I telle que la série
∑

k⩾0 f ′
k (x)

converge uniformément sur tout intervalle fermé [a,b] de I et qu’il existe x0 ∈ I tel que
la série

∑
k⩾0 fk (x0) converge. Alors la série

∑
k⩾0 fk (x) converge uniformément sur tout

intervalle borné [a,b] vers une fonction de classe C 1 et sa dérivée est
∑

k⩾0 f ′
k (x), c’est-à-

dire :

( ∑
k⩾0

fk (x)

)′
= ∑

k⩾0
f ′

k (x).

DÉMONSTRATION. La démonstration est analogue à la précédente. □

EXEMPLE 5.30. (1)
∑

n⩾0
xn

n! converge uniformément sur tout intervalle borné

de R. Sa série dérivée
∑

n⩾1
xn−1

(n−1)! converge aussi uniformément sur tout inter-

valle borné, donc
∑ xn

n! est de classe C 1 et est égale à sa dérivée. En répétant
l’argument, on voit que la somme de la série, qui est égale à ex , est de classe
C∞.

(2) Soit la série
∑+∞

k=1 kxk−1. Sur [−a, a] (a < 1), elle converge normalement car

kak−1 ⩽ bk−1 pour a < b < 1 et k assez grand, car
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ln
(
kak

)
= (k −1)ln(a)+ ln(k)

= (k −1)

(
ln(a)+ ln(k)

k −1

)
⩽ (k −1)ln(b) à partir d’un certain rang car lim

k→+∞
ln(k)

k
= 0.

Or
∑

k⩾0 xk est la série dont la série des termes dérivés est
∑

kxk−1, qui
converge normalement sur [−a, a] et converge en x = 0. Donc

∑
xk est de

classe C 1 et a pour dérivée
∑

k kxk−1. Mais
∑

k⩾0 xk = 1
1−x , donc sa dérivée est

1
(1−x)2 , c’est-à-dire :

∑
kxk−1 = 1

(1−x)2
.





Chapitre 6

Séries de Fourier

On va s’intéresser ici à des fonctions périodiques, et la manière de les décompo-
seren fonctions simples. Les fonctions périodiques les plus simples sont les fonctions
trigonométriques sin(kt ),cos(kt ) en réel et e i kt en complexe.

1. Fonctions périodiques

DÉFINITION 6.1. Soit f une fonction de R dans R.
On dit que f est T -périodique si ∀x ∈R f (x +T ) = f (x).

REMARQUES 6.2. (1) Une fonction T -périodique est kT -périodique pour ∀k ∈
Z.

(2) S’il existe un plus petit T > 0 tel que f soit T périodique on dit que T est la
période de f . C’est toujours le cas si f est continue.

(3) On peut voir une fonction T -périodique comme une fonction définie sur le
cercle de longueur T : on peut écrire

f̃
(
e2iπ x

T

)
= f (x)

f est bien définie car e2iπ x
T = e2iπ y

T si et seulement si x − y = kT et alors

f (x) = f (y) donc les définitions de f̃
(
e2iπ x

T

)
et f̃

(
e2iπ y

T

)
coïncident. On montre

facilement que f̃ est continue ssi f est continue.

EXEMPLES 6.3. (1) sin x,cos x, sinkx,coskx, e i kx sont 2π-périodiques.

(2) Si on note E(x) la partie entière de x, la fonction x 7−→ x−E(x) est 1-périodique.
On l’appelle partie fractionnaire de x. Notons qu’elle est discontinue en x ∈Z
car

lim
x→k− x −E(x) = 1 lim

x→k+ x −E(x) = 0

(3) Si f est définie sur [0,T [, elle se prolonge de manière unique en une fonction
T périodique sur R. En effet on pose
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x

y

−2π −π π 2π

−2π

−π

π

2π f (x) = x

f (x) = x

x +2π
x +π x

x −π

FIGURE 6.1 – f (x) = x sur [−2π,2π], f̄ (x) = x −E(x)

f̄ (x) = f
(
x −T E

( x

T

))
= f (x −kT ) où k est l’unique

entier tel que 0⩽ x −kT < T .

Notons que même si f est continue, f̄ n’est en général que continue par morceaux.

PROPOSITION 6.4. Soit f continue par morceaux sur R et T -périodique. Alors

∫ b

a
f (t )d t =

∫ b+T

a+T
f (t )d t ∀a,b ∈R

et
∫ a+T

a f (t )d t = ∫ T
0 f (t )d t ∀a ∈R.
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DÉMONSTRATION. Le changement de variable u = t +T montre que
∫ b

a f (t )d t =∫ b+T
a+T f (u−T )du et comme f (u−T ) = f (u) cette intégrale coïncide avec

∫ b+T
a+T f (u)du.

Pour la seconde égalité, la relation de Chasles donne∫ T

0
f (t )d t =

∫ a

0
f (t )d t +

∫ a+T

a
f (t )d t

−
∫ a+T

T
f (t )d t

Mais les première et troisième intégrales sont égales d’où∫ a+T

a
f (t )d t =

∫ T

0
f (t )d t .

□

EXEMPLE 6.5. Si f est T -périodique et impaire
∫ T

0 f (t )d t = 0 car cette intégrale

coïncide avec
∫ T /2
−T /2 f (t )d t . Or la primitive F de f est paire donc

∫ T /2
−T /2 f (t )d t = F

(T
2

)−
F

(−T
2

)= 0.

2. Séries trigonométriques (cas réel)

On a vu que les sin(kx),cos(kx) (k ∈ N) sont 2π périodiques. Comme la somme
de fonctions 2π périodiques est 2π-périodique, et la limite simple de fonctions 2π pé-
riodiques est 2π-périodique, une série

∑
k⩾0 ak cos(kx)+ bk sin(kx) - si elle converge

simplement - sera 2π-périodique.

DÉFINITION 6.6. Une série trigonométrique (réelle) est une série de fonctions de la
forme

∑
k⩾0 (ak cos(kx)+bk sin(kx)), avec (ak )k⩾0, (bk )k⩾1 réels.

Notons que comme sin0 = 0, on peut toujours supposer b0 = 0. Les théorèmes dé-
montrés pour les séries de fonctions s’appliquent ici. Comme on vient de voir

— Si la série converge simplement, la somme de la série est 2π-périodique.

— Si la série converge uniformément, la somme de la série est continue.

— Si la série converge normalement, elle converge uniformément.

En particulier si
∑

k⩾0 |ak |+|bk | converge, la série est normalement convergente car

|ak cos(kx)+bk sin(kx)|⩽ |ak |+ |bk |
— Si la série dérivée converge uniformément (ou normalement) vers g , alors la

série converge uniformément vers une fonction f ∈C 1 telle que f ′ = g .
Dans notre cas la série dérivée est
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∑
k⩾1

−kak sin(kx)+kbk cos(kx)

et converge donc normalement si∑
k⩾1 k (|ak |+ |bk |) converge.

EXEMPLE 6.7.
∑

k⩾0
cos(kx)

k2+1
converge normalement car

∑
k⩾0

1
k2+1

converge. La somme

de la série
∑

k⩾0
cos(kx)

k2+1
est donc 2π-périodique et continue.

3. Notation complexe

La décomposition cos(kx) = ei kx+e−i kx

2 , sin(kx) = ei kx−e−i kx

2i permet d’écrire
ak cos(kx)+bk sin(kx) = (

ak − i bk

2

)
e i kx +

(
ak + i bk

2

)
e−i kx

et posant ck = ak−i bk
2 ,

c−k = ak + i bk

2
et

∑
ak cos(kx)+bk sin(kx) =

=∑+∞
n=−∞ cne i nx . Notons aussi que c−n = cn .
Inversement si

∑+∞
n=−∞ cne i nx et c−n = c̄n on peut réécrire cette somme comme∑

an cos(nx)+bn sin(nx) avec an = 2Re(cn), bn =−2Im(cn), n ⩾ 1 car

cne i nx + c−ne−i nx = 1

2
(an − i bn)e i nx + 1

2
(an + i bn)e−i nx = an cos(nx)+bn sin(nx)

4. Séries trigonométriques complexes

Nous allons considérer des séries de la forme
∑+∞

n=−∞ cne i nx sans supposer que
c−n = c̄n .

DÉFINITION 6.8. Une série trigonométrique complexe est une série de fonctions de
R dans C de la forme

∑+∞
n=−∞ cne i nx avec cn ∈C.

DÉFINITION 6.9. La convergence simple/uniforme de
∑+∞

n=−∞ cne i nx signifie que la
suite des sommes partielles

∑+n
k=−n ck e i kx = Sn(x) converge simplement/uniformément

vers une fonction S∞(x).

DÉFINITION 6.10. On dit que la série
∑+∞

n=−∞ cne i nx converge normalement si la
série

∑+∞
n=−∞ |cn | converge.

On a alors
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THÉORÈME 6.11. Si la série
∑+∞

n=−∞ cne i nx converge normalement, alors la somme de
la série S(x) =∑+∞

n=−∞ cne i nx est continue.

De même

THÉORÈME 6.12. Si la série
∑+∞

n=−∞ |n| |cn | converge, la série
∑+∞

n=−∞ cne i nx est une
fonction C 1 de dérivée

S′(x) =
+∞∑

n=−∞
i ncne i nx

DÉMONSTRATION. Démonstration du 1er théorème En effet dans ce cas la suite
Sn(x) converge uniformément vers S(x), vu que

|S(x)−Sn(x)|⩽
∣∣∣∣∣ ∑
|k|⩾n+1

ck e i kx

∣∣∣∣∣
⩽

∑
|k|⩾n+1

|ck |

Or la série
∑ |ck | converge, donc le reste tend vers 0. □

DÉMONSTRATION DU 2ÈME THÉORÈME. On a S′
n(x) qui converge uniformément vers

T∞(x) =∑+∞
n=−∞ i ncne i nx

et Sn(0) =∑n
k=−n ck converge vers S∞(0) =∑+∞

k=−∞ ck par le théorème précédent. Par le
théorème général sur les suites de fonctions dérivées on a que Sn converge uniformé-
ment vers S∞ et S′∞ = T∞. □

Exemples

(1)
∑

n∈Z ei nx

1+n2 converge et sa somme est continue. Par contre la série de terme gé-

néral
∣∣∣ i n

1+n2

∣∣∣= |n|
1+n2 ∼ 1

n n’est pas convergente et donc on ne peut pas conclure

la dérivabilité de la somme.

(2)
∑ ei nx

1+n4 est continue et dérivable car
∑ |n|

1+n4 converge. Elle est même de classe

C 2, car
∑ n2

1+n4 converge encore.

4 Coefficients de Fourier

La question que l’on se pose est la suivante : quelles fonctions 2π-périodiques
peuvent-elles s’écrire comme somme d’une série de Fourier et si c’est le cas, comment
trouver les coefficients ck (ou a −k,bk ).

THÉORÈME 6.13. Soit S(x) = ∑
n∈Z cne i nx une série de Fourier convergeant unifor-

mément.
Alors cn = 1

2π

∫ 2π
0 S(x)e−i nxd x.
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La démonstration résulte de

LEMME 6.14. Si k ̸= 0 on a ∫ 2π

0
e i kt d t = 0

et si k = 0 l’intégrale vaut 2π.

DÉMONSTRATION. Pour k = 0 c’est immédiat car
∫ 2π

0 1d t = 2π. Sinon la primitive
de e i kt est 1

i k e i kt , donc ∫ 2π

0
e i kt d t =

[
e i kt

i k

]2π

0
= 0

□

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME. Comme la série converge uniformément, on a vu
que l’on peut intervertir somme et intégrale∫ 2π

0

(∑
k∈Z

ck e i kt

)
e−i nt d t =

∑
k∈Z

ck

∫ 2π

0
e i kt e−i nt d t =

∑
k∈Z

ck

∫ 2π

0
e i (k−n)t d t =

2πcn .

On voit donc que si f (x) est la somme d’une série de Fourier, les coefficients sont
nécessairement donnés par

cn = 1

2π

∫ 2π

0
f (x)e−i nxd x

□

REMARQUE 6.15. Notons que si f est réelle on a c−n = cn et on peut écrire la série
de Fourier en termes de cos(kx) et sin(kx)

cne i nx + c−ne−i nx = cne i nx + c̄ne−i nx

et posant cn = an
2 + i bn

2 et c−n = cn = an
2 − i bn

2 on a

cne i nx + c−ne−i nx = an cos(nx)+bn sin(nx)

où si n ̸= 0,

an = cn + cn = 1

π

∫ 2π

0
f (t )cos(nt )d t
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bn = cn − c̄n

i
= 1

π

∫ 2π

0
f (t )sin(nt )d t

et a0 = 1
2π

∫ 2π
0 f (t )d t

DÉFINITION 6.16. Si f est une fonction continue par morceaux et 2π-périodique,
on note cn = 1

2π

∫ 2π
0 f (t )e−i nt d t , et on appelle cn les coefficients de Fourier de f . On

dira que
∑

n∈Z cne i nx est la série de Fourier de f .

DÉFINITION 6.17. Si f est une fonction 2π-périodique continue par morceaux à
valeurs réelles, on pose

an = 1

π

∫ 2π

0
f (t )cos(nt )d t n > 0

bn = 1

π

∫ 2π

0
f (t )sin(nt )d t n > 0

a0 = 1

2π

∫ 2π

0
f (t )d t

On les appelle coefficients de Fourier réels de f .

REMARQUE 6.18. On a vu que puisque les fonctions f (t )cos(kt ) et f (t )sin(kt ) sont
2π-périodiques on peut prendre l’intégrale sur n’importe quel intervalle de longueur
2π. Par exemple

an = 1

π

∫ π

−π
f (t )cos(nt )d t

bn = 1

π

∫ π

−π
f (t )sin(nt )d t

a0 = 1

2π

∫ π

−π
f (t )d t

On en déduit

PROPOSITION 6.19. Soit f une fonction 2π-périodique, continue par morceaux et à
valeurs réelles. Alors

(1) les coeff. de Fourier complexes vérifient cn = c−n

(2) Si f est paire les bn sont tous nuls

(3) Si f est impaire les an sont tous nuls

DÉMONSTRATION. On a déjà vu le 1). Pour 2) et 3) on utilise les formules
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an = 1

π

∫ π

−π
f (t )cos(nt )d t

bn = 1

π

∫ π

−π
f (t )sin(nt )d t

Si f est paire f (t )sin(nt ) est impaire donc sa primitive est paire et bn = 0
Si f est impaire f (t )cos(nt ) est impaire et an = 0. □

DÉFINITION 6.20. Si f est 2π-périodique, continue par morceaux et à valeurs réelles
on appelle série de Fourier réelle de f la série

∑
n⩾0 an .

REMARQUE 6.21. Si au lieu de fonctions 2π-périodiques on a des fonctions T pé-
riodiques, les définitions et théorèmes ci-dessus s’adaptent facilement puisque si f est
T périodique f

(
x T

2π

)
est 2π-périodique. Une série de Fourier sera donc de la forme∑

cne
2πi nx

T et

cn = 1

T

∫ T

0
f (t )e− 2iπnt

T d t

et de même dans le cas réel

an = 2

T

∫ T

0
f (t )cos

(
2πnt

T

)
d t n > 0

bn = 2

T

∫ T

0
f (t )sin

(
2πnt

T

)
d t n > 0

a0 = 1

T

∫ T

0
f (t )d t .

5. Convergence de la série de Fourier d’une fonction

Il y a en fait deux questions :

— la série de Fourier de f converge-t-elle?

— sa somme est-elle égale à f ?

Disons tout de suite que c’est un problème difficile : on donnera des conditions
pour que la réponse à ces deux questions soit positive, mais pas la condition optimale.

EXEMPLE 6.22. Soit f (t ) = t sur [0,2π[ et notons encore f la fonction 2π-périodique
définie sur R coïncidant avec f sur [0,2π[. La fonction f est continue par morceaux et
discontinue en 2kπ.

C’est une fonction réelle, et les coeff. de Fourier réels sont donnés par

a0 = 1

2π

∫ 2π

0
td t =

[
t 2

4π

]2π

0
=π.
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pour n ⩾ 1 an = 1
π

∫ 2π
0 t cos(nt )d t

=
[

t

πn
sin(nt )

]2π

0
− 1

π

∫ 2π

0

sin(nt )

n
d t

= 0−0 = 0

bn = 1

π

∫ 2π

0
t sin(nt )d t =

[−t

nπ
cos(nt )

]2π

0

+
∫ 2π

0

cos(nt )

nπ
d t =− 2

n
La série de Fourier réelle de f est donc

π−2
∑

n>0

sin(nx)

n

Or en x = 2π la série converge vers

π ̸= f (2π) = 0.

Notons que limx→2π− f (x) = 2π, limx→2π+ f (x) = 0 et π est la moyenne de ces deux
valeurs.

Le théorème suivant montre que c’est un phénomène général

THÉORÈME 6.23 (Théorème de Dirichlet). Soit f continue par morceaux et 2π-
périodique de R dans C. Soit x0 ∈R, on suppose :

a) les limites limx→x−
0

f (x) = f (x−
0 ) et

lim
x→x+

0

f (x) = f (x+
0 )

existent

b) f est C 1 par morceaux

Alors la série de Fourier de f converge en x0 vers
f (x−

0 )+ f (x+
0 )

2 .

REMARQUE 6.24. Ce n’est pas un résultat de convergence uniforme ! Le théorème
donne la convergence simple de la série en x0.

EXEMPLE 6.25. La fonction f de l’exemple précédent égale t −2kπ sur [2kπ, (2k +
2)π[, elle est donc bien C 1 par morceaux. D’autre part f (x−

0 ) = f (x+
0 ) pour x0 ∈]2kπ, (2k+

2)π[ et
f (2kπ−) = 2π et f (2kπ+) = 0

Donc

x =π−2
∑

n≥1

sin(nx)

n
sur ]0,2π[
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COROLLAIRE 6.26. Soit f une fonction C 1 et 2π-périodique. Alors sa série de Fourier
converge simplement en tout point x.

DÉMONSTRATION. En effet, f est a fortiori C 1 par morceaux, et comme elle est
continue, f (x−

0 ) = f (x+
0 ) = f (x0) et sa série de Fourier converge donc vers f (x0). □

EXEMPLE 6.27. Soit f (x) =−1 si x ∈]−π,0[,{
f (x) = 0 si x = 0

f (x) = 1 si x ∈]0,π[

que l’on étend à R comme fonction 2π-périodique. Elle est évidemment C 1 par mor-
ceaux, impaire donc ses coefficients de Fourier réels sont :

an = 0

bn = 1

π

∫ π

−π
f (t )sin(nt )d t

= 1

π

∫ 0

−π
(−1)sin(nt )d t + 1

π

∫ π

0
(1)sin(nt )d t

= 1

π

[
cos(nt )

n

]0

−π
+ 1

π

[
−cos(nt )

n

]π
0

= 2

πn
(1− (−1)n)

=
{

4
nπ si n = 2k +1

0 si n = 2k

La série de Fourier de f est donc

4

π

+∞∑
k=1

sin((2k +1)x)

2k +1

et donc si x ∈]0,π[

1 = 4

π

∑
k≥1

sin((2k +1)x)

2k +1

et si x ∈]−π,0[

−1 = 4

π

∑
k≥1

sin((2k +1)x)

2k +1

Notons que la convergence ne peut être uniforme, vu que la fonction limite n’est
pas continue. Pire, lorsque x s’approche de 0, la somme de la série ne reste pas entre
−1 et 1 mais "déborde" jusqu’à ±1,09 : c’est le phénomène de Gibbs.
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6. Estimation des coefficients de Fourier et convergence uniforme

THÉORÈME 6.28. Soit f une fonction C 1 et 2π-périodique à valeurs complexes. Alors :

(1) f ′ est 2π-périodique et continue

(2) Les coefficients de Fourier (complexes) de f ′, cn( f ′) sont donnés par

cn( f ′) = i n · cn( f )

DÉMONSTRATION. 1) On dérive f (x +2π) = f (x).
2) On intègre par parties :∫ 2π

0
f ′(t )e−i nt d t =

[
f (t )e−i nt

]2π

0
+ i n

∫ 2π

0
f (t )e−i nt d t

= i n
∫ 2π

0
f (t )e−i nt d t

□

Cas réel :
an( f ′) = nbn( f )

bn( f ′) =−nan( f )

On retrouve ces formules en considérant le cas des sommes finies : si f (x) =∑n
k=−n ck ( f )e i kx ,

on a

f ′(x) =
n∑

k=−n
i k · ck ( f )e i kx

donc cn( f ′) = i n · cn( f ).
Si f (x) =∑n

k=0 ak ( f )cos(kx)+bk ( f )sin(kx)

f ′(x) =
n∑

k=0
−kak ( f )sin(kx)+kbk ( f )cos(kx)

donc ak ( f ′) = kbk ( f )

bk ( f ′) =−kak ( f )

THÉORÈME 6.29. Soit f une fonction C 1 et 2π-périodique. Alors il existe une constante
M telle que pour tout n ∈Z on a |cn( f )| ≤ M

|n| .

DÉMONSTRATION. Si g est continue et 2π-périodique, elle est bornée par un nombre
M . Alors :

|cn(g )| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0
g (t )e−i nt d t

∣∣∣∣≤ 1

2π

∫ 2π

0
|g (t )|d t ≤ M

Soit alors f de classe C 1 et 2π-périodique. Alors f ′ est continue et 2π-périodique
donc |cn( f ′)| ≤ M et comme cn( f ) = 1

i n cn( f ′), on en déduit :

|cn( f )| ≤ 1

|n| |cn( f ′)| ≤ M

|n|
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□

COROLLAIRE 6.30. Si f est de classe C r (r ≥ 0) et 2π-périodique, il existe une constante
M telle que |cn( f )| ≤ M

|n|r .

DÉMONSTRATION. On raisonne par récurrence :

— vu pour r = 0 (et 1)

— supposons le vrai à l’ordre r et soit f de classe C r+1 et 2π-périodique. Alors f ′
est C r et 2π-périodique donc

|cn( f )| = 1

|n| |cn( f ′)| ≤ 1

|n|
M

|n|r = M

|n|r+1

□

On en déduit facilement un théorème de convergence uniforme :

THÉORÈME 6.31. Soit f une fonction C 2 et 2π-périodique. Alors sa série de Fourier
converge simplement donc uniformément vers f (x).

DÉMONSTRATION. Par le corollaire, on a |cn( f )| ≤ M
|n|2 et comme la série

∑ 1
n2 converge,

la série
∑

cn( f )e i nx converge normalement car
∑n

k=−n
1

k2 ≤ 2
∑n

k=1
1

k2 . Le théorème de
Dirichlet garantit que la somme de la série est bien f . □

REMARQUE 6.32. Un théorème plus difficile à démontrer affirme que l’énoncé pré-
cédent reste vrai pour f continue et C 1 par morceaux.

6.1. Phénomène de Gibbs. Si
f (x) = 1 sur ]0,π[

= 0 en 0

=−1 sur ]−π,0[

la série de Fourier de f est 4
π

∑+∞
k=1

sin((2k+1)x)
2k+1 .

Si on regarde Sn(x) = 4
π

∑n−1
k=1

sin((2k+1)x)
2k+1 , elle atteint un maximum en x = π

n (vérifier

que S′
n(x) = 4

π

∑n−1
k=1 cos((2k +1)x) = 4

π
cos(2nx)−1
2cos(x)−2 ).

On a alors :

Sn

(π
n

)
= 4

π

n−1∑
k=1

sin((2k +1)π/n)

(2k +1)π/n

≈ 4
∫ 1

0

sin(2πx)

2πx
d x

Or sin(2πx)
2πx = 1− 4π2

6 x2+ 16π4

120 x4+ . . . et le reste est toujours inférieur au dernier terme
écrit. Donc :

Sn

(π
n

)
≃ 4

(
1− 4π2

18
+ 16π4

600
+ . . .

)
≃ 1+2 · (0,089. . .)
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Plus généralement, si f a une discontinuité en x0 avec limx→x+
0

f (x)−limx→x−
0

f (x) =
a, on aura que la série de Fourier de f en x0 "déborde" à la valeur :

f (x0)+a · (0,089. . .)

6.2. Formule de Parseval. Il s’agit d’utiliser les séries de Fourier pour calculer la
somme de certaines séries.

THÉORÈME 6.33 (Formule de Parseval). Soit f une fonction continue par morceaux
et 2π-périodique. Alors : ∑

n∈Z
|cn( f )|2 = 1

2π

∫ 2π

0
| f (t )|2d t

Si f est à valeurs réelles, on a :

1

2
(an( f )− i bn( f )) = cn( f ) n ≥ 1

1

2
(an( f )+ i bn( f )) = c−n( f )

donc |cn( f )|2 +|c−n( f )|2 = 1
2 (|an( f )|2 +|bn( f )|2)

et |c0( f )|2 = |a0( f )|2, d’où :

a2
0 +

∞∑
k=1

1

2
(a2

k +b2
k ) = 1

2π

∫ 2π

0
| f (t )|2d t

REMARQUE 6.34. La formule de Parseval est vraie même si on n’est pas dans les
conditions d’application du théorème de Dirichlet.

DÉMONSTRATION POUR f ∈C 2. Dans ce cas, on sait que la série de Fourier converge
normalement.

Soit alors Sn(t ) =∑n
k=−n ck e i kt , alors :

|Sn(t )|2 = ∑
|p|≤n
|q|≤n

cp cq e i (p−q)t

donc : ∫ 2π

0
|Sn(t )|2d t = 2π

n∑
p=−n

|cp |2

car
∫ 2π

0 e i (p−q)t d t = 0 si p ̸= q .
Or Sn converge uniformément vers f (par convergence normale) donc Sn(t )2 converge

uniformément vers | f (t )|2 car :
|a −b| < ε⇒||a|− |b|| < ε et

|a|2 −|b|2 < ε(|a|+ |b|)
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donc |Sn(t )− f (t )| < ε⇒
|Sn(t )|2 −| f (t )|2 < ε(|Sn(t )|+ | f (t )|)

< (2M +ε)ε

où M = supt | f (t )|.
Donc

∫ 2π
0 | f (t )|2d t = limn

∫ 2π
0 |Sn(t )|2d t = limn

∑n
k=−n |ck |2 =

∑
k∈Z |ck |2. □

EXEMPLE 6.35. Soit la fonction 2π-périodique égale à f (t ) = t sur [0,2π[. Ses coef-
ficients de Fourier sont donnés par a0( f ) =π, an( f ) = 0 pour n > 0, bn( f ) =− 2

n∫ 2π
0 | f (t )|2d t = ∫ 2π

0 t 2d t = 8π3

3
Parseval :

1

2π

∫ 2π

0
t 2d t =π2 + 1

2

+∞∑
k=1

4

k2

devient :
4π2

3
=π2 +2

+∞∑
k=1

1

k2

π2

6
=

+∞∑
k=1

1

k2

6.3. Applications théoriques.

THÉORÈME 6.36. a) Soit f une fonction continue 2π-périodique. Si tous les co-
efficients de Fourier de f sont nuls, alors f = 0.

b) Soient f , g continues 2π-périodiques ayant mêmes coefficients de Fourier. Alors
f = g .

DÉMONSTRATION. a) Si cn( f ) = 0, on a :∫ 2π

0
| f (t )|2d t = 0

Mais si f (t0) ̸= 0, il existera ε> 0, η> 0 tels que | f (t )| > ε sur ]t0 −η, t0 +η[, d’où :∫ 2π

0
| f (t )|2d t ≥ 2ε2η> 0

Donc f ≡ 0.
b) On applique a) à f − g , car cn( f − g ) = cn( f )− cn(g ). □

COROLLAIRE 6.37. Si f est continue et 2π-périodique. On suppose que la série de
Fourier de f converge uniformément vers g . Alors f = g .

DÉMONSTRATION. La convergence étant uniforme, g est continue, et par un théo-
rème de la section 4, cn(g ) = cn( f ), donc cn(g ) = cn( f ), d’où f = g par le théorème
précédent. □
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7. Applications aux équations aux dérivées partielles

Considérons par exemple l’équation des cordes vibrantes :

∂2u

∂t 2
− c2∂

2u

∂x2
= 0

u(0, t ) = u(π, t ) = 0 conditions aux limites

u(x,0) = f (x)

∂u

∂t
(x,0) = 0 conditions initiales

Si on oublie les conditions initiales et on pose c = 1, on voit que un(x, t ) = e i nct sin(nx)
est solution, mais :

un(x,0) = sin(nx)

Mais par linéarité, on a que
∑

cne i nct sin(nx) est solution avec u(x,0) =∑
cn sin(nx).

Si f (x) avait un développement en série de Fourier de la forme :

f (x) = ∑
n≥1

fn sin(nx)

on aurait comme solution :∑
fne i nct sin(nx) = u(x, t )

Notons que si la série définissant f est normalement convergente, il en est de
même pour celle définissant u, car | fne i nct | = | fn |. C’est en particulier le cas si f est
C 2 et 2π-périodique. Or si on étend f en une fonction impaire sur [−π,π], elle s’étend
en une fonction impaire, 2π-périodique et C 2 par morceaux. Elle est donc somme de
sa série de Fourier, et étant impaire, on n’a pas de termes en cos(nx). D’où :

f (x) =∑
fn sin(nx)

et l’équation des cordes vibrantes a pour solution :∑
fne i nct sin(nx)

en complexe, et :

u(x, t ) =∑
fn sin(nct )sin(nx)

en réel.
Si la condition initiale est :

∂u(x,0)

∂t
= g (x) =∑

gn sin(nx)

la solution devient :

u(x, t ) = ∑
n≥1

fn cos(nct )sin(nx)+ ∑
n≥1

gn

nc
sin(nct )sin(nx)
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8. Inégalité isopérimétrique

Soit γ(t ) une courbe fermée de classe C 2 du plan. On veut montrer que l’aire en-
tourée par la courbe est maximale, la longueur de γ étant fixée, lorsque γ est un cercle.

Posons γ(t ) = (x(t ), y(t )) avec γ 2π-périodique (donc x et y aussi). La longueur de
la courbe est donnée par l’intégrale du vecteur vitesse :

L(γ) =
∫ 2π

0

√
x ′(t )2 + y ′(t )2d t

Si on parcourt la courbe à vitesse constante v , on aura ẋ(t )2 + ẏ(t )2 = v2 et :∫ 2π

0
(ẋ(t )2 + ẏ(t )2)d t = 2πv2 = L2

2π
L’aire de la courbe est donnée par :

A =
∫ 2π

0
y(t )ẋ(t )d t = 1

2

∫ 2π

0
(y(t )ẋ(t )−x(t )ẏ(t ))d t

en utilisant l’intégration par parties.
Posons z(t ) = x(t )+ i y(t ) ∈C, alors ẋ2(t )+ ẏ2(t ) = |ż(t )|2.

ẋ y − ẏ x = Re(i ż(t )z(t ))

Si z(t ) =∑
k∈Z zk e i kt , la série est normalement convergente car z ∈C 2 et :∫ 2π

0
(ẋ(t )2 + ẏ(t )2)d t = 2π

∑
k∈Z

k2|zk |2

par Parseval. ∫ 2π

0
i ż(t )z(t )d t =

∫ 2π

0

(∑
k∈Z

i kzk e i kt

)(∑
ℓ∈Z

zℓe−iℓt

)
d t

= ∑
k∈Z

i k|zk |2 ≤
∑
k∈Z

k2|zk |2

Donc A ≤ 1
2

∑
k2|zk |2 ≤ L2

4π ,
si A = πr 2 et L ≥ 4πA. De plus, on a égalité si on doit avoir zk = 0 si k ̸= 0,1, i.e.

z(t ) = z0 + z1e i t , donc :
x(t ) = x0 +x1 cos(t )− y1 sin(t )

y(t ) = y0 +x1 sin(t )+ y1 cos(t )

et (x(t ), y(t )) est un cercle de centre (x0, y0) et de rayon
√

x2
1 + y2

1 .



Chapitre 7

La Transformée de Fourier

1. Introduction

On va introduire la transformée de Fourier de fonctions à support compact, puis
on généralisera, ce qui ne présente pas de difficulté avec ce que l’on a vu sur la conver-
gence des intégrales, aux fonctions à décroissance rapide.

Il s’agit d’un analogue des séries de Fourier dans le cas de fonctions non-périodiques.
L’idée de base est de décomposer un signal (par exemple un signal sonore) en ses fré-
quences, c’est à dire des signaux de la forme e iωt .

Dire que le "La" est à 440 Hz signifie que le signal émis par un instrument jouant la
note "La" est "principalement" e2iπ(440)t , mais chaque instrument ayant un son diffé-
rent le son émis est en fait

f (t ) = e2iπ(440)t + r (t )

où r (t ) est "principalement" composé d’harmoniques du "La" c’est à dire de "La"
des octaves supérieures, i.e. 880 Hz, 1760 Hz i.e. ek·2iπ(440)t mais aussi d’autres fré-
quences qui caractérisent l’instrument. C’est ce qui fait que d’une part on reconnaît
lorsqu’un violon et un piano jouent tous les deux un "La", mais qu’on distingue le "La"
joué par un violon du "La" joué par un piano.

Ce chapitre a pour but d’introduire aussi les différentes applications et interpréta-
tions physiques de la transformée de Fourier. Bien que dans certains domaines (le trai-
tement de l’image par exemple) elle soit remplacé par les transformées en ondelettes
(par exemple dans JPEG), elle reste un outil incontournable, aussi par sa simplicité et
sa naturalité.

2. Transformée de Fourier de fonctions à support compact et premières propriétés

Commençons par la

DÉFINITION 7.1. On appelle fonction à support compact une fonction nulle en de-
hors d’un intervalle borné. On note C k

0 (R,C) (resp C k
0 (R,R)) l’espace des fonctions C k à

valeurs complexes (resp. réelles) à support compact.

REMARQUES 7.2. (1) Un ensemble compact dans R est un ensemble fermé
contenu dans un intervalle borné. Une fonction à support compact est donc
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simplement une fonction dont le support est borné. Mais la terminologie uni-
versellement admise est celle de « fonction à support compact » même si pour
nous on pourrait dire « fonction à support borné ».

(2) Il est facile de construire des fonctions continues à support compact. À peine
plus difficile de construire une fonction C 1 à support compact : prendre la pri-
mitive d’ue fonctions continue à support compact et d’intégrale totale (i.e. de
−∞ à +∞) nulle. L’existence de fonctions C∞ à support compact n’est deve-
nue claire qu’au 19ème siècle, par exemple la fonction

(7.1) f (x) =
{

e−1/x2
si x ≥ 0

0 sinon

est bien C∞. Du coup g (x) = f (x) · f (1−x) s’annule en dehors de [0,1].

(3) On fera attention à ce que les fonctions de C k
0 (R,C) n’ont pas toutes le même

support ! Cependant la somme de deux fonctions à support compact et le pro-
duit de deux fonctions dont l’une au moins est à support compact, sont à sup-
port compact.

Nous pouvons alors poser

DÉFINITION 7.3. Soit f une fonction dans C∞
0 (R,C). Sa transformée de Fourier est

la fonction

f̂ (k) = 1p
2π

∫ +∞

−∞
f (t )e−i kt d t

La question de la convergence de l’intégrale ne se pose pas, puisque la fonction à
intégrer est à support compact.

Tout d’abord on a

PROPOSITION 7.4. La transformée de Fourier est linéaire de C∞
0 (R,C) dans C 0(R,C).

En d’autres termes �f + g = f̂ + ĝ�(λ · f ) =λ f̂

REMARQUE 7.5. Attention, la transformée de Fourier d’une fonction à support com-
pact N’EST PAS, en général (en fait jamais, sauf si la fonction est nulle) à support com-
pact. Malheureusement nous ne sommes pas à ce stade capables d’en donner une
preuve ou même un exemple.

Voyons quelques autres propriétés de la transformée de Fourier

PROPOSITION 7.6. Pour f ∈ C∞
0 (R,C) notons Ta f la fonction définie par Ta f (t ) =

f (t −a). Alors
T̂a f (k) = e−i ak f̂ (k)à(e i at f )(k) = Ta f (k) = f̂ (k −a)
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DÉMONSTRATION. En effet∫ +∞

−∞
f (t −a)e−i kt d t =t=a+u

∫ +∞

−∞
f (u)e−i k(a+u)du = e−i ka

∫ +∞

−∞
f (u)e−i kudu

et ∫ +∞

−∞
e i ka f (t )e−i kt d t =

∫ +∞

−∞
f (t )e−i (k−a)t−adu = f̂ (k −a)

□

Intuitivement | f̂ (k)| est la "taille" de la composante du signal de fréquence k
2π . Si un

signal est décalé dans le temps, cette composante ne change pas : comme
∣∣e−i ak

∣∣ = 1,

on a
∣∣∣T̂a f (k)

∣∣∣= | f̂ (k)|.
Dans la suite on notera indifféremment

∫ +∞
−∞ ou

∫
R et f̂ ou F ( f )

PROPOSITION 7.7. On a pour f ∈C∞
0 (R,R)

F ( f ′)(k) =−i kF ( f )(k)

et
F (t f )(k) =F ( f )′(k)

DÉMONSTRATION. On a

F ( f ′)(k) =
∫
R

f ′(t )e−i kt d t =I PP f (t )e−i kt
]+∞
−∞− i k

∫
R

f (t )e−i kt d t

et

F ( f )′(k) =
∫
R

f (t )
d

d t
e−i kt d t =

dérivation sous
le signe intégrale

−i k
∫
R

f (t )e−i kt d t

Notons que dans les deux cas les intégrales sont des intégrales de fonctions nulles hors
d’un intervalle borné et donc l’interversion de l’intégration et de la dérivation ne pose
pas de difficulté. □

On veut étendre la définition de la transformée de Fourier à une classe de fonctions
plus large.

DÉFINITION 7.8. On appelle espace de Schwartz 1 et on note S (R,C) (ou souvent
simplement S ) l’espace des fonctions f ∈C∞(R,C) telles que pour tous les entiers p, q
la fonction xp f (q)(x) soit bornée.

REMARQUE 7.9. On aurait aussi bien pu demander que xp f (q)(x) tende vers 0 en
±∞ puisque si t p+1 f (q)(t ) est bornée, t p f (q)(t ) tend vers 0 en ±∞.

PROPOSITION 7.10. Si f ∈S alors f ′ et t f sont dans S et la transformée de Fourier
F ( f )(k) = ∫

R f (t )e−i kt d t est bien définie et vérifie les propriétés des Propositions 7.6 et
7.7.

1. Ainsi nommé en l’honneur de Laurent Schwartz (1915-2001), inventeur de la théorie des distribu-
tions, dans laquelle la transformée de Fourier joue un grand rôle. Il fut le premier récipiendaire français
de la médaille Fields en 1950.



80

DÉMONSTRATION. Il suffit de vérifier que si t p f (q)(t ) est bornée quel que soient les
entiers p, q , il en est de même pour t p ( f ′)(q)(t ) = t p f q+1(t ) ce qui est évident. Le cas
de t f (t ) se démontre de la même manière. Par hypothèse on a (1+ t 2) f (t ) est bornée,
donc il existe une constante M telle que | f (t )| ≤ M

1+t 2 et donc l’intégrale
∫
R f (t )e−i kt d t

est absolument convergente. Montrons que F ( f ′)(k) = −i kF ( f )(k), les autres iden-
tités sont laissées au lecteur, leur démonstration étant analogue. La convergence de
l’intégrale définissant F ( f ′) entraîne que celle-ci égale lima→+∞

∫ a
−a f ′(t )e−i kt d t et en

intégrant par parties∫ a

−a
f ′(t )e−i kt d t =

∫ a

−a
f ′(t )e−i kt d t =I PP f (t )e−i kt

]+a

−a
− i k

∫ a

−a
f (t )e−i kt d t

Comme lima→∞ f (t )e−i kt
]+a
−a = 0 on en déduit∫ +∞

−∞
f (t )e−i kt d t = lim

a→∞

∫ a

−a
f ′(t )e−i kt d t

∫ a

−a
f ′(t )e−i kt d t =

−i k lim
a→∞

∫ a

−a
f (t )e−i kt d t =−i k

∫ +∞

−∞
f (t )e−i kt d t

□

3. Convolution

Un filtre est un processus qui associe à un signal d’entrée e(t ) un signal de sortie
s(t ). Deux propriétés des filtres sont utiles et souvent vérifiées en première approxima-
tion :

(1) linéarité : si e1(t ) donne s1(t ) et e2(t ) donne s2(t ) alors e1(t )+e2(t ) donne s1(t )+
s2(t ) et λe1(t ) donne λs1(t )

(2) indépendance du temps : si e1(t ) donne s1(t ), alors e1(t −a) donne s1(t −a)
Avec quelques hypothèses naturelles supplémentaires, le filtrage est alors donné

par une convolution

s 7−→ s ∗h

où (s ∗h)(x) = ∫ +∞
−∞ s(x − t )h(t )d t

DÉFINITION 7.11. Soient f , g deux fonctions de C∞
0 (R,C). On pose

( f ∗ g )(x) =
∫ +∞

−∞
f (x − t )g (t )d t

THÉORÈME 7.12. Si f , g ∈C∞
0 (R,C),

(1) f ∗ g ∈C∞
0 (R,C)

(2) f ∗ g = g ∗ f

(3) �f ∗ g (k) =p
2π f̂ (k)ĝ (k).
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DÉMONSTRATION. (1) Si f est nulle hors de [a,b] et g nulle hors de [c,d ], alors
si x est hors de [a + c,b +d ] on a que si t ∈ [c,d ], x − t ∉ [a,b] donc

f (x − t )g (t ) = 0.

— si t ∉ [c,d ] f (x − t )g (t ) = 0 donc l’intégrale est nulle.

(2) Le changement de variable u = x−t donne
∫ +∞
−∞ f (x−t )g (t )d t =−∫ −∞

+∞ f (u)g (x−
u)du = ∫ +∞

−∞ f (u)g (x −u)du donc f ∗ g = g ∗ f .

(3) On a

∫ +∞

−∞
( f ∗ g )(x)e−i kxd x =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f (x − t )g (t )e−i kxd td x

D’après Fubini on peut intervertir les intégrations d’où on obtient∫ +∞

−∞
g (t )

(∫ +∞

−∞
f (x − t )e−i kxd x

)
d t =

p
2π

∫ +∞

−∞
g (t )e−i kt f̂ (k)d t

en utilisant T̂t f (k) = e−i kt f̂ (k) =p
2πĝ (k) f̂ (k) d’où la formule. □

4. Inversion de Fourier et Plancherel

On a alors les résultats suivants. Le premier nous dit que la connaissance des com-
posantes fréquences permet de reconstituer un signal

THÉORÈME 7.13 (Formule d’inversion de Fourier). Si f ∈ S alors F ( f ) est dans S

et on a
F (F ( f ))(x) = f (−x)

En d’autres termes

f (x) = 1p
2π

∫
R

f̂ (ξ)e i xξdξ

REMARQUE 7.14. La formule d’inversion de Fourier écrit f comme superposition
de fonctions 2 x 7→ e iξx de fréquence ξ

2π , chacune pondérée par f̂ (ξ).

EXERCICE 7.15. Montrer que f est réelle si et seulement si f̂ est paire.

Un autre théorème important est

THÉORÈME 7.16 (Formule de Plancherel). On a pour f dans S l’égalité∫
R
| f (t )|2d t =

∫
R
| f̂ (ξ)|2dξ

2. suivant les domaines, on dira "ondes monochromatiques" ou "son de fréquence...", etc.
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Ce théorème est important car il permet d’étendre la transformée de Fourier à
toutes les fonctions de carré intégrable, i.e. telles que l’intégrale

∫
R | f (t )|2d t est conver-

gente, mais nous ne le ferons pas ici. Par contre une conséquence de la formule de
Plancherel est la suivante

COROLLAIRE 7.17. Si f est dans S et que g a une transformée de Fourier continue,
on a ∫

R
f̂ (ξ)ĝ (ξ)dξ=

∫
R

f (t )g (t )d t

DÉMONSTRATION. Rappelons que uv +uv = 2Re(uv) = |u+v|2−|u|2−|v|2. Écrivons

2Re
∫
R

f(t)g(t)dt = 2
∫
R

Re(f(t)g(t))dt =
∫
R
|f(t)+g(t)|2 −

∫
R
|f(t)|2 +

∫
R
|g(t)|2dt =∫

R
| f̂ (ξ)+ ĝ (ξ)|2dξ−

∫
R
| f̂ (ξ)|2dξ+

∫
R
|ĝ (ξ)|2dξ= 2

∫
R

Re(̂f(ξ)ĝ(ξ))dξ= 2Re
∫
R

f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ

En remplaçant f (t ) par −i f (t ) et donc f̂ (ξ) par −i f̂ (ξ), et en utilisant Re(−iu) = Im(u)
on obtient

Im
∫
R

f (t )g (t )d t = Re
∫
R
−if(t)g(t)dt = Re

∫
R
−îf(ξ)ĝ(ξ)dξ= Im

∫
R

f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ

En conclusion les parties réelles et imaginaires de
∫
R f (t )g (t )d t et

∫
R f̂ (ξ)ĝ (ξ)dξ coïn-

cident. Ces quantités sont donc égales. □

Nous allons maintenant donner des applications de ces résultats qui seront dé-
montrés à la fin de ce chapitre.

5. Exemples et Applications

5.1. La Gaussienne. On définit la fonction de Gauss G(t ) = 1p
2π

e
−t2

2 et Gα(t ) =
1p
2π

e
−t2

2α .

PROPOSITION 7.18. On a que Gα ∈S et Ĝα =p
αG1/α.

DÉMONSTRATION. On montre par récurrence que G (q)(t ) = Pq (t )e
−t2

2 où Pq est un
polynôme de degré q . Par comparaison des polynômes et des exponentielles, on voit

que G (p)(t ) et t pG (p)(t ) tendent vers 0 en ±∞. Or on a bien G (q)(t ) = Pq (t )e
−t2

2 pour
p = 0 ! Supposons la propriété vérifiée à l’ordre q et montrons la pour q +1. On a

G (q+1)(t ) = (G (q))′(t ) = (Pq (t )e
−t2

2 )′ = P ′
q (t )e

−t2

2 − tPq (t )e
−t2

2 = [P ′
q (t )+ tPq (t )]e

−t2

2

Comme [P ′
q (t )+ tPq (t )] est un polynôme de degré q +1, la propriété est bien vraie à

l’ordre q + 1. Maintenant G ′(t ) = −tG(t ) donc en prenant la transformée de Fourier

−iξĜ(ξ) = iĜ ′(ξ), soit Ĝ ′(ξ)+ξĜ(ξ) = 0. On en déduit que Ĝ(ξ)e
ξ2

2 a une dérivée nulle

et donc Ĝ(ξ) = Ce
−t2

2 . Il faut donc identifier la constante C . Or Ĝ(0) = 1
2π

∫
RG(t )d t et
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on sait que cette intégrale vaut
p

2π donc Ĝ(0) = 1p
2π

et donc Ĝ = G . Le cas de Gα se

démontre par un changement de variable.
On a G ′(x) = −xG(x) donc i kĜ(k) = −i (Ĝ)′(k) soit (Ĝ)′(k) = −kĜ(k) Donc G et Ĝ

vérifient la même équation différentielle du 1er ordre

u′(x)+xu(x) = 0

Il suffit de vérifier que G(0) = Ĝ(0) pour conclure G = Ĝ . Or G(0) = 1p
2π

et Ĝ(0) =
1p
2π

∫ +∞
−∞ e− t2

2 d t Or si I = ∫ +∞
−∞ e− t2

2 d t on a

I 2 =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e− x2+y2

2 d xd y

=
∫ +∞

0

∫ 2π

0
e− r 2

2 r dr dθ

en posant x = r cosθ y = r sinθ

d x ·d y = det

(
cosθ −r sinθ
sinθ r cosθ

)
dr ·dθ

= r dr dθ

□

−4 −2 2 4

x

G(x)

FIGURE 7.1 – Courbe de la fonction densité de la loi de Gauss.

5.2. Formule de Poisson et applications en théorie du signal. On commence par
montrer

PROPOSITION 7.19 (Formule de Poisson). Soit f ∈S . Alors on a∑
p∈Z

f (t +pT ) =
p

2π

T

∑
q∈Z

f̂ (
2qπ

T
)e

2iπqt
T
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DÉMONSTRATION. L’idée est de rendre f périodique de période T et d’appliquer le
théorème de convergence des séries de Fourier pour les fonctions C∞ T -périodiques.
Tout d’abord montrons que si f ∈S la fonction

∑
p∈Z f (t +pT ) est bien définie, C∞ et

T -périodique. En d’autres termes il suffit de montrer que la série converge uniformé-
ment sur tout intervalle borné ainsi que la série de ses dérivées à tous les ordres. Mais
comme si f est dans S ses dérivées à tous les ordres le sont aussi il suffit de démontrer

LEMME 7.20. Si f ∈ S la série
∑

p∈Z f (t +pT ) converge uniformément sur tout in-
tervalle borné vers une fonction C∞.

DÉMONSTRATION. On a par hypothèse que | f (t )| ≤ C
1+t 2 donc∑

p∈Z
| f (t +pT )| ≤ ∑

p∈Z

C

1+ (t +pT )2

et si t ∈ [−aT, aT ] et t+pT
pT converge uniformément vers 1 donc il en est de même pour

p2T 2

1+(t+pT )2 c’est à dire que pour p assez grand 1
1+(t+pT )2 ≤ 2

p2T 2 et comme la série de

terme général 1
p2 converge, la série

∑
p∈Z f (t + pT ) converge normalement donc uni-

formément sur [−aT, aT ]. Sa somme est donc continue. □

D’après le Lemme on a donc que F (t ) = ∑
p∈Z f (t + pT ) est T -périodique et C∞.

Elle est donc somme de sa série de Fourier. Calculons ses coefficients de Fourier :

cq (F ) = 2π

T

∫ T

0
f (t )e

−i q2πt
T d t = 2π

T

∫ T

0

∑
p∈Z

f (t +pT )e
−i q2πt

T d t

Comme la série est uniformément convergente sur [0,T ] on peut intervertir som-
mation et intégration et en effectuant sur chaque terme un changement de variable
u = t +pT

cq (F ) = 2π

T

∑
p∈Z

∫ T

0
f (t +pT )e

−i q2πt
T d t

= ∑
p∈Z

∫ (p+1)T

pT
f (u)e

−2i qπ(u−pT )
T du

= ∑
p∈Z

e
−2i qπpT

T

∫ (p+1)T

pT
f (u)e

−2i qπu
T du

=
∫ +∞

−∞
f (u)e

−i q2πu
T du

= f̂

(
2πq

T

)
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La série de Fourier de F est donc

2π

T

∑
q∈Z

f̂

(
2πq

T

)
e i 2qπt

T

comme annoncé. □

6. Le théorème de Nyquist

On suppose avoir un signal (i.e. une fonction) dont on sait a priori que la transfor-
mée de Fourier est dans un intervalle [−a, a] ce qui signifie que ses fréquences sont
dans [−a

2π , a
2π ]. Notons que pour une fonction réelle f̂ est paire ce qui fait qu’on ne parle

pas en pratique de fréquences négatives 3...
Lorsqu’on enregistre un signal numérique on l’échantillonne ce qui signifie qu’on

mesure N fois par seconde sa valeur f (t ), ou encore on évalue les f ( q
N ). Dans la pra-

tique ces valeurs sont discrétisées, par exemple sur un CD l’échantillonnage est de 44,1
kHZ en 16 bits, c’est à dire que l’amplitude est arrondie à une valeur la plus proche
parmi 216 ≃ 65000 valeurs possibles.

La question pratique qui se pose est de savoir pour des fréquences dans [−a
2π , a

2π ]

quelle fréquence d’échantillonnage permettra de reconstituer le signal ? On a donc f̂
à support dans [−a, a] et en utilisant la formule de Poisson avec T = 2a pour f̂ et la
formule d’inversion de Fourier

∑
p∈Z

f̂ (ξ+2pa) =
p

2π

T

∑
q∈Z

f

(
2πq

a

)
e i 2qπt

2a

Donc la connaissance des f
(

2πq
2a

)
pour q ∈Zpermet de connaître G(ξ) =∑

p∈Z f̂ (ξ+
2pa). Mais comme on ajoute des translatés de f̂ par 2a, et que f̂ est à support dans
[−a, a], la restriction de G à [−a, a] coincide avec f̂ . On peut donc retrouver f̂ et donc,
par inversion de Fourier, f .

On doit donc échantillonner à la fréquence 2a
2π c’est-à-dire une fréquence double

de la limite de la plage de fréquence du signal d’origine. Ainsi pour un signal de fré-
quence comprise entre 0 et 20000 Hz (la plage de sensibilité de l’oreille humaine), il
faut échantillonner à 44000 Hz.

REMARQUES 7.21. (1) Si on sous-échantillonne on a un phénomène d’aliasing
ou "repli spectral". Dans la somme G(ξ) =∑

p∈Z f̂ (ξ+2pa) restreinte à [−a, a]

sera somme de la fonction f̂ et de ses décalés. Si on a sous-échantilloné de
peu, on aura juste les termes de f̂ (ξ+±2a) et cela ne modifiera que les fré-
quences proches de a

2π (donc les aigus).

3. Donc en pratique on regarde la restriction de f̂ à [0, a]
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(2) Si on sur-échantillonne, cela n’apporte rien. Il est inutile de payer plus cher
pour avoir un signal suréchantillonné. Par contre une discrétisation en 24 bits
au lieu de 16 bits, pourrait –en théorie du moins– améliorer la reproduction
du son.

7. Principe d’incertitude de Heisenberg

Il s’agit du point de vue mathématique de dire qu’une fonction et sa transformée
de Fourier ne pevent pas être trop bien localisées dans le sens suivant.

On dira que f ∈C 0(R,C) telle que
∫
R | f (t )|2d t = 1 est localisée près de a si σa( f ) =∫

R(t − a)2| f (t )|2d t est proche de 0. Cela signifie que la fonction | f (t )|2 est concentrée
près de de a. En effet si

∫
|t−a|≥ε | f (t )|2d t ≥ 1−δ on a∫

R
(t −a)2| f (t )|2d t ≥ ε2

∫
|t−a|≥ε

| f (t )|2d t ≥ ε2(1−δ)

Donc σa( f ) mesure à quel point f est localisée près de a. On a alors

PROPOSITION 7.22 (Principe d’incertitude de Heisenberg). Si f ∈ S on a pour tout
(a,α) ∈R2,

σa( f )σα( f̂ ) ≥ 1

4
en d’autres termes (∫

R
(t −a)2| f (t )|2d t

)(∫
R

(ξ−α)2| f̂ (ξ)|2dξ

)
≥ 1

4

DÉMONSTRATION. tout d’abord on se ramène au cas a = α = 0. On pose g (t ) =
f (t + a) puis h(t ) = e iαt g (t ) = e iαt f (t + a). On a donc |h(t )|2 = | f (t + a)|2 et |ĥ(ξ)|2 =
|ĝ (ξ−α)|2 = |e i aξ f̂ (ξ−α)|2 donc∫

R
(t −a)2| f (t )|2d t =

∫
R

u2|g (u)|2d t =
∫
R

u2|h(u)|2d t

et ∫
R

(ξ−α)2| f̂ (ξ)|2d t =
∫
R
η2| f̂ (η−α)|2d t =

∫
R
η2|ĥ(η)|2d t

Maintenant ξĥ(ξ) = ĥ′(ξ) et en utilisant Parseval,
∫
Rη

2|ĥ(η)|2d t = ∫
R |ĥ′(η)|2d t =∫

R |h′(η)|2dη Il faut donc montrer que(∫
R

t 2|h(t )|2d t

)(∫
R
|h′(t )|2d t

)
≥ 1

4

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous dit que∣∣∣∣∫
R

u(t )v(t )

∣∣∣∣2

≤
(∫
R
|u(t )|2d t

)(∫
R
|v(t )|2d t

)
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Dans notre cas, il suffit de calculer
∫
R th(t )h′(t )d t . Or en intégrant par parties,∫

R
th(t )h′(t )d t = 1

2
th(t )2]+∞

−∞− 1

2

∫
R
|h(t )|2d t = −1

2
□

REMARQUE 7.23. En physique quantique, f est la fonction d’onde d’une particule,
| f (t )|2 sa probabilité de présence en t et donc

∫
R | f (t )|2d t = 1. D’autre part f̂ (ξ) est

la probabilité que l’impulsion de la particule soit ξ. Enfin σa( f ) et σα( f̂ ) mesurent la
concentration de la probabilité de la particule d’être proche de a avec une quantté de
mouvement proche de α. Si on avait σa( f ) = 0 et σα( f̂ ) = 0 on aurait la certitude de
trouver la particule en a avec impulsion α.

PROPOSITION 7.24 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient u, v ∈C 0(R,C). On a l’in-
égalité suivante ∣∣∣∣∫

R
u(t )v(t ) d t

∣∣∣∣2

≤
(∫
R
|u(t )|2d t

)(∫
R
|v(t )|2d t

)
DÉMONSTRATION. On considère le polynôme du second degré enλ

∫
R |u(t )+λv(t )|2d t

qui est évidemment toujours positif. En le développant on obtient (ne pas oublier que
u, v sont à valeurs complexes)∫

R
|u(t )|2d t +2λRe

(∫
R

u(t)v(t)dt

)
+λ2

∫
R
|v(t)|2dt

Pour un polynôme ne prenant que des valeurs positives, son discriminant doit être
négatif, donc (

Re
∫
R

u(t)v(t)dt

)2

≤
(∫
R
|u(t )|2 d t

)(∫
R
|v(t )|2 d t

)
Maintenant, si θ est l’argument de

∫
Ru(t )v(t )d t , on a∣∣∣∣∫

R
u(t )v(t )d t

∣∣∣∣= ∫
R

(e−iθu(t ))v(t )d t

(car e−iθ est exactement le facteur qui rend l’intégrale réelle et positive).
Donc, en remplaçant u par e−iθu dans l’inégalité précédente, on obtient :∣∣∣∣∫

R
u(t )v(t )d t

∣∣∣∣≤ (∫
R
|u(t )|2 d t

)1/2 (∫
R
|v(t )|2 d t

)1/2

□

REMARQUES 7.25. Le discriminant est strictement négatif, sauf si le trinôme s’an-
nule. Cela n’est possible que si u(t ) =λv(t ) pour tout t , c’est-à-dire si les fonctions sont
proportionnelles. Dans l’inégalité de Heisenberg, on ne peut donc avoir égalité que si

λth(t ) = h′(t ) soit h(t ) = Ceα
t2

2 , donc si h est une Gaussienne. Notons que l’on peut

centrer la Gaussienne en a,α, donc f (t ) =Ce−iαt e
α(t−a)2

2
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8. Le théorème central limite

On sait que si une pièce est équilibrée (ou non-pipée), il y a une chance sur deux
qu’un lancer la fasse tomber sur pile (et une chance sur deux qu’elle tombe sur face,
en supposant qu’elle ne tombe jamais sur la tranche !). Maintenant si on fait 100 lan-
cers, suivant le résultat peut on dire qu’on est plus ou moins certain que la pièce soit
équilibrée ?

Évidemment si on tombe 100 fois sur pile, on sera assez certain qu’elle est pipée
(ou que les deux côtés sont pile !). Si elle tombe 90 fois sur pile et 10 fois sur face, on
sera toujours très méfiant. À partir de quel ratio fera-t-on confiance à la pièce ? Évi-
demment, si on fait suffisamment de séries de 100 lancers, il arrivera -même pour une
pièce non pipée- que l’on ait une fois une série de 100 piles. Pour être précis, une fois
sur 2100 ≃ 1030, la réponse ne peut donc être que probabiliste : si la pièce est non-pipée
on a une grande probabilité que le ratio de piles et de faces soit proche de 1.

Pour les pièces, le calcul n’est pas très difficile, c’est de la combinatoire. On trouve
que pour des séries de N lancers si la pièce est équilibrée, on a une probabilité P (ε) =

1p
2π

∫ 2ε
−2ε e− t2

2 d t d’avoir entre N
2 −p

Nε et N
2 +p

Nε piles. Donc pour 100 lancers, on

estime avoir 68% de chances d’avoir entre 45 et 55 piles et 95% de chances d’avoir entre
40 et 60 piles. En fait le calcul exact (direct) donne 72% de chances dans le premier cas,
96,5% de chances dans le second. L’erreur tendant vers 0 lorsque le nombre de lancers
augmente. Pour 1000 lancers, on obtient dans les deux cas 99,86% de chances d’avoir
entre 450 et 550 piles

Scénarios Intervalle
Valeur exacte
(Binomiale)

Approximation
normale

100 lancers [40, 60] 0.9648 0.9648
100 lancers [45, 55] 0.7287 0.7287

1000 lancers [450, 550] 0.9986 0.9986

Ce qui est remarquable, c’est que l’on a le même phénomène, avec la même fonc-
tion de Gauss lorsque l’on répète une expérience quelconque, à condition que l’on
répète bien la même expérience, et que celles-ci soient indépendantes. Ainsi si 30 étu-
diants font la même expérience dans un TD d’électricité, les résultat des mesures se-
ront répartis comme une Gaussienne.

Mathématiquement, le problème se formule comme suit. On considère un en-
semble Ω d’évènements (par exemple chaque expérience est un évènement), et une
variable aléatoire, qui est simplement une fonction X sur Ω (le résultat de l’expé-
rience). On appelle loi de la variable aléatoire, que l’on note fX (t ), la probabilité que
X prenne la valeur t . Plus précisément, la probabilité que X (ω) soit entre a et b est
donnée par

∫ b
a fX (t )d t .

La valeur moyenne ou espérance de X est µX = ∫
R t fX (t )d t c’est à dire la moyenne

de t multiplié par la probabilité que X (ω) = t .
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La variance est donnée par σ2
X = ∫

R(t −µX )2 fX (t )d t . Elle mesure à quel point les
valeurs aléatoires de X sont concentrées autour de la valeur moyenne. On appelle σX

l’écart-type. On voit que par rapport au cas de la fonction d’onde de la section précé-
dente, on retrouve la probabilité de présence de la particule en posant fX (t ) = | f (t )|2.

DÉFINITION 7.26. On dit que deux variables aléatoires X ,Y sont indépendantes
si en notant fX ,Y (s, t ) la probabilité fX ,Y (s, t ) que X = s et Y = t vérifie fX ,Y (s, t ) =
fX (s) · fY (t ). En d’autres termes la probabilité que X ∈ [a,b] et Y ∈ [c,d ], est le produit
des probabilités ∫ b

a

∫ d

c
fX ,Y (s, t )d sd t =

∫ b

a
fX (s)d s

∫ d

c
fY (t )d t

Notons en particulier que X +Y = u équivaut à dire qu’il existe s tel que X = s et
Y = u − s. On en déduit que si X ,Y sont indépendantes

fX+Y (u) =
∫
R

fX ,Y (s,u − s)d s =
∫
R

fX (s) fY (u − s)d s = ( fX ⋆ fY )(u)

On a alors

THÉORÈME 7.27 (Théorème central limite). Soient X j une suite de variables aléa-

toires, de même loi et même variance et indépendantes. Soit X n = X1+...+Xn
n . Alors la loi

fX n
de X n a pour moyenne µ et Zn =p

n X n−µ
σ a une loi fZn qui converge en loi lorsque

n tend vers l’infini vers e
−t2

2p
2π

.

REMARQUE 7.28. La convergence en loi de la suite de variables aléatoires Zn vers Z
signifie que la probabilité que Zn ∈ [a,b] converge vers la probabilité que Z ∈ [a,b]. Ou
encore quels que soient a,b ∈R on a

∫ b
a fZn (t )d t converge vers

∫ b
a fZ (t )d t .

DÉMONSTRATION. On peut supposer que µX j = 0 en remplaçant X j par X j −µX j .
On noteϕX la transformée de Fourier de fX . Alors si X ,Y sont indépendantes,ϕX+Y =p

2π f̂X · f̂Y et doncϕX1+...+Xn =p
2π

n−1
ϕX1 ·...·ϕXn . Notons que come les fX j sont toutes

égales, on a ϕX1+...+Xn = (ϕX )n . Maintenant fX /λ(u) = λ fX (λu), car la probabilité que

X /λ soit dans [a,b] est
∫ b

a fX /λ(t )d t mais c’est aussi la probabilité que X soit dans
[λa,λb] car ∫ λb

λa
fX (t )d t =t=λu λ

∫ b

a
fX (λu)du

On en déduit

ϕX /λ(ξ) =
∫
R
λ fX (λu)e−i uξdu =t=λu

∫
R

fX (t )e
−i tξ
λ du =ϕX (

ξ

λ
)

On a doncϕZn = (
p

2π)n−1[ϕX ( ξ

σ
p

n
)]n . Or on a un développement limité deϕX près de

0, donné par la formule de Taylor, car
ϕX (0) = 1p

2π

∫
R fX (t )d t = 1p

2π
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ϕ′
X (0) = 1p

2π

∫
R t fX (t )d t =µX = 0

ϕ′′
X (0) = −1p

2π

∫
R t 2 fX (t )d t = −σ2

Xp
2π

Donc ϕX (η) = 1p
2π

(1−σ2
Xη

2)+o(η2), donc

ϕZn (ξ) = (
p

2π)n−1
[
ϕX

(
ξ

σX
p

n

)]n

= (
1p
2π

)

(
1−σ2

X
ξ2

nσ2
X

+o(
ξ2

nσ2
X

)

)n

=

(
1p
2π

)

(
1− ξ2

n
+o(

ξ2

n
)

)n

qui converge uniformément sur tout intervalle borné vers 1p
2π

e
−ξ2

2 . La démonstration

rigoureuse de ce dernier point est laissée au lecteur.
Nous n’en avons pas fini, car nous avons seulement montré que ϕZn converge uni-

formément sur tout borné vers la fonction de Gauss G(ξ), mais pas que fX converge
vers sa transformée de Fourier (qui est encore G(t ) !). Il nous faut encore montrer

PROPOSITION 7.29 (Théorème de Lévy, version faible). Si ϕn converge uniformé-
ment sur tout compact vers ϕ alors fn = ϕ̂n converge faiblement vers f = ϕ̂ c’est-à-dire
Fn(x) = ∫ x

−∞ fn(t )d t converge simplement vers F (x) = ∫ x
−∞ f (t )d t .

DÉMONSTRATION. La convergence faible est équivalente à dire que pour toute fonc-
tion g dans S ,

∫
R fn(t )g (t )d t converge vers

∫
R f (t )g (t )d t . En effet

Maintenant dire queϕn converge uniformément sur tout compact versϕ,c’est dire
que

∫
R e−i tξ fn(t )d t converge uniformément sur tout compact vers

∫
R e−i tξ f (t )d t , donc

si g ∈S on a ̂̂g (−t ) = g (t ) et donc∫
R

g (t ) fn(t )d t =
∫
R

̂̂g (−t ) fn(t )d t =
∫
R

ĝ (−t ) f̂n(t )d t =∫
R

ĝ (−t )ϕn(−t )d t =
∫
R

ĝ (t )ϕn(t )d t

Comme g est à support compact et ϕn converge vers ϕ sur tout compact et de plus
|ϕn | ≤ 1, et ĝ est dans S donc intégrable. Le Lemme suivant permet de conclure que
cette dernière intégrale a pour limite

∫
R ĝ (t ) f̂ (t )d t = ∫

R g (t ) f (t )d t . □

LEMME 7.30 (Convergence dominée élémentaire). Si fn est une suite de fonctions
continues sur R telle que

(1) fn converge uniformément sur tout compact vers f

(2) Il existe une fonction g telle que
∫
R g (t )d t converge et pour tout n, | fn(t )| ≤ g (t ).

Alors
∫
R fn(t )d t converge vers

∫
R f (t )d t.
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DÉMONSTRATION. Soit ε> 0 et a,b tels que
∫ +∞

b g (t )d t+∫ a
−∞ g (t )d t < ε/2. Comme

fn converge uniformément vers f sur [a,b] on a pour n assez grand

∣∣∣∣∫ b

a
fn(t )d t −

∫ b

a
f (t )d t

∣∣∣∣< ε

et donc

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
fn(t )d t −

∫ +∞

−∞
f (t )d t

∣∣∣∣≤∣∣∣∣∫ b

a
fn(t )d t −

∫ b

a
f (t )d t

∣∣∣∣+∫ +∞

b
| fn(t )− f (t )|d t +

∫ a

−∞
| fn(t )− f (t )|d t ≤

ε+
∫ +∞

b
2g (t )d t +

∫ a

−∞
2g (t )d t ≤ 3ε

□

□

EXEMPLE 7.31. Statistique du nombre de pas hebdomadaire de l’auteur sur un an.

Pour une personne donnée, la distribution n’est pas totu à fait Gaussienne, ne
serait-ce que parce que le nombre de pas est positif, alors qu’une Gaussienne devrait
être non bornée inférieurement. D’un autre côté, la déviation du nombre de pas de la
moyenne (par exemple un aller retour domicile-travail) est somme de petites pertur-
bations aléatoires et indépendantes, ce qui par le théorème central limite, rapproche
d’une Gaussienne. On s’attend donc à avoir une courbe ressemblant à une Gaussienne,
mais pas exactement Gaussienne.



92

20 30 40 50 60 70 80 90
0

1

2

3

4

·10−2

Moyenne: 50,89

Milliers de pasFr
éq

u
en

ce
(p

ro
p

o
rt

io
n

d
u

n
o

m
b

re
d

e
se

m
ai

n
es

) Distribution du nombre de pas marchés par semaine
en comparaison à une gaussienne

Données observées
Gaussienne théorique

20 30 40 50 60 70 80 90
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Médiane

Valeurs (en milliers)

P
ro

p
o

rt
io

n
cu

m
u

lé
e

Fonction de répartition empirique vs normale:
Proportion du nombre de semaines où l’auteur a marché au plus x mille pas

Distribution empirique
Distribution normale théorique



93

Statistique Valeur
Nombre de données 100
Minimum 29 965
Maximum 84 788
Moyenne 52 107
Médiane 52 829
Écart-type 11 748





Exercices et Problèmes corrigés

9. Examen, première session 2022

1. Intégrales généralisées, séries numériques

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théorème ou donner un
contre-exemple)

(a) Si limt→+∞ f (t ) = 0 et f est continue sur [1,+∞[ alors
∫ +∞

1 f (t )d t converge

(b) Si f est continue décroissante et positive et si
∫ +∞

0 f (t )d t converge alors∑+∞
n=1 f (n) converge

(2) L’ intégrale
∫ +∞

1
(1− cos(

1

t
))d t est elle convergente ou divergente (on ne de-

mande pas de la calculer)

2. Suites et séries de fonctions

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théorème ou donner un
contre-exemple)

(a) Une suite de fonctions qui converge simplement converge uniformément

(b) Si (un(x))n≥1 est une suite de fonctions qui converge uniformément vers
la fonction u(x) et si les un sont continues alors u est continue.

(2) Étudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes

(a) fn(x) = x

x2 +n
définie sur R

(b) fn(x) = xex/n définie sur R

On pourra faire les tableaux de variation des fonctions x 7→ x

x2 +n
et x 7→

x(ex/n −1)

3. Séries de Fourier
On considère la fonction f définie par f (x) = x sin(x) sur [−π,π] étendue à R tout

entier pour être 2π-périodique

(1) Calculer f (π), f ( 3π
2 ), f (2π)

95
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(2) La fonction f est elle continue sur R?

(3) La fonction est-elle paire, impaire ? Ni l’un ni l’autre?

(4) On veut calculer la série de Fourier réelle de f i.e. a0+
+∞∑
k=1

(ak cos(kt )+bk sin(kt )).

Peut-on dire a priori que certains des coefficients sont nuls?

(5) Exprimer sin(x)cos(kx) en fonction de sin((k +1)x) et sin((k −1)x)

(6) Calculer les coefficients de Fourier de f (on calculera a0, a1 séparément) et
écrire sa série de Fourier (on pourra utiliser que cos(kπ) = (−1)k ).

(7) Étudier la convergence simple de la série de Fourier de f .

(8) Calculer la somme de la série de Fourier de f .

(9) Montrer la formule
π

2
= 1+2

+∞∑
n=1

(−1)n

4n2 −1

(10) (Question bonus) En utilisant que la primitive de x2 sin(x)2 est donnée par

x3

6
− x2 sin(2x)

4
− x cos(2x)

4
+ 1

8
sin(2x)+C ste

(on en demande pas de le démontrer) montrer que

π2

6
= 1+ 1

8
+ 1

4
+2

+∞∑
k=2

1

(k2 −1)2

10. Examen deuxième session 2022

4. Intégrales généralisées, séries numériques

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théorème ou donner un
contre-exemple)

(a) Si
∑+∞

n=1 an converge et |bn | ≤ |an | alors
∑+∞

n=1 bn converge

(b) Si f est continue décroissante et limt→+∞ f (t ) = 0, alors
∫ +∞

0 f (t )d t converge

(2) L’ intégrale
∫ +∞

1
(e1/t − 1)d t est elle convergente ou divergente (on ne de-

mande pas de la calculer)

5. Suites et séries de fonctions

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théorème ou donner un
contre-exemple)

(a) Une série de fonctions qui converge normalement converge uniformé-
ment
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(b) Si (un(x))n≥1 est une suite de fonctions qui converge simplement vers la
fonction u(x) et si les un sont paires alors u est paire.

(2) Étudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (dont on
recommande de faire le tableau de variations) fn(x) = nxn ln(x) pour x ∈]0,1[
et fn(0) = 0.

(a) La suite converge-t-elle simplement sur [0,1[?

(b) La suite converge-t-elle uniformément sur [0,1[ ?

(c) La suite converge-t-elle uniformément sur [0, 1
2 ] ?

6. Séries de Fourier
On considère la fonction f définie par f (t ) = e t pour t ∈ [−π,π[ étendue à R tout

entier pour être 2π-périodique.
On posera sinh(t ) = e t−e−t

2 et cosh(t ) = e t+e−t

2 (et on lit respectivement “sinus hy-
perbolique de t” et “cosinus hyperbolique de t”). Dans la suite Re(z), Im(z) désignent
les parties rélles et imaginaires de z.

(1) Que valent f (π), f ( 3π
2 ) ?

(2) Calculer les limites à droite et à gauche de f enπ i.e. limt→π− f (x), limt→π+ f (x).

(3) La fonction f est elle continue sur R? paire ? impaire?

(4) On veut calculer la série de Fourier réelle de f : a0+∑+∞
k=1 ak cos(kt )+bk sin(kt ).

(a) Calculer a0

(b) Pour k entier positif, calculer
∫ π
−π e t (1+i k)d t (on rappelle que e±i kπ = (−1)k )

(c) En utilisant
∫ π
−π e t cos(kt )d t = Re

(∫ π
−πet(1+ik)dt

)
et

∫ π
−π e t sin(kt )d t = Im

(∫ π
−π e t (1+i k)d t

)
montrer que

ak = 2(−1)k

π(k2 +1)
, bk = 2k(−1)k+1

π(k2 +1)

(5) Étudier la convergence simple de la série de Fourier de f .

(6) Calculer la somme de la série de Fourier de f .

(7) Montrer la formule
+∞∑
k=1

1

k2 +1
= πcosh(π)− sinh(π)

2sinh(π)
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de Dirichlet, 69
de Leibniz sur les séries alternées, 48
de Nyquist, 85
de Parseval, 73
de Poisson, 83
fondamental du calcul intégral, 29

Théorème de Comparaison des séries et
intégrales, 45

Transformée de Fourier, 77
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