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Chapitre 1

Rappels d’algèbre linéaire

L’Algèbre est généreuse, elle
donne souvent plus qu’on ne
lui demande.

Jean le Rond d’Alembert

1. Motivation

L’algèbre linéaire est un outil fondamental en mathématiques. Une grande partie
des mathématiques essaye de ramener des phénomènes compliqués, souvent non-
linéaires, à des problèmes linéaires qui sont à peu près les seuls (avec les problèmes
combinatoires) pour lesquels on puisse faire des calculs à la fois fiables et en grande di-
mension. Nous verrons l’utilisation de l’algèbre linéaire pour les résolution d’équations
différentielles, qui apparaissent sans cesse dans les modèles physiques. Mais l’algèbre
linéaire apparaît dans de très nombreux autres domaines de la modélisation mathé-
matique, y compris dans les modèles de "big data" : l’algorithme Google qui a révolu-
tionné les moteurs de recherche est un algorithme de recherche de vecteurs propres,
et l’intelligence artificielle fait un usage massif d’opérations linéaires -en particulier via
les réseaux de neurones- qui sont particulièrement adaptées à des calculs parallèles sur
ordinateur.

2. Définition d’un espace vectoriel

SoitK=R ou C.

DÉFINITION 1.1 (espace vectoriel). UnK-espace vectoriel est un ensemble E muni :

— d’une loi interne d’addition + : E ×E → E ,
(x, y) 7→ x + y ,
telle que (E ,+) soit un groupe abélien (commutatif) :

— associativité : (x + y)+ z = x + (y + z) ;

— commutativité : x + y = y +x.

— élément neutre : il existe 0 ∈ E tel que x +0 = x ;
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8 1. RAPPELS D’ALGÈBRE LINÉAIRE

— opposé : pour tout x ∈ E , il existe −x ∈ E tel que x + (−x) = 0 ;

— d’une action deK sur E appelée multiplication scalaire :
· :K×E → E , (λ, x) 7→λ · x,
vérifiant les cinq propriétés suivantes, pour tout λ,µ ∈K et x, y ∈ E :

— 1 · x = x

— 0 · x = 0 (vecteur nul de E)

— λ · (x + y) =λx +λy

— (λ+µ) · x =λx +µx

— (λµ) · x =λ · (µx)

REMARQUE 1.2. Les vecteurs sont ici notés x, v, ... sans flèche comme dans tout texte
mathématique avancé, mais vous pouvez continuer à utiliser la notation fléchée x⃗, v⃗ ....

3. Exemples classiques d’espaces vectoriels

(1) L’espaceKn

On considère l’ensembleKn des n-uplets réels :

(x1, . . . , xn) ∈Kn

on écrira aussi souvent les vecteurs en colonne, i.e.x1
...

xn

 ∈Kn

— Addition :
Soient x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn) dansKn , alors :

x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

— Multiplication par un scalaire :
Pour λ ∈K et x = (x1, . . . , xn) :

λx = (λx1, . . . ,λxn)

Ainsi,Kn est unK-espace vectoriel.
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x⃗

y⃗

x⃗ + y⃗

FIGURE 1.1 – Addition de deux vecteurs à l’aide de la règle du parallélo-
gramme

(2) Les vecteurs du plan réel P

Les vecteurs du plan peuvent être représentés géométriquement par des
flèches dans le plan.
L’addition des vecteurs correspond à la "règle du parallélogramme".

La multiplication par un scalaire λ ∈R :

— dilate ou contracte le vecteur d’un facteur λ si λ> 0 ;

— renverse le sens si λ< 0 ;

— donne le vecteur nul si λ= 0.

(3) Les vecteurs de l’espace E

Même définition que pour le plan, mais en trois dimensions.
Les vecteurs ont une représentation géométrique comme des flèches dans l’es-
pace, avec longueur et direction.

REMARQUE 1.3. dans les cas 2) et 3), un choix de coordonnées permettra
d’identifier un espace vectoriel comme le plan ou l’espace R2 ou R3.

(4) L’espace F (R,R) L’ensemble des applications de R dans R, noté F (R,R), est un
espace vectoriel avec :

( f + g )(x) = f (x)+ g (x), (λ f )(x) =λ · f (x)

Les propriétés de la définition se vérifient sans difficulté.

(5) Plus généralement l’espace F (Km ,Kn) des applications deKm dansKn .

4. Sous-espaces vectoriels

Il n’est évidemment pas pratique de devoir vérifier à chaque fois les 9 propriétés de
la définition pour montrer qu’on a à faire à un espace vectoriel. On a en fait un pro-
cédé qui partir d’un espace vectoriel permet de créer facilement de nouveaux espaces
vectoriels
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DÉFINITION 1.4. Un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E est une partie
F ⊂ E qui est elle-même un espace vectoriel pour les lois induites de E . En d’autres
termes F est un sous-espace vectoriel de E si

∀x, y ∈ F,λ,µ ∈K, λx +µy ∈ F

DÉMONSTRATION. Les propriétés sont vérifiées pour F puisqu’elles sont vérifiées
pour E . Le seul point à vérifier c’est que les opérations restent dans F : si x, y ∈ F alors
x + y ∈ F et si λ ∈K alors λx ∈ F . Cela résulte de la définition de sous-espace vectoriel
en prenant λ=µ= 1 et µ= 0 respectivement. □

REMARQUES 1.5. (1) Il est parfois plus simple au lieu de vérifier d’un seul coup
que λx +µy ∈ F de vérifier successivement

(a) Si x, y ∈ F alors x + y ∈ F

(b) Si x ∈ F et λ ∈K alors λ ·x ∈ F

(2) La méthode la plus simple de montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel
est de le voir comme sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu. On a
alors une seule propriété à vérifier au lieu de 9 !

En pratique, un sous-espace vectoriel est souvent défini comme un ensemble de vec-
teurs vérifiant une relation (par exemple des équations) linéaires.

EXEMPLES 1.6.

(1) Dans R3 :

— Le plan défini par l’équation linéaire :

ax +by + cz = 0

est un sous-espace vectoriel de R3.

— La droite passant par l’origine et définie par un système linéaire de deux
équations non-proportionnelles ax + by + cz = 0, a′x + b′y + c ′z = 0 est
aussi un sous-espace vectoriel

(2) L’espace R2[X ]

L’ensemble R2[X ] des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou
égal à 2 :

P (X ) = a0 +a1X +a2X 2, ai ∈R
est un espace vectoriel.

— L’addition est l’addition des polynômes : (P +Q)(X ) = P (X )+Q(X ) :

(a0 +a1X +a2X 2)+ (b0 +b1X +b2X 2) = (a0 +b0)+ (a1 +b1)X + (a2 +b2)X 2
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— La multiplication par un scalaire λ est définie par : (λP )(X ) =λP (X ) :

λ · (a0 +a1X +a2X 2) =λa0 +λa1X +λa2X 2

(3) L’espace des solutions stationnaires de l’équation des ondes

Les fonctions u(t , x) solutions de l’équation des ondes :

∂2u

∂t 2
(t , x)− c(t , x)

∂2u

∂x2
(t , x) = 0

forment également un espace vectoriel :

— La somme de deux solutions est encore solution;

— Le produit d’une solution par une constante est encore solution.

(4) L’espace des solutions d’une équation différentielle linéaire.

Soit une équation différentielle linéaire d’ordre n :

y (n) +an−1(x)y (n−1) +·· ·+a1(x)y ′+a0(x)y = 0

L’ensemble des solutions (sur un intervalle donné) forme un espace vectoriel
de dimension n :

— La somme de deux solutions est encore solution;

— Le produit d’une solution par une constante est encore solution.

REMARQUE 1.7. L’espace R2[X ] (voir exemple (2)) correspond à l’ensemble des so-
lutions de l’équation différentielle :

f (3)(x) = 0

car tout polynôme de degré au plus 2 est annulé par la dérivée d’ordre 3.

5. Combinaisons linéaires, familles libres et génératrices

Soit maintenant E un espace vectoriel, et a1, . . . , ap ∈ E des vecteurs.

DÉFINITION 1.8. — On appelle combinaison linéaire des vecteurs a1, . . . , ap

toute expression de la forme :

λ1a1 +·· ·+λp ap , avec λi ∈K
On note 〈a1, . . . , ap〉 l’ensemble des combinaisons linéaires des ai :

〈a1, . . . , ap〉 =
{

p∑
i=1

λi ai :λi ∈K
}
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— Famille libre : On dit que la famille (a1, . . . , ap ) est libre si la seule combinaison
linéaire donnant le vecteur nul est la combinaison triviale :

λ1a1 +·· ·+λp ap = 0 ⇒ λ1 = ·· · =λp = 0

On dit aussi que les vecteurs (a1, ..., ap ) sont linéairement indépendants

— Famille génératrice de E : La famille (a1, . . . , ap ) est génératrice de E si tout
vecteur x ∈ E peut s’écrire comme une combinaison linéaire de ces vecteurs :

∀x ∈ E , ∃λ1, . . . ,λp ∈K, x =λ1a1 +·· ·+λp ap

PROPOSITION 1.9. Si a1, .., ap sont des vecteurs de E, 〈a1, . . . , ap〉 est un sous-espace
vectoriel de E.

DÉMONSTRATION. Il faut vérifier que

(1) Si x =λ1a1+...+λp ap et y =µ1a1+...+µp ap alors x+y = (λ1+µ1)a1+...+(λp +
µp )ap ∈ 〈a1, . . . , ap〉

(2) Si x =λ1a1 + ...+λp ap alors α · x =αλ1a1 + ...+αλp ap ∈ 〈a1, . . . , ap〉
Les deux énoncés sont évidents. □

REMARQUE 1.10. Il faut parler de « famille libre » et pas d’« ensemble de vecteurs
libre » car :

{a1, a1, a2, a3} = {a1, a2, a3}

mais (a1, a1, a2, a3) n’est jamais libre car 1 ·a1 + (−1) ·a1 +0 ·a2 +0 ·a3 = 0.
Par contre, qu’une famille soit génératrice ne dépend que de l’ensemble associé.

Rappel : le symbole « ∃! » signifie « il existe un et un seul".

DÉFINITION 1.11. On dit que la famille (a1, . . . , ap ) est une base de E si
∀x ∈ E , ∃!(λ1, . . . ,λp ) ∈Kp tels que

x =
p∑

i=1
λi ai

PROPOSITION 1.12. La famille (a1, . . . , ap ) est une base de E si et seulement si elle est
à la fois libre et génératrice de E :

∀x ∈ E , ∃!λ1, . . . ,λp ∈K tels que x =
p∑

i=1
λi ai

DÉMONSTRATION. Supposons que la famille soit une base. Elle est alors évidem-
ment génératrice. Qu’elle soit libre résulte de l’unicité de l’écriture de 0 dans cette base :
comme 0 = 0 · a1 + . . .+ 0 · ap il ne peut y avoir d’autre p-uplet (λ1, ...,λp ) telq ue λ1 ·
a1+ ...+λp ·ap = 0. Inversement si la famille est génératrice, tout x s’écrit sous la forme
x =λ1 ·a1+...+λp ap . Si cette écriture n’était pas unique on aurait x =λ1 ·a1+...+λp ap =
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µ1 ·a1 + ...+µp ap et en soustrayant 0 = (λ1 −µ1) ·a1 + ...+ (λp −µp )ap donc si la famille
est libre λ j =µ j pour tout j , et donc l’écriture est unique. □

EXERCISE 1.13. Montrer que « libre et génératrice » est bien équivalent à

∀x ∈ E , ∃!λ1, . . . ,λp ∈K tels que x =
p∑

i=1
λi ai

EXEMPLES 1.14. (1) Les ei = (0, . . . ,0,1,0, . . . ,0) où le 1 est en i -ème position.
Les ei forment une base de Kn ; dite base canonique de Kn . Si a = (a1, . . . , an)
s’écrit alors :

a =
n∑

i=1
ai ei

(2) Dans le plan P :

— (v1) est libre ssi a1 ̸= 0

— (v1, v2) est libre ssi v1, v2 ne sont pas colinéaires. C’est alors une famille
génératrice, donc une base.

— (v1, . . . , vp ) est génératrice ssi les vi ne sont pas colinéaires.

— (v1, . . . , vp ) n’est jamais libre si p ≥ 3

(3) Dans l’espace géométrique tridimensionnel E :

(a) (a1) est libre ssi a1 ̸= 0

(b) (a1, a2) est libre ssi a1, a2 ne sont pas colinéaires

(c) (a1, a2, a3) est libre ssi a1, a2, a3 ne sont pas coplanaires. C’est alors une
base.

(d) La famille (a1, . . . , ap ) est génératrice ssi p ≥ 3 et a1, . . . , ap ne sont pas co-
planaires.

(4) Dans R[X ] : (1, X , X 2) est une base.

Plus généralement, si degPi = i pour i = 0,1,2, alors (P0,P1,P2) est une
base.

(5) Les solutions de l’équation différentielle

y ′′+2y ′ = 0

Une base est constituée de (y1, y2) où :

y1(x) = cos x

y2(x) = sin x

REMARQUE 1.15. Dire que (a1, . . . , ap ) est libre, c’est dire que

λ1a1 +·· ·+λp ap = 0
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a pour unique solution λ1 = ·· · =λp = 0.

Si on est dansKn , ai =

a1,i
...

an,i

, cela se réécrit :

λ1a1 +·· ·+λp ap = 0 ⇔


λ1a1,1 +·· ·+λp a1,p = 0
...

λ1an,1 +·· ·+λp an,p = 0

Dire que (a1, . . . , ap ) est génératrice, c’est dire que pour tout b ∈Kn , le système
λ1a1,1 +·· ·+λp a1,p = b1
...

λ1an,1 +·· ·+λp an,p = bn

a une solution. Dire que c’est une base, c’est dire que de plus cette solution est unique.

DÉFINITION 1.16. On appelle pivot sur les colonnes d’une famille de vecteurs (a1, ..., ap )
le fait

(1) Soit d’échanger deux vecteurs

(2) Soit de remplacer ai par ai +λa j avec i ̸= j .

PROPOSITION 1.17 (Effet du Pivot de Gauss sur les colonnes). Si (a1, ..., ap ) est une
famille de vecteurs de E

(1) L’espace 〈a1, ..., ap〉 ne change pas après avoir effectué un pivot sur les colonnes.
En particulier son rang ne change pas et si la famille est génératrice elle reste
génératrice.

(2) De même si la famille (a1, ..., ap ) est libre, elle reste libre après pivot sur les co-
lonnes.

DÉMONSTRATION. On peut supposer en renumérotant que i = 1, j = 2. Pour la pre-
mière assertion, on va montrer que 〈a1, ..., ap〉 ⊂ 〈a1 +λa2, a2, ..., ap〉 ⊂ 〈a1, ..., ap〉. Pour
la première inclusion, il suffit de montrer que ai ∈ 〈a1 +λa2, a2, ..., ap〉 pour tous les i .
Si i ̸= 1 c’est évident et on a a1 = (a1 +λa2)−λa2 ⊂ 〈a1 +λa2, a2, ..., ap〉. La seconde
inclusion et évidente.

Pour la seconde assertion, supposons que a1, a2, ..., ap soit libre et que l’on a une
combinaison linéaire λ1(a1+λa2)+λ2a2+...+λp ap = 0. on réécrit λ1(a1+λa2)+λ2a2+
...+λp ap = λ1a1 +λ1λ+λ2)a2 +λ3a3 + ...+λp ap = 0 ce qui entraîne λ1 = λ1λ+λ2 =
λ3 = ... = λp = 0 ce qui entraîne λ1 = ... = λp = 0 donc la famille est libre. Comme si on
pose a′

1 = a1 +λ2, a′
2 = a2, ..., a′

p = ap on a a1 = a′
1 −λa′

2, a2 = a′
2, ..., ap = a′

p le même
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argument montre que si a′
1, ..., a′

p ) est libre alors (a1, ...., ap ) est libre et les deux familles
sont simultanément libres ou liées.

□

REMARQUE 1.18. Dire que (a1, . . . , ap ) est libre/génératrice équivaut à dire que
(a1, . . . , ai−1, ai+λa j ai+1, . . . , ap ) pour i ̸= j est libre/génératrice. D’où la méthode d’éche-
lonnage/pivot de Gauss : opérer sur les colonnes, pivot sur les colonnes (réduction à un
système échelonné).

On note 〈a1, . . . , ap〉 l’ensemble des combinaisons linéaires des ai :

〈a1, . . . , ap〉 =
{

p∑
i=1

λi ai :λi ∈K
}

Si (a1, . . . , ap ) est libre, on dit que (a1, . . . , ap ) sont linéairement indépendants.

REMARQUE 1.19. Il faut parler de famille libre et pas d’« ensemble de vecteurs libres »
car :

{a1, a1, a2, a3} = {a1, a2, a3}

mais (a1, a1, a2, a3) n’est jamais libre car 1 ·a1 + (−1) ·a1 +0 ·a2 +0 ·a3 = 0.
Par contre, qu’une famille soit génératrice ne dépend que de l’ensemble associé.

Dire que (a1, . . . , ap ) est génératrice, c’est dire que pour tout b ∈Kn , le système
λ1a1,1 +·· ·+λp a1,p = b1
...

λ1an,1 +·· ·+λp an,p = bn

a une solution. Dire que c’est une base, c’est dire que cette solution est unique.

PROPOSITION 1.20 (Théorème fondamental de l’algèbre linéaire). Soit E un espace
vectoriel ayant une base finie. Alors toutes les bases de E ont le même cardinal, appelé
dimension de E et noté dim(E). De plus :

— Toute famille libre est de cardinal ≤ dim(E) et peut se compléter en une base
(donc si elle est de cardinal dim(E), c’est déjà une base).

— Toute famille génératrice est de cardinal ≥ dim(E), et on peut en extraire une
base (donc si elle est de cardinal dim(E), c’est une base).

DÉMONSTRATION. Montrons tout d’abord que :

(1) Une famille libre maximale pour l’inclusion (i.e. qui n’est pas strictement conte-
nue dans une famille libre) est une base.

(2) Toute famille génératrice minimale pour l’inclusion est une base.
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(1) Soit (a1, . . . , ap ) la famille et soit x ∈ E . Comme (a1, . . . , ap , x) n’est pas libre, on a
des λi et µ non tous nuls tels que

λ1a1 +·· ·+λp ap +µx = 0

On a λp+1 ̸= 0 sinon la famille (a1, . . . , ap ) ne serait pas libre. Donc :

x =−λ1

µ
a1 −·· ·− λp

µ
ap

et (a1, . . . , ap ) est génératrice, donc c’est une base.
(2) Soit (a1, . . . , ap ) la famille génératrice minimale. Si elle n’est pas libre :

λ1a1 +·· ·+λp ap = 0

et un des λi est non nul. Alors :

ai =−λ1

λi
a1 −·· ·− λi−1

λi
ai−1 − λi+1

λi
ai+1 −·· ·− λp

λi
ap

donc ai est combinaison linéaire des a j pour j ̸= i , et (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ap ) est aussi
génératrice.

Soit (e1, . . . ,en) une base génératrice et (a1, . . . , ap ) une famille libre, et supposons
p > n. Montrons alors que (a1, . . . , ap ) ne peut être génératrice, ce qui signifie que ap est
combinaison linéaire des a1, . . . , ap−1, et (a1, . . . , ap ) ne pouvait être libre.

Pour cela, on va remplacer successivement les ei par les ai en restant génératrice :
Tout d’abord, a1 est combinaison linéaire des ei , et on peut supposer (quitte à per-

muter) que le coefficient de e1 est non nul.
le coefficient de e1 est non nul. Donc :

a1 =λ1e1 +
n∑

j=2
λ j e j , λ1 ̸= 0

et :

e1 = 1

λ1
a1 − 1

λ1

n∑
j=2

λ j e j

est combinaison linéaire de a1,e2, . . . ,en , donc (a1,e2, . . . ,en) est génératrice.
Supposons avoir montré que (a1, . . . , ar ,er+1, . . . ,en) est génératrice. On écrit ar+1

comme combinaison linéaire des a1, . . . , ar ,er+1, . . . ,en , et le coefficient de l’un des ei

(quitte à permuter les ei , c’est er+1) est non nul, sinon (a1, . . . , ar+1) ne serait pas libre.
Donc :

ar+1 =
r∑

i=1
µi ai +µr+1er+1 +

n∑
j=r+2

µ j e j

donc :

er+1 = 1

µr+1
ar+1 − 1

µr+1

r∑
i=1

µi ai − 1

µr+1

n∑
j=r+2

µ j e j
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et donc (a1, . . . , ar+1,er+2, . . . ,en) est génératrice.
On a donc montré que le cardinal d’une famille libre est toujours inférieur à celui

d’une famille génératrice. Comme une base est à la fois libre et génératrice, deux bases
ont toujours même cardinal.

Si (a1, . . . , ap ) est une famille libre, on peut lui rajouter des vecteurs jusqu’à en faire
une base (au plus dim(E)−p vecteurs par ce qui précède), donc p ≤ dim(E). Si (a1, . . . , ap )
est génératrice, on peut lui retirer des vecteurs (éventuellement 0 !) jusqu’à en faire une
base, donc p ≥ dim(E).

□

REMARQUE 1.21 (Remarque importante). Il est en général plus facile de montrer
qu’une famille est libre plutôt que de montrer qu’elle est génératrice. L’un des intérêts
de ce thèorème, c’est que dans certains cas

DÉFINITION 1.22. On appelle rang d’une famille de vecteurs (a1, ..., ap ) la dimension
de l’espace 〈a1, ..., ap〉.

EXEMPLE 1.23. (1) Le rang de (x) vaut 1 si x ̸= 0 et 0 sinon

(2) Le rang de (x, y) est 2 si les vecteurs sont indépendants, 1 s’ils sont dépendants
mais au moins un des deux est non nul et 0 si x = y = 0.

(3) Le rang de (a1, ..., ap) est p si et seulement si la famille (a1, ..., ap ) est libre. En
effet d’après le Théorème (a1, ..., ap ) engendre un espace de dimension p si et
seulement si elle est libre.

6. Applications

PROPOSITION 1.24. Si E ⊂ F sont des espaces vectoriels, alors dimE ≤ dimF .

DÉMONSTRATION. Une base de E est une famille libre dans E donc dans F , et a
dimE éléments, donc dimE ≤ dimF . □

PROPOSITION 1.25. Si (a1, . . . , ap ) est une famille libre et (e1, . . . ,en) génératrice, on
peut compléter (a1, . . . , ap ) avec des ei pour obtenir une base.

DÉMONSTRATION. Considérons les sous-familles de (a1, . . . , ap ,e1, . . . ,en) contenant
(a1, . . . , ap ) et qui sont génératrices. Parmi celles-ci, considérons en une de cardinal mi-
nimal. On la notera (quitte à renuméroter les ei ), (a1, ..., ap ,e1, ...eq ). On prétend que si
on lui retire un vecteur quelconque, elle n’est plus génératrice. En effet si le vecteur re-
tiré est un ei , notre famille n’est pas minimale parmi celles contenant (a1, ..., ap ). Si le
vecteur retiré est un ai , alors

ai =
∑
j ̸=i

λ j a j +
q∑

k=1
µk ek
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Si tous les µk sont nuls ai est combinaison linéaire des a j , et cela contredit la liberté de
(a1, ..., ap ). On peut donc écrire (quitte à renuméroter les ei )

eq =−∑
j ̸=i

λ j

µq
a j +

q∑
k=1

µk

µq
ek

mais alors (a1, .., ap ,e1, ..eq−1) est encore génératrice, ce qui contredit sa minimalité. □

Le résultat suivant avec la Proposition 1.17 est à la base de la méthode du pivot/
réduction échelonnée

PROPOSITION 1.26. Les vecteurs de Rn
a1,1

a2,1

a3,1
...

an,1

 ,


0

a2,2

a3,2
...

an,2

 , ...,


0
0

ak,k
...

an,k

 ,

forment

(1) Une famille libre si k ≤ n et les a j , j sont tous non-nuls.

(2) Une base si k = n et tous les a j , j sont non nuls.

(3) Si k = n ET l’un des a j , j est nul alors la famille est liée.

DÉMONSTRATION. En effet Supposons les a j , j non nuls et écrivons une combinai-
son linéaire nulle des vecteurs : λ1a1 + ...+λk ak = 0. en développant :

(1) la première ligne donne λ1a1,1 = 0 donc comme a1,1 ̸= 0 on doit avoir λ1 = 0

(2) Alors la deuxième ligne s’écrit λ1a2,1 +λ2a2,2 = 0 or λ1 = 0 et a2,2 ̸= 0 donc
λ2 = 0. ....

On conclut par récurrence que λ1 = ... =λk = 0 et la famille est donc libre.

CommeRn est de dimension n, une famille libre de n vecteurs est une base.

(3) Enfin si a j , j = 0, on peut toujours supposer que j est le plus petit indice tel que
a j , j = 0. Alors on ne peut engendrer le vecteur

v =


0
0
1
...
0

 ,

où le premier 1 est sur la j -ème ligne. En effet λ1a1 + ...+λk ak = v va s’écrire
ligne par ligne
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λ1a1,1 = 0 donc λ1 = 0

λ1a2,1 +λ2a1,1 = 0 donc λ2 = 0

...

λ1a j−1,1 + . . .+λ j−1a j−1, j−1 = 0 donc λ1 =λ2 = ... =λ j−1 = 0

La dernière équation sera alors λ1a j ,1+. . .+λ j a j , j = 1. Mais comme seul λ j

est éventuellement non nul et que par ailleurs a j , j = 0, la somme de gauche ne
peut être égale à 1.

□

REMARQUE 1.27. Il en est de même pour la famille



a1,1

0
...
0
...
0


,



a1,2

a2,2
...
0
...
0


, ...,



a1,n

a2,n
...

ak,k
...
0


,

7. Méthode pratique : Pivot ou réduction échelonnée

Pour tester si une famille est libre, ou pour extraire une base à partir d’une famille
génératrice, on utilise :

— la méthode du pivot de Gauss ;

— la réduction aux systèmes échelonnés.

Cela consiste à organiser les vecteurs en colonnes d’un tableau et effectuer des opé-
rations élémentaires : échange de colonnes et remplacement du vecteur ai par ai +λa j

(avec i ̸= j ! !) jusqu’à obtenir une matrice échelonnée, ce qui permet d’identifier une
base.
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PROPOSITION 1.28. Soit A une matrice. Par pivot de Gauss elle peut se ramener à un
système échelonné. Si tous les a j , j sont non nuls, on peut même se ramener à



a1,1

0
0
...
0
0

ak+1,1
...

an,1


,



0
a2,2

0
...
0
0

ak+1,2
...

an,2


, ... ,



0
0
0
...
0

ak,k

ak+1,k
...

an,k


,

En particulier pour une matrice carrée, on se ramène à


a1,1

0
0
...
0

 ,


0

a2,2

0
...
0

 , ... ,


0
0
0
...

an,n

 ,

DÉMONSTRATION. Poir la première réduction cela a été vue en première année.
Pour la seconde, on part de la première réduction et on soustrait de la première co-
lonne un multiple de la seconde pour annuler a1,2. Puis on soustrait de la deuxième
colonne et de la première colonne des multiples (a priori différents) de la troisième co-
lonne pour annuler a3,2 et a3,1. En continuant on arrive à la forme désirée. □

EXEMPLE 1.29. Compléter une famille en une base de R3 :

Soit le vecteur v =
1

2
0

 ∈R3. On veut compléter la famille (v) en une base de R3.

On peut utiliser la base canonique (e1,e2,e3) de R3, où :

e1 =
1

0
0

 , e2 =
0

1
0

 , e3 =
0

0
1


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On peut essayer (v,e1,e2). Mais

1
2
0

 ,

1
0
0

 ,

0
1
0

 ne sont pas linéairement indépen-

dants : sinon, comme nous sommes en dimension 3 ils formeraient une base, mais il

est clair que

0
0
1

 n’est pas dans 〈v,e1,e2〉.

Par contre la famille (v,e2,e3) est libre, car les vecteurs sont échelonnés (et les élé-
ments diagonaux non nuls) 1

2
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1


On a trois vecteurs indépendants dans un espace de dimension 3, c’est donc une base.

EXEMPLES 1.30. Base d’un plan et extension à R3.

(1) Vérifier que la famille suivante est libre et la compléter en une base de R3

〈1
2
3

 ,

4
5
6

〉
=

C2→C2−4C1

〈1
2
3

 ,

 0
−3
−6

〉
C’est donc une famille libre. On construit alors la famille suivante :1

2
3

 ,

 0
−3
−6

 ,

0
0
1


Cette famille est libre, donc c’est une base de R3.

On aurait pu aussi utiliser directement :1
2
3

 ,

4
5
6

 ,

0
0
1


car ces vecteurs sont également linéairement indépendants.

(2) Trouver la base d’un plan.
Considérons le plan d’équation :

x +2y +3z = 0

Pour trouver une base du plan, on exprime une variable en fonction des
autres. Par exemple :

x =−2y −3z
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On peut choisir librement y et z, puis calculer x. En général on prend y =
1, z = 0 puis y = 0, z = 1.

Par exemple :

— Si y = 1, z = 0, alors x =−2 ⇒
−2

1
0


— Si y = 0, z = 1, alors x =−3 ⇒

−3
0
1


Donc, une base du plan est donnée par :−2

1
0

 ,

−3
0
1


(3) Compléter la base du plan en une base de R3

Pour compléter cette base en une base de R3, il suffit d’ajouter un vecteur
non contenu dans le plan (c’est-à-dire, non combinaison linéaire des deux pré-
cédents).

Par exemple, on peut choisir :

v =
1

2
3


et vérifier qu’il n’appartient pas au plan (il ne vérifie pas x +2y +3z = 0, car

1+4+9 = 14 ̸= 0).

Alors la famille : −2
1
0

 ,

−3
0
1

 ,

1
2
3


est une base de R3.

Pour trouver l’espace engendré par une famille de vecteurs, on fera toujours le pivot
sur les colonnes. Le pivot sur les lignes est utilisé pour résoudre les systèmes d’équa-
tions. On verra au chapitre suivant que dans un certain nombre de cas on peut faire
indistinctement le pivot sur les lignes ou les colonnes, mais c’est un point délicat. Les
principes de base sont :
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— On fait le pivot sur les colonnes pour les vecteurs.

— On fait le pivot sur les lignes pour les équations.

— On explicite TOUJOURS les opérations effectuées lors du pi-
vot.

EXEMPLE 1.31. Soit le système d’équations
3x +2y +5z = 2

−2x + y − z = 1

x + y +2z = 3
3x +2y +5z = 2

−2x + y − z = 15

x + y +2z = 3

⇐⇒
L1→L1−3L3
L2→L2+2L3


−y − z =−7

3y +3z = 21

x + y +2z = 3

Les deux premières lignes sont équivalentes. Il reste donc deux équations in-
dépendantes { y + z =+7

x + y +2z = 3
⇐⇒

L2→L2−L1


y + z =−7

x + z =−4

Donc en prenant comme variable auxiliaire z, on trouve y = 7− z, x = −z −4 :
c’est une droite affine (elle ne passe pas par 0 !)x

y
z

=
−4

7
0

+ z

−1
−1
1


8. Applications Linéaires

DÉFINITION 1.32. Une application linéaire entre les espaces vectoriels E et F est une
application f : E → F telle que

∀λ,µ ∈K, ∀u, v ∈ E f (λu +µv) =λ f (u)+µ f (v)

i.e. l’image d’une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des images. La com-
posée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Lorsqu’on s’est donné une base (u1, . . . ,un) de E et (v1, . . . , vp ) de F , on peut écrire

f (u j ) =
p∑

i=1
ai j vi
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i.e. f (u j ) est le vecteur dans la base (v1, ...., vp ) donné par

a j =

a1 j
...

ap j


et f est déterminée par la matrice

A =

a1,1 · · · a1n
...

...
ap1 · · · apn



Si u = x1u1 +·· ·+xnun , f (u) est donné par A ·X où X =

x1
...

xn


sont les coordonnées de u dans la base (u1, ...,un). On a alors si f (u) = y1v1 + ·· ·+

yp vp , la relation Y = AX .
Inversement toute matrice A à p lignes et n colonnes fournit une application li-

néaire de E dans F (une fois défini les bases (u1, . . . ,un), (v1, . . . , vp )). En particulier, en
choisissant les bases canoniques de Rn , Rp , A définit une appn linéaire de Rn dans Rp .

DÉFINITION 1.33. Soit f : E → F une application linéaire. On note Ker( f ) = f −1(0)
et Im( f ) = f (E). Ce sont des sous-espaces vectoriels de E et F respectivement.

EXEMPLE 1.34. La rotation du plan d’angle θ est une application linéaire : l’image

de e1 =
(
1
0

)
est e1 =

(
cos(θ)
sin(θ)

)
celle de e2 =

(
0
1

)
est

(−sin(θ)
cos(θ)

)
et sa matrice est donc

Rθ =
(
cos(θ) −sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
PROPOSITION 1.35. Soit f : E → F .

(1) f est injective ssi Ker( f ) = 0

(2) f est surjective ssi Ker( f ) = 0 et Im( f ) = F . Dans ce cas f −1 est aussi une appli-
cation linéaire.

(3) (Théorème du rang) dimKer( f )+dimIm( f ) = dim(E)
( on pose souvent dim(Im( f ) = rang( f )

DÉMONSTRATION. (1) f (x) = f (y) ⇔ f (x − y) = 0 ⇔ x − y ∈ Ker( f )
donc Ker( f ) = 0 ⇒ x = y i.e f injective et inversement si f est injective Ker( f ) = 0
(2) Les hypothèses impliquent évidemment que f est bijective. Montrons la linéa-

rité de f −1 : si x ′ = f −1(x) y ′ = f −1(y) on a

f (λx ′+µy ′) =λx +µy
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donc
f −1(λx +µy) =λ f −1(x)+µ f −1(y)

(3) Soit e1, . . . ,ep une base de Ker( f ) et complétons la en une base (e1, . . . ,en) de E .
Alors f (ep+1), . . . , f (en) sont linéairement indépendants car si

0 =
n∑

j=p+1
λ j f (e j ) = f

(
n∑

j=p+1
λ j e j

)
mais alors

∑n
j=p+1λ j e j ∈ Ker( f ) donc

∑n
j=p+1λ j e j =∑p

j=1λ j e j d’où

n∑
j=p+1

λ j e j −
p∑

j=1
λ j e j = 0

ce qui donne une combinaison linéaire des e j égale à 0. On en déduit que les λ j sont
tous nuls, donc ( f (ep+1), . . . , f (en)) est une famille libre.

Or f (E) = 〈 f (ep+1), . . . , f (en)〉 donc rg( f ) = n −p et dimKer( f ) = p. □

8.1. Changement de base. Si A est la matrice de f dans les bases (u1, . . . ,un) de E
(v1, . . . , vp ) de F et B la matrice de g dans les bases (v1, . . . , vp ) (w1, . . . , wq ) on a que g ◦ f
a pour matrice C = B · A ; ci k =∑p

j=1 bi j a j k

DÉFINITION 1.36. Si (u1, . . . ,un) (u′
1, . . . ,u′

n) sont deux bases de E on appelle matrice
de passage de u à u′ et on note Pu′,u la matrice dont les colonnes sont les coordonnées
des u′

j dans la base u. C’est la matrice dans la base de départ u et base d’arrivée u′ de

l’application linéaire envoyant u′
j sur u′

j , ou encore la matrice de IdE de (E ,u′) dans
(E ,u).

Si on se donne un vecteur v dont les cordonnées dans la base u sont données par
le vecteur colonne X et ses coordonnées dans la base u′ sont données par X ′. Alors on
a P X ′ = X où P est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des u′

j dans la

base u. En effet si on prend le vecteur u′
1 ses coordonnées dans la nouvelle base sont

données par X ′
1 =


1
0
...
0

 et ses coordonnées dans l’ancienne base par la 1-ère colonne de

P , X j . Or on a bien P X ′
1 = X1, car l’image du i -ème vecteur de la base canonique par

une matrice égale sa i -ème colonne. De même en remplaçant 1 par j le résultat est vrai
pour pour u′

j . Comme l’égalité P X ′ = X est vérifiée pour une base de E , par linéarité ce

sera vrai pour une combinaison linéaire des u′
j donc pour tout vecteur de E vu que les

u′
j engendrent E .
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On en déduit que si A′ est la matrice de f dans les bases u′, v ′ et A sa matrice dans
les bases u, v on a, notant Q la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des v ′

j
dans la base v :

On a donc P X ′ = X , QY ′ = Y et donc si AX = Y on aura Y ′ =Q−1 AP X ′ et la matrice
A′ de f dans les coordonnées u′, v ′ est donnée par A′ =Q−1 AP .

On a donc montré

PROPOSITION 1.37. Soit f : E −→ F une application linéaire. Soient u,u′ es bases de
E et v, v ′ des bases de F . Soit P la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des u′

j

dans la base u et Q les coordonnées de v ′
j dans la base v. Soit A la matrice de f dans les

bases u, v et A′ celle dans les bases u′, v ′. Alors

A′ =Q−1 AP

Si E = F , u′ = v ′,u = v on a A′ = P−1 AP

9. Somme directe

DÉFINITION 1.38. Soient F,G des s.e.v de E . On dit que E est la somme directe de F
et G , et on note E = F ⊕G si tout élément u de E s’écrit de manière unique u = v +w
avec v ∈ F w ∈G .

PROPOSITION 1.39. On a E = F ⊕G si et seulement si E = F +G (i.e tout élément u de
E est somme d’un élément v de F et d’un élément w de G) et F ∩G = {0}.

DÉMONSTRATION. ⇐ Il faut simplement montrer que l’écriture u = v+w est unique.
Or si u = v1+w1 = v ′

1+w ′
1 on a v1−v ′

1 = w ′
1−w1 mais v1−v ′

1 ∈ F w1−w ′
1 ∈G et comme

F ∩G = {0} on a v1 − v ′
1 = w ′

1 −w1 = 0 i.e v1 = v ′
1 w1 = w ′

1
⇒ si v ∈ F ∩G v ̸= 0 0 = v − v = 0−0 et l’écriture ne serait pas unique. □

PROPOSITION 1.40 (Formule de Grassmann). Si E ,F sont des sous-espaces vectoriels
de E On a

dim(F1 +F2) = dim(F1)+dim(F2)−dim(F1 ∩F2)

DÉMONSTRATION. On considère l’application linéaire s : F1 ×F2 −→ F1 +F2 donnée
par s(x1, x2) = x1 + x2. On a Ker(s) = {(x,−x) | x ∈ F1 ∩ F2} qui s’identifie à F1 ∩ F2 et
s est surjective. Donc le Théorème du rang nous dit que dim(Im(s)) + dim(Ker(s)) =
dim(F1 ×F2) soit dim(F1 +F2)+dim(F1 ∩F2) = dim(F1)+dim(F2).

□

De même

DÉFINITION 1.41. On dit que E1, . . . ,Ep sont en somme directe si tout élément u de
E s’écrit de manière unique u = v1 +·· ·+ vp vi ∈ Ei .
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� Il ne suffit pas de vérifier que Ei +·· ·+Ep = E et que Ei ∩E j = {0}.

Par exemple ces trois s.e.v ne sont pas en somme directe

V1 =R⊕0 =R
(
1
0

)
V2 = 0⊕R=R

(
0
1

)
V3 =R

(
1
1

)
car

(
1
1

)
=

(
1
0

)
+

(
0
1

)
.

PROPOSITION 1.42. Si ui = (ui ,1, . . . ,ui ,di ) est une base de Ei (ui , j est un vecteur de
Ei !) et

E = E1 ⊕·· ·⊕Ep alors

u = (u1,1, . . . ,u1,d1 ,u2,1, . . . ,up,1, . . . ,up,dp )

juxtaposition de u1, . . . ,up est une base de E. On a donc dim(E1 ⊕ ·· · ⊕Ep ) = dim(E1)+
...+dim(Ep )

DÉMONSTRATION. Si w ∈ E il s’écrit de manière unique sous la forme w = v1 +·· ·+
vp avec vi ∈ Ei .

Chaque vi s’écrit de manière unique comme c.l des ui , j 1 ≤ j ≤ di , donc w s’écrit de
manière unique comme c.l des ui , j i.e les ui , j forment une base.

□





Chapitre 2

Déterminants

1. Motivation

Le déterminant est un outil de calcul qui intervient dans plusieurs cadres. C’est la
généralisation en dimension supérieure des calculs d’aires et de volumes et intervient
par exemple dans la formule du changement de variable dans les intégrales. Il intervient
aussi pour décider si une famille de vecteurs est libre ou liée, et si une matrice est in-
versible. Il intervient aussi dans le calcul de cet inverse. Même s’il faut réfléchir un peu
avant de décider si on veut utiliser le déterminant ou une méthode de pivot, le déter-
minant reste un outil essentiel aussi bien pratique que théorique. On verra au chapitre
suivant son application à la diagonalisation, et ultérieurement dans la classification des
formes quadratiques.

2. Déterminants

On a déjà vu le déterminant d’une matrice 2×2 :

(
a b
c d

)
, c’est

ad −bc.

Il intervient dans la formule générale d’inversion de la matrice :

(
a b
c d

)−1

= 1

ad −bc

(
d −b
−c a

)

Il représente aussi l’aire algébrique du parallélogramme engendré par les vecteurs

u =
(

a
b

)
et v =

(
c
d

)
, P (u, v).

29
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a c

d

b

(a + c)(b +d)
cd
2

ab
2

a c

d

b

c a

b

d

dc
2

dc
2

bc
2

bc
2

ab
2

ab
2

(a + c)(b +d)−bc − ab
2 − cd

2 = ad −bc

L’aire du parallélogramme est donnée par (a + c)(b +d)−bc − ab
2 − cd

2 = ad −bc On a
aire P (u, v) = |det(u, v)| et le signe de det(u, v) est positif si et seulement si (u, v) est
positivement orienté.

On a aire P (u, v) = |det(u, v)| et le signe de det(u, v) est positif si et seulement si
(u, v) est positivement orienté.
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2.1. Calcul géométrique.

2.2. Formule de changement de variables. Pour cette même raison, le détermi-
nant apparaît dans la formule de changement de variable pour les intégrales : si ϕ :
U −→V est un difféomorphisme, c’est-à-dire une bijection différentiable d’inverse dif-
férentiable où U ,V ⊂R2, on a pour (x, y) = (ϕ1(s, t ),ϕ2(s, t )) :Ï

V
f (x, y)d x d y =

Ï
U

f (ϕ(s, t ))
∣∣Jϕ(s, t )

∣∣ d s d t

où Jϕ(s, t ) = det

(
∂x
∂s

∂y
∂s

∂x
∂t

∂y
∂t

)
Le déterminant de la différentielle dit l’effet infinitésimal

deϕ sur les aires en (s, t ) : un carré de côté ε (et donc d’aire ε2) en (s, t ) aura pour image
un domaine d’aire environ Jϕ(s, t )|ε2.

En particulier (passage en coordonnées polaires) : si x(r, t ) = r cos(t ), y(r, t ) = r sin(t ) :

Jϕ(r, t ) = det

(
cos t sin t

−r sin t r cos t

)
= r (cos2 t + sin2 t ) = r

et donc ϕ : [0,R+[×[0,2π[−→D(0,R) donne :Ï
D(0,R)

f (x, y)d x d y =
∫ R

0

∫ 2π

0
f (r cos t ,r sin t )r dr d t

3. Propriétés du déterminant

Citons quelques propriétés de det(u, v) :

(1) det(u1 +u2, v) = det(u1, v)+det(u2, v)

(2) det(u, v1 + v2) = det(u, v1)+det(u, v2)

(3) det(λu, v) =λdet(u, v) et det(u,λv) =λdet(u, v)

(4) det(u, v) =−det(v,u)

(5) det(u +λv, v) = det(u, v)

REMARQUE 2.1. Notons que (4) entraîne que pour tout vecteur v , on a det(v, v) = 0.
Et det(v, v) = 0 entraîne, avec (1), que det(u +λv, v) = det(u, v)+λdet(v, v) = det(u, v),
soit (5).

En fait, det(u, v) = 0 ssi u et v sont colinéaires.

PROPOSITION 2.2. L’application det :R2 ×R2 −→R est :

(1) multilinéaire : det(λ1u1 +λ2u2, v) =λ1 det(u1, v)+λ2 det(u2, v)

(2) alternée : det(u, v) =−det(v,u)
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u1
v

u1 +u2

u2

O

A1

A2

A1 + A2

Aire(u1,v)+Aire(u2,v) = Aire(u1 +u2,v)

De (1) et (2) résulte que det(u,λ1v1 +λ2v2) = λ1 det(u, v1)+λ2 det(u, v2) Si on impose

det(e1,e2) = 1, où e1,e2) est la base canonique

((
1
0

)
,

(
0
1

))
, une telle application est unique.

En effet, si on écrit x = λ1e1 +λ2e2, y = µ1e1 +µ2e2 on aura det(x, y) = det(λ1e1 +
λ2e2,mu1e1+µ2e2) =λ1µ1 det(e1,e1)+λ1µ2 det(e1,e2)+λ2µ1 det(e2,e1)+λ2µ2 det(e2,e2) =
λ1µ2 −λ2µ1.

4. Cas de la dimension 3

On insiste ici sur le point de vue intuitif, le cas général de la dimension n sera traité
rigoureusement dans la section suivante.

On pose det(u, v, w) = ±volume P (u, v, w) où P (u, v, w) est le parallélépipède en-
gendré par les vecteurs (u, v, w)

Le signe étant positif si et seulement si (u, v, w) est positivement orienté. On admet-
tra la proposition suivante, que l’on peut justifier par des dessins pour

PROPOSITION 2.3. (1) det(λu1 +µu2, v, w) =λdet(u1, v, w)+µdet(u2, v, w)

(2) det(u1,u2,u3) = det(u2,u3,u1) =−det(u1,u3,u2) =−det(u2,u1,u3)

(3) det est unique parmi les applications vérifiant (a) et (b) si on impose det(e1,e2,e3) =
1

Il résulte de (2) que det(u,u, w) = 0 (et idem par permutation), et plus généralement
det(u, v, w) = 0 si (u, v, w) ne forment pas une base (car le parallélépipède est contenu
dans un plan et a alors un volume nul). De même det(A) ̸= 0 si et seulement si A est
inversible.
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u

v
w

u

v

w

O
Volume du Parallélépipède =|det(u,v,w)|

4.1. Exemple.

det

1 4 7
2 5 8
3 6 9

 C2→C2−4C1=
C3→C3−7C1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
2 −3 −6
3 −6 −12

∣∣∣∣∣∣(2.1)

C3→C3−2C1=
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
2 −3 0
3 −6 0

∣∣∣∣∣∣= 0(2.2)

∣∣∣∣∣∣
1 2 4
1 3 4
2 3 5

∣∣∣∣∣∣ C3→C3−4C1=
C2→C2−2C1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 1 0
2 −1 −3

∣∣∣∣∣∣ C1→C1−C2+C3=
C2→C2−1/3C3

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 1 0
2 −1 −3

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 −3

∣∣∣∣∣∣=−3(2.3)

4.2. Développement selon la première ligne.∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

∣∣∣∣∣∣= a1,1a2,2a3,3 +a1,2a2,3a3,1(2.4)

+a2,1a3,2a1,3 −a1,1a2,3a3,2(2.5)

−a1,2a2,1a3,3 −a1,3a2,2a3,1(2.6)

Règle de Sarrus :
det(A) = a1,1a2,2a3,3+a1,2a2,3a3,1+a1,3a2,1a3,2−a3,1a2,2a1,3−a3,2a2,3a1,1−a3,3a2,1a1,2
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a1,1 a1,2 a1,3 a1,1 a1,2

a2,1 a2,2 a2,3 a2,1 a2,2

a3,1 a3,2 a3,3 a3,1 a3,2

Colonnes répétées

+ Diagonales descendantes
- Diagonales montantes

On en déduit par exemple

det

a1 0 0
⋆ a2 0
⋆ ⋆ a3

= a1a2a3

5. Cas de la dimension n

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (e1, . . . ,en) une base.

PROPOSITION 2.4. Il existe une unique application dete : E n −→K telle que :

(1) dete est multilinéaire, i.e. les ui −→ dete (u1, . . . ,ui , . . . ,un) sont linéaires

(2) dete est alternée, i.e. changer ui et u j au même dete annule ui = u j (i ̸= j )

(3) dete (e1, . . . ,en) = 1

On admettra

LEMMA 2.5. Toute permutation de {1, ...,n} est composée de transpositions c’est à dire
de permutations qui échangent deux nombres sans changer les autres. L’écriture n’est pas
unique, mais la parité p du nombre de permutations est unique. On appelle signature de
la permutation le nombre (−1)p (qui vaut donc 1 si p est pair, −1 si p est impair.

EXEMPLE 2.6. On note une permutation sous la forme suivante

(
1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
est

la permutation qui envoie 1 sur j1, 2 sur j2 et n sur jn . Pour abréger on note ( j1 j2 . . . jn)
et pour simplifier, on omet les nombres qui sont fixes (i.e. jk = k. Par exemple la trans-
position de i et j se note (i , j ). La permutation circulaire de 1,2,3 (qui envoie 1 sur 2,
2 sur 3 et 3 sur 1) se note donc (123). On peut décomposer (123) = (12)(23) ou (23)(31)
mais on a toujours un nombre pair de transpositions. Donc la signature de (123) est +1.
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Il est d’usage de noter σ une permutation et ε(σ) sa signature.

DÉMONSTRATION (UNICITÉ). On développe en écrivant chaque vecteur dans la base
(e1, ...,en). en écrivant ui = ∑n

j=1 xi , j e j on obtient alors une somme dete (u1, ...,un) =∑
1≤ ji≤n x1, j1 ....xn, jn det(e j1 , ...,e jn ). Un terme sera nul dès que deux indices jk , jl sont

égaux (pour k ̸= l ). Donc les seuls termes qui apparaissent correspondent au cas où
i 7→ ji est une permutation σ de 1, ...,n et det(e j1 , ...,e jn ) est la signature de la permuta-
tion σ. en d’autres termes

det
e

(u1, ...,un) =∑
σ

x1, j1 ....xn, jn ε(σ)

Pour l’existence, on peut utiliser la même formule et vérifier que cela donne bien une
application vérifiant (1), (2) et (3). □

6. Propriétés générales

Notons qu’une matrice n ×n peut représenter :

— les n vecteurs colonnes

a1 j
...

an j

= a j

— L’application linéaire qui envoie e j sur a j

On appelle déterminant d’une matrice le déterminant de ses vecteurs colonnes. Ainsi
det(A) = det(a1, . . . , an) est le facteur par lequel A (vue comme application linéaire) mul-
tiplie les volumes.

On a la formule de récurrence suivante

PROPOSITION 2.7 (Développement suivant une ligne). Soit A une matrice. On note
Ai , j la matrice obtenue en supprimant la i -ème ligne et la j -ème colonne de la matrice
A. Alors on a :

det(A) =∑
(−1)i+ j ai j det(Ai , j )

DÉMONSTRATION. Il suffit de montrer que la formule de droite définit une applica-
tion deKn dansK vérifiant les propriétés (1), (2), (3) ce qui est facile par récurrence. □

7. Propriétés fondamentales

PROPOSITION 2.8. (1) det(AB) = det(A)det(B)

(2) A est inversible ssi det(A) ̸= 0

(3) det(t A) = det(A)

(4) det(A) ne change pas si on effectue le pivot sur les colonnes ou sur les lignes de
A.
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DÉMONSTRATION. (1) Si u1, ...,un sont des vecteurs, on peut considérer l’applica-
tion f : (u1, ...,un) 7→ dete (Au1, ..., Aun) Il est facile de vérifer qu’elle satisfait àux pro-
priétés (1) et (2) de la Proposition 2.4, mais par contre f (e1, ...,en) = det(Ae1, ..., Aen) =
det(A) car Aei est la i -ème colonne de la matrice A.

Mais alors si det(A) ̸= 0 l’application 1
dete (A) f vérifie (1), (2) et (3) et donc est égale à

dete (u1, ..,un) : dete (B). Dans tous les cas f (u1, ...,un) = dete (A)dete (u1, ...un). Mainte-
nant si u1, ...,un sont les colonnes de B , les colonnes de AB sont les Au1, ..., Aun .

(2) si AB = I on a det(A)det(B) = 1 donc det(A) est non nul. Inversement si det(A)
est non nul les vecteurs colonnes de A ne sont pas dans un hyperplan, donc forment
une base et A est donc inversible.

(3) Résulte de la formule (on omet les détails).
(4) On a

det(u1 +λu2,u2, ...,un) = det(u1,u2, ...,un)+λdetu1 +λdet(u2,u2, ...,un)

par multilinéarité. Par antisymétrie, det(u2,u2, ...,un) = 0 donc on a bien

det(u1 +λu2,u2, ...,un) = det(u1,u2, ...,un)

le même raisonnement avec les autres indices montre qu’un pivot sur les colonnes ne
change pas la valeur du déterminant. Comme le pivot sur les colonnes de la transposée
correspond au pivot sur les lignes pour la matrice d’origine, on voit qu’un pivot sur les
lignes ne change pas non plus la valeur du déterminant. □

REMARQUE 2.9. L’énoncé (1) est évident avec l’interprétation par le volume : car
pour le signe AB préserve l’orientation ssi A et B préservent ou renversent simultané-
ment l’orientation. Ensuite si A multiplie les volumes par |det(A)| et B par |det(B)| il est
clair que AB les multiplie par |det(A)||det(B)| = det(AB)|.

(2) dit que le volume d’un parllélépipède (en dimension n) est nul si et seulement si
les vecteurs sont dans un hyperplan.

On remarque que d’après (3) on peut effectuer les opérations élémentaires sur les
lignes au lieu de les faire sur les colonnes sans changer le déterminant.

Par exemple on peut développer selon une colonne au lieu d’une ligne.

7.1. Exemple.∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 6 8
0 3 7 0
0 4 0 0
1 5 0 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
L3= (−4)

∣∣∣∣∣∣
1 6 8
0 7 0
1 0 9

∣∣∣∣∣∣ L2= (−4)(7)

∣∣∣∣1 8
1 9

∣∣∣∣=−28
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8. Quelques applications des déterminants

8.1. Remarque sur les matrices semblables. On remarquera aussi que le détermi-
nant de deux matrices semblables est le même :

det(P−1 AP ) = det(P−1)det(A)det(P ) = det(A)

det(P )
det(P ) = det(A)

8.2. Équation d’un hyperplan. Si H est engendré par a1, . . . , an−1, le vecteur v est
dans H ssi :

det(v, a1, . . . , an−1) = 0

EXEMPLE 2.10. n = 3, a1 =
1

2
3

, a2 =
2

3
4


∣∣∣∣∣∣
x 1 2
y 2 3
z 3 4

∣∣∣∣∣∣=−x +2y − z

Donc H = {(x, y, z) | x −2y + z = 0}.
On vérifie que a1, a2 sont dans H .
Important : Il faut que (a1, . . . , an−1) soient linéairement indépendants, sinon (a1, . . . , an−1)

n’est pas un hyperplan.

8.3. Rang d’une famille de vecteurs.

DÉFINITION 2.11. Un mineur de taille p d’une matrice m ×n est le déterminant
d’une matrice extraite de A en supprimant m −p lignes et m −p colonnes.

PROPOSITION 2.12. Le rang de A est le plus grand entier p tel que A possède un mi-
neur de taille p non nul.

DÉMONSTRATION. Soient (a1, . . . , am) les vecteurs colonnes. Considérons p vecteurs,
par exemple (a1, . . . , ap ). Si un mineur de ces p vecteurs est non nul, cela signifie que la
projection sur les (ei1 , . . . ,eip ) est libre, et donc les a1, . . . , ap sont linéairement indépen-
dants.

Inversement, si p vecteurs sont indépendants, il existe i1, . . . , ip tels que la projection
sur (ei1 , . . . ,eip ) est libre. En effet, si (a1, . . . , ap ) est libre, il existe e j1 , . . . ,e jn−p tels que
(a1, . . . , ap ,e j1 , . . . ,e jn−p ) est une base (Théorème 1.25, de la base incomplète).

Alors, si {i1, . . . , ip } est le complémentaire de { j1, . . . , jn−p } dans {1, ...,n}, la projection
de (a1, . . . , ap ) sur (ei1 , . . . ,eip ) est libre : sinon on aurait

∑
λ j a j+. . .+λp ap ∈ 〈e j1 , . . . ,e jn−p 〉

(λ j non tous nuls), car dire qu’un vecteur a une projection nulle sur (ei1 , ...,eip ) c’est dire
qu’il apparteient à 〈e j1 , ...,e jp 〉 ). Cela contredirait la liberté de (a1, . . . , ap ,e j1 , . . . ,e jn−p ).

□
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REMARQUE 2.13. Dans la pratique on utilise le pivot de Gauss, mais le critère précé-
dent est parfois utile.

EXEMPLE 2.14. Rang de


1 5
2 6
3 7
4 8

.

Mineurs :

Le rang de


1 5
2 6
3 7
4 8

 est 2 car

∣∣∣∣1 5
2 6

∣∣∣∣=−4 ̸= 0

Pivot : Le rang de


1 5
2 6
3 7
4 8

 égale le rang de


1 0
2 −4
3 −8
4 −12

= 2

8.4. Produit vectoriel dans R3. étant donné v, w ∈R3, il existe un unique vecteur ξ
tel que :

∀u ∈R3, 〈u,ξ〉 = det(u, v, w)

Car u 7→ det(u, v, w) est linéaire, et se représente donc comme :

u 7→ aux +buy + cuz = 〈u,ξ〉

avec ξ= (a,b,c).
On pose ξ= v ∧w . Par définition :

∣∣∣∣∣∣
ux vx wx

uy vy wy

uz vz wz

∣∣∣∣∣∣= ux(vy wz −wy vz)−uy (vx wz −wx vz)+uz(vx wy −wx vy )

donc :

v ∧w =
vy wz −wy vz

vz wx −wz vx

vx wy −wx vy


REMARQUE 2.15. On pourrait aussi définir le produit vectoriel de (n − 1) vecteurs

dans Rn :

v1 ∧ . . .∧ vn−1 défini par 〈u, v1 ∧ . . .∧ vn−1〉 = det(u, v1, . . . , vn−1)
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8.5. Formule d’inversion. Le développement suivant la 1ère ligne du déterminant
dit que :

det(A) =
n∑

j=1
(−1)1+ j a1 j∆1 j

où ∆i j est le déterminant du mineur Ai , j de A.
Donc si t com(A) est la matrice donnée par :

bi j = (−1)i+ j∆ j i (attention à l’inversion de i et j )

on a :
n∑

j=1
ai j b j i = det(A)

En développant suivant la i -ème ligne, on obtient :
n∑

j=1
ai j b j i = det(A)

Par ailleurs :
n∑

j=1
ai j b j k = 0 pour i ̸= k

car par exemple si i = 1 et k ̸= 1, c’est le développement du déterminant∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 a1,2 ... a1,n

a1,1 a1,2 ... a1,n

a2,1 a2,2
... a2,n

...
... . . .

...
ak−1,1 ak−1,2 . . . ak−1,n

ak+1,1 ak+1,2 . . . ak+1,n
...

... . . .
...

an,1 an,2 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dont deux lignes sont égales. Le même raisonnnement s’adapte lorsque i est différent
de 1. En conclusion :

n∑
j=1

ai j b j k =
{

det(A) si i = k

0 si i ̸= k

Donc :
A · t com(A) = det(A) · I

et :

A−1 = 1

det(A)
t com(A)
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EXEMPLE 2.16.

A =
 1 3 1
−1 2 0
0 0 −2


det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 3 1
−1 2 0
0 0 −2

∣∣∣∣∣∣=−4+ (−6) =−10

A−1 = 1

−10

4 −6 2
2 2 1
0 0 −5

= 1

10

−4 6 −2
−2 −2 −1
0 0 5


REMARQUE 2.17. Comme on va le voir, pour résoudre un système linéaire donné, on

peut utiliser le pivot. Le calcul de l’inverse ne se justifie que si on doit résoudre AX = Y
pour de nombreux Y distincts.

8.6. Méthode de Gauss-Jordan. On peut aussi inverser A par pivot. C’est la mé-
thode de Gauss-Jordan. Il s’agit d’appliquer les mêmes pivots sur les colonnes de droite
et de gauche de la matrice (A | I ) jusqu’à se ramener à la matrice (I | A−1). Notons qu’en
plus des pivots proprment dits, on peut multiplier une clonne par un réel non-nul.

EXEMPLE 2.18. 1 3 1 | 1 0 0
−1 2 0 | 0 1 0
0 0 −2 | 0 0 1

 C3→C3−C1−→
C2→C2−3C1

 1 0 0 | 1 −3 −1
−1 5 1 | 0 1 0
0 0 −2 | 0 0 1

 C1→C1+ 1
5 C2−→

C3→C3− 1
5 C21 0 0 | 2/5 −3 −2/5

0 5 0 | 1/5 1 −1/5
0 0 −2 | 0 0 1

 C2→ 1
5 C2−→

C3→−1
2 C3

1 0 0 | 2/5 −3/5 1/5
0 1 0 | 1/5 1/5 1/10
0 0 1 | 0 0 −1/2


et A−1 = 1

10

4 −6 2
2 2 1
0 0 −5


REMARQUE 2.19. � Lorsqu’on calcule un inverse, ne jamais mélanger pivot sur les lignes et sur les

colonnes !

9. Démonstration de det(A) = det(t A)

Pour calculer det(A), il faut sommer (avec signe) tous les produits possibles :

{(} A) =∑
σ

ε(σ)a1,σ(1) · · ·an,σ(n)

On voit qu’inverser lignes et colonnes ne change rien, parce que cela revient à rem-
placer σ par σ−1 ce qui ne change pas la signature. les sommes de ε(σ)a1,σ(1) · · ·an,σ(n)
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sont aussi les sommes de ε(σ)aσ(1),1 · · ·aσ(n),n , car le nombre d’inversions de σ égale le
nombre d’inversions de σ−1.





Chapitre 3

Diagonalisation

1. Motivations

Dans un certain nombre de situations, on a besoin de calculer Ak pour k grand.
Le nombre d’opérations devient juste énorme, si la matrice est de taille n, il faut déjà
n2 opérations pour calculer A2, et en étant astucieux ≃ nln(n) opérations. Sauf si A est
diagonale, car si A = diag(λ1, . . . ,λn) alors Ak = diag(λk

1 , . . . ,λk
n). On a souvent besoin de

se ramener à ce cas.

EXEMPLES 3.1. (1) On considère le graphe suivant où toutes les arêtes ont de
longueur 1.

1 2

3

45

Combien y a-t-il de chemins de longueur k reliant 1 à 4 ?

Réponse : Ici n = 9, ai j = 0 si i , j ∈ [1,5] et i , j sont reliés par une arête et
ai , j = 0 sinon.

La réponse est donnée par l’élément (4,1) de Ak . En effet le coefficient (i ,k)
de A2 est

∑
j ai j a j k = # chemins de longueur 2 reliant i à k. Plus généralement

le coefficient (i , j ) de Ak est égal au nombre de chemin de longueur k allant i
à j .

(2) Une population de lapins se divise en trois classes d’âge : jeunes adultes et
vieux. Chaque année :

- 90% des jeunes deviennent adultes

- 80% des adultes deviennent vieux

- 10% des vieux survivent

- Chaque adulte produit 1,2 jeunes en moyenne

Question : Que devient la population à long terme?

43
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Modélisation : si on pose Xn =
Nombre de jeunes l’année n

Nombre d’adultes l’année n
Nombre de vieux l’année n


on aura Xn+1 = AXn avec

A =
 0 1.2 0

0.9 0 0
0 0.8 0.1


Dans ces deux exemples la réponse serait facile si on avait une matrice A diagonale.

On essaie de se ramener à ce cas.

La diagonalisation est un outil indispensable dans les cas suivants :
- Calcul de An (suites récurrentes)
- Classification des formes quadratiques (Chapitre 4)
- Résolution de systèmes différentiels (Chapitre 6)
- Analyse de stabilité (Chapitre 7)

2. Définitions et Propriétés

2.1. Endomorphisme Diagonalisable.

DÉFINITION 3.2. On dit qu’un endomorphisme f de E est diagonalisable s’il existe
une base B de E telle que Mat( f ,B) soit diagonale, ou encore il existe (λ1, . . . ,λn) ∈Kn

tels que f (ei ) =λi ei .

On dit que la matrice A ∈ Mn(K) est diagonalisable si l’endomorphisme deKn qu’elle
définit est diagonalisable. En d’autres termes s’il existe P ∈ Mn(K) inversible telle que
P−1 AP soit diagonale.

�
Une matrice peut être diagonalisable dans Mn(C) mais pas dans Mn(R). En
d’autres termes il se peut qu’il existe P ∈ Mn(C) telle que P−1 AP soit diagonale
mais pas de tel P dans Mn(R).

2.2. Exemple. Soit f ∈Z/Z :(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)(
1
i

)
=

(
e−iθ

i e iθ

)
= e−iθ

(
1
i

)
(3.1) (

cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)(
1
−i

)
=

(
e iθ

−i e iθ

)
= e iθ

(
1
−i

)
(3.2)

Or

(
1
i

)
,

(
1
−i

)
est une base de C2

donc A =
(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
est diagonalisable sur C.
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Mais A ne peut être diagonalisable surR ; c’est la matrice d’une rotation plane ̸= ±Id
qui ne préserve donc aucune droite : Il n’existe donc pas de vecteur u ̸= 0 tel que Au =
λu.

2.3. Vecteurs Propres et Valeurs Propres.

DÉFINITION 3.3. On dit que u ∈ E \ {0} est un vecteur propre de l’endomorphisme
f s’il existe λ ∈K tel que f (u) =λu.

On dit que λ valeur propre et que u est un vecteur propre associé à la valeur propre
λ.

� Le vecteur u n’est en général pas unique! Diagonaliser f c’est trouver une base
de E constituée de vecteurs propres.

EXEMPLES 3.4. 1) On a vu que

(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
est diagonalisable sur C. Le vecteur(

1
i

)
est vecteur propre associé à la valeur propre e−iθ.

2) Si u ∈ Ker( f ) il est associé à la valeur propre 0.
3) Si f = λ · Id, λ est valeur propre et tout vecteur ( ̸= 0) est vecteur propre associé à

la valeur propre 0.

2.4. Espace Propre.

DÉFINITION 3.5. Soit λ ∈K, f ∈ End(E).
On appelle espace propre associé à λ l’espace vectoriel Ker( f −λId) constitué de 0

et des vecteurs propres associés à λ.
On le note Eλ (ou Eλ( f ) s’il y a ambiguïté sur f ).

2.5. Exemples. 1) E0 = Ker( f )
2) Si f =λId, Eλ = E .
Avant de donner d’autres exemples montrons

PROPOSITION 3.6. Soientλ1, . . . ,λp des valeurs propres distinctes de f , d’espaces propres
associés Eλi . Alors les Eλi sont en somme directe i.e.

Eλ1 +·· ·+Eλp = Eλ1 ⊕·· ·⊕Eλp

DÉMONSTRATION. Il s’agit de montrer que si vi ∈ Eλi et v1 +·· ·+ vp = w , les vi sont
uniques. Il suffit pour cela de traiter les cas w = 0 et de montrer que si v1 +·· ·+ vp = 0
alors les vi ∈ Eλi sont tous nuls.

Raisonnons par récurrence. Pour p = 1 le résultat est évidemment vrai. Supposons
le vrai pour −p−1 et montrons le pour p. On aura donc v1+·· ·+vp = 0 avec des vi ∈ Eλi

non tous nuls. Alors ( f −λ1I )(v1+·· ·+vp ) = 0 et en utilisant que f (vi ) =λi vi cela s’écrit

(λ1 −λ1)v1 + (λ1 −λ2)v2 + ....+ (λp −λp )vp = 0
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soit
(λ1 −λ2)v2 + ....+ (λp −λp )vp = 0

On a donc obtenu une somme de p −1 vecteurs propres de valeurs propres différentes
égale à 0. Par hypothèse de récurrence, cela entraîne (λi −λ1)vi = 0 pour 2 ≤ i ≤ p et
comme λi −λ1 ̸= 0 on a v2 = .. = vp = 0. En réutilisant v1 + ...+ vp = 0 on en déduit que
v1 = 0 et donc finalementv1 = v2 = ... = vp = 0. □

COROLLARY 3.7. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si
∑
λdim(Eλ) =

dimE.

DÉMONSTRATION. En effet

dim(Eλ1 +·· ·+Eλp ) =∑
dim(Eλi )

d’après la Proposition. Donc
∑

Eλ = E (la somme est finie !) si et seulement si dim(
∑

Eλ) =
dim(E) i.e.

∑
dim(Eλ) = dim(E) car les Eλi sont en somme directe. Ceci montre que A

est diagonalisable puisqu’en juxtaposant des bases des Eλ j on obtient une base de E
dans la quelle la matrice de A est diagonale. □

3. Polynôme Caractéristique

Pour trouver les valeurs propres de f on utilise

PROPOSITION 3.8. Soit f un endomorphisme de E, A sa matrice dans une base. Les
valeurs propres de f sont les racines du polynôme P A(x) = det(xI − A).

On appelle P le polynôme caractéristique de A. Notons que P ne dépend que de f
car si M est la matrice de f dans une autre base, A′ = R−1 AR d’où

P A(x) = det(xI −A) = det(R−1(xI −A)R) = det(R−1)det(xI −A)det(R) = det(xI −A) =
P A(x).

EXAMPLE 3.9. A =
(
1 2
0 −1

)
surK=R.

P A(x) =
∣∣∣∣x −1 −2

0 x +1

∣∣∣∣= (x−1)(x+1) qui est scindé, les racines ont toutes multiplicité

1 ⇒ A est diagonalisable.
Cherchons E1 = Ker(A− I ) : on veut que Ae1 = e1, donc E1 =Re1.

Cherchons E−1 = Ker(A + I ) = Ker

(
2 2
0 0

)
, on veut que e1 − e2 soit solution E−1 =

R(e1 −e2).

Si P =
(
1 1
0 −1

)
on a P−1 AP =

(
1 0
0 −1

)
.

Voici quelques propriétés du polynôme caractéristique :

PROPOSITION 3.10. Soit P A(x) le polynôme caractéristique de A. Alors
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(1) Le coefficient de xn dans P A(x) est 1

(2) Le coefficient de xn−1 est −Tr(M) où Tr(A) = a1,1 +·· ·+an,n

(3) Le coefficient de x0 est (−1)n det(M)

DÉMONSTRATION. En effet dans le développement de det(xI−A), xn n’apparaît que
dans (x −a1,1) · · · (x −an,n) et son coefficient est 1

-xn−1 n’apparaît que dans (x −a1,1) · · · (x −an,n) et son coefficient est −Tr(A)
- Le coefficient de 1 égale P A(0) soit det(−A) et vaut donc (−1)n det(A).
Bien entendu dans (x −a1,1) · · · (x −an,n) le coefficient de xn−1 est −tr ace(A)
donc de degré (n −2) au plus en x. □

Il en résulte que Tr(A) = Tr(P−1 AP ). On a en fait un résultat plus général :

PROPOSITION 3.11. Quelles que soient les matrices M , N on a Tr(M N ) = Tr(N M).

4. Théorème de d’Alembert-Gauss

Soit P un polynôme.

DÉFINITION 3.12. On dit que le polynôme P à coefficients dans K est scindé sur K
si il s’écrit sous la forme

P (X ) = (x − r1)m1 · · · (x − rn)mn

On dit que mi est la multiplicité de la racine ri . Si les mi sont tous égaux à 1 on dit que
le polynôme a toutes ses racinses simples ou distinctes.

Notons qu’à l’ordre près, les ri ,mi sont uniquement déterminés par P .

THÉORÈME 3.13 (Théorème de d’Alembert-Gauss). Tout polynôme à coefficients dans
C est scindé sur C.

Notons que si P est réel, les racines non réelles viennent par paires de racines com-
plexes conjuguées ayant même multiplicité.

Ainsi si degP = 3 on a :
- soit 3 racines réelles
- soit 1 racine réelle et 2 racines complexes conjuguées.

EXEMPLES 3.14. 1) P (x) = x3−4x2+5x −2 est scindé sur R car P (x) = (x −1)2(x −2).
La racine 1 est de multiplicité 2, la racine 2 de multiplicité 1.

2) P (x) = x2+1 n’est pas scindé sur R. Il est scindé sur C car P (x) = (x + i )(x − i ). Les
racines i et −i sont de multiplicité 1.

REMARQUE 3.15. Si P est réel et si r ∈C\R est une racine complexe, les multiplicités
de r et r coïncident. En effet si r et r sont réel P (x) = P (x) (car P (x) ∈ R), donc (x −
ri )mi · · · (x − rn)mn = (x − r1)m1 · · · (x − rn)mn donc ri = r j mi = m j
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PROPOSITION 3.16. Si f est diagonalisable surK alors P f (x) est scindé surK.

DÉMONSTRATION. En effet, f a pour matrice dans la base où elle diagonalise

D = diag(λ1, . . . ,λn) =

λ1 ... 0

0
. . . 0

0 ... λn

= diag(λ1, . . . ,λn)

donc P f (x) = PD (x) =∏n
i=1(x −λi ) est scindé. □

�

La réciproque est fausse : si A =
(
λ 1
0 λ

)
P f (x) = (x −λ)2 est bien scindé, mais

A n’est pas diagonalisable : si c’était le cas, comme sa seule valeur propre est

λ, A serait semblable à

(
λ 0
0 λ

)
= λI . Mais P−1I P = I , donc on aurait A = I ce

qui n’est pas !
Notons que cet argument s’applique aussi bien pour R que pour C.

PROPOSITION 3.17. Si P A est scindé sur R, A est diagonalisable sur C si et seulement
si elle est diagonalisable sur R.

DÉMONSTRATION. En effet, supposons A diagonalisable sur C. Alors tout w ∈ Cn

s’écrit w = v1 + ·· · + vp où Av j = λ j v j , v j ∈ Cn et les λ j sont réelles puisque ce sont
les racines de P A. Si w ∈ Rn ⊂ Cn (i.e. les coordonnées de w sont réelles), on a w =
v1 +·· ·+ vp = v1 + ...+ v p et en faisant la moyenne

w = (v1 + v1)

2
+ ...+ (vp + v p )

2

Comme Av j = λ j v j on a que
(v j+v j )

2 est vectuer propre de A de valeur propre λ j . On a
donc montré que tout élément w ∈Rn est somme de vecteurs propres réels, c’est-à-dire
que A est diagonalisable sur R. □

PROPOSITION 3.18. Si P f a toutes ses racines de multiplicité 1 alors f est diagonali-
sable surK.

DÉMONSTRATION. Si P A(x) = (x − r1) · · · (x − rn) avec les ri ni tous distincts, on a
dim(Eri ) ≥ 1 par définition et

∑n
i=1 dim(Eri ) ≥ n donc

∑
dim(Eri ) = n = dimE car les Eri

sont en somme directe. Ceci montre que A est diagonalisable. □

5. Condition nécessaire et suffisante pour être diagonalisable

Concluons avec un critère donnant une condition nécessaire et suffisante pour que
A soit diagonalisable

LEMMA 3.19. Soit r une racine de P f (x) de multiplicité m. Alors dim(Er ) É m.
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DÉMONSTRATION. Prenons une base e1, . . . ,ed de Er et complétons la en une base
de E (e1, . . . ,ed , . . . ,en). Dans cette base f a pour matrice

r ... 0

0
. . . 0

0 ... r

⋆ · · ·⋆
...

⋆ · · ·⋆
0 A′


donc P A(x) = (x − r )d P A′(x) (par récurrence) donc r est de multiplicité Ê d i.e. m Ê d =
dim(Er ). □

THÉORÈME 3.20. La matrice A est diagonalisable surK si et seulement si

(1) P A(x) est scindé surK

(2) Pour toute racine r de P A de multiplicité mr on a mr = dim(Er ).

DÉMONSTRATION. Pour la nécessité, celle de (1) a déjà été vue. Celle de (2) s’ob-
tient comme suit. On a par définition d’un polynôme scindé que

∑
λdim(Eλ). Pour

la suffisance, montrons que
∑p

j=1 mr j = n = dimE et donc si mr j = dim(Er j ) on aura∑p
j=1 dim(Er j ) = dimE et donc A est diagonalisable.

D’après le lemme dim(Er ) É mr . □

6. Exemples

1)

A =
 2 3 −2
−1 4 −1
−1 3 −1



P A(x) =
∣∣∣∣∣∣
x −2 −3 2

1 x −4 1
1 −3 x +1

∣∣∣∣∣∣= (x −2)[x2 −4x +x +1]− (−3x +2+2x) =

x3 −5x2 +7x −2+x −2 = x3 −5x2 +8x −4 = (x −2)2(x −1)

Donc A est diagonalisable si et seulement si dimE2 = 2

Or dimE2 = dimKer(A−2I ) =
0 −3 2

1 −2 1
1 −3 3


or

∣∣∣∣1 −2
1 −3

∣∣∣∣ ̸= 0 donc rang(A−2I ) ≥ 2 (mineur de taille 2 non nul) et dimKer(A−2I ) ≤
1 < 2 (Théorème du rang) et A n’est pas diagonalisable.
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2)

A =
0 3 −1

2 −1 1
0 0 2



P A(x) =
∣∣∣∣∣∣

x −3 1
−2 x +1 −1
0 0 x −2

∣∣∣∣∣∣= (x −2)(x2 +x +6) = (x −2)2(x +3)

Pour E2 résoudre


−2x −3y + z = 0

−2x +03y − z = 0

0 = 0

soit 2x−3y+z = 0. C’est un plan donc dimE2 =

2 et A est diagonalisable.

Pour trouver E−3, résoudre :


−3x −3y + z = 0

−2x −2y − z = 0

z = 0

soit E−3 =
〈 1

−1
0

〉
.

E2 est engendré par

3
2
0

 et

 1
0
−2

.

On diagonalise A avec la matrice de passage P =
 1 3 1
−1 2 0
0 0 −2

 et P−1 AP =
−3 0 0

0 2 0
0 0 2

.

3)

A =
1 1 −1

0 1 0
1 0 1



P A(x) =
∣∣∣∣∣∣
x −1 −1 1

0 x −1 0
−1 0 x −1

∣∣∣∣∣∣= (x −1)[(x −1)2 +1]

A ne peut être diagonalisable sur R car (x −1)2 +1 n’a pas de racine réelle.
A est diagonalisable sur C car P A(x) = (x −1)(x −1+ i )(x −1− i ) a 3 racines simples.

Pour trouver E1 il faut résoudre


−y + z = 0

0 = 0

−x = 0
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donc E1 est engendré par

 0
1
−1

.

Pour E1−i on trouve sans calculs

1
0
i

 et pour E1+i on trouve sans calculs

1
0
i

 Donc

P =
 0 1 1

1 0 0
−1 i −i

 et P−1 AP =
1 0 0

0 1− i 0
0 0 1+ i



7. Valeurs Propres Complexes

PROPOSITION 3.21. Si A est une matrice réelle, si une valeur propre complexe λ de A.
Alors E

λ
= Eλ = {u | u ∈ Eλ}

DÉMONSTRATION. Si Au = λu et A est réelle, on a Au = λu (car A = A). Donc u ∈
Eλ⇔ u ∈ E

λ
. □

8. Applications de la diagonalisation

8.1. Calcul de Ak . Si A est diagonalisable P−1 AP = D où D = diag(d1, . . . ,dn) soit
A = PDP−1.

Alors Ak = PDk P−1 mais Dk = diag(d k
1 , . . . ,d k

n )

REMARQUE 3.22. On peut utiliser cette méthode sur C, même si A est réelle. Dans
ce cas P ∈ Mn(C), D ∈ Mn(C), mais bien évidemment PDk P−1 ∈ Mn(R) (puisque c’est
Ak !).

EXEMPLE 3.23.

A =
0 3 −1

2 −1 1
0 0 2



P =
 1 3 1
−1 2 0
0 0 −2

 ,D =
−3 0 0

0 2 0
0 0 2

 donc
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Ak = PDk P−1 =
 1 3 1
−1 2 0
0 0 −2

(−3)k 0 0
0 2k 0
0 0 2k

4 −6 2
2 2 1
0 0 −5

 1

10
=


2(−3)k +3 ·2k

5

3(2k − (−3)k )

5

(−3)k −2k

5
2(2k − (−3)k )

5

3(−3)k +2 ·2k

5

2k − (−3)k

5
0 0 2k


On voit qu’il alors est très facile de déterminer l’ordre de grandeur de chaque terme de
la matrice.

8.2. Suites récurrentes. On considère la récurrence double{
un+1 = aun +bvn

vn+1 = cun +d vn

(u0, v0) étant donné.

Cela se réécrit

(
un+1

vn+1

)
=

(
a b
c d

)(
un

vn

)
et posant A =

(
a b
c d

)
on aura

(
un

vn

)
= Ak

(
u0

v0

)
Si A est diagonalisable et

(
x1

y1

)
,

(
x2

y2

)
sont les vecteurs propres de valeurs propresα et

β, on aura (
un

vn

)
=λαn

(
x1

y1

)
+µβn

(
x2

y2

)
et en particulier (

u0

v0

)
=λ

(
x1

y1

)
+µ

(
x2

y2

)
Il suffit donc de résoudre cette dernière équation pour obtenir λ,µ et donc la for-

mule explicite pour la suite.

EXEMPLES 3.24.

(1)

{
uk+1 = uk +2vk

vk+1 =−vk
u0 = v0 = 1.

On a A =
(
1 2
0 −1

)
de valeurs propres 1 et −1 et vecteurs propres

(
1
0

)
et

(
1
−1

)
On a donc

(
uk

vk

)
=λ

(
1
0

)
+µ(−1)k

(
1
−1

)
avec

(
1
1

)
=λ

(
1
0

)
+µ

(
1
−1

)
soit λ= 2,µ=

−1 et donc :
uk = 2+ (−1)k+1, vk = (−1)k
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(2) Récurrence double

uk+2 = auk+1 +buk k Ê 0 avec u0,u1 donnés.

En principe on pourrait poser vk = uk+1 et

{
uk+1 = vk

vk+1 = avk +buk

dans ce cas A =
(

0 1
b a

)
Notons que P A(x) = x(x −a)−b i.e P A(x) = x2 −ax −b

Si α et β sont les deux racines, on aura uk =λαk +µβk

où λ et µ sont déterminés par le système linéaire

{
λ+µ= u0

λα+µβ= u1

Notons que soit α,β sont tous deux réels, soit β=α.
Dans ce cas, il est souvent commode d’écrireα= ρe iθ β= ρe−iθ etαk = ρk (cos(kθ)+

i sin(kθ)) βk = ρk (cos(kθ)− i sin(kθ))
et uk =λρk cos(kθ)+µρk sin(kθ){

u0 =λ+µ
u1 =λρ cosθ+µρ sinθ

EXEMPLE 3.25. uk+2 =−2uk+1 −2uk , u0 = u1 = 1
P A(x) = x2 +2x +2 = (x +1)2 +1
α=−1+ i ,β=−1− i
α=p

2e3π/4 α=p
2e−3π/4

uk =λ(
p

2)k cos( 3πk
4 )+µ(

p
2)k sin( 3πk

4 ){
1 =λ+µ
1 =λp2cos( 3π

4 )+µp2sin( 3π
4 )

Soit λ= 0 µ= 1. En conclusion

uk = (
p

2)k sin(
3π

4
)

8.3. Classification des matrices 2×2 réelles. Soit A une matrice 2×2. on veut trou-
ver une matrice aussi simple que possible qui soit semblable à A. On rappelle que
deux matrices A, A′ sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P telle que
A′ = P−1 AP . Cela revient à dire que A, A′ décrivent la même application dans des bases
différentes. Soit P A(x) son polynôme caractéristique.

a) Si P A a deux racines réelles distinctes, A est semblable à

(
α 0
0 β

)
α ̸=β ∈R

b) Si P A a deux racines complexes conjuguées (non réelles, donc distinctes !) α± iβ,

A est semblable à

(
α −β
β α

)



54 3. DIAGONALISATION

En effet A est diagonalisable surC. Soit alors w = u+i v un vecteur propre complexe,
de valeur propre complexe α+ iβ. On aura

Au =αu −βv, Av =βu +αv

On vérifie que u et v ne sont pas colinéaires, car si on avait v = cu Au =αu −βcu =
(α−βc)u et comme β ̸= 0 (sinonα+iβ ∈R) on a une contradiction [Comme −v +i u est
aussi vecteur propre, il est inutile de considérer le cas v = 0].

c) Si P A a une valeur propre double α (nécessairement réelle)

(1) si Eα =R2 A est semblable à

(
α 0
0 α

)
(2) si Eα = Ru on a Au =αu et si v est un vecteur quelconque non-colinéaire à u,

on aura Av = βu +αv avec β ̸= 0 (sinon Eα = R2 !). Quitte à diviser v par β on

obtient que A est semblable à

(
α 1
0 α

)
.

Dans le dernier cas, il est utile de connaître la formule pour Ak : si A =
(
λ t
0 λ

)
on a

Ak =
(
λk ktλk−1

0 λk

)
. Cela se vérifie aisément par récurrence.

9. Exemples

1) A =
(
1 2
0 −1

)
surK=R.

P A(x) = |x−1,−2;0, x+1| = (x−1)(x+1) qui est scindé, les racines ont toutes multi-
plicité 1 ⇒ A est diagonalisable.

Cherchons E1 = ker(A− I ) : on veut que Ae1 = e1. Donc E1 =Re1.

Cherchons E−1 = Ker(A+ I ) = Ker

(
2 2
0 0

)
on voit que e1−e2 est solution E−1 =R(e1−

e2).

Si P =
(
1 1
0 −1

)
on a P−1 AP =

(
1 0
0 −1

)
.

2) On considère la suite donnée par

{
uk+1 = 3uk + vk

vk+1 =−uk + vk
u0 = 1, v0 = 2. La matrice

associée est A =
(

3 1
−1 1

)
dont le polynôme caractéristique est P A(x) =

∣∣∣∣x −3 −1
1 x −1

∣∣∣∣ =
(x − 1)(x − 3)+ 1 = x2 − 4x + 4 = (x − 2)2. Donc 2 est valeur propre double et comme
A n’est pas diagonale, elle n’est pas diagonalisable. L’espace propre E2 est donné par
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−x − y = 0

x + y = 0
donc E2 = 〈

(
1
−1

)
. On aura, posant w1 =

(
1
−1

)
, w2 =

(
0
1

)

Aw =
(
1
1

)
= 2w2 + t w1 = 2

(
0
1

)
+ t

(
1
−1

)
d’où t = 1. Donc dans la base (w1, w2) l’application A a pour matrice A′ =

(
2 1
0 2

)
.

Maintenant si

(
u0

v0

)
=λ

(
1
−1

)
+µ

(
0
1

)
soit(

1
2

)
=λ

(
1
−1

)
+µ

(
0
1

)
c’est-à-dire λ= 1,µ= 3, on aura donc

(
u0

v0

)
= w1 +3w2 et donc(

uk

vk

)
= Ak

(
u0

v0

)
= Ak w1 +3Ak w2 =

2k w1 +3(k2k−1w1 +2k w2) =
(

2k +3 · (k2k−1)
−2k +3(2k −k2k−1)

)
=

(
(2+3k)2k−1

(4−3k)2k−1

)
10. Conclusion

Nous avons vu les concepts fondamentaux de la diagonalisation :

— Définition d’un endomorphisme diagonalisable

— Vecteurs propres et valeurs propres

— Espaces propres et leur propriété de somme directe

— Polynôme caractéristique et son rôle dans la détermination des valeurs propres

— Critères de diagonalisabilité

— Applications : calcul de puissances de matrices, résolution de suites récurrentes,
classification des matrices 2×2

La diagonalisation est un outil puissant qui permet de simplifier l’étude des trans-
formations linéaires et va s’avérer très utile pour résoudre des équations différentielles.
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11. Récapitulatif : comment décider si une matrice est diagonalisable?

Matrice A
n ×n

A
triangulaire ?

Lire les valeurs
propres sur
la diagonale

Toutes les
valeurs
propres

distinctes?

Diagonalisable

∀λ , dim(Eλ) =
mλ ?

Diagonalisable

Pas diago-
nalisable

Calculer
P A(X ) =

det(A − X In)

P A scindé
dans R?

Pas diagonali-
sable dans R

Toutes les
racines

simples?
Diagonalisable

∀λ , dim(Eλ) =
mλ ?

Diagonalisable

Pas diago-
nalisable

Oui

Oui

Non

Oui

Non

Non

Non

Oui

Oui

Non

Oui

Non
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12. Appendice 1 : comment décider si une matrice triangulaire est diagonalisable

On veut décider si une matrice triangulaire supérieure est diagonalisable. On ap-
pelle bloc associé à la valeur propre λ racine de multiplicité p de P A la matrice extraite
de A (i.e. la sous-matrice) de taille p ayant les p λ comme diagonale. On veut montrer
que A est diagonalisable si et seulement si le bloc associé chaque valeur propre est déjà
diagonal.

Considérons la matrice T suivante :

a t12 t13 t14

0 b t23 t24

0 0 a t34

0 0 0 b





1

2

3

4

1 2 3 4

Par exemple pour extraire le bloc associé à a, on garde les lignes et colonnes où a
apparaît sur la diagonale (positions 1 et 3).

a t12 t13 t14

0 b t23 t24

0 0 a t34

0 0 0 b




⇒ a t13

0 a




Matrice T originale

Bloc Ta pour λ= a

Indices pour a : {1,3}
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Pour extraire le bloc associé à b, on garde les lignes et colonnes où b apparaît sur la
diagonale (positions 2 et 4).

a t12 t13 t14

0 b t23 t24

0 0 a t34

0 0 0 b




⇒ b t24

0 b




Matrice T originale

Bloc Tb pour λ= b

Indices pour b : {2,4}

Le Théorème dit que T est diagonalisable si et seulement si t1,3 = t2,4 = 0.

12.1. Cas général pour une matrice n×n. Pour une matrice triangulaire T de taille
n ×n et une valeur propre λ :

(1) Identifier les indices i tels que Ti i =λ

(2) Soit I = {i1, i2, . . . , ip } l’ensemble de ces indices

(3) La sous-matrice Tλ de taille p ×p est définie par :

(Tλ)kl = Tik ,il pour k, l = 1,2, . . . , p

12.2. Exemple avec diagonale (a,b, a,b, a) - Matrice 5×5.
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a ∗ ∗ ∗ ∗
0 b ∗ ∗ ∗
0 0 a ∗ ∗
0 0 0 b ∗
0 0 0 0 a




⇒

a ∗ ∗
0 a ∗
0 0 a




Indices pour a : {1,3,5}

Bloc Ta (taille 3×3)

12.2.1. Extraction du bloc Tb .

a ∗ ∗ ∗ ∗
0 b ∗ ∗ ∗
0 0 a ∗ ∗
0 0 0 b ∗
0 0 0 0 a




⇒ b ∗

0 b




Indices pour b : {2,4}

Bloc Tb (taille 2×2)

Pour démontrer le résultat sur une matrice 4×4 on remarque que le bloc associé à la
valeur propre a correspond au bloc associé à la valeur propre 0 de A−aId : on remplace
λ par 0 dans le bloc. Il faut alors montrer que le noyau d’une matrice triangulaire supé-
rieure ayant exactement p zéros sur la diagonale est égal à p si et seulement si le bloc
correspondant est nul. Par le Théorème du rang cela revient à décider quand est-ce que
le rang d’une telle matrice est n −p. Par le

0 t12 t13 t14

0 b −a t23 t24

0 0 0 t34

0 0 0 b −a




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On voit que par pivot sur les lignes, comme b − a ̸= 0 on peut se ramener au cas t1,2 =
t1,4 = t3,40.

0 0 t13 0

0 b −a t23 t24

0 0 0 0

0 0 0 b −a




or il est clair que le rang d’une telle matrice est 2 si et seulement si t1,3 = 0, c’est-à-dire
si le bloc de a est déjà diagonal. Donc dim(Ea) = ma = 2 si et seulement si le bloc de
a est déjà diagonal. On a évidemment la même chose pour b. On peut donc remplacer
l’arbre de décision par

Matrice A
n ×n

A
triangulaire ?

Lire les valeurs
propres sur
la diagonale

Toutes les
valeurs
propres

distinctes?

Diagonalisable

Pour toute
valeur propre,
le bloc associé
est diagonal?

Diagonalisable

Pas diago-
nalisable

Calculer
P A(X ) =

det(A − X In)

P A scindé
dans R?

Pas diagonali-
sable dans R

Toutes les
racines

simples?
Diagonalisable

∀λ , dim(Eλ) =
mλ ?

Diagonalisable

Pas diago-
nalisable

Oui

Oui

Non

Oui

Non

Non

Non

Oui

Oui

Non

Oui

Non
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13. Appendice 2 : Calculs pour l’élevage des lapins

Pour la matrice de l’élevage de lapins,

A =
 0 1,2 0

0,9 0 0
0 0,8 0,1


Calcul du polynôme caractéristique :
Il est défini par P A(λ) = det(A−λI ).

A−λI =
 0 1,2 0

0,9 0 0
0 0,8 0,1

−λ
1 0 0

0 1 0
0 0 1

=
−λ 1,2 0

0,9 −λ 0
0 0,8 0,1−λ


Pour calculer le déterminant, développons selon la première ligne :

det(A−λI ) =−λdet

(−λ 0
0,8 0,1−λ

)
−1,2det

(
0,9 0

0 0,1−λ
)
+0(3.3)

=−λ · (−λ)(0,1−λ)−1,2 ·0,9(0,1−λ)(3.4)

=λ2(0,1−λ)−1,08(0,1−λ)(3.5)

= (0,1−λ)(λ2 −1,08)(3.6)

Donc le polynôme caractéristique est :

P A(λ) = (0,1−λ)(λ2 −1,08)

Calcul des valeurs propres :
Ce sont les racines du polynôme caractéristique :

P A(λ) = 0 ⇔ (0,1−λ)(λ2 −1,08) = 0

Ceci donne :

— λ1 = 0,1

— λ2 =
p

1,08 =
√

108
100 = 6

p
3

5 ≈ 1,039

— λ3 =−p1,08 =−6
p

3
5 ≈−1,039

Les 3 valeurs propres sont distinctes, donc A est diagonalisable.
Calcul des vecteurs propres
Vecteur propre pour λ1 = 0,1
Résolvons (A−0,1I )v = 0 :−0,1 1,2 0

0,9 −0,1 0
0 0,8 0

x
y
z

=
0

0
0


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Ceci donne le système :

−0,1x +1,2y = 0(3.7)

0,9x −0,1y = 0(3.8)

0,8y = 0(3.9)

De la troisième équation : y = 0. De la première équation : −0,1x = 0 ⇒ x = 0. La
variable z est libre.

Donc un vecteur propre pour λ1 = 0,1 est :

v1 =
0

0
1


Cela signifie que si on part avec une population faite de k vieux, on aura Xn =

n(0,1)n vieux au bout d’un temps n et ni jeunes ni adultes (ce qui ne nous surprend
pas beaucoup!)

Vecteur propre pour λ2 =
p

1,08 ≃ 1,039 :
Résolvons (A−p

1,08I )v = 0 :−p1,08 1,2 0
0,9 −p1,08 0

0 0,8 0,1−p
1,08

x
y
z

=
0

0
0


Des deux premières équations :

−
√

1,08x +1,2y = 0 ⇒ x = 1,2p
1,08

y(3.10)

0,9x −
√

1,08y = 0 ⇒ x =
p

1,08

0,9
y(3.11)

On vérifie que 1,2p
1,08

=
p

1,08
0,9 car 1,2×0,9 = 1,08.

De la troisième équation :

0,8y + (0,1−
√

1,08)z = 0 ⇒ z = 0,8yp
1,08−0,1

Un vecteur propre pour λ2 est (en prenant y = 1) :

v2 =


1,2p
1,08
1

0,8p
1,08−0,1

≃
1,15

1
0,85


Vecteur propre pour λ3 =−p1,08
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Résolvons (A−(−p1,08)I )v = 0, c’est-à-dire (A+p1,08I )v = 0 :

p1,08 1,2 0
0,9

p
1,08 0

0 0,8 0,1+p
1,08

x
y
z

=0
0
0


Ceci donne le système : √

1,08 x +1,2y = 0 (1)(3.12)

0,9x +
√

1,08 y = 0 (2)(3.13)

0,8y + (0,1+
√

1,08)z = 0 (3)(3.14)

De l’équation (1) : x =− 1,2p
1,08

y

Vérifions avec l’équation (2) : 0,9·
(
− 1,2p

1,08
y
)
+p1,08 y =− 1,08p

1,08
y+p1,08 y =−p1,08 y+p

1,08 y = 0 ✓
De l’équation (3) : z =− 0,8y

0,1+p1,08

Simplifions x : x =− 1,2p
1,08

=− 1,2p
108/100

=− 12p
108

=− 12
6
p

3
=− 2p

3
=−2

p
3

3

Un vecteur propre pour λ3 est (en prenant y = 1) : v3 =

 −2
p

3
3

1
− 0,8

0,1+p1,08


Ou sous forme décimale approximative : v3 ≈

−1,155
1

−0,702


DÉMONSTRATION. La matrice A possède trois valeurs propres distinctes :

— λ1 = 0,1

— λ2 =
p

1,08 = 6
p

3
5

— λ3 =−p1,08 =−6
p

3
5

□

La forme diagonale de A sera :

D =
0,1 0 0

0
p

1,08 0
0 0 −p1,08

=

0,1 0 0

0 6
p

3
5 0

0 0 −6
p

3
5


Et il existe une matrice inversible P telle que A = PDP−1, où les colonnes de P sont

les vecteurs propres de A.
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Si

x
y
z

 est la population initiale écrite dans la base (v1, v2, v3) soit p = xv1 + y v2 +

zv3 la population au temps n sera x · (0,1)n + y · (1,04)n + z · (−1,04)n . Si on part d’une
population ayant le même nombre de jeunes d’adultes et de vieux, on aura x ≃ 0,25, y =
0,93, z ≃ 0,06. On a tracé sur la figure suivante l’évolution de la population totale sur 30
ans. Le terme (1,04)n est responsable de la croissance exponentielle de la suite, le terme
(−1,04)n de l’oscillation.

0 5 10 15 20

1

1.5

2

n

f(
n

)

f (n) = 0,25 · (0,1)n +0,93 · (1,04)n +0,06 · (−1,04)n

14. Exercices

Soit la transformation linéaire T :R3 →R3 définie par sa matrice dans la base cano-
nique :

M =
1 −1 9

1 0 0
0 1 −1


(a) Calculer son polynôme caractéristique.

(b) En déduire les valeurs propres de M et déterminer si M est diagonalisable.

(c) En déduire sans calculs que M 3 = Id3



Chapitre 4

Formes quadratiques

1. Introduction, généralités

On appelle forme quadratique sur Rn toute expression de la forme

Q(x) = ∑
1≤i≤ j≤n

ai j xi x j

EXEMPLE 4.1. 1) Sur R2 : Q(x, y) = ax2 +bx y + c y2

Rque. On écrit plutôt ax2 +2bx y + c y2

En particulier si A est une matrice n ×n symétrique, i.e telle que t A = A,

Q(x) = 〈Ax, x〉

est une forme quadratique. Par exemple si A =
(

a b
b c

)
Q(x) = ax2 +2bx y + c y2.

EXEMPLE 4.2. Soit I la matrice d’inertie d’un solide par rapport à un point O

I =
∫

(y2 + z2)dm −∫
x ydm −∫

xzdm
−∫

x ydm
∫

(x2 + z2)dm −∫
y zdm

−∫
xzdm −∫

y zdm
∫

(x2 + y2)dm


I est symétrique.
Siω est le vecteur de rotation du solide, son moment cinétique est I ·ω et son énergie

cinétique E = 1
2〈Iω,ω〉 : c’est une forme quadratique en ω.

Dans une base appropriée (les axes principaux d’inertie) I est diagonale et E s’écrit
alors

I1ω
2
1 + I2ω

2
2 + I3ω

2
3

La forme 1
2〈Iω,ω〉définit l’ellipsoïde d’inertie du solide : le solide se comporte comme

un ellipsoide homogène, dont les axes sont de longueur I1, I2, I3.

PROPOSITION 4.3. Toute forme quadratique s’écrit de manière unique sous la forme
Q(x) = 〈Ax, x〉 pour une matrice symétrique A.

DÉMONSTRATION. Si Q(x) = ∑
1≤i≤ j≤n ai j xi x j on pose ai i = qi i , ai , j = a j ,i

1
2 qi j si

1 ≤ i < j ≤ n □

65
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EXEMPLE 4.4. 1) Q(x, y, z) = x y + y z + zx

A =
0 1

2
1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0


2) Q(x, y, z) = x2 +x y +2z2

A =
1 1

2 0
1
2 0 0
0 0 2


2. Diagonalisation des matrices symétriques

Commençons par rappeler qu’une matrice symétrique a la propriété suivante :

∀x, y ∈Rn 〈Ax, y〉 = 〈Ay, x〉.
DÉFINITION 4.5. Soit V un sous-espace vectoriel de Rn . On note V ⊥ l’orthogonal de

V dans Rn , i.e V ⊥ = {x ∈Rn ,∀y ∈V 〈x, y〉 = 0}

PROPOSITION 4.6. On a V ⊕V ⊥ =Rn

DÉMONSTRATION. Il suffit de vérifier que V ∩V ⊥ = {0} et que dim(V )+dim(V ⊥) ≥ n.

— V ∩V ⊥ = {0} car si x ∈V ∩V ⊥ on a 〈x, x〉 = 0 soit ||x||2 = 0 donc x = 0

— si (e1, . . . ,ep ) est une base de V , V ⊥ est donné par p équations 〈ei , x〉 = 0 donc
est le noyau d’une application

fe :Rn −→Rp

x 7−→ (〈e1, x〉, ...,〈ep , x〉)
Donc dim(V ⊥) = dimKer( fe ) = dimRn −dimIm( fe ) ≥ n −p
Finalement V +V ⊥ =V ⊕V ⊥ et

dim(V ⊕V ⊥) = dim(V )+dim(V ⊥) ≥ p +n −p = n.

Or V ⊕V ⊥ ⊂Rn , donc V ⊕V ⊥ =Rn . □

PROPOSITION 4.7. Soit A :Rn →Rn telle que t A = A. Alors

(1) toutes les valeurs propres de A sont réelles

(2) Si x est un vecteur propre de A, alors (Rx)⊥ est invariant par A i.e A((Rx)⊥) ⊂
(Rx)⊥
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DÉMONSTRATION. (1) Si Ax =λx avecλ ∈C\R, on a Ax =λx où x est le vecteur
dont les coordonnées sont les conjugués complexes des coordonnées de x. On
a alors

〈Ax, x〉 = 〈λx, x〉 =λ〈x, x〉 =λ(∑ |x j |2
)

〈x, Ax〉 = 〈x,λx〉 =λ〈x, x〉 =λ(∑ |x j |2
)

d’où λ=λ.

(2) Soit y ∈ (Rx)⊥ donc on a 〈x, y〉 = 0. Comme Ax = λx on a aussi 〈Ax, y〉 = 0 soit
〈x, Ay〉 = 0. Donc Ay ∈ (Rx)⊥. □

□

THÉORÈME 4.8. Soit A ∈ Mn,n(R) t.q t A = A. Il existe alors une base orthogonale de
Rn , i.e telle que 〈ei ,e j 〉 = 0 ∀i ̸= j , dans laquelle A est diagonale.

DÉMONSTRATION. On raisonne alors par récurrence. La proposition est évidente si
n = 1.

Supposons la vraie pour les matrices (n−1)×(n−1) et montrons là pour les matrices
n ×n.

Soit λ une valeur propre quelconque de A. Par la proposition précédente λ ∈ R et
choisissons donc e1 ∈ Eλ que l’on peut supposer de norme 1. Alors A+(Re1)⊥ ⊂ (Re1)⊥
donc si on prend (e1, f2, . . . , fn) où fi est base orthonormale de (Re1)⊥

λ 0 · · · 0
0
... A1

0


et t A1 = A1 qui est dans Mn−1,n−1(R). Par hypothèse de récurrence A1 est diagonali-

sable, et si ( f ′
2, .., f ′

n) est une base de (Re1)⊥ où A1 est diagonale, dans la base (e1, f ′
2, ..., f ′

n)
A sera diagonale. □

On va voir que ce qui est important c’est le signe des valeurs propres :

— on appelle rang de Q et on note rang(Q) le nombre de valeurs propres non
nulles

— on appelle signature le couple (p, q) où p est le nombre de valeurs propres
strictement positives et q le nombre de valeurs propres < 0. On a bien entendu
p +q = rang(Q)

DÉFINITION 4.9. Si la signature de Q est (n,0) (resp (0,n)) on dit que Q est définie
positive (resp. définie négative)
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PROPOSITION 4.10. La forme Q est définie positive si et seulement si Q(x) > 0 pour
tout x ∈ Rn \ {0}. La forme Q est définie négative si et seulement si Q(x) < 0 pour tout
x ∈Rn \ {0}.

DÉMONSTRATION. Il est clair que dans une base où la matrice de Q est diagonale,
on a Q(x1, . . . , xn) = a1x2

1 + . . .+ an x2
n Q est définie positive si les ai sont tous stricte-

ment positifs Q(x1, ..., xn) > 0 si x ̸= 0. Inversement supposons un ai ≤ 0 alors Q(ei ) =
Q(0, ...,1,0, ..,0) = ai ≤ 0. Le même raisonnement vaut pour le cas négatif. □

DÉFINITION 4.11. Soit A ∈ Mn,n(R). On appelle mineurs principaux de A les mineurs
obtenus en supprimant les (n −k) dernières lignes et colonnes de A. On notera ∆k (A)
le mineur principal associé à la sous-matrice de taille k.

EXEMPLE 4.12.

A =
1 2 3

2 5 6
3 6 10


et ses mineurs principaux sont

∆1(A) = |1| = 1, ∆2(A) =
∣∣∣∣1 2
2 5

∣∣∣∣= 1, ∆3(A) =
∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 5 6
3 6 10

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
2 1 1
3 0 1

∣∣∣∣∣∣= 1

PROPOSITION 4.13 (Critère de Sylvester). Soit A symétrique dans Mn,n(R) et Q(x) =
〈Ax, x〉

— Q est définie positive si et seulement si tous les mineurs principaux de A sont > 0.

— Q est définie négative si et seulement si ∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, . . .

DÉMONSTRATION. On traite le cas positif, le cas négatif étant semblable. Posons
Vp = 〈e1, ...,ep〉 où (e1, ...,en) est la base canonique.

⇒ Si Q est définie positive, ses valeurs propres la matrice associée se diagonalise
avec des valeurs propres strictement positives. Donc det(A) > 0. Or Q > 0 entraîne que
la restriction de Q à Vp , Q|Vp > 0 donc ∆p > 0.

⇐ On va montrer par récurrence que ∆1, . . . ,∆p > 0 ⇒Q|Vp > 0
On suppose que c’est vrai pour p −1, et on veut le montrer pour p.
Par hypothèse ∆1, . . . ,∆p−1 > 0 donc Q|Vp−1 > 0. Supposons que Q|Vp ne soit pas > 0.

La forme Q s’écrit dans une nouvelle base (v1, ..., vp ) sous la forme a1x2
1 + . . .+ap x2

p .
Quitte à réordonner, on peut supposer a1, . . . , ai > 0, ai+1, . . . , ap < 0. On doit avoir

i ≥ p − 2 car sinon Vp−1 ∩ 〈vp−1, vp〉 ̸= {0} (par la formule de Grassmann) et il existe
x ∈Vp−1 tel que Q(x) < 0, contradiction. Si a1, . . . , ap−1 > 0 et ap < 0, det(A) = a1 . . . ap < 0
ce qu’on a vu être impossible. Donc ap > 0 et Q > 0.

Le cas Q < 0 se démontre de la même manière. □
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EXEMPLE 4.14. (1)

A =
1 2 0

2 5 −1
0 −1 2


∆1 = 1, ∆2 = 1, ∆3 =

∣∣∣∣2 5 −1
0 −1 2

∣∣∣∣= ∣∣∣∣2 1 −1
0 −1 2

∣∣∣∣= 3 A est donc définie posi-

tive.

(2)

A =
1 3 5

3 7 9
5 9 11


∆1 = 1, ∆2 =−2, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
1 3 5
3 7 9
5 9 11

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
3 −2 −6
5 −6 −14

∣∣∣∣∣∣= 28−36 =−8

A n’est ni définie positive ni définie négative.

(3)

A =
−1 2 5

2 −7 9
5 9 −81


∆1 =−1, ∆2 = 3, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
2 −5 19
5 14 −56

∣∣∣∣∣∣=−(5 ·56−19 ·14) =−14 < 0.

et A est < 0.

3. Applications géométriques

3.1. Coniques dans le plan de rang maximal. On appelle conique de R2 un en-
semble défini par une équation Q(x, y)+λx +µy = 1. Lorsque Q est de rang 2, on peut
se ramener à Q(x, y, z) = 1 : en effet choisissons une base où Q(x, y) = ax2+by2, on peut
écrire

x2 + y2 +λx +µy = (x + λ

2
)2 + (y + µ

2
)2 − λ2 +µ2

4
= 1

et donc se ramener au cas λ= µ= 0. Ce sont ces ensembles que l’on va étudier. Le seul
cas qui nous échappera est celui de la parabole, donné par y = x2 +ax +b, car Q est de
rang 1 et la partie linéaire ne peut plus être “absorbée” dans la partie quadratique.

D’après le Théorème 4.8 on peut écrire Q sous la forme ax2 +by2

À dilatation des axes près i.e α→ αx, β→ βy on peut remplacer a par aα2, b par
bβ2, donc de ramener a,b dans {±1}.

— (a,b > 0) on a une ellipse
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— a > 0,b < 0 : Hyperbole x2 − y2 = 1

3.2. Ellipse. Équation canonique : x2

c2 + y2

d 2 = 1 avec c > d > 0

x

y

(c,0)(−c,0)

(0,d)

(0,−d)

F1F2

Ellipse : x2

c2 + y2

d 2 = 1

3.3. Hyperbole. équation canonique : x2

c2 − y2

d 2 = 1 avec c,d > 0
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x

y y = x

y =−x

(1,0)(−1,0)

F1F2

Hyperbole équilatère : x2 − y2 = 1

3.4. Quadriques de rang maximal dans l’espace. On appelle quadrique de R3 un
ensemble défini par une équation

Q(x, y, z)+λx +µy +νz = 1

où Q est une forme quadratique. Comme dans le cas des coniques, si Q est de rang 3 on
peut par translation se ramener au cas λ = µ = ν = 0. On obtient alors les quadriques
de rang maximal. Les quadriques z = x2 + z2 (paraboloide elliptique) et z = x2 − y2 pa-
raboloïde hyperbolique sont omises. On suppose dorénavant Q de rang 3. D’après le
Théorème on peut écrire Q sous la forme ax2 +by2 + cz2

À dilatation des axes près i.e α→αx, β→βy , γ→ γz on peut remplacer a par aα2,
b par bβ2, c par cγ2, donc de ramener a,b,c dans {±1}.

— (a,b,c > 0) on a un ellipsoïde

— a,b > 0, c < 0 : Hyperboloïde à une nappe x2 + y2 = z2 +1

— a > 0, b,c < 0 : Hyperboloïde à deux nappes x2 −1 = y2 + z2

3.5. Ellipsoïde. Équation canonique : x2

d 2 + y2

e2 + z2

f 2 = 1 avec d ≥ e ≥ f > 0
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x

y

z

Ellipsoïde : x2

d 2 + y2

e2 + z2

f 2 = 1

Sections de l’ellipsoïde :

— Plan z = k (avec |k| < c) : ellipse x2

d 2(1−k2/ f 2)
+ y2

e2(1−k2/ f 2)
= 1

— Plans principaux : ellipses dans les plans x y , xz, y z

3.6. Hyperboloïde à une nappe. Équation canonique : x2

d 2 + y2

e2 − z2

f 2 = 1 avec d ,e, f >
0

Sections de l’hyperboloïde à une nappe :

— Plan z = k : cercle ou ellipse x2

d 2 + y2

e2 = 1+ k2

f 2

— Plans contenant l’axe z : hyperboles

La surface contient deux familles de de droites, l’une en vert l’autre en bleu. Leurs
équations sont

t 7→
d cos(θ)+ te sin(θ)

e sin(θ)− td cos(θ)
± f t


Il est alors facile de construire ces surfaces en utilisant ces droites, ce qui explique

leur présence dans de nombreuses structures architecturales, en métal ou en béton pré-
contraint, les droites correspondant aux câbles, fers à béton ou aux poutres.

3.7. Hyperboloïde à deux nappes. équation canonique : z2

c2 − x2

a2− y2

b2 = 1 avec a,b,c >
0
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x

y

z

Hyperboloïde à une nappe : x2

a2 + y2

b2 − z2

c2 = 1

x

y

z

(0,0,c)

(0,0,−c)

Hyperboloïde à deux nappes : z2

c2 − x2

a2 − y2

b2 = 1

FIGURE 4.2 – Hyperboloide à deux nappes
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FIGURE 4.1 – Deux hyperboloïdes à une nappe : la tour du port de Kobe
au Japon et le Château d’eau des Essarts-Le-Roi

4. Classification par signature

Quadrique équation Signature Type

Ellipsoïde x2

d 2 + y2

e2 + z2

f 2 = 1 (3,0) Définie positive

Hyperboloïde
à une nappe

x2

d 2 + y2

e2 − z2

f 2 = 1 (2,1) Indéfinie

Hyperboloïde
à deux nappes

z2

d 2 − x2

e2 − y2

f 2 = 1 (1,2) Indéfinie
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5. Trouver la signature d’une forme quadratique à trois variables

∆3 = 0 ?

∃ mineur
2 × 2
̸= 0 ?

Rang 2

Si ∆2 > 0 et ∆1 > 0 :
(2,0)

Si ∆2 > 0 et ∆1 < 0 :
(0,2)

Si ∆2 < 0 : (1,1)

Rang 1

Si ∃ai i > 0 : (1,0)

Si ∃ai i < 0 : (0,1)

∆1 > 0
∆2 > 0
∆3 > 0 ?

Signature (3,0)
Définie positive

∆1 < 0
∆2 > 0
∆3 < 0 ?

Signature (0,3)
Définie négative

∆3

Signature (2,1)
Indéfinie

Signature (1,2)
Indéfinie

OUI
NON

OUI NON

OUI

NON

OUI

NON

< 0 > 0

Cas dégénérés

Rang 3 - Cas général
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6. Appendice : Les paraboloïdes

Ce sont les deux surfaces suivantes

x

y

z

(0,0,0)

FIGURE 4.3 – Paraboloide elliptique : z = ax2 +by2, a,b > 0

x

y

z

↑

↓

FIGURE 4.4 – Paraboloïde hyperbolique z = ax2 −by2, a,b > 0
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7. Appendice : Critère de Sylvester généralisé (Cet Appendice est hors programme)

DÉFINITION 4.15. Soit Q une forme quadratique sur E = Rn . On pose L : E → E
l’unique application linéaire telle que pour y, z ∈ E on ait

〈Lu, v〉 =Q(y + z)−Q(y)−Q(z)

Il faut montrer que pour z fixé, l’application y 7→Q(y + z)−Q(y)−Q(z) est linéaire.
Or Q(x) est une somme de xi x j et donc Q(y + z)−Q(y)−Q(z) est une somme de (yi +
zi )(y j + z j )− yi y j − zi z j = yi z j + y j zi = 〈L(i , j )y, z〉 où L(i , j ) échange les coordonnées
i et j de u, et annule les autres, soit L(i , j )ei = e j ,L(i , j )e j = ei et L(i , j )ek = 0 pour
k ∉ {i , j }. Donc si Q(x) =∑

i≤ j qi , j xi x j , on aura L =∑
i≤ j qi , j L(i , j ). L’application linéaire

L est évidemment symétrique.
Soit A la matrice de la forme quadratique Q dans la base (v1, ..., vn). Cela signifie que

si on pose x = x1v1 + ...+ xn vn et X =


x1

x2
...

xn

, on a Q(x) = 〈AX , X 〉. Prenant X = Ei =



0
0
...
1
0
...0


où l’unique 1 est sur la i -ème ligne , on a Q(vi , vi ) = 〈AEi ,Ei 〉 = ai ,i and Q(vi + v j ) =
〈A(Ei +E j ),Ei +E j ) = 〈AEi ,Ei 〉+〈AEi ,E j 〉)+〈AE j ,Ei 〉+〈AE j ,E j 〉 et comme 〈AEi ,E j 〉) =
〈AE j ,Ei 〉 car A est symétrique, on obtient

ai , j = 〈AEi ,E j 〉 =
Q(vi + v j )−Q(vi )−Q(v j )

2

de f= L(vi , v j )

Vu que L(vi , vi ) = Q(vi ,Vi ) on voit qu’en fait A = (L(vi , v j )) 1≤ j≤n
1≤i≤n

Si V est un sous-

espace vectoriel de Rn , on note V Q = {x | 〈Ax, y〉 = 0}. On a alors que si x ∈V ∩V Q alors
〈Ax, y〉 = 0 pour tout y ∈ V , et donc dans une base (v1, ..., vn) telle que (v1, ..., vp ) soit
une base de V , A s’écrit

0 0 ... a1,p+1 a1,p+2 ... a1,n

0 a2,2 ... a2,p+1 a2,p+2 ... a2,n
...

... ...
...

...
...

...
0 ap,2 ... ap,p+1 ap,p+2 ... ap,n

ap+1,1 ap+1,2 ... ap+1,p+1 ap+1,p+2 ... ap+1,n
...

... ...
...

...
...

...
an,1 an,2 ... an,p+1 an,p+2 ... an,n


et donc les p premiers mineurs principaux de A sont nuls.



78 4. FORMES QUADRATIQUES

LEMMA 4.16. Soit Q une forme quadratique de rang n. Soit (v1, ...vn) une base de
E telle que tous les mineurs principaux de A soient non-nuls. Alors il existe une matrice
triangulaire supérieure R, telle que t R AR = D soit diagonale. En d’autures termes dans la
base wi = Rvi la forme quadratique Q s’écrit

∑n
j=1 ai x2

i avec p des ai strictement positifs
et q sttrictement négatifs.

DÉMONSTRATION. C’est le processus de Schmidt. Comme par hypothèse et le Lemme
4.19, Vk ⊕V Q

k = E , on va raisonner par récurrence sur k :

— Pour k = 1 on prend w1 = v1. Alors Q(v1) ̸= 0 par hypothèse, et QV1 est bien
diagonale dans la base (w1) !

— Supposons trouvée la base Vk = (w1, ..., wk ) de Vk dans laquelle Q soit diago-
nale. Comme ∆k (A) ̸= 0 on a Vk ⊕V Q

k = E . On a donc Vk+1 ∩V Q
k ̸= {0} puisque

dim(Vk+1∩V Q
k ) = dim(Vk+1)+dim(V Q

k )−dim(Vk+1+V Q
k ) = (k+1)+(n−k)−n = 1.

On choisit alors wk+1 ∈ Vk+1 ∩V Q
k non-nul. Comme wk+1 ∉ Vk , (w1, ..., wk+1)

forme une base de Vk+1. Ensuite 〈Lx, wk+1〉 = 0 pour tout x dans Vk car wk+1 ∈
V Q

k . Donc Q(x+awk+1) =Q(x)+a2Q(wk+1)−〈Lx, awk+1) =Q(x)+a2Q(wk+1).
Or Q est diagonale dans la base (w1, ...wk ) c’est-à-dire Q(u1w1 + ...+uk wk ) =∑k

i=1 a j u2
j . On en déduit Q(u1w1+...+uk wk+uk+1wk+1) =∑k

i=1 a j u2
j+ak+1u2

k+1
où ak+1 = Q(wk+1). En conclusion Q est diagonale dans la base (w1, ..., wk+1).
Enfin, comme wk+1 est dans Vk+1, l’application qui envoie les v j sur w j dans
Vk+1 est bien triangulaire supérieure.

□

LEMMA 4.17. Si A est la matrice de Q dans la base (v1, ..., vn) et B celle dans la base
(w1, ..., wn) et si la matrice donnée par Rvi = wi est triangulaire supérieure, alors il existe
des constantes ci telle que ∆k (A) = c2

k∆k (B).

DÉMONSTRATION. L’hypothèse sur R signifie que

w1 = Rv1 = r1,1v1, w2 = Rv2 = r1,2w1 + r2,2v2, w3 = r1,3v1 + r2,3v2 + r3,3,v3

où

R =


r1,1 r1,2 r1,3 ... r1,n

0 r2,2 ... ... r2,n
...

... ...
...

...
0 0 ... ... rn,n


On en déduit que 〈v1, ..., vk〉 = 〈w1, ..., wk〉 et donc que QVk = QWk et donc 〈ARx,Rx〉 =
〈B x, x〉 sur Vk = Wk et donc t R AR = B d’où det(A)det(R)2 = det(B) (on utilise que
det(t A) = det(A)). □
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PROPOSITION 4.18 (Théorème de Sylvester). On suppose que les mineurs principaux
sont tous non-nuls et on considère la suite (∆0 = 1,∆1,∆2, ...,∆n). On appelle p (resp. q)
le nombre d’éléments j dans {1, ...n} tels que ∆ j ·∆ j−1 soit strictement positif (resp. stric-
tement négatif). Alors la forme Q est de signature (p, q).

DÉMONSTRATION. En effet, on utilise le

LEMMA 4.19. Si ∆i ̸= 0, et Vi = 〈e1, ...,ei 〉, alors Vi ∩V Q
i = {0} et Vi ⊕V Q

i =Rn .

DÉMONSTRATION. En effet par définition V Q = (AV )⊥, et comme A est inversible,
dim(AV ) = dim(V ), donc dim(V Q ) = dim((AV )⊥) = n−dim(V ). En conclusion dim(V Q )+
dim(V ) = n et comme V ∩V Q = {0} on en déduit d’après la Proposition 1.39 que V ⊕V Q =
Rn . □

On raisonne alors par récurrence sur la dimension de V . Si n = 1 le Théorème est
évident. Supposons le Théorème vrai pour les espaces de dimension n −1 et montrons
le pour la dimension n. Prenons une base comme celle fournie par le Lemme 4.16.
D’après le Lemme 4.17 les mineurs de Q dans la nouvelle base sont égaux à un coef-
ficient strictement positif près, à ceux de l’ancienne base. Maintenant dans la nouvelle
base Q s’écrit a1x2

1 + ...+an x2
n , Vn−1 =Wn−1 est donné par xn = 0. Par hypothèse de ré-

currence si p ′ est le nombre de j tels que 1 ≤ j ≤ n −1 et ∆ j−1∆ j > 0, et q ′ le nombre de
j tels que 1 ≤ j ≤ n −1 et ∆ j−1∆ j < 0, la restriction de Q à Vn−1 =Wn−1 est de signature
(p ′, q ′).

La matrice de Q est diagonale dans la nouvelle base, donc Q(wn) =∆′
n/∆′

n−1 (les ∆ j

sont les mineurs dans la nouvelle base). Mais le signe de ∆′
n/∆′

n−1 est égal au signe de
∆n/∆n−1 qui est aussi celui de∆n∆n−1. Donc si∆n∆n−1 > 0, an > 0 donc p = p ′+1, q = q ′
et si ∆n∆n−1 < 0, an < 0, donc p = p ′ et q = q ′+1. On a donc bien que p est le nombre
de j tels que ∆ j∆ j−1 > 0 et q le nombre de j tels que ∆ j∆ j−1 < 0. □

EXEMPLE 4.20. Quelle est la forme quadratique de matrice

A =


2 3 1 0
3 1 2 1
1 2 −1 1
0 1 1 3


On a ∆1 = 2,∆2 =−7,∆3 = 10,∆4 = 42 donc la signature est (2,2).

REMARQUE 4.21. En pratique la méthode de Gauss est plus efficace. Il s’agit d’écrire
Q(x1, ..., xn) comme (a1x1 + ...+an xn)2 +R(x2, ..., xn) et de recommencer avec xn . C’est
exactement ce que fait le Lemme 4.16 ! La méthode est légèrement plus compliquée
lorsqu’il n’y a pas de terme carré (cas où un mineur principal est nul)
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EXEMPLE 4.22.

Q(x1, x2, x3, x4) = 2x2 +6x y + y2 +2xz − z2 +4y z +3t 2 +2t z +2t y =
2(x +3y + z)2 −18y2 −2z2 −12y z + y2 + z2 +4y z +3t 2 +2t z +2t y =

2(x +3y + z)2 −17y2 − z2 −8y z +3t 2 +2t z +2t y =
2(x +3y + z)2 − (z +4y + t )2 +16y2 + t 2 +8t y −17y2 +3t 2 +2t y =

2(x +3y + z)2 − (z +4y + t )2 − y2 +4t 2 +2t y =
2(x +3y + z)2 − (z +4y + t )2 − (y +2t )2 +4t 2 +4t 2 =

2(x +3y + z)2 − (z +4y + t )2 − y2 +4t 2 +2t y =
2(x +3y + z)2 − (z +4y + t )2 − (y +2t )2 +8t 2

et on vérifie que la signature est (2,2).
Par contre si Q(x, y) = x y il faut utiliser Q(x, y) = 1

4 [(x + y)2 − (x − y)2]



Chapitre 5

Fonctions de plusieurs variables

1. Fonctions continues, dérivées partielles

Soit x = (x1, . . . , xn) ∈Rn on note ∥x∥ = (∑n
i=1 x2

i

)1/2
et pour x, y ∈Rn

d(x, y) = ∥x − y∥ =
[

n∑
i=1

(xi − yi )2

]1/2

On définit Br (x0) comme la boule ouverte de rayon r et de centre x0 :
Br (x0) = {y ∈Rn | d(x0, y) < r }

DÉFINITION 5.1. Un ensemble Ω ⊂ Rn est un ouvert si chaque point x de Ω est tel
que pour r assez petit, Br (x) ⊂Ω.

Soit A ⊂Rn et f : A −→R une fonction

DÉFINITION 5.2. On dit que f est continue en x0 ∈ A si limx→x0 f = f (x0). En d’autres
termes

∀ε> 0 ∃δ> 0 tel que ∥x −x0∥ < δ=⇒ | f (x)− f (x0)| < ε.
En général on n’utilise pas la définition, mais les propriétés suivantes

(1) Les fonctions polynomiales : (x1, . . . , xn) 7−→∑
ai1...ik xi1

1 . . . xik
k

sont continues sur Rn .

(2) Les fonctions sin, cos, exp sont continues.

(3) Si f , g sont continues en x0, f · g , f + g sont continues.

(4) Si f est continue en x0 et g continue en f (x0) alors g ◦ f est continue en x0.

(5) Si f ne s’annule pas surΩ et est continue, alors 1
f est continue.

Le lien entre ouverts et fonctions continues est donné par la proposition suivante que
l’on ne démontrera pas.

PROPOSITION 5.3. Si f est continue, l’ensembleΩ= {x ∈Rn | f (x) < 0} est ouvert

Bien entendu on voit que toute expression continue en f avec une inégalité stricte
définit aussi un ouvert.

81
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EXEMPLE 5.4. Si f est continue W = {x | f (x)3+cos( f (x)+1) > 2} est ouvert. En effet
g (x) =−[ f (x)3 +cos( f (x)+1)]−2 est continue et W = {x | g (x) < 0}.

Soit Ω un ouvert de Rn et f : Ω −→ R une fonction. Pour a = (a1, . . . , an) ∈ Rn , on
considère la fonction d’une variable réelle

xi 7−→ f (a1, . . . , ai−1, xi , ai+1, . . . , an)

définie au voisinage de xi = ai .

DÉFINITION 5.5. On appelle dérivée partielle de f par rapport à xi en a, la dérivée
de

xi 7−→ f (a1, . . . , ai−1, xi , ai+1, . . . , an)

en xi = ai . On la note ∂ f
∂xi

(a) (ou parfois ∂xi f (a)).

La dérivée ∂ f
∂xi

se calcule donc en considérant les autres variables x1, xi−1, xi+1, . . . , xn

comme des constantes.

EXEMPLE 5.6. f (x, y) = x2 cos(x y)+ y3

∂ f
∂x (x, y) = 2x cos(x y)−x2 y sin(x y)
∂ f
∂y (x, y) =−x3 sin(x y)+3y2

On peut itérer cette définition : on note
∂2 f
∂x∂y pour ∂

∂x

(
∂ f
∂y

)
et ∂

2 f
∂x2 pour ∂

∂x

(
∂ f
∂x

)
On trouve parfois (mais nous n’utiliserons pas) la notation ∂xx ,∂x y

etc.

DÉFINITION 5.7. On dit que f : Ω −→ R est de classe C 1 si toutes les dérivées par-
tielles de f sont continues. On dit que f est de classe C 2 si les dérivées partielles d’ordre
2 sont continues.

EXEMPLE 5.8. f (x, y) = x2 cos(x y)+ y3

∂2 f

∂y∂x
(x, y) =−2x2 sin(x y)−x2 y sin(x y) =−x3 y cos(x y) =−3x2 sin(x y)−x3 y cos(x y)

∂2 f

∂x∂y
(x, y) = 2cos(x y)−2x y sin(x y)−2x y sin(x y)−x2 y2 cos(x y) =

(2−x2 y2)cos(x y)−4x y sin(x y)

∂2 f
∂x∂y (x, y) =−3x2 sin(x y)−x3 y cos(x y)
∂2 f
∂y2 (x, y) =−x4 cos(x y)+6y

On constate sur cet exemple et on admettra



2. FORMULE DE TAYLOR ET APPLICATIONS AUX EXTRÉMA 83

THÉORÈME 5.9 (Théorème de Schwarz). Si f ∈C 2(Ω,R) on a pour tout a dansΩ.

∂2 f

∂xi∂x j
(a) = ∂2 f

∂x j∂xi
(a)

2. Formule de Taylor et applications aux extréma

SoitΩ un ouvert de Rn .

PROPOSITION 5.10 (Forume de Taylor à l’ordre 1). Si f est de classe C 1 surΩ et a ∈Ω,
il existe α> 0 et ε :Rn −→R continue telle que ε(0) = 0 et

f (a +h) = f (a)+
n∑

i=1
hi
∂ f

∂xi
(a)+∥h∥ε(h)

pour ∥h∥ <α
Explication : Au 1er ordre en h, f (a +h) est donné par l’application affine f (a)+

D f (a) : (h1, . . . ,hn) 7−→∑n
i=1 hi

∂ f
∂xi

(a)

DÉMONSTRATION. Appliquons le Théorème des accroissements finis à Fh(s) = f (a+
sh)− f (a). On a donc f (a +h)− f (a) = ∫ 1

0 F ′
h(s)d s.

Or par composition des fonctions dérivées a 7−→ a + sh et f on a

F ′
h(s) =

n∑
i=1

∂ f

∂xi
(a + sh)hi

Mais F ′
h(s)−F ′

h(0) =∑n
i=1

(
∂ f
∂xi

(a + sh)− ∂ f
∂xi

(a)
)

hi = ∥h∥η(h)

car h 7−→ ∂ f
∂xi

(a + sh)− ∂ f
∂xi

(a) est continue et tend vers 0 lorsque h tend vers 0 (s ∈
[0,1]) donc

f (a +h)− f (a) = F ′
h(0)+|h|ε(h)

où ε(h) = ∫ 1
0 η(sh)d s. □

DÉFINITION 5.11. Si f est de classe C 1 dans un ouvert contenant a, on appelle dif-
férentielle de f en a l’application linéaire de Rn dans R définie par

DF (a)(h1, ...,hn) =
n∑

i=1

∂ f

∂x j
h j

Comme en dimension 1, l’application h 7→ f (a)+D f (a)h est l’application linéaire
qui approche le mieux f au voisinage de a.

Interprétation géométrique : si f est une fonction C 1 de 2 variables, et S la surface
définie par z = f (x, y), alors l’espace tangent en (x0, y0, z0) à S est donné par le graphe
de

(h,k) 7→ DF (x0, y0)(h,k) = ∂ f

∂x
(x0, y0)h + ∂ f

∂y
(x0, y0)k
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3. Extrema de fonctions de plusieurs variables réelles

Nous voulons trouver les maxima et minima de f . Rappelons que pour n = 1, si f a
un maximum ou un minimum en a0 ∈R, on a f ′(a0) = 0. De même

PROPOSITION 5.12. Si f ∈C 1(Ω,R) a un maximum ou un minimum en a0 on a
D f (a0) = 0.

DÉMONSTRATION. Si D f (a0) ̸= 0 prenons h =α∇ f (a0) avcα assez petit. Alors f (a0+
h) = f (a0)+α|∇ f (a0)|2 +αε(α∇ f (a0)). On aura alors –pour α suffisamment petit–

|ε(α∇ f (a0))| < 1

2
|∇ f (a0)|2

et donc f (a0+h) > f (a0)+ α
2 |∇ f (a0)|2 ce qui fait que a0 ne peut être un maximum local

.
De même en montrant que f (a0 −h) < f (a0)− α

2 |∇ f (a0)|2 on voit que a0 ne peut
être un minimum local. □

REMARQUE 5.13. Cela signifie que si ∇ f (a0) ̸= 0 la fonction f augmente si on se
déplace dans la direction de ∇ f (a0) et diminue si on se déplace dans la direction de
−∇ f (a0).

Comment savoir si un point a0 tel que D f (a0) = 0 est un maximum, un minimum
ou ni l’un ni l’autre. En dimension 1, c’est simplement le signe de f ′′(a0) qui permet de
décider. Dans le cas de plusieurs variables, c’est un peu plus compliqué : D2 f (a0) peut
être non-dégénérée, sans que f n’ait ni un maximum ni un minimum.

EXEMPLE 5.14. Pour f (x, y) = x + y2 0 est un minimum, pour f (x, y) = −x2 − y2 0
est un maximum, pour f (x, y) = x2 − y2 on n’a ni un maximum ni un minimum car
f (0,ε) =−ε2 < 0 f (ε,0) = ε2 > 0

Pour décider, il faut regarder les dérivées d’ordre 2.
On pose alors pour h = (h1, . . . ,hn) ∈Rn

DÉFINITION 5.15. Si f ∈C 2(Ω,R) on appelle différentielle seconde de f en a la forme

quadratique D2 f (a)(h) =∑
1≤i≤n,1≤ j≤n

∂2 f
∂xi∂x j

(a)hi h j

C’est une forme quadratique dont la matrice associée est

D2 f (a) =
(
∂2 f

∂xi∂x j
(a)

)
1≤i≤n,1≤ j≤n

EXEMPLE 5.16. 1) f (x, y) = x2 cos(x y)+ y3

D2 f (0,0) est la matrice

(
2 0
0 0

)
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2) f (x, y) = 2x +3y − y +x2 +x y + y3

D2 f (0,0) =
(
1 1
1 −1

)
PROPOSITION 5.17 (Formule de Taylor à l’ordre 2). Soit f ∈ C 2(Ω,R). Soit a ∈ Ω, il

existe alors α> 0 et ε :Rn −→R continue telle que ε(0) = 0 et
f (a +h) = f (a)+D f (a)h + 1

2 D2 f (a)(h)+∥h∥2ε(h)
pour ∥h∥ <α
Soit f :Ω−→R une fonction

DÉFINITION 5.18. On dit que f a un maximum (resp. minimum) local en x0 ∈Ω s’il
existe r > 0 tel que ∀x ∈ Br (x0) f (x) ≤ f (x0) (resp f (x) ≥ f (x0))

On dit que f a un maximum local strict (resp. minimum local strict) en x0 ∈Ω, s’il
existe r > 0 tel que ∀x ∈ Br (x0) \ {x0} f (x) < f (x0) (resp. f (x) > f (x0))

REMARQUE 5.19. Bien entendu s’il existe un maximum absolu de f sur Ω i.e ∀x ∈
Ω f (x) ≤ f (x0) alors c’est un maximum local.

� CommeΩ est ouvert, f n’atteint pas forcément son sup surΩ.

EXEMPLE 5.20. SurΩ= B1(0) la fonction x2+y2 vérifie sup(x,y)∈B1(0)(x2+y2) = 2 mais

x2 + y2 < 2 sur B1(0).

On a vu que si f a un maximum ou un minimum local en x0 ∈Ω on a D f (x0) = 0.

DÉFINITION 5.21. Soit f ∈ C 1(Ω,R). On appelle points critiques de f les points x0

tels que D f (x0) = 0.

Les extrema de f (maximums ou minimums) sont donc à chercher parmi les points
critiques de f .

Si f est de classe C 2 on peut écrire la formule de Taylor à l’ordre 2
f (x0+h) = f (x0)+D f (x0)h+ 1

2 D2 f (x0)(h)+∥h∥2ε(h) et si D f (x0) = 0 (i.e x0 est point
critique de f ) on a

f (x0 +h) = f (x0)+ 1

2
D2 f (x0)(h)+∥h∥2ε(h)

On peut donc espérer que le signe de f (x0 +h)− f (x0) soit déterminé par celui de
D2 f (x0)(h).

PROPOSITION 5.22. Soit f ∈C 2(Ω,R) et x0 un point critique de f .

— Si D2 f (x0) est définie négative (resp. positive) alors f a un maximum (resp. mi-
nimum) local en x0.

— Si D2 f (x0) est de signature (p, q) avec p ̸= 0 alors x0 n’est pas un maximum local.
Si q ̸= 0 ce n’est pas un minimum local.
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On va d’abord montrer

LEMMA 5.23. Soit Q une forme quadratique sur Rn .

— Si Q est définie positive (resp. négative) il existe ε0 > 0 tel que Q(x) ≥ ε0∥x∥2 (resp
Q(x) ≤−ε0∥x∥2)

— Si Q est de signature (p, q) avec p ̸= 0 il existe u ∈Rn , ε0 tels que Q(tu) ≥ ε0t 2.

— Si Q est de signature (p, q) avec q ̸= 0 il existe v ∈ Rn et ε0 > 0 tel que Q(t v) ≤
−ε0t 2.

DÉMONSTRATION. Si Q est définie positive, on a vu qu’il existe une base orthonor-
mée où Q(x) = a1x2

1 + . . .+an x2
n si ε0 = inf1≤i≤n > 0 on a Q(x) ≥ ε0∥x∥2.

Le cas Q définie négative est analogue. Si Q est de signature (p, q) elle se ramène à
une forme quadratique sur Rn .

Si Q est de signature (p, q) avec p ̸= 0 il existe u ∈ Rn tel que Q(u) > 0. Alors posant
Q(u) = ε0 on aura bien Q(tu) ≥ ε0t 2. De même si q ̸= 0 il existe v ∈ Rn tel que Q(v) =
−ε0 < 0 donc Q(t v) ≤−ε0t 2. □

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.22. Si Q est définie positive, la formule de
Taylor à l’ordre 2 nous dit que f (x0 +h)− f (x0) ≥ ε0

2 ∥h∥2 +|h|2ε(h). Pour |h| assez petit,
ε(h) >−ε0

4 et donc

f (x0 +h)− f (x0) ≥ ε0

2
∥h∥2 − ε0

4
∥h∥2 = ε0

4
∥h∥2

et x0 est donc un minimum local. La démonstration dans le cas D2 f (x0) définine néga-
tive est identique.

Si Q est de signature (p, q) avec p > 0, on a

f (x0 + tu)− f (x0) = 1

2
D2 f (x0)(tu)+∥tu∥2ε(tu) ≥ t 2(

ε0

2
+∥u∥2ε(tu))

Pour t assez petit − ε0
4|u|2 < ε(tu) donc si t ̸= 0 est assez petit

f (x0 + tu)− f (x0) ≥ ε0

4
t 2 > 0

et x0 n’est pas un minimum local.
De même, si q ̸= 0, on voit que x0 n’est pas un maximum local. □

REMARQUE 5.24. � Si Q est positive mais pas définie positive, on ne peut pas
conclure.

EXEMPLES 5.25. 1) f (x, y) = sin(x2 + y2)+ y2

On ne peut pas trancher en fonction de x2 + y6 a un min local en (0,0)
x2 − y6 n’a ni minimum ni maximum local en (0,0)
−x2 − y6 a un maximum local en (0,0)
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4. Appendice : Polygone convexe extrémal inscrit dans un cercle

On considère un polygone convexe dont les sommets sont sur le cercle unité et on
souhait qu’il ait le plus grand périmètre possible. Si les n sommets sont de la forme
1,e iϕ1 , ...,e iϕn−1 (on peut toujours supposer que le premier sommet est en 1), on pose
θ j =ϕ j+1 −ϕ j où on a posé ϕ0 = 0.

O
A1

A2

A3

A4

A5

ϕ1

ϕ2ϕ3

ϕ4

ϕ5

θ1
θ2

θ3

θ4

θ5

ϕ j : arguments des sommets
θ j : angles entre sommets
Polygone convexe
Cercle unité

FIGURE 5.1 – Un polygone convexe et les angles ϕ j ,θ j

On voit que le polygone est déterminé par les θ j et que θ1 + ...+θn = 2π. Pour n fixé
on cherche le polygone de périmètre maximal. On vérifie sans peine que ce périmètre
vaut

L(θ1, ...,θn−1) = 2sin(
θ1

2
)+2sin(

θ2

2
)+ ...+2sin(

θn−1

2
)+2sin(

θn

2
) =

2

[
sin(

θ1

2
)+2sin(

θ2

2
)+ ...+ sin(

θn−1

2
)+ sin(

2π−θ1 + ...θn−1

2
)

]
On a alors

∂L

∂θ j
(θ1, ...,θn−1) = 2cos(

θ j

2
)−2cos(

2π−θ1 + ...θn−1

2
))
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donc un point critique correspond à cos(
θ j

2 ) = cos( 2π−θ1+...θn−1
2 )) quel que soit j donc en

un extrémum local, on a que tous les cos(
θ j

2 ) sont égaux à cos( 2π−θ1+...θn−1
2 ) = cos( 2π−θ1+...θn

2 ).
Comme 0 < θ j <π, car les angles d’un polygône convexe sont saillants, il en résulte que
les θ j sont tous égaux, et donc égaux à 2π

n .
Conclusion : le seul point critique est donné par ( 2π

n , ..., 2π
n ).

Calculons la différentielle seconde en ce point. On a

∂2L

∂θ2
j

(θ1, ..,θn−1) =−sin(
θ j

2
)− sin(

2π−θ1 + ...+θn−1

2
)

et pour i ̸= j
∂2L

∂θi∂θ j
(θ1, ..,θn−1) =−sin(

2π−θ1 + ...+θn−1

2
)

Comme θ j = 2π
n , la forme quadratique est

−sin(
2π

n
)

[
2x2

1 + ...+2x2
n − ∑

i< j
xi x j

]
et 2x2

1+...+2x2
n+

∑
i< j xi x j = (

∑n
i=1 xi )2+∑n

i=1 x2
i . Cette quantité est positive si (x1, .., xn) ̸=

(0, ..,0) et donc D2L( 2π
n , 2π

n , .., 2π
n ) est définie négative. On en conclut que ce point cor-

respond à un maximum local.
Conclusion : le polygone régulier réalise un maximum local de la longueur des po-

lygônes à n côtés. On peut en fait montrer que c’est un maximum global.



Chapitre 6

Équations différentielles d’ordre 1

1. Généralités

Soient U ,Ω deux intervalles ouverts et F : U ×Ω→R une fonction.

DÉFINITION 6.1. On appelle solution de l’équation

(ED) x ′(t ) = F (t , x(t ))

une fonction x : I →R telle que :

— I ⊂U est un intervalle ouvert

— x est dérivable et x(I ) ⊂Ω
— x ′(t ) = F (t , x(t )) pour t ∈ I .

1.1. Exemples.

EXEMPLES 6.2. (1) Résoudre x ′(t ) = f (t ), c’est calculer
∫ t

0
f (s)d s

(2) x ′(t ) = x(t ), les solutions sont x(t ) =Ce t , C ∈R
(3) x ′(t ) = cos(t ) + ln(x(t ) − 1) U =]0,+∞[, Ω =]1,+∞[. On ne sait pas résoudre

explicitement cette équation.

On n’abordera pas ici des équations implicites, c-est-à-dire de la forme F (t , x(t ), x ′(t )) =
0.

En général une équation différentielle n’a pas de solution "explicite" donnée par
des fonctions "élémentaires". Dans ce cas, on s’attache à comprendre ces solutions de
manière qualitative/géométrique. Mais pour cela on utilise les quelques cas où on peut
résoudre explictement les équations.

1.2. Interprétation géométrique. On considère le graphe (t , x(t )) de x.
C’est une courbe dans R2 dont la tangente en (t0, x(t0)) est donnée par

(1, x ′(t0)) = (1,F (t0, x(t0)))

soit une droite de pente F (t0, x0) où x0 = x(t0).
On peut alors tracer en chaque point (t0, x0) ∈ U ×Ω un petit segment D(t0, x0) de

pente F (t0, x0).

89
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Alors x est solution de l’équation différentielle x ′(t ) = F (t , x(t )) si et seulement si
son graphe est tangent en chaque point à D(t0, x0).

t

x

Il est souvent utile de séparer le plan en régions où la pente est positive (i.e. x est
croissante) négative (i.e. x est décroissante).

EXEMPLE 6.3. F (t , x) = t −x2

0 1 2 3 4 5
t

3

2

1

0

1

2

3

x

Solutions de x′(t) = t x2

t = x2

FIGURE 6.1 – Solutions de l’équation x ′(t ) = t − x2. La parabole bleue
sépare la région où les solutions sont croissantes de celle où elles sont
décroissantes.

On voit sur la figure que lorsqu’une solution entre dans la région t > x2, elle n’en
sort plus.

La méthode géométrique permet aussi de voir rapidement les symétries de l’équa-
tion :
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(1) Si F (t , x) = −F (t ,−x) on a une symétrie du champ de tangentes par rapport
à l’horizontale Ot . Donc si x est solution, −x l’est aussi, car en posant y(t ) =
−x(t ) on a y ′(t ) =−x ′(t ) =−F (t , x(t )) =+F (t ,−x(t )) = F (t , y(t )).

(2) Si F (−t , x) = −F (t , x) on a symétrie par rapport à l’axe Ox. Donc si x est solu-
tion, y(t ) = x(−t ) est aussi solution.

(3) Si F est périodique en t , le champ D(t , x) est invariant par translation de T où
t , donc si x est solution, y(t ) = x(t +T ) est solution, pour tout c ∈R :

y ′(t ) = x ′(t +T ) = F (t +T, x(t +T )) = F (t , y(t ))

En particulier si F ne dépend pas de t , x(t + c) est solution pour tout c ∈R.
Lorsque F ne dépend pas de t on dit que l’équation est autonome.

2. Définition et propriétés générales

DÉFINITION 6.4. (1) Soient x1 : I1 → R et x2 : I2 → R deux solutions de x ′(t ) =
F (t , x(t )). On dit que x2 prolonge x1 si I1 ⊆ I2 et x2|I1 = x1.

(2) On dit que x : I → R est une solution maximale si il n’existe pas de solution
prolongeant x.

(3) On dit que x est une solution globale si I =U .

Une solution globale est évidemment maximale !

EXEMPLE 6.5. (1) x ′(t ) = 1+x(t )2

x(t ) = tan(t ) est solution, car

x ′(t ) = tan′(t ) = sin(t )

cos(t )

′
= cos2(t )+ sin2(t )

cos2(t )
= 1+ tan2(t )

Comme 1+x2 ne dépend pas de t , tan(t + c) est aussi solution.

Comme lim
t→±π/2

tan(t ) = ±∞ on a que tan est définie sur ]−π/2,π/2[ et est

une solution maximale : une solution coïncidant avec tan(t ) sur un intervalle
contenant ]−π/2,π/2[ ne peut être continue.

2.1. Résolution d’équations autonomes. Soit f : R→ R, on considère l’équation
x ′(t ) = f (x(t )) (ED).

Soit I un intervalle sur lequel f ne s’annule pas et G une primitive de 1
f surΩ⊂R.

G ′(x) = 1

f (x)

Alors si x est solution de l’équation (ED) et x(I ) ⊂Ω on a :

d

d t
G(x(t )) =G ′(x(t ))x ′(t ) = 1

f (x(t ))
· f (x(t )) = 1
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donc G(x(t )) =G(x(0))+ t et x(t ) =G−1(t + c).

EXEMPLE 6.6. (1) x ′ = x

G(x) =
∫

d x

x
= ln(x), ln(x(t )) = t + c

Donc x(t ) =Ce t .

(2) x ′(t ) =
p

1−x2

G(x) =
∫

d xp
1−x2

= Arcsin(x)

Arcsin(x(t )) = t + c x(t ) = sin(t + c).

(3) x ′(t ) =p
x(t )

G(x) =
∫

d xp
x
= 2

p
x

2
p

x = c − t , x(t ) = 1
4 (c − t )2

Notons aussi que x(t ) = 0 est solution.

2.2. Méthode mnémotechnique (non rigoureuse). On écrit

d x

d t
= f (x) ⇔ d x

f (x)
= d t

et on intègre des deux côtés, ce qui donne∫ x(t )

0

d x

f (x)
=

∫ t

t0

d t

G(x(t ))−G(x(0)) = t − t0

3. Équations à variables séparables

Il s’agit d’équations du type x ′(t ) = a(t ) f (x(t )).

EXEMPLE 6.7. x ′(t ) = a(t )x(t ) (eq. linéaire)

x(t ) = exp

(∫ t

t0

a(s)d s

)
Posant G(x) = ∫ x

0
du

f (u) on a

d

d t
G(x(t )) = a(t )

donc

G(x(t )) =
∫ t

t0

a(s)d s = A(t )

et x(t ) =G−1(A(t )).
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EXEMPLE 6.8. x ′(t ) = t (1−x2(t ))

G(x) =
∫ x

0

du

1−u2

= 1

2

∫
du

1−u
+ 1

2

∫
du

1+u
= 1

2
ln

(
1+x

1−x

)
A(t ) = t 2

2 d’où

ln(1−x3) = t 2

2

1−x3 = e t 2/2

x = 3
√

1−e t 2/2

4. Problème de Cauchy

Le problème de Cauchy pour l’équation différentielle x ′(t ) = F (t , x(t )) est la re-
cherche de solutions de cette équation avec condition initiale fixée, i.e.{

x ′(t ) = F (t , x(t ))

x(t0) = x0

où t0, x0 sont fixés.
Le résultat fondamental est :

THÉORÈME 6.9 (Cauchy-Lipschitz). Soient U ,Ω des intervalles ouverts de R, F : U ×
Ω→R telle que :

(1) F est continue sur U ×Ω
(2) (t , x) 7→ ∂F

∂x (t , x) est (définie) et continue sur U ×Ω.

Alors pour tout (t0, x0) ∈U ×Ω, le problème de Cauchy{
x ′(t ) = F (t , x(t ))

x(t0) = x0

admet une solution maximale unique.

De nombreuses équations de la mécanique, physique, biologie, etc... sont des équa-
tions différentielles. Le paramètre t jouant souvent le rôle du temps, le Théorème de
Cauchy-Lipschitz dit que - sous certaines conditions portant sur l’équation - le phéno-
mène qui décrit est déterministe : connaissant l’état du système x0 à l’instant t0, permet
de décrire l’état du système dans le futur... (t > t0) mais aussi dans le passé (t < t0).

Cela semble "physiquement évident", mais ce n’est pas le cas :
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4.1. L’équation du seau qui se vide. Considérons un seau contenant de l’eau, percé
d’un trou à sa base et mesurons h(t ) la hauteur d’eau à l’instant t .

h(t)

Trou

Les lois de l’hydrodynamique se traduisent par l’équation

h′(t ) =−C
√

h(t )

Posant C = 1, on a vu que l’on a comme solutions

x(t ) = 1

4
(t − c)2, x(t ) = 0

Mais on peut aussi combiner des solutions :

x(t ) =
{

1
4 (t −a)2 t ≤ a

0 c < t ≤+∞

Physiquement, le seau se vide, car h′(t ) ≤ 0 et une fois qu’il est vide... il reste vide !
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t

h(t )

a

Seau qui se vide

Seau vide

Mais on voit que même pour ces solutions, il n’y a pas de déterminisme : lorsque
le seau est vide, on ne peut dire à quel moment il a été plein. Il n’y a donc pas uni-
cité, ce qui ne contredit pas le Théorème de Cauchy, car nous ne sommes pas dans son
domaine d’application : x 7→p

x n’est pas dérivable en x = 0.

5. Conséquences de Cauchy-Lipschitz

On considère l’équation x ′(t ) = F (t , x(t )) et on suppose vérifiées les hypothèses (et
donc les conclusions !) du Théorème de Cauchy-Lipschitz. On considère des graphes
{(t , x(t ))|t ∈U } des solutions.

PROPOSITION 6.10. (1) Par chaque point (t0, x0) ∈U ×Ω passe le graphe d’une
solution maximale de (ED).

(2) Si les graphes de deux solutions maximales ont un point commun, alors ces
graphes (et donc les solutions) coïncident.

L’assertion (1) n’est que la reformulation de l’existence dans Cauchy-Lipschitz, (2)
la reformulation de l’unicité.

Géométriquement, cela signifie que U ×Ω est réunion disjointe de graphes de solu-
tions.

6. Explosion en temps fini (ou le Théorème des bouts)

Il s’agit de comprendre ce qui peut se passer lorsqu’on a une solution maximale qui
n’est pas globale pour l’équation x ′(t ) = F (t , x(t )).

6.1. Exemples.

(1) x ′(t ) = x(t )2 définie sur R×R.
Les solutions sont x(t ) = − 1

t−c définies sur ]−∞,c[ ou ]c,+∞[ et x(t ) = 0.
Ce sont des solutions maximales, car limt→c

∣∣ 1
t−c

∣∣=+∞.
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Il n’y a eu à pas d’autres après Cauchy-Lipschitz, car x(t0) = x0 équivaut à
− 1

t0−c = x0 soit c =−1+x0t0
x0

si x0 ̸= 0.

Si x0 = 0, x(t ) = 0. C’est la seule solution globale !

(2) x ′(t ) = 1+x(t )2 définie sur R×R.

Les solutions sont x(t ) = tan(t −c) définies sur ]−π/2+c,π/2+c[. Elle sont
maximales car limt→±π/2+c tan(t − c) =±∞.

t

x(t )

−π
2

π
2

Il n’y en a pas d’autres car x(t0) = x0 équivaut à tan(t0 − c) = x0. Or tanθ0 =
x0 a une unique solution dans ]−π/2,π/2[ et t0 − c = θ0 ⇔ c = t0 −θ0. On peut
donc réaliser n’imprte quelle condition initiale avec les fonctions t → tan(t−c).
Par Cauchy-Lipschitz on a donc obtenu toutes les solutions maximales.

Soit donc F définie sur U×Ω avec U =]u−,u+[ etΩ=]ω−,ω+[ avec u−,ω− ∈R∪{−∞},
u+,ω+ ∈R∪ {+∞}.

THÉORÈME 6.11 (Explosion en temps fini ou des bouts). Soit x : I → R une solution
maximale de (ED), où I =]t−, t+[, vérifiants les hypothèses du Théorème de C-L. Alors si x
n’est pas globale :

(1) Soit t+ < u+ et alors limt→t+ x(t ) =ω1 ou ω2

(2) Soit t− > u− et alors limt→t− x(t ) =ω1 ou ω2

COROLLARY 6.12. Sous les hypothèses du Théorème si ω1 = −∞, ω2 = +∞ (i.e. F est
définie sur U ×R) une solution maximale bornée est globale.

DÉMONSTRATION. Si x n’était pas globale, on devrait avoir limt→u+ |x(t )| = +∞ ou
limt→u− |x(t )| = +∞ et x ne serait pas bornée. □

Interprétation géométrique du Théorème : Le graphe d’une solution maximale ne
peut s’interrompre au milieu du rectangle U ×Ω, elle doit nécessairement aller d’un
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bord à un autre bord. Voici donc à quoi doit ressembler le tracé des solutions maximales
de (ED).

Ω

U

ω−

ω+

u− u+

FIGURE 6.2 – Les courbes bleues sont les solutions globales. Les courbes
rouges vérifient limt→+∞ x(t ) = ω+ et limt→−∞ x(t ) = ω+. Les courbes
vertes vérifient limt→+∞ x(t ) =ω− et limt→−∞ x(t ) =ω−.

EXEMPLE 6.13. x ′(t ) = t (x2(t )−1) définie sur R.
F (t , x) = t (x2 −1) est C 1 en x, donc l’équation vérifie les hypothèses du Théorème

de Cauchy-Lipschitz.
Solutions constantes : Correspondent aux valeurs de x pour lesquelles F (t , x) = 0

pour tout t , donc x(t ) ≡ 1 et x(t ) ≡−1
Étude géométrique : Par le Théorème de Cauchy-Lipschitz : Si x(t ) est solution

(a) soit x(t ) <−1 ∀t

(b) soit −1 < x(t ) < 1 ∀t

(c) soit 1 < x(t ) ∀t

Pas d’ "explosion en temps fini" dans le cas (b), la solution maximale est globale.
Dans les cas (a) et (c), on ne peut pas savoir a priori.
Étude analytique : L’équation est à variables séparables :

x ′(t )

x2(t )−1
= t

d’où
∫

x ′(t )

x2(t )−1
= t 2

2
+ c
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Or
∫

d x

x2 −1
=

∫
1

2(x +1)
− 1

2(x −1)
= 1

2
ln

∣∣∣∣x +1

x −1

∣∣∣∣
Donc

∣∣∣ x(t )+1
x(t )−1

∣∣∣=Ce t 2
où C = ec > 0

(a) et (c) : Si |x(t )| > 1 on a x(t )+1
x(t )−1 =Ce t 2

d’où x(t )(1−Ce t 2
) =−(1+Ce t 2

) et

x(t ) = Ce t 2 +1

Ce t 2 −1

La solution maximale est définie sur e t 2 > 1
C ou e t 2 < 1

C soit t 2 >− logC i.e. R si C > 1

(x(t) > 1), ]−∞,−√− logC [ ou ]
√− logC ,+∞[ si 0 <C < 1 (x(t) < -1).

On a donc des solutions non globales.
On voit que x(t ) <−1 si 0 <C < 1 sur ]−√− logC ,

√
logC [ et x(t ) > 1 sinon.

(b) : Si −1 < x(t ) < 1 on a 1+x(t )
1−x(t ) =Ce t 2

d’où

x(t ) = 1−Ce t 2

1+Ce t 2

La solution est globale, comme prévu.

7. Appendice : valeurs asymptotiques des solutions dans le cas autonome

Sout x ′(t ) = f (x(t )) une équation différentielle. On suppose f de classe C 1, ce qui
fait qu’on peut appliquer le Théorème de Cauchy-Lipschitz. Les solutions constantes
correspondent aux zéros de f , i.e. aux solutions de f (x) = 0. Soit z0 une telle valeur.

PROPOSITION 6.14. Supposons que dans un intervalle ]a, z0[ f soit strictement posi-
tive. Alors que toute solution de condition initiale en x0 ∈]a, z0[ est croissante et limt→∞ x(t ) =
z0

DÉMONSTRATION. Supposons qu’il existe t > t0 tel que x(t ) ∉]a, z0[. Il doit alors
exister t1 tel que soit x(t1) = x0 ce qui n’est pas possible car deux solutions en peuvent
se croiser, soit que x reprend la valeur a et comme x ′(t0) > 0, x(t0) > a il existe t1 tel
que x(t1) ∈ [a, z0[ et x ′(t1) < 0. Par le Théorème des valeurs intermédiaires x ′(t2) = 0
mais alors f (x(t2)) = 0 avec x(t2) ∈ [a, z0[ ce qui contredit l’hypothèse. Donc x est crois-
sante et a une limite x∞ en t = +∞. Comme x(t ) ≤ z0 on a forcément x∞ ∈ [a, z0].
Supposons x∞ < z0, et soit ε0 > 0 une borne inférieure de f sur [a, x∞]. On doit alors
avoir x(t )−x(t0) ≥ ε0(t − t0), mais cela entraînerait limt→+∞ x(t ) =+∞ ce qui contredit
x(t ) ≤ z0.

On a donc nécessairement x∞ = z0. □

On voit alors que si z0, z1 sont deux zéros consécutifs de f , toute solution va asymp-
totiquement de l’une à l’autre et est globale. Par contre si f n’a pas de zéro inférieur à
z0, et par exemple et strictment négative sur ]−∞, z0[, la solution sera asymptotique à
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z0 lorsque t tend vers −∞, sera donc définie sur un intervalle −∞, t+[ (t+ ∈R∪ {+∞} et
limt→t+ x(t ) =−∞.

t

x

x = 1

x = −1

FIGURE 6.3 – Solutions de x ′(t ) = 1−x(t )2





Chapitre 7

Équations Différentielles Linéaires

L’objet de ce chapitre est l’étude des équations différentielles "vectorielles" linéaires

x ′(t ) = A(t )x(t )+b(t )

où x(t ) ∈Kn , A(t ) ∈ Mn×n(K), b(t ) ∈Kn .

1. Équations différentielles linéaires en dimension 1.

1.1. Généralités.

(EL1) x ′(t ) = a(t )x(t )+b(t )

où a,b ∈C 0(U )
Cela se réécrit x ′(t ) = F (t , x(t )) avec F (t , x) = a(t )x +b(t ), ∂F

∂x (t , x) = a(t ) et F est C 1 en
x, donc on peut appliquer Cauchy-Lipschitz.

THÉORÈME 7.1. Le problème de Cauchy{
x ′(t ) = a(t )x(t )+b(t )
x (t0) = x0

admet une unique solution maximale pour (t0, x0) ∈U ×R.

REMARQUE 7.2. (1) On verra que les solutions sont toujours globales : il ne peut y
avoir « explosion en temps fini ».
(2) On appelle équation homogène associée à (EL1), l’équation

(E H1) z ′(t ) = a(t )z(t )

C’est une équation à variables séparables.

PROPOSITION 7.3. La solution de

{
z ′(t ) = a(t )z(t )
z (t0) = z0.

est donnée par

z(t ) = z0 exp

(∫ t

t0

a(s)d s

)
101
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DÉMONSTRATION. La dérivation de fonctions composées donne

z ′(t ) = z0a(t )exp

(∫ t

t0

a(s)d s

)
= a(t )z(t )

Comme z (t0) = z0, le Théorème de Cauchy-Lipschitz nous dit que c’est l’unique
solution. □

REMARQUE 7.4. (1) La solution est globale.
(2) On n’a pas dit comment on a trouvé la solution : comme z ≡ 0 est solution, les
autres solutions ne s’annulent jamais. On écrit l’équation sous la forme z ′(t )

z(t ) = a(t ) soit
d

d t ln(z(t )) = a(t ) et en intégrant de t0 à t

ln(z(t ))− ln(z (t0)) =
∫ t

t0

a(s)d s.

d’où z(t ) = z (t0)exp
(∫ t

t0
a(s)d s

)
.

= z0 exp

(∫ t

t0

a(s)d s

)
Le Théorème de Cauchy-Lipschitz permet de dire qu’on a bien trouvé toutes les

solutions.
(3) L’espace des solutions de (EH1) est un espace vectoriel de dimension 1. Si z1, z2 sont
solutions de (EH1) il en est de même de z1 + z2,λz1 pour λ ∈ R. L’application z(t ) 7−→
z (t0) est une bijection linéaire de l’espace des solutions sur R.

1.2. Méthode de variation des constantes. Revenons à l’équation (EL1) et soit z
une solution non nulle de z ′(t ) = a(t )z(t ) (et ne s’annulant donc jamais !). On pose
c(t ) = x(t )

z(t ) d’où x(t ) = c(t )z(t ). L’équation (EL1) s’écrit alors

x ′(t ) = c ′(t )z(t )+ c(t )z ′(t ) = a(t )c(t )z(t )+b(t )

soit, vu que z ′(t ) = a(t )z(t )

c ′(t )z(t )+ c(t )a(t )z(t ) = a(t )c(t )z(t )+b(t )

i.e. c ′(t )z(t ) = b(t ) et donc c ′(t ) = b(t )
z(t )

d’où c(t ) = ∫ t
t0

b(s)
z(s) d s + c(t0)

Or on a une expression explicite pour z : z(t ) = exp A(t ) où A(t ) = ∫ t
t0

a(s)d s et donc

c(t ) = ∫ t
t0

b(s)exp(−A(s))d s + c(t0).
La condition x (t0) = x0 s’exprime par c (t0) = x0

z(t0) = x0.
On a donc montré :
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THÉORÈME 7.5. Les solutions maximales de{
x ′(t ) = a(t )x(t )+b(t )
x (t0) = x0

sont globales et données par la formule

x(t ) =
(∫ t

t0

b(s)e−A(s)d s

)
e A(t )

+x0e A(t )

où A(t ) =
∫ t

t0

a(s)d s

REMARQUES 7.6. (1) On voit que toute solution est somme d’une solution par-
ticulière(∫ t

t0
b(s)e−A(s)d s

)
e A(t ) (obtenue en prenant x0 = 0 ) et d’une solution de (E H) :

x0e A(t ).
Ceci n’est pas surprenant, car la différence de deux solutions de (EL1) est une
solution de (E H1) : si x ′

1(t ) = a(t )x1(t )+b(t )

x ′
2(t ) = a(t )x2(t )+b(t )

(x1 −x2)′ (t ) = a(t ) (x1 −x2) (t ).

Donc si on a trouvé une solution particulière, on trouve toutes les solutions
en ajoutant les solutions de (EH1).

(2) Il est plus important de retenir la méthode de résolution par variation de la
constante que la formule donnée par le Théorème.

EXEMPLES 7.7. (1)
x ′(t ) = 5t 2x(t )+ t 2

L’équation homogène associée est z ′(t ) = 5t 2z(t ) soit z(t ) =Ce
5t3

3 .

On voit que x ≡−1
5 est solution, donc les solutions sont x(t ) =−1

5 +Ce
5
3 t 3

.

(2) x ′(t ) = 1
t x(t )+ 1

ln2(t )
sur ]1,+∞[.

L’équation homogène associée est z ′(t ) = 1
t z(t )

d’où z(t ) =Ce ln(t ) =C t . On pose alors x(t ) = c(t )t d’où

x ′(t ) = c ′(t )t + c(t ) = c(t )+ 1

ln(t )2

et c ′(t )t = 1
ln(t )2 , soit c ′(t ) = 1

t ln(t )2 = (ln(t ))′
(ln(t ))2 .

Finalement on obtient c(t ) = −1
ln(t ) +C , donc x(t ) = −t

ln(t ) +C t
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2. Équations différentielles linéaires en dimension quelconque

2.1. Généralités. Ce sont les équations

(EL) x ′(t ) = A(t )x(t )+b(t )

où t 7−→ A(t ) et t −→ b(t ) sont continues sur U (i.e. t 7−→ ai j (t ) et t 7−→ bi (t ) sont conti-
nues)

En coordonnées, si x(t ) est le vecteur colonnex1(t )
...

xn(t )

 , A(t ) =

 a1,1(t ) . . . a1,n(t )
...

...
an,1(t ) · · · an,n(t )



et b(t ) =

 b1(t )
...

bn(t )

 l’équation se réécrit


x ′

1(t ) = a1,1(t )x1(t )+·· ·+a1,n(t )xn(t )+b1(t )
...
x ′

n(t ) = an,1(t )x1(t )+·· ·+an,n(t )xn(t )+bn(t )

On appelle système homogène associé à (EL) l’équation z ′(t ) = A(t )z(t ) (EH)

PROPOSITION 7.8. L’espace des solutions de (EH) est un espace vectoriel.

DÉMONSTRATION. Il suffit de vérifier que si z1, z2 sont solutions et λ ∈R alors z1+z2

et λz1 sont solutions. □

Le Théorème de Cauchy-Lipschitz est encore valable dans ce cadre :

THÉORÈME 7.9 (Cauchy-Lipschitz). Soient t 7−→ A(t ) et t 7−→ b(t ) continues sur U .
Alors pour tout t0 ∈U , x0 ∈Rn le problème de Cauchy{

x ′(t ) = A(t )x(t )+b(t )
x (t0) = x0

admet une unique solution maximale qui est globale.

COROLLARY 7.10. L’espace vectoriel E des solutions de (EH) est de dimension n. Pour
tout t0 ∈U l’application z −→ z (t0) de E dans Rn est un isomorphisme.

DÉMONSTRATION. L’application z −→ z (t0) est linéaire. L’existence dans le Théo-
rème de C-L dit que cette application est surjective, l’unicité qu’elle est injective. C’est
donc un isomorphisme, donc dimE = dim(Rn) = n. □
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REMARQUE 7.11. (1) Si (z1, . . . , zn) est une base de E alors pour chaque t0 ∈ R, la
famille (z1 (t0) , . . . , zn (t0)) est une base de Rn .
(2) Contrairement au cas de la dimension 1, il n’y a pas de méthode générale simple
pour résoudre (E H) dès que n Ê 2.
(3) Bien entendu toute solution de (EL) est ici encore somme d’une solution particulière
et de la solution générale de (EH).

2.2. Méthode de variation des constantes. Supposons connue une base z1, . . . zn

de E . On va écrire x(t ) =α1(t )z1(t )+·· ·+αn(t )zn(t )
L’équation x ′(t ) = A(t )x(t )+b(t ) s’écrit alors

α′
1(t )z1(t )+·· ·+α′

n(t )zn(t )+α1(t )z ′
1(t )+·· ·+αn(t )z ′

n(t ) =
α1(t )A(t )z1(t )+·· ·+αn(t )A(t )zn(t )+b(t )

soit

α′
1(t )z1(t )+·· ·+α′

n(t )zn(t ) = b(t )

Les α′
i sont donc les coordonnées dans la base zi (t ) de b(t ).

EXEMPLE 7.12. Pour ω ̸= 0 on considère l’équation(
x ′

1(t )
x ′

2(t )

)
=

(
0 1

−ω2 0

)(
x1(t )
x2(t )

)
+

(
b1(t )
b2(t )

)
z1(t ) =

(
cos(ωt )

−ωsin(ωt )

)
, z2(t ) =

(
sin(ωt )
ωcos(ωt )

)
z1(0) =

(
1
0

)
, z2(0) =

(
0
ω

)
et z1, z2 constituent bien une base de l’espace des solutions de

l’équation homogène.
On doit alors résoudre :

α′
1(t )z1(t )+α′

2(t )z2(t ) = b(t )

Soit {
α′

1(t )cos(ωt )+α′
2(t )sin(ωt ) = b1(t )

−α′
1(t )ωsin(ωt )+ωα′

2(t )cos(ωt ) = b2(t )

d’où {
α′

1(t ) = b1(t )cos(ωt )− b2(t )
ω sin(ωt )

α′
2(t ) = b1(t )sin(ωt )+ b2(t )

ω
cos(ωt )

On a donc
α1(t ) = ∫ t

0

[
b1(s)cos(ωs)− b2(s)

ω
sin(ωs)

]
d s

α2(t ) = ∫ t
0

[
b1(s)sin(ωs)+ b2(s)

ω cos(ωs)
]

d s

Note : si b1 ≡ 0 l’équation s’écrit
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{
x ′

1(t ) = x2(t )
x ′

2(t ) =−ω2x1(t )+b2(t )

⇔
{

x ′′
1 (t )+ω2x1(t ) = b2(t )

x2(t ) = x ′
1(t )

La première équation est celle d’un oscillateur harmonique de fréquence ω avec
terme de forçage.

3. Equations à coefficients constants

On considère le cas où A(t ) est constante, c’est-à-dire l’équation

(EHC) x ′(t ) = Ax(t )

PROPOSITION 7.13. Soit v un vecteur propre de A de valeur propreλ. Alors x(t ) = eλt v
est solution de EHC.

DÉMONSTRATION. En effet, il suffit de vérifier que

x ′(t ) =λeλt v = eλt (λv) = eλt Av = A(eλt v)

□

On en déduit que si A est diagonalisable on peut trouver une base de l’espace des
solutions.

COROLLARY 7.14. Si A est diagonalisable de valeurs propresλ1, ...,λn et vecteurs propres
associés v1, .., vn , alors une base de l’espace des solutions est donnée par (eλ1t v1, ...,eλn t vn)

DÉMONSTRATION. En effet, les z j (t ) = eλ j t v j sont solutions et sont l’image inverse
de la base (v1, ..., vn) par l’isomorphisme z 7→ z(0), puisque z j (0) = v j . □

Il peut bien sûr arriver que A soit réelle, et diagonalisable surCmais pas surR. Dans
ce cas les valeurs propres complexes et les vecteurs propres associés apparaissent par

paires λ,λ associés à v, v . Dans ce cas eλt v et eλt v sont des solutions complexes, mais
donc aussi

ℜ(eλt v) = 1

2
(eλt v +eλt v

et

ℑ(eλt v) = 1

2i
(eλt v)−eλt v

Ces solutions sont réelles !

COROLLARY 7.15. Soit A une matrice réelle, ayant λ1,λ1, ...,λk ,λk les valeurs propres
complexes et λ2k+1, ...,λn les valeurs propres réelles, les vecteurs propres associés étant les
vi , v i pour 1 ≤ i ≤ k et v j pour k +1 ≤ j ≤ n.
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3.1. Cas général (hors programme). Dans le cas général on peut définir pour une
matrice A son exponentielle, exp(A) par la formule

e A =
+∞∑
k=0

Ak

k !

En effet si les coeficients de A sont bornés par C , ceux de A2 sont bornés par nC 2, ceux

de A3 par n2C 3 et ceux de Ak par nk−1C k et nk−1C k

k ! et comme la série∑
k

nk−1C k

k !

est (absolument convergente sa somme est 1
n enC ), donc la série a une somme qui est

une matrice notée e A.
� On a en général que e A+B ̸= e AeB sauf si A et B commutent c’est-à-dire si

AB = B A.
Notons que si A = diag(λ1, ...,λn) est diagonalisable, e A = diag(eλ1 , ...,eλn). On consi-

dère x : t 7→ e t A v .

PROPOSITION 7.16. La fonction z : t 7→ e t A v est solution de l’équation EHC. De plus
si (v1, ...vn) est une base de E = Rn , les e t A v j forment une base de l’espace des solutions
de l’équation EHC.

DÉMONSTRATION. En dérivant la série terme à terme après avoir vérifié que cela est
licite (car la série des dérivées est normalement convergente), on obtient

z ′(t ) =
+∞∑
k=0

kt k−1 Ak

k !
v =

+∞∑
k=0

A
t k−1 Ak−1

k −1!
v = Ae t A v = Az(t )

donc les e t A v sont bien des solutions. L’isomorphisme z 7→ z(0) envoie e t A v sur v , donc
l’image réciproque d’une base est bien une base. □

Dans le cas où A est diagonalisable on obtient le résultat de la Proposition 7.13.

EXEMPLE 7.17. En dimension 2 si A n’est pas diagonalisable elle est semblable à(
λ 1
0 λ

)
=λId+N où N =

(
0 1
0 0

)
. Évidemment λId et N commutent, donc e t A = e tλIde t N

mais e t N = I + t N car N 2, N 3, ... sont nulles. Donc

e t A = e tλ
(
1 t
0 t

)
=

(
e tλ te tλ

0 e tλ

)
La solution du système {

x ′(t ) =λx(t )+ y(t )
y ′(t ) =λy(t )
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a donc pour solutions {
x(t ) = e tλ(x0 + t y0)
y(t ) = eλt y0

4. Équations d’ordre n

On appelle équation linéaire d’ordre n une équation du type

(ELn) x(n)(t )+an−1(t )x(n−1)(t )+ ...+a1(t )x ′(t )+a0(t )x(t ) = b(t )

On se ramène à une équation linéaire d’ordre 1 en n variables en posant
x ′

1(t ) = x2(t )
...
x ′

n−1(t ) = xn(t )
x ′

n(t ) =−an−1(t )xn(t )− . . .−a1(t )x2(t )−a0(t )x1(t )+b(t )

La matrice correspondante est donc

A(t ) =


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
...

...
... ...

...
−a0(t ) −a1(t ) −a2(t ) ... −an−1(t )



Posant donc X (t ) =


x1(t )
x2(t )

...
xn(t )

 et B(t ) =


0
0
...

b(t )

 l’équation se réécrit

X ′(t ) = A(t )X (t )+B(t )

On peut vérifier que la méthode de variation des constantes se traduit de la manière
suivante.

PROPOSITION 7.18. Soit (z1, ..., zn) une base de l’espace des solutions de l’équation
homogène associée

(E Hn) z(n)(t )+an−1(t )z(n−1)(t )+ ...+a1(t )z ′(t )+a0(t )z(t ) = 0

Alors les solutions de l’équation (ELn) sont de la forme α1(t )z1(t )+αn(t )zn(t ) où les αi

sont solutions du système
α′

1(t )z1(t ) +...+ α′
n(t )zn(t ) = 0

α′
1(t )z ′

1(t ) +...+ α′
n(t )z ′

n(t ) = 0
...

...
α′

1(t )z(n−1)
1 (t ) +...+ α′

n(t )z(n−1)
n (t ) = b(t )
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4.1. Cas à coefficients constants. C’est essentiellement le seul cas que l’on saura
résoudre complètement.

(ELCCn) x(n)(t )+an−1x(n−1)(t )+ ...+a1x ′(t )+a0x(t ) = b(t )

et l’équation homogène associée est

(ELCC Hn) z(n)(t )+an−1z(n−1)(t )+ ...+a1z ′(t )+a0z(t ) = 0

On vérifie par récurrence et en développant suivant la première colonne, que le po-
lynôme caractéristique de la matrice

A =


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
...

...
... ...

...
−a0 −a1 −a2 ... −an−1


est P A(λ) =λn −an−1λ

n−1− ...−a1λ−a0. On sait que si λ est racine simple, eλt est solu-
tion de l’équation ??. Mais dans le cas général on trouve facilement toutes les solutions

PROPOSITION 7.19. (1) Les solutions de l’équation ELCC Hn sont données par
t k eλt où λ est une racine de multiplicité m de P A et 0 ≤ k ≤ m − 1. Si P A est
scindé surK on obtient ainsi toutes les solutions.

(2) Si λ = µ+ iν est une racine complexe de P A de multiplicité m une base de l’es-
pace des solutions réelles est obtenue en ajoutant aux solutions précédentes cor-
respondant aux racines réelles, les fonctions t k eµt cos(νt ) et t k eµt sin(νt ).

DÉMONSTRATION. On note D l’application linéaire de C∞(R) dans lui-même don-
née par f 7→ f ′ (la dérivation!). Bien évidemment Dk est l’application qui à f associe
sa dérivée d’ordre k et notre équation ELCC Hn s’écrit P A(D)z = 0. Maintenant si on
factorise P A, P A(X ) =∏

λ∈R (X −λ)mλ , l’équation se réécrit∏
λ∈R

(D −λ)mλz(t ) = 0

Comme l’ordre dans lequel on écrit les facteurs est sans importance, on voit que si λ0

est une racine de multiplicité m0, on peut écrire∏
λ∈R,λ̸=λ0

(D −λ)mλ(D −λ0)m0 z(t ) = 0

Il suffit donc pour montrer que les t k eλt sont solutions de ELCC Hn , de montrer que
(D −λ0)m0 (t k eλ0t ) = 0. Cela se démontre aisément par récurrence sur m0 :

— Si m0 = 1, il faut montrer que (D−λ0)eλ0t = 0 soit que (eλ0t )′ =λ0eλ0t ce qui est
immédiat.
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— Supposons vérifiée la propriété à l’ordre m0 et vérifions là pour m0+1. On doit
montrer que (D −λ0)m0+1(t k eλ0t ) = 0 dès que k ≤ m0. Écrivons

(D −λ0)m0+1(t k eλ0t ) = (D −λ0)m0 (D −λ0)(t k eλ0t )

Or

(D −λ0)(t k eλ0t ) = kt k−1eλ0t +λ0t k eλ0t −λ0t k eλ0t = kt k−1eλ0t

Il suffit donc de vérifier que (D −λ0)m0 (kt k−1eλ0t ) = 0 ce qui résulte immédia-
tement de l’hypothèse de récurrence car k −1 ≤ m0 −1.

□

EXEMPLE 7.20. On considère l’équation définie sur U =]0,+∞[

(7.1) x ′′(t )−x(t ) = te t

L’équation homogène a pour solutions e t ,e−t , vu que les polynômes caractéristique est
λ2 −1. On écrit alors x(t ) =α1(t )e t +α2(t )e−t et il faut résoudre{

α′
1(t )e t +α′

2(t )e−t = 0
α′

1(t )e t −α′
2(t )e−t = te t

soit α′
1(t ) = t

2 ,α′
2(t ) =− te2t

2 . Donc α1(t ) = t 2

4 et

α2(t ) =−1

2

∫
se2sd s =−[

1

4
se2s]t + 1

4

∫ t

e2sd s =− t

4
e2t + e2t

8
.

Donc x(t ) = e t ( t 2

4 )− ( t
4 e t − 1

8 e t )+ c1e t + c2e−t = ( t 2

4 − t
4 +b1)e t +b2e−t .
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5. Exercices

(1) (Wronskien) Soient f1, . . . , fn des fonctions définies sur R à valeurs réelles.

(a) On suppose que les fonctions sont linéairement dépendantes. En déduire
que la matrice

An( f1, . . . , fn) =


f1 f2 · · · fn

f ′
1 f ′

2 · · · f ′
n

...
...

. . .
...

f (n−1)
1 f (n−1)

2 · · · f (n−1)
n


a un noyau non réduit à zéro.

(b) En déduire que le déterminant Wn( f1, .., fn) de cette matrice (appelé Wrons-
kien) est identiquement nul.

(c) On suppose maintenant que le Wronskien ne s’annule pas : on considère
l’équation différentielle en y donnée par le déterminant (n +1)× (n +1)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 f2 · · · fn y
f ′

1 f ′
2 · · · f ′

n y ′
...

...
. . .

...
...

f (n−1)
1 f (n−1)

2 · · · f (n−1)
n y (n−1)

n

f (n)
1 f (n)

2 · · · f (n)
n y (n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

(d) Montrer que l’équation s’écrit sous la forme ELCC Hn si et seulement si
Wn( f1, .., fn) ne s’annule pas.

(e) Montrer que les fonctions y(x) = f j (x) sont solutions de cette équation.

(f) Montrer que l’espace des solutions est de dimension n. En déduire toutes
les solutions de cette équation.

(2) Soit P (X ) un polynôme. On considère l’équation

(⋆) P (D)x(t ) = eµt

(a) Montrer qu’il existe une solution de la forme Ceµt si et seulement siµ n’est
pas racine du polynôme. On montrera que P (D)eµt = P (µ)eµt .

(b) On suppose maintenant que µ est racine du polynôme P de multiplicité
m. Montrer par récurrence que (D−µ)m(t meµt =Ceµt où C est une constante
non nulle.

(c) En écrivant P (X ) =Q(X )(X −µ)m où Q est un polynôme qui n’a pas µ pour
racine (donc Q(µ) ̸= 0), montrer que P (D)(t meµt ) = K eµt avec K ̸= 0.

(d) Montrer qu’il existe une constante A ̸= 0 telle que At meµt .

(e) Décrire toutes les solutions de (⋆)
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(f) Même question pour

(⋆⋆) P (D)x(t ) = t k eµt



Chapitre 8

Théorie qualitative des équations différentielles

Nous allons étudier de manière qualitative les solutions de l’équation autonome
dans Rn :

(S) x ′(t ) = f (x(t ))

où x : I −→Rn et f :Ω⊂Rn −→Rn est de classe C 1.
On peut se demander pourquoi on ignore le cas plus général

x ′(t ) = F (t , x(t ))

où F : U ×Ω−→Rn . Les arguments suivants sont plus ou moins convaincants :
a) En petite dimension le cas autonome est effectivement plus simple (on l’a déjà

constaté en dimension 1).
b) Le cas général se ramène au cas autonome si on ajoute une dimension : on pose

y = (s, x) ∈R×Rn

et

f (y) = f (s, x) = (1,F (s, x))

Alors l’équation y ′ = f (y) se réécrit{
s′(t ) = 1
x ′(t ) = F (s(t ), x(t ))

d’où s(t ) = t + c et si on impose s(0) = 0, x(0) = x0, on a s = t et donc

x ′(t ) = F (t , x(t )).

c) De même une équation différentielle autonome d’ordre n,

(E) x(n)(t ) = g (x(t ), x ′(t ), . . . , x(n−1)(t ))

se réécrit 
x ′

1(t ) = x2(t )
...

...
x ′

n−1(t ) = xn(t )
x ′

n(t ) = g (x1(t ), . . . , xn(t ))

113
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donc en posant y = (x1, ..., xn) et f (x1, . . . , xn) = (x2, . . . , xn , g (x1, . . . , xn)) ce système
est équivalent à

y ′(t ) = f (y(t ))

Par exemple, l’équation du pendule s’écrit θ′′(t )+ g
ℓ

sinθ(t ) = 0, qui se ramène à{
θ′(t ) =ϕ(t )
ϕ′(t ) =− g

ℓ sinθ(t )

1. Résultats fondamentaux

On appelle solution de (S) une application x : I −→Rn vérifiant (S).
On dit que x est une solution maximale s’il n’existe pas d’autre solution la prolon-

geant. On a alors

THÉORÈME 8.1 (Théorème de Cauchy-Lipschitz( version générale)). Soit Ω un ou-
vert de Rn et f : Ω −→ Rn une fonction de classe C 1. Alors pour tout t0 ∈ R et x0 ∈ Rn , le
problème de Cauchy {

x ′(t ) = f (x(t ))
x(t0) = x0

possède une unique solution maximale, définie sur ]t−, t+[ (t− ∈R∪{−∞}, t+ ∈R∪{+∞}).

REMARQUES 8.2. (1) En général la solution n’est pas globale comme on l’a vu
en dimension 1.

(2) La condition que f soit C 1 est nécessaire, comme on l’a vu en dimension 1
pour h′ =

√
|h|.

Pour (S) l’analogue du Théorème d’explosion en temps fini est un peu plus compli-
qué à énoncer en dimension n > 1.

On a cependant

PROPOSITION 8.3. Soit f : Rn −→ Rn de classe C 1 et x : I −→ Rn une solution maxi-
male, où I =]t1, t2[.

Alors si t2 <+∞ (resp. t1 >−∞) on a limt→t−2 |x(t )| = +∞ (resp. limt→t+1 |x(t )| = +∞).

Notons enfin une remarque importante : si x(t ) est solution, x(t − t0) est solution
quel que soit t0.

DÉFINITION 8.4. Soit x : I −→ Rn une solution maximale de (S). La courbe orientée
x(I ) est appelée trajectoire de (S).

REMARQUE 8.5. D’après Cauchy-Lipschitz, deux trajectoires ne peuvent se croiser,
car si x, y sont deux solutions et x(t0) = y(t1), alors x̃(t ) = x(t + t0) et ỹ(t ) = y(t + t1) sont
aussi solutions et x̃(0) = ỹ(0), donc x̃ = ỹ , i.e. x(t + t0) = y(t + t1), soit x(t ) = y(t + t1 − t0)
et donc x et y décrivent la même trajectoire.
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FIGURE 8.1 – Trajectoires du pendule / courbes de niveau de f (x, y) =
1
2 y2 −cos(x),

EXEMPLE 8.6. Pendule
x ′′(t )+ sin(x(t )) = 0{

x ′(t ) = y(t )
y ′(t ) =−sin(x(t ))

Conservation de l’énergie : la quantité

E(t ) = 1

2
y(t )2 −cos(x(t ))

reste constante, car car E ′(t ) = y y ′+ sin(x)x ′ = 0.
Les trajectoires sont donc contenues dans les courbes de niveau de 1

2 y2 −cos(x).

DÉFINITION 8.7. Le portrait de phase de (S) est l’ensemble des trajectoires orientées
de (S).

Parmi les trajectoires, on distingue :

(a) les équilibres ou solutions constantes correspondant aux zéros de f .

(b) les courbes fermées, correspondant à des mouvements périodiques : si x(t0) =
x(t1) on aura x(t + (t1 − t0)) = x(t ), on a donc une solution de période t1 − t0.
Physiquement ce sont des oscillations.

Le Théorème de Cauchy-Lipschitz se traduit par

PROPOSITION 8.8. Soit f :Ω−→Rn de classe C 1. Alors par tout point de Ω passe une
trajectoire unique.
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2. Portrait de phase d’un système linéaire

Soit x ′(t ) = Ax(t ).

— Les points d’équilibre correspondent à Ax = 0, i.e. Ker(A).

— Les solutions x(t ) = eλt v où v est vecteur propre de valeur propre λ ̸= 0 corres-
pondent à des trajectoires radiales (ou rectilignes).

D’autre part si A et B sont conjuguées, i.e. B = P−1 AP , le portrait de phase de x ′(t ) =
Ax(t ) est l’image par P de celui de y ′(t ) = B y(t ). En effet P y(t ) vérifie

y ′(t ) = P−1 AP y(t ) ⇒ P y ′(t ) = AP y(t )

donc x(t ) = P y(t ) vérifie x ′(t ) = Ax(t ).
On peut donc - quitte à composer par un isomorphisme linéaire - remplacer A par

une matrice semblable.
Pour le cas n = 2 on a classifié les matrices 2×2 réelles.

(1) Si A a deux valeurs propres réelles distinctes elle est semblable à

(
λ 0
0 µ

)
.

(a) µ>λ> 0 : Nœud répulsif (x(t ), y(t )) = (eλt x0,eµt y0)

— un seul équilibre (0,0)

— les trajectoires sont contenues dans
(

y0
x0

)λ
xµ = yλ (exemple : λ = 1,

µ= 2 : paraboles)

FIGURE 8.2 – Nœud répulsif (ou instable)
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Notons que les solutions de x ′(t ) =−Ax(t ) sont obtenues en posant y(t ) =
x(−t ) qui vérifie y ′(t ) = Ay(t ). Donc les trajectoires des deux équations
sont les mêmes avec le sens des flèches inversé.

On dit que c’est un nœud répulsif instable : si on part tout près de l’équi-
libre on s’en éloigne de plus en plus.

(b) µ<λ< 0 : Nœud attractif stable

Les trajectoires pour x ′(t ) = Ax(t ) sont les mêmes que pour µ>λ> 0 mais
avec le sens inversé. On a donc

On parle de nœud attractif ou nœud stable : si on part d’un point quel-
conque on se rapproche de O. Plus précisément limt→+∞ x(t ) = 0.

(c) λ< 0 <µ : Col (ou selle)

x(t ) = x0eλt , y(t ) = y0eµt donc y(t )(−λ)x(t )µ =C .

Les courbes y−λxµ = c sont des sortes d’hyperboles (vraies hyperboles
pour λ=−µ).

FIGURE 8.3 – Col ou Selle

Les seules solutions qui tendent vers 0 lorsque t →+∞ sont celles situées
sur l’axe des x.

(2) λ=µ> 0, A non diagonalisable.

On a vu que A est semblable à

(
λ 1
0 λ

)
.

On a donc

{
x ′(t ) =λx(t )+ y(t )
y ′(t ) =λy(t )

donc y(t ) = eλt y0 et x(t ) = (x0 + t y0)eλt .
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Pour t →−∞, (x(t ), y(t )) tend vers 0, et |x(t )|
|y(t )| →+∞ ainsi que si y(t ) > 0 ⇒

x(t ) < 0 (et si y(t ) < 0 ⇒ x(t ) > 0).

FIGURE 8.4 – Nœud impropre répulsif (ou instable) et les deux orienta-
tions possibles

FIGURE 8.5 – Nœud impropre attractif (ou stable)

Le maximum de x est obtenu lorsque x ′(t ) = 0 soit y(t ) =−λx(t ).

Pour t →+∞, (x(t ), y(t )) tend vers +∞ et |x(t )|
|y(t )| −→+∞.

Si y(t ) > 0 alors x(t ) > 0.
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REMARQUE 8.9. Pour distinguer les deux orientations du noeud impropre
on choisit un point qui ne soit pas sur un axe distinct de l’espace propre (qui
est une droite), et on regarde l’orientation de Av par rapport à v .

EXEMPLE 8.10. Soit A =
(

1 1
−1 3

)
. La trace de A égale 8 et son déterminant

2, donc le polynôme caractéristique est x2 − 4x + 4 = donc son discriminant
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est ∆= 0 et 2 est racine double. La matrice n’est pas diagonalisable, sinon elle
serait diagonale. Le portrait de phase est donc celui d’un nœud impropre. L’es-

pace propre est ker

(−1 1
−1 1

)
=

〈(
1
1

)〉
C’est un nœud impropre répulsif (instable).
4’) µ<λ< 0 : nœud impropre attractif
Il suffit de renverser le sens des flèches par rapport au dessin précédent.

(3) Deux valeurs propres complexes conjuguées a ± i b.

On se ramène à A =
(

a −b
b a

)
.

Les vecteurs propres complexes sont donnés par, pour a + i b :{
[a − (a + i b)]x −by = 0
bx + [a − (a + i b)]y = 0

y = i x, v+ = ( 1
−i

)
et v− = (1

i

)
.

L’espace des solutions complexes a pour base (sur C)

e(a+i b)t
(

1
−i

)
, e(a−i b)t

(
1
i

)
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L’espace des solutions réelles a pour base les parties réelles et imaginaires
de ces solutions : (

eat cos(bt )
eat sin(bt )

)
,

(
eat sin(bt )
−eat cos(bt )

)
Les vecteurs

(cosbt
sinbt

)
et

( sinbt
−cosbt

)
"tournent" à vitesse b, et leur norme est mul-

tipliée par eat .

(a) a > 0 : Foyer répulsif (instable)

FIGURE 8.6 – Foyer répulsif (ou instable)

FIGURE 8.7 – Foyer attractif (ou stable)

(b) a < 0 : Foyer attractif (stable)
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(c) Cas a = 0 : Centre. Les trajectoires sont des cercles (en fait après transfor-
mation linéaire, des ellipses).

FIGURE 8.8 – Centre

0.1. Quelques cas "dégénérés".

(a) λ=µ> 0, A diagonalisable. Les trajectoires sont (eλt x0,eλt y0), ce sont des
demi-droites radiales. On appelle le portrait de phase un soleil

FIGURE 8.9 – Soleil répulsif (instable)

(b) λ> 0, µ= 0
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FIGURE 8.10 – Radiateur répulsif (ou instable)

(c) λ = µ = 0, A non-diagonalisable. On se ramène au cas A =
(
0 1
0 0

)
L’équa-

tion est alors donnée par{
x ′(t ) = y(t )
y ′(t ) = 0

soit y(t ) = y0, x(t ) = (y0t +x0). On obtient un cisaillement.

FIGURE 8.11 – Cisaillement (instable)

Comme le polynôme caractéristique de A est λ2 −Tr(A)λ+det(A), on peut distinguer
les cas en fonction des signes de ∆= Tr(A)2 −4det(A), det(A) et Tr(A) :
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I) ∆> 0 ⇒ 2 v.p. réelles distinctes

(1) Tr(A),det(A) > 0 ⇒λ,µ> 0 : Nœud répulsif

(2) Tr(A) < 0,det(A) > 0 ⇒λ,µ< 0 : Nœud attractif

(3) det(A) < 0 ⇒λ< 0 <µ : Col ou selle

(4) det(A) = 0, λ= 0 :

(a) si Tr(A) > 0 radiateur répulsif,

(b) si Tr(A) < 0 on a un radiateur attractif,

(c) si Tr(A) = 0, 0 est valeur propre double on a

(i) si A est la matrice nulle, tous les points sont points
d’équilibre

(ii) Si A n’est pas diagonalisable, on a un « shear flow »
et en français « cisaillement » ou « flot de transvec-
tion »

II) ∆= 0 ⇒ une valeur propre double

(1) A diagonalisable : Soleil

(2) A non-diagonalisable :

— Tr(A) > 0 : Nœud impropre répulsif

— Tr(A) < 0 : Nœud impropre attractif

III) ∆< 0

(1) Tr(A) > 0 : Foyer répulsif

(2) Tr(A) < 0 : Foyer attractif

(3) Tr(A) = 0 : Centre

REMARQUE 8.11. On vérifie que pour les systèmes linéaires de R2 on a stabilité si
ℜ(λ) < 0.

Lorsque ℜ(λ) = 0 on peut avoir stabilité (centre A =
(
0 −1
1 0

)
) ou pas (cisaillement,

A =
(
0 1
0 0

)
).
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1. Linéarisation et Notions de stabilité

1.1. Définitions, Généralités.

DÉFINITION 8.12. On appelle flot (au temps t ) de l’équation x ′(t ) = f (x(t )) l’appli-
cation x0 7→ x(t ) où x(t ) est la solution du problème de Cauchy{

x ′(t ) = f (x(t ))
x(0) = x0

On note ϕt (x0) = x(t ).

L’application x0 7→ ϕt (x0) s’obtient en suivant pendant le temps t la trajectoire de
(S) passant par x0.

EXEMPLES 8.13. (1) Dans R2, si A =
(
λ 1
0 λ

)
et (S) X ′ = AX , alors ϕt (x0, y0) =

((x0 + t y0)eλt , y0eλt ).

(2) Dans R2, si A =
(

0 −b
b 0

)
, ϕt

(x0
y0

)= ( x0 cos(bt )+y0 sin(bt )
−x0 sin(bt )+y0 cos(bt )

)
= rotation d’angle bt

(3) Dans R, si on considère (S)x ′ = x2, ϕt (x0) = x0
1−t x0

.

Soit Ω ⊂ Rn , f : Ω −→ Rn une application C 1 et considérons le système (S) x ′(t ) =
f (x(t ))

Rappel : On appelle point d’équilibre de (S) un point x0 tel que f (x0) = 0. L’applica-
tion constante t 7→ x0 est donc solution de (S).

EXEMPLE 8.14. (1) x ′ = x(x −1), on a deux points d’équilibre x0 = 1, x0 = 0.

(2) x ′ = Ax, les points d’équilibre correspondent à Ker(A).

DÉFINITION 8.15 (Stabilité). On dit que x0 est un point d’équilibre stable si pour
toute boule ouverte B(x0,ε) il existe δ> 0 tel que ∀x ∈ B(x0,δ), ∀t ≥ 0, ϕt (x) ∈ B(x0,ε).

Sinon le point d’équilibre est dit instable.

DÉFINITION 8.16 (Stabilité asymptotique). On dit que l’équilibre x0 de (S) est asymp-
totiquement stable si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(1) il est stable

(2) il existe ε> 0 tel que pour tout x ∈ B(x0,ε) on a limt→+∞ϕt (x) = x0.

EXEMPLES 8.17. (1) Les nœuds attractifs, foyers attractifs, soleil attractif sont
asymptotiquement stables. Le centre est stable mais non asymptotiquement
stable. Les autres cas (non dégénérés) ne sont pas stables.

(2) Le pendule : la position d’équilibre x = 0 stable mais pas asymptotiquement
stable. La position d’équilibre x =π est instable.
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REMARQUE 8.18. � Pour la stabilité asymptotique, il faut bien vérifier les deux
conditions (1) et (2). En particulier il est faux de croire que (2) implique (1) comme le
montre l’exemple ci-dessous.

FIGURE 8.12 – Equation

{
x ′(t ) = y(t )2 −x(t )2

y ′(t ) =−2x(t )y(t )
. Toutes les trajectoires

convergent vers 0 en t =+∞, mais le système n’est pas stable : il y a des
points arbitrairement proches de 0 qui vont très loin de 0.

1.2. Étude de x ′ = f (x) pour n = 1. Les équilibres correspondent aux points u tels
que f (u) = 0.

Soit u0 un tel équilibre :

(1) si f (x) > 0 pour x ∈]u0−ε,u0[ et f (x) < 0 pour x ∈]u0,u0+ε[, alors u0 est asymp-
totiquement stable.

En effet si x0 ∈]u0 −ε,u0[ :

— x(t ) est croissante

— x(t ) < u0 par Cauchy-Lipschitz (deux solutions ne se croisent pas !)

donc :

(1) x(t ) ∈]u0 −ε,u0[ pour t ≥ 0

(2) limt→+∞ x(t ) = x∞ existe

— limt→+∞ x ′(t ) = f (x∞)

Mais si on avait f (x∞) > 0, on aurait x ′(t ) = f (x(t )) > α0 > 0 pour t ≥ T , d’où
x(t ) − x(T ) > (t − T )α0 et donc pour t assez grand x(t ) > u0, contradiction
(comme on l’a déjà vu Proposition 6.14 !).

Donc f (x∞) = 0 d’où x∞ = u0.

De même si x0 ∈]u0,u0 +ε[, x(t ) décroît et limt→+∞ x(t ) = u0.
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Donc u0 est un équilibre asymptotiquement stable. Notons que l’hypo-
thèse sur f est en particulier vérifiée si f ′(u0) < 0.

x

y = f (x)

0 u0

f ′(u0) < 0

u0

u

u̇ > 0 u̇ < 0

FIGURE 8.13 – Le portrait de phase pour x ′(t ) = f (x(t )) avec f ′(u0) < 0

Notons que dans le cas x0 ∈ u0−ε,u0[ le Théorème des bouts nous garantit
que la solution maximale est définie au moins sur ]0,+∞[, car x(t ) reste dans
]u0 −ε,u0 +ε[.

Dans le cas x0 ∈]u0,u0+ε[ on peut par contre avoir explosion en temps fini
à droite, i.e. I =]0, t+[ avec t+ <+∞, sauf s’il existe un autre zéro de f supérieur
à u0, u0 < u1 car alors x(t ) ∈]u0,u1[ et la solution est globale.

(2) si f (x) > 0 sur ]u0 −ε,u0 +ε[ et f (x) < 0 sur ]u0 −ε,u0[, alors le même raison-
nement que dans le cas précédent montre que u0 est un équilibre instable. En
effet, si g (x) =− f (x), les trajectoires de g sont obtenues à partir de celles de f
en renversant le sens du temps, et on aura g ′(u0) < 0. En particulier on est dans
ce cas si f ′(u0) > 0.

EXEMPLE 8.19. (1) x ′(t ) = (x(t )2 −1)
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Ici f (x) = (x2 −1), f ′(x) = 2x donc il y a deux équilibres, x =−1, x =+1. En
ces points f ′(1) = 2, f ′(−1) = −2, donc 1 est instable, −1 asymptotiquement
stable.

t

x

x = 1

x =−1

FIGURE 8.14 – Graphes des solutions de x ′(t ) = (x(t )2 −1)

x

−1 1

FIGURE 8.15 – Portrait de phase de x ′(t ) = (x(t )2 −1)

1.3. Stabilité de X ′ = AX pour n ≥ 2.

THÉORÈME 8.20 (Critère de Lyapounov-cas linéaire). Soit le système X ′ = AX . L’ori-
gine est asymptotiquement stable si et seulement si les valeurs propres de A sont de par-
tie réelle < 0.

Dans le cas où A est diagonalisable, la démonstration est facile : si v1, . . . , vn est une
base de vecteurs propres associée aux valeurs propres λ1, . . . ,λn , alors les solutions de
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(S) sont :

x(t ) =α1eλ1t v1 +·· ·+αneλn t vn

Or, si Reλ j < 0, alors eλ j t → 0 lorsque t →+∞, donc limt→+∞ x(t ) = 0.
D’autre part, si Reλ j <−a < 0, alors :

∥x(t )∥ ≤ e−at
n∑

j=1
|α j |∥v j∥

Puisque ∥x0∥ =
∥∥∑

α j v j
∥∥≥ c0

∑ |α j |∥v j∥, on a, pour ∥x0∥ ≤ ε
c0

,

∀t ≥ 0, ∥x(t )∥ ≤ ε

2. Stabilité asymptotique : cas non-linéaire

On considère (S) x ′(t ) = f (x(t )), avec x0 un point d’équilibre.

DÉFINITION 8.21. Le système linéarisé de (S) au voisinage de x0 est donné par :

y ′(t ) = d f (x0)y(t )

C’est un système linéaire à coefficients constants.

Dans quelle mesure ce système linéaire détermine-t-il le comportement du système
non linéaire (S)?

EXEMPLE 8.22. Le pendule

θ′′+ sin(θ) = 0

qui se ramène à {
θ′(t ) =ϕ(t )
ϕ′(t ) =− g

ℓ sinθ(t )

Son linéarisé au point d’équilibre (0,0) est donné par{
θ′(t ) =ϕ(t )
ϕ′(t ) =− g

ℓθ(t )

qui correspond à l’équation du second ordre θ′′(t )+θ(t ) = 0 (oscillateur harmonique)
celui en l’équilibre (π,0) (équilibre « masse en haut ») par{

θ′(t ) =ϕ(t )
ϕ′(t ) =+ g

ℓ
θ(t )

qui correspond à l’équation du second ordre θ′′(t )−θ(t ) = 0 (répulseur harmonique)
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Si l’on pose x(t ) = x0 +εy(t ), en supposant que ε est très petit, on obtient :

εy ′(t ) = εd f (x0)y(t )+ε2r (y)

y ′(t ) = d f (x0)y(t )+εr (y)

On peut donc espérer que les solutions de y ′(t ) = d f (x0)y(t ) constituent la partie
principale de x(t ). Cela n’est pas tout à fait évident, mais on a :

THÉORÈME 8.23 (Théorème !de stabilité de Lyapounov). Soit f : Ω ⊂ Rn → Rn de
classe C 1, et soit x0 un équilibre de x ′(t ) = f (x(t )). Alors :

(1) Si toutes les valeurs propres de d f (x0) ont une partie réelle strictement négative,
alors x0 est asymptotiquement stable.

(2) Si d f (x0) possède au moins une valeur propre de partie réelle strictement posi-
tive, alors x0 est instable.

On aura besoin du résultat suivant

PROPOSITION 8.24. Si A a ses valeurs propres de partie réelle < 0, il existe une forme
quadratique définie positive Q, de matrice B, telle que :

〈B Aξ,ξ〉 ≤−c

2
〈Bξ,ξ〉, c > 0

On a vu que si A est diagonalisable la Proposition se démontre facilement (cf. Théo-
rème8.20).

DÉMONSTRATION. On pose ∥x∥x2 =∑n
j=1 x2

j et

Q(x) =
∫ +∞

0
∥e s A x∥2d s

Cette intégrale est bien définie justement parce que les valeurs propres de A sont de
partie réelle négative. On a alors

d

d t
Q(e t A x)|t=0 = d

d t
〈Be t A x,e t A x〉|t=0 = 〈B Ae t A x,e t A x〉|t=0 = 〈B Ax, x〉

D’un autre côté

d

d t
Q(e t A x)|t=0 = d

d t

∫ +∞

0
∥e s Ae t A x∥2 = d

d t

∫ +∞

0
∥e(s+t )A x∥2 =

d

d t

∫ +∞

t
∥e(s)A x∥2 =−∥e t A x|2|t=0 =−∥x∥2

□
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Alors, si y(t ) est solution de l’équation y ′(t ) = Ay(t ), on a y(t ) = e At y0, et :

d

d t
〈B y(t ), y(t )〉 = 2〈B y ′(t ),B y(t )〉 = 〈B Ay(t ), y(t )〉 ≤−c〈B y(t ), y(t )〉

Maintenant l’inégalité f ′(t ) ≤−c f (t ) entraîne(
f (t )ect )′ ≤ 0

donc f (t )ect est décroissante, soit f (t ) ≤ f (0)e−ct pour t ≥ 0.
En appliquant ceci à f (t ) = 〈B y(t ), y(t )〉 on obtient

〈B y(t ), y(t )〉 ≤ 〈B y0, y0〉e−ct

d’où
〈B y(t ), y(t )〉→ 0 quand t →+∞

D’autre part si c,C sont des constantes telle que c∥x|x2 ≤ 〈B x, x〉 ≤ C∥x∥2, on en
déduit que si ∥x|2 ≤ cε

C on a 〈B x, x〉 ≤ cε donc 〈B x(t ), x(t )〉 ≤ cε pour tout t ≥ 0 , et donc
∥x|2 ≤ ε. On a donc montré la stabilité asymptotique de l’origine pour X ′ = AX .

REMARQUE 8.25. Si A = diag(λ1, . . . ,λn) avec λ j <−c, on peut prendre B = I .

REMARQUE 8.26. On dit que 〈Bξ,ξ〉 est une fonction de Lyapounov pour le système
y ′(t ) = Ay(t ). Une fonction de Lyapounov est une fonction décroissante le long des tra-
jectoires, du moins au voisinage de l’équilibre. C’est l’analogue de la décroissance de
l’énergie pour un système avec friction en physique.

Si x(t ) = x0 +u(t ), alors :

f (x0 +u) = d f (x0)u +∥u∥ε(u)

donc :
d

d t
〈Bu(t ),u(t )〉 = 2〈Bu′(t ),u(t )〉 =−c〈Bu(t ),u(t )〉+〈B∥u∥ε(u),u(t )〉 ≤ (−c+ε)〈Bu(t ),u(t )〉
On obtient donc :

f (t ) = 〈Bu(t ),u(t )〉⇒ f ′(t ) ≤−(c −ε) f (t ) ⇒ f (t ) ≤ f (0)e−(c−ε)t

Pour ε< c
2 , on a :

〈Bu(t ),u(t )〉→ 0 quand t →+∞⇒ u(t ) → 0

EXEMPLE 8.27. Le pendule avec frottement :

ẍ(t )+kẋ(t )+ sin x(t ) = 0

Cela s’écrit comme un système :{
x ′(t ) = y(t )

y ′(t ) =−k y(t )− sin x(t )
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Les équilibres sont (x0, y0) = (0,0) et (π,0).

Linéarisation en (0,0) :{
x ′(t ) = y(t )

y ′(t ) =−k y(t )−x(t )
, A =

(
0 1
−1 −k

)
tr(A) =−k, det(A) = 1, ∆= k2 −4

— Si 0 < k < 2 : valeurs propres complexes de partie réelle < 0 ⇒ foyer stable ⇒
asymptotiquement stable (oscillations faiblement amorties).

— Si k > 2 : valeurs propres réelles, distinctes, toutes< 0⇒nœud stable⇒ asymp-
totiquement stable (oscillations fortement amorties).

Énergie :

E(t ) = 1

2
y(t )2 −cos(x(t )) ⇒ d

d t
E(t ) = y(t )y ′(t )+ sin(x(t ))x ′(t )

= y(t )(−k y(t )− sin x(t ))+ sin x(t )y(t ) =−k y(t )2 ≤ 0

Donc E(t ) décroît, et limt→+∞ E(t ) = constante

Ainsi, (x(t ), y(t )) → (0,0) ou (π,0) selon l’état initial. Mais notons que pour conver-
ger vers (π,0) il faut partir d’un point sur la courbe correspondant à la valeur propre
négative du linéarisé. C’est évidemment peu probable.
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3. Appendice : théorème de Dirichlet

On considère un système

(SP) ẍ(t )+∇V (x(t )) = 0

où x(t ) ∈Rn modélise le mouvement d’une particule dans un champ de potentiel V . Sa
version avec frottement est

(SP’) ẍ(t )+ f ẋ(t )+∇V (x(t )) = 0

où f est un coefficient positif.
Notons que dans les deux cas, si x0 est un point critique de V , la constante en x0

est solution de l’équation et c’est un équilibre. Notons aussi que (SP) correspond au cas
f = 0 de (SP’).

THÉORÈME 8.28 (Théorème de Dirichlet). Si V a un minimum local strict en x0, la
position d’équilibre en x0 est stable pour le système (SP) et asymptotiquement stable pour
(SP’)
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DÉMONSTRATION. Soit E(x, y) = 1
2 y2 +V (x). Si x0 est un minimum strict de V alors

(x0,0) est un minimum strict de E , car E(x, y) ≤ E(x0,0) = V (x0) entraîne que y = 0 et
donc que x = x0. On supposera pour simplifier que V (x0) = 0 et on se place dans un
voisinage de (x0,0) où (x0,0) est un minimum strict de E . Alors

— Pour tout η> 0 il existe δ(η) > 0 tel que |x −x0|2+|y |2 ≤ δ(η)2 entraîne E(x, y) ≤
η.

— pour tout ε> 0 il existe η(ε) > 0 tel que (x0,0), l’inégalité E(x, y) ≤ η(ε) entraîne
|x −x0|2 +|y |2 ≤ ε2

La première assertion résulte de la continuité de E , la seconde du fait que E a un mini-
mum local strict en x0. .

Alors si (x, y) ∈ B((x0,0),δ(η(ε)) on aura E(x, y) ≤ η(ε) donc pour t ≥ 0 on aura E(ϕt (x, y)) ≤
η(ε) puisque E décroît le long des trajectoires, d’où |x − x0|2 +|y |2 ≤ ε. On a donc stabi-
lité.

Pour la stabilité asymptotique on remarque que E(x(t ), y(t )) est décroissante, et
plus précisément

d

d t
E(x(t ), y(t )) = y(t )ẏ(t )+∇V (x(t ))ẋ(t ) =

y(t )(− f y(t )−∇V (x(t ))+∇V (x(t ))ẋ(t ) =− f y(t )2

Donc la dérivée de E est strictement négative sauf lorsque y = 0. On a en ces points
ẏ(t ) = −∇V (x(t )), et puisque ∇V (x) ne s’annule qu’en x0, si y(t0) = 0 il existe un in-
tervalle autour de t0 tel que y ne s’y annule pas (sauf en t0). Donc E est strictement
décroissante, sauf en une suite discrète d’instants t0, t1, ..., mais cela entraîne que E
est strictement décroissante. Elle possède donc une limite lorsque t tend vers +∞. On
montre avec le même argument que cette limite est forcément nulle. On en déduit que
(x(t ), y(t )) converge vers (x0,0). On a donc stabilité asymptotique. □

REMARQUE 8.29. Notons d’abord un cas particulièrement simple du théorème de
Dirichlet qui résulte du théorème de Lyapounov : lorsque D2V (x0) est définie négative.
En effet les équations du premier ordre associées à (SP) et (SP’) sont (avec f = 0 pour
(SP)) {

ẋ(t ) = y(t )
ẏ(t ) =− f y(t )−∇V (x(t ))

dont le linéarisé en (x0,0) est {
ẋ(t ) = y(t )
ẏ(t ) =− f y(t )−D2V (x0)(

0 Idn

−D2V (x0) − f Idn

)
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Si D2V (x0) qui est symétrique (th. de Schwarz) a pour valeurs propres λ1, ...λn , la ma-
trice se réécrit, en prenant une base dans la quelle D2V (x0) est diagonale

0 0
. . .

0 0

1 0
. . .

0 1
−λ1 0

. . .
0 −λn

− f 0
. . .

0 − f


et en permutant les coordonnées, c’est-à-dire remplaçant x1, ..., xn , y1..., yn par x1, y1, ..., xn , yn

0 1
−λ1 − f

. . .
0 0
0 0

...
. . .

0 0
0 0

. . .
0 1

−λn − f


dont le polynôme caractéristique est égal à

∏n
j=1(x2 + f x +λ j ). Ses racoines sont celles

de x2 + f x +λ j . Si λ j > 0 les racines sont soit complexes conjuguées soit réelles et de
même signe (car leur produite λ j est positif), et le signe de la partie réelle est le même.
Comme la somme de ces parties réelle est − f < 0, la partie réelle des racines est stricte-
ment négative dès que f > 0. On a donc stabilité asymptotique d’après Laypounov.
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