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Chapitre 1
Rappels d’algebre linéaire

L'Algebre est généreuse, elle
donne souvent plus qu’'on ne
lui demande.

Jean le Rond d’Alembert

1. Motivation

L'algebre linéaire est un outil fondamental en mathématiques. Une grande partie
des mathématiques essaye de ramener des phénomeénes compliqués, souvent non-
linéaires, a des problemes linéaires qui sont a peu pres les seuls (avec les problemes
combinatoires) pour lesquels on puisse faire des calculs a la fois fiables et en grande di-
mension. Nous verrons 'utilisation de I’algébre linéaire pour les résolution d’équations
différentielles, qui apparaissent sans cesse dans les modeles physiques. Mais 1’algebre
linéaire apparait dans de trés nombreux autres domaines de la modélisation mathé-
matique, y compris dans les modeles de "big data" : I'algorithme Google qui a révolu-
tionné les moteurs de recherche est un algorithme de recherche de vecteurs propres,
et l'intelligence artificielle fait un usage massif d’opérations linéaires -en particulier via
les réseaux de neurones- qui sont particulierement adaptées a des calculs paralleles sur
ordinateur.

2. Définition d'un espace vectoriel

Soit K =R ou C.

DEFINITION 1.1 (espace vectoriel). Un [K-espace vectoriel est un ensemble E muni :

— d’une loi interne d’addition + : E x E — E,
(x, ) —x+y,
telle que (E, +) soit un groupe abélien (commutatif) :
— associativité : (x+ y)+z=x+(y+2);
— commutativité : x + y = y + x.
— élément neutre : il existe 0 € E tel que x+0 = x;

7



8 1. RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

— opposé : pour tout x € E, il existe —x € E tel que x + (—x) =0;

— d’une action de K sur E appelée multiplication scalaire :
KxE—E, Ax)—A-x,
vérifiant les cinq propriétés suivantes, pour tout A, peK et x,y€ E:

— 1l-x=x

— 0-x=0 (vecteur nulde E)
— A (x+y)=Ax+Ay

— A+ -x=Ax+pux

— (A -x=A-(ux)

REMARQUE 1.2. Lesvecteurs sonticinotés x, v, ... sans fleche comme dans tout texte
mathématique avancé, mais vous pouvez continuer a utiliser la notation fléchée X, v....

3. Exemples classiques d’espaces vectoriels

(1) Lespace K"
On considere I'ensemble K" des n-uplets réels :

n
(X1,...,xp) €K
on écrira aussi souvent les vecteurs en colonne, i.e.

X1
e K"
Xn

— Addition :
Soient x = (x1,...,x,) et y = (y1,..., ¥n) dans K", alors :

X+y=@xX1+Y1,--0Xn+Yn)

— Multiplication par un scalaire :
Pour L e K et x = (x1,...,Xx,) :

Ax=Ax1,...,Ax,)

Ainsi, K" est un K-espace vectoriel.
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FIGURE 1.1 — Addition de deux vecteurs a 'aide de la regle du parallélo-
gramme

2)

3)

4)

)

Les vecteurs du plan réel &?

Les vecteurs du plan peuvent étre représentés géométriquement par des
fleches dans le plan.
L'addition des vecteurs correspond a la "regle du parallélogramme".

La multiplication par un scalaire A e R :
— dilate ou contracte le vecteur d'un facteur A si A > 0;
— renverselesenssi A <0;
— donne le vecteur nul si A = 0.
Les vecteurs de I'espace &

Méme définition que pour le plan, mais en trois dimensions.
Les vecteurs ont une représentation géométrique comme des fleches dans ’es-
pace, avec longueur et direction.

REMARQUE 1.3. dans les cas 2) et 3), un choix de coordonnées permettra
d’identifier un espace vectoriel comme le plan ou I'espace R? ou R3.

Lespace & (R,R) Lensemble des applications de R dans R, noté & (R, R), est un
espace vectoriel avec :

(f+8X)=fX)+g(), AN =A-f(x)
Les propriétés de la définition se vérifient sans difficulté.

Plus généralement 'espace & (K™, [K") des applications de K™ dans K”.

4. Sous-espaces vectoriels

Il n’est évidemment pas pratique de devoir vérifier a chaque fois les 9 propriétés de
la définition pour montrer qu’on a a faire a un espace vectoriel. On a en fait un pro-
cédé qui partir d'un espace vectoriel permet de créer facilement de nouveaux espaces
vectoriels
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DEFINITION 1.4. Un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E est une partie
F c E qui est elle-méme un espace vectoriel pour les lois induites de E. En d’autres
termes F est un sous-espace vectoriel de E si

Vx,ye FA,uekK, Ax+uyeF

DEMONSTRATION. Les propriétés sont vérifiées pour F puisqu’elles sont vérifiées
pour E. Le seul point a vérifier c’est que les opérations restent dans F : si x, y € F alors
x+yeFetsilelk alors Ax € F. Cela résulte de la définition de sous-espace vectoriel
en prenant A = u =1 et u = 0 respectivement. U

REMARQUES 1.5. (1) 1l est parfois plus simple au lieu de vérifier d'un seul coup
que Ax+ py € F de vérifier successivement

(@) Six,ye Falorsx+y€eF
(b) Sixe FetAeKalorsA-xeF

(2) Laméthode la plus simple de montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel
est de le voir comme sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel connu. On a
alors une seule propriété a vérifier au lieu de 9!

En pratique, un sous-espace vectoriel est souvent défini comme un ensemble de vec-
teurs vérifiant une relation (par exemple des équations) linéaires.
EXEMPLES 1.6.
(1) Dans R3:
— Le plan défini par ’équation linéaire :
ax+by+cz=0

est un sous-espace vectoriel de R3.

— La droite passant par l'origine et définie par un systeme linéaire de deux
équations non-proportionnelles ax + by +cz = 0,a'x+b'y+ 'z = 0 est
aussi un sous-espace vectoriel

(2) Lespace R2[X]
Lensemble R, [X] des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou
égala2:
PX)=ag+am X+ aX? a;€R
est un espace vectoriel.

— Laddition est I'addition des polynoémes : (P + Q)(X) = P(X) + Q(X) :
(ao+ a1 X + az X?) + (by + b1 X + b X?) = (ag + by) + (a1 + b)) X + (ap + by) X?
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— La multiplication par un scalaire A est définie par: (1P)(X) = AP(X) :

A-(ag+y X + dez) =Adag+Aa; X + AazXZ
(3) L'espace des solutions stationnaires de I'équation des ondes
Les fonctions u(t, x) solutions de 'équation des ondes :
T et 0 10 =0
—(t,x) —c(t,x) —(t,x) =
0r? 0x?
forment également un espace vectoriel :

— La somme de deux solutions est encore solution;
— Le produit d’'une solution par une constante est encore solution.

(4) L'espace des solutions d'une équation différentielle linéaire.
Soit une équation différentielle linéaire d’ordre 7 :

(n)

v 4+ a, 1)y Y+ kg ()Y +ag(x)y =0

Lensemble des solutions (sur un intervalle donné) forme un espace vectoriel
de dimension n :

— La somme de deux solutions est encore solution;
— Le produit d’'une solution par une constante est encore solution.

REMARQUE 1.7. Lespace R,[X] (voir exemple (2)) correspond a I'’ensemble des so-
lutions de I'équation différentielle :

f(3) (x)=0

car tout polyndme de degré au plus 2 est annulé par la dérivée d’ordre 3.

5. Combinaisons linéaires, familles libres et génératrices

Soit maintenant E un espace vectoriel, et a;, ..., ap€E des vecteurs.

DEFINITION 1.8. — On appelle combinaison linéaire des vecteurs ay,...,a,
toute expression de la forme :

AMay+---+Apap, avec; €K
On note {(ay, ..., ap) 'ensemble des combinaisons linéaires des a; :

p
(al,...,ap):{Z/liai:/liEK}

i=1
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— Famille libre : On dit que la famille (ay, ..., ap) estlibre sila seule combinaison
linéaire donnant le vecteur nul est la combinaison triviale :

A«la1+"'+ﬂ,pap:0 = Alz"':A«p:O
On dit aussi que les vecteurs (ay, ..., ap) sont linéairement indépendants

— Famille génératrice de E : La famille (a,,...,a,) est génératrice de E si tout
vecteur x € E peut s’écrire comme une combinaison linéaire de ces vecteurs :

Vx€eE, Hﬂl,...,APEK, x:)Lla1+---+/1pap

PROPOSITION 1.9. Si ay, .., a, sont des vecteurs de E, (ay,...,ap) est un sous-espace
vectoriel de E.

DEMONSTRATION. Il faut vérifier que
(1) Six=Aa1+..+Apapety=pa1+..+upapalorsx+y = A +uar +...+ (A, +
Mplap €{a,...,ap)
2) Six=Aay+..+Apapalors a-x = ariay +...+ adpa, €ay,..., ap)
Les deux énoncés sont évidents. L]

REMARQUE 1.10. 1l faut parler de « famille libre » et pas d'« ensemble de vecteurs
libre » car :
{ay, a1, a2, a3} ={ay, a, as}
mais (ay, ai, az, az) n'est jamais librecar1-a; + (-1)-a; +0-a, +0- a3 = 0.
Par contre, qu'une famille soit génératrice ne dépend que de I'’ensemble associé.

Rappel : le symbole « 3! » signifie «il existe un et un seul".

DEFINITION 1.11. On dit que la famille (ay, ..., a,) est une base de E si
Vx€E,3(Ay,...,Ap) €KP tels que

p
X = Z }Lia,-
i=1

PROPOSITION 1.12. La famille (ay, ..., ap) est unebase de E si et seulement si elle est
a la fois libre et génératrice de E :

p
VxeE, IN,...,ApeK telsquex=) A;a;
i=1
DEMONSTRATION. Supposons que la famille soit une base. Elle est alors évidem-
ment génératrice. Qu’elle soit libre résulte de 'unicité de I’écriture de 0 dans cette base :
comme 0 =0-a; +...+0-a, il ne peut y avoir d’autre p-uplet (1,,...,A,) telq ue A; -
ay + ...+ Ap-ap = 0. Inversement si la famille est génératrice, tout x s’écrit sous la forme
X = Ay-ay+...+ Apap. Si cette écriture n'était pas unique on aurait x = Ay-a; +...+Apa, =
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M1 @ + ...+ ppap et en soustrayant 0 = (A; — 1) - ay +... + (A, — up)a, donc sila famille
estlibre A; = u; pour tout j, et donc I'écriture est unique. U

EXERCISE 1.13. Montrer que «libre et génératrice » est bien équivalent a

p
VxeE, IN,..,ApeKtelsquex=) A;a;
i=1

EXEMPLES 1.14. (1) Les e; = (0,...,0,1,0,...,0) ou le 1 est en i-éme position.
Les e; forment une base de K”; dite base canonique de K". Si a = (ay, ..., ay)

s’écrit alors :
n
a=)y ae;
i=1

(2) Dansle plan &2 :

— (v1) estlibre ssi a; #0
— (v, 12) est libre ssi vy, v, ne sont pas colinéaires. C’est alors une famille
génératrice, donc une base.

— (v1,..., vp) est génératrice ssiles v; ne sont pas colinéaires.
— (v1,..., vp) n'est jamais libre si p = 3
(3) Dans l'espace géométrique tridimensionnel & :

(a) (a;) estlibressia; #0

(b) (ay,ay) estlibre ssi a;, a; ne sont pas colinéaires

(©) (ay,ay,as) est libre ssi ay, az, as ne sont pas coplanaires. C’est alors une
base.

(d) Lafamille (ay,...,ap) est génératrice ssi p = 3 et ay,..., a, ne sont pas co-
planaires.

(4) Dans R[X] : (1, X, X?) est une base.

Plus généralement, si degP; = i pour i = 0,1,2, alors (Py, P1, P») est une
base.

(5) Les solutions de I’équation différentielle
y'+2y' =0
Une base est constituée de (y;, y2) ou :
y1(x) =cosx
Y2 (x) =sinx
REMARQUE 1.15. Dire que (ay,..., ap) est libre, c’est dire que
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a pour unique solution A; =---=1, =0.
ai,i
Sionestdans K", a;=| : |, celaseréécrit:
Qnp,i

/11“1,1+"'+/1pa1,p =0
May+--+Apap=0<
Mapi+-+Apap,=0

Dire que (ay, ..., ap) est génératrice, c’est dire que pour tout b € K", le systeme

/llal,l + .- +/1pa1,p =b

A1 ap1+---+ /lpan,p = bn
a une solution. Dire que c’est une base, c’est dire que de plus cette solution est unique.

DEFINITION 1.16. On appelle pivot sur les colonnes d'une famille de vecteurs (ay, ..., ap)
le fait

(1) Soit d’échanger deux vecteurs

(2) Soit de remplacer a; par a; + Aaj aveci # j.

PROPOSITION 1.17 (Effet du Pivot de Gauss sur les colonnes). Si (ay,..., ap) est une
famille de vecteurs de E

(1) Lespace{ay, ..., ap) ne change pas apres avoir effectué un pivot sur les colonnes.
En particulier son rang ne change pas et si la famille est génératrice elle reste
génératrice.

(2) De méme si la famille (ay, ..., ap) est libre, elle reste libre apres pivot sur les co-
lonnes.

DEMONSTRATION. On peut supposer en renumérotant que i = 1, j = 2. Pour la pre-
miere assertion, on va montrer que {ay, ..., ap) < (a + Aar, ao,..., ap) <{a,..., ap). Pour
la premiére inclusion, il suffit de montrer que a; € {(a; + Aay, ay, ..., ap) pour tous les i.
Sii#1 cest évident et on a a; = (a) + Aaz) — Aax < {a, + Aaz, ay, ..., ap). La seconde
inclusion et évidente.

Pour la seconde assertion, supposons que aj, ay, ..., ap soit libre et que I'on a une
combinaison linéaire Ay (a; + Aap) + Az2az +...+ Apa, = 0. onréécrit Ay (ay + Aap) + A2 a +
et Apay = Aray + WA+ A2)ap + Azaz + ...+ Apa, = 0 ce qui entraine Ay = ;A + A, =
A3z =..= A, =0 ce qui entraine A = ... = 1, = 0 donc la famille est libre. Comme si on

pose a; = a) + A, a, = az,...,a;, =ap,onaa =a,—Aay,a = a,,..a, = a;, le méme



5. COMBINAISONS LINEAIRES, FAMILLES LIBRES ET GENERATRICES 15

argument montre que si a’l, . “/ln) estlibre alors (ay, ...., ap) estlibre et les deux familles

sont simultanément libres ou liées.
O

REMARQUE 1.18. Dire que (ay,..., ap) estlibre/génératrice équivaut a dire que
(ar,...,a;-1,a;+Aajai,...,ap) pour i # j estlibre/génératrice. D’ou1la méthode d’éche-
lonnage/pivot de Gauss : opérer sur les colonnes, pivot sur les colonnes (réduction a un
systeme échelonné).

On note (ay, ..., ap) 'ensemble des combinaisons linéaires des a; :
p
(ay,...,ap) = Z/liai A eK
i=1
Si (ay,...,ap) estlibre, on dit que (ay, ..., ap) sont linéairement indépendants.

REMARQUE 1.19. Il faut parler de famille libre et pas d’« ensemble de vecteurs libres »
car:
{a1, a1, az, as} = {a1, az, as}
mais (ay, a, az, as) n'est jamais libre car1-a; + (—1)-a; +0-a, +0-as = 0.
Par contre, qu'une famille soit génératrice ne dépend que de 'ensemble associé.
Dire que (ay, ..., ap) est génératrice, c’est dire que pour tout b € K", le systeme

/llal,l + . +Ap6l1,p =bh

M ap1+---+ Apan,p = by
a une solution. Dire que c’est une base, c’est dire que cette solution est unique.

PROPOSITION 1.20 (Théoreme fondamental de I’algebre linéaire). Soit E un espace
vectoriel ayant une base finie. Alors toutes les bases de E ont le méme cardinal, appelé
dimension de E et noté dim(E). De plus :

— Toute famille libre est de cardinal < dim(E) et peut se compléter en une base
(donc si elle est de cardinal dim(E), c’est déja une base).

— Toute famille génératrice est de cardinal = dim(E), et on peut en extraire une
base (donc si elle est de cardinal dim(E), c’est une base).

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que :

(1) Une famille libre maximale pourI'inclusion (i.e. qui n’est pas strictement conte-
nue dans une famille libre) est une base.

(2) Toute famille génératrice minimale pour 'inclusion est une base.
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(1) Soit (ay, ..., ap) la famille et soit x € E. Comme (ay,..., ap, x) n'est pas libre, on a
des A; et u non tous nuls tels que

May+---+Apap+pux=0
Ona A, #0sinon la famille (a,..., ay) ne serait pas libre. Donc:

M Ap
x:——al—...__ap
U

et (ay, ..., ap) est génératrice, donc c’est une base.
(2) Soit (ay,..., ap) la famille génératrice minimale. Si elle n’est pas libre :

/116l1+"‘+Ap6lp:0

etun des A; est non nul. Alors :
Ay Aic Aiet A

a; = _A_ial_m_/l_iai_l _/1_1'
donc a; est combinaison linéaire des a; pour j # i, et (ay,..., 4j-1, @j+1,..., dp) €st aussi
génératrice.

Soit (ey,...,e,) une base génératrice et (ay,...,a,) une famille libre, et supposons
p > n. Montrons alors que (ay, ..., ap) ne peut étre génératrice, ce qui signifie que a, est
combinaison lin€aire des ay, ..., ap-1, et (a1, ..., ap) ne pouvait étre libre.

Pour cela, on va remplacer successivement les e; par les a; en restant génératrice :

Tout d’abord, a; est combinaison linéaire des e;, et on peut supposer (quitte a per-
muter) que le coefficient de e; est non nul.

le coefficient de e; est non nul. Donc:

n
a = /1161 + Z /1]‘6]‘, Al #0
j=2
et:
e = —a1 - Z Ajej
M

est combinaison linéaire de aq, e»,...,e;, donc (al, er,...,en) est génératrice.

Supposons avoir montré que (ay,...,ar,€r+1,...,€,) est génératrice. On écrit a,;;
comme combinaison linéaire des ay,...,ar,e;41,...,€5, €t le coefficient de I'un des e;
(quitte a permuter les e;, c’est e;;1) est non nul, sinon (ay, ..., a,+1) ne serait pas libre.
Donc:

r n
Are1= ) i@+ Hrsilrat ) pje;
i=1 Jj=r+2
1

n
€r41 = ——drs1— Zulaz > Hje
Hr+1 Hr+1 ;=1 Hr+1 j=ri2

donc:
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etdonc (ay,...,ar+1,€r42,...,€p) €st génératrice.

On a donc montré que le cardinal d’'une famille libre est toujours inférieur a celui
d’une famille génératrice. Comme une base est a la fois libre et génératrice, deux bases
ont toujours méme cardinal.

Si (ay, ..., ap) est une famille libre, on peut lui rajouter des vecteurs jusqu’a en faire
une base (au plus dim(E)— p vecteurs par ce qui préceéde), donc p < dim(E). Si (ay, ..., ap)
est génératrice, on peut lui retirer des vecteurs (éventuellement 0!) jusqu’a en faire une
base, donc p = dim(E).

U

REMARQUE 1.21 (Remarque importante). Il est en général plus facile de montrer
qu'une famille est libre plutot que de montrer qu’elle est génératrice. L'un des intéréts
de ce theoréme, c’est que dans certains cas

DEFINITION 1.22. On appelle rang d’'une famille de vecteurs (ay, ..., ap) la dimension
de I'espace (ay, ..., ap).

EXEMPLE 1.23. (1) Lerang de (x) vaut 1 si x # 0 et 0 sinon

(2) Lerangde (x, y) est 2 siles vecteurs sont indépendants, 1 s’ils sont dépendants
mais au moins un des deux estnonnul et 0 si x = y = 0.

(3) Le rang de (ay, ..., ap) est p si et seulement si la famille (ay, ..., ap) est libre. En
effet d’apres le Théoreme (ay, ..., a,) engendre un espace de dimension p si et
seulement si elle est libre.

6. Applications
PROPOSITION 1.24. Si E c F sont des espaces vectoriels, alors dimE < dim F.

DEMONSTRATION. Une base de E est une famille libre dans E donc dans F, et a
dim E éléments, donc dim E <dim F. ]

PROPOSITION 1.25. Si (ay, ..., ap) est une famille libre et (ey, ..., e,) génératrice, on
peut compléter (ay, ..., ap) avec des e; pour obtenir une base.

DEMONSTRATION. Considérons les sous-familles de (ay, ..., ap,e1,..., e;) contenant
(a1,...,ap) et qui sont génératrices. Parmi celles-ci, considérons en une de cardinal mi-
nimal. On la notera (quitte a renuméroter les e;), (ay, ..., ap, 1, ...e4). On prétend que si
on lui retire un vecteur quelconque, elle n’est plus génératrice. En effet si le vecteur re-
tiré est un e;, notre famille n’est pas minimale parmi celles contenant (ay, ..., ap). Si le
vecteur retiré est un a;, alors

q
a; = Z)Ljaj+ Zukek
J#i k=1
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Si tous les ui sont nuls a; est combinaison linéaire des aj, et cela contredit la liberté de
(ay, ..., ap). On peut donc écrire (quitte a renuméroter les e;)

A q
_ i Ki
eq——Z—a]+ Z —e
j#i Hq k=1Hq
mais alors (ay, .., ap, €1, ..e4-1) est encore génératrice, ce qui contredit sa minimalité. []

Le résultat suivant avec la Proposition [1.17| est a la base de la méthode du pivot/
réduction échelonnée

PROPOSITION 1.26. Les vecteurs de R"

ain 0 0
azy | | az2 0
a1 |, as2|,...,| 4k |,
ap,1 anp,2 ap,k

forment
(1) Une famille libre si k < n et les a;,j sont tous non-nuls.
(2) Une base si k = n et tous les aj j sont non nuls.
(3) Sik=nETl'undes aj ; est nul alors la famille est liée.
DEMONSTRATION. En effet Supposons les a; ; non nuls et écrivons une combinai-
son linéaire nulle des vecteurs : 1;a; +... + Axax = 0. en développant :
(1) la premiere ligne donne A;a;,; = 0 donc comme a;,; # 0 on doit avoir ; =0

(2) Alors la deuxieme ligne s’écrit Ayap; + A2a22 = 0 or A1 =0 et az # 0 donc
Ag =0....
On conclut par récurrence que A; = ... = A = 0 et la famille est donc libre.
Comme R” est de dimension 7, une famille libre de 7 vecteurs est une base.
(3) Enfinsia; ; =0, on peut toujours supposer que j est le plus petit indice tel que
aj j = 0. Alors on ne peut engendrer le vecteur

0
0

v=|1

0
ou le premier 1 est sur la j-eme ligne. En effet 1;a; + ... + Aray = v va s’écrire
ligne par ligne
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Alal,l =0 donc Al =0
Mazy+A2a17 =0 donc 1, =0

/llaj_M +...+Aj_1aj_1,j_1 =0 donc Al 212 =.= /lj—l =0

La derniere équation sera alors A1 a;;+...+Aja; ; = 1. Mais comme seul A ;
est éventuellement non nul et que par ailleurs a; ; = 0, la somme de gauche ne
peut étre égale a 1.

O

REMARQUE 1.27. Il en est de méme pour la famille

an a e ain
0 az» az,n
0 ) 0 )y ak,k )
0 0 0

7. Méthode pratique : Pivot ou réduction échelonnée
Pour tester si une famille est libre, ou pour extraire une base a partir d'une famille
génératrice, on utilise :
— la méthode du pivot de Gauss;

— la réduction aux systémes échelonnés.

Cela consiste a organiser les vecteurs en colonnes d'un tableau et effectuer des opé-
rations élémentaires : échange de colonnes et remplacement du vecteur a; par a; + Aa;
(avec i # j!!) jusqu’a obtenir une matrice échelonnée, ce qui permet d’identifier une
base.



20 1. RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

PROPOSITION 1.28. Soit A une matrice. Par pivot de Gauss elle peut se ramener a un
systeme échelonné. Si tous les aj j sont non nuls, on peut méme se ramener a

ain 0 0
ap» 0
0 0 0
0 , 0 y e 0 )
0 0 ak,k
Ak+1,1 ak+1,2 Ak+1,k
an,1 an,2 an,k

En particulier pour une matrice carrée, on se ramene d

ap 0 0
0 ap o 0
O ) 0 M ) 0 )
0 0 Qn,n

DEMONSTRATION. Poir la premiere réduction cela a été vue en premiere année.
Pour la seconde, on part de la premiere réduction et on soustrait de la premiere co-
lonne un multiple de la seconde pour annuler a; ». Puis on soustrait de la deuxiéme
colonne et de la premiere colonne des multiples (a priori différents) de la troisieme co-
lonne pour annuler a3, et as ;. En continuant on arrive a la forme désirée. U

EXEMPLE 1.29. Compléter une famille en une base de R3 :
1

Soit le vecteur v = | 2 | € R3. On veut compléter la famille (v) en une base de R3.
0

On peut utiliser la base canonique (ey, e, e3) de R3, ot :
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1 1 0
On peut essayer (v,e;,e2). Mais [2],[0],[1 | ne sont pas linéairement indépen-
0/ \oj \o
dants : sinon, comme nous sommes en dimension 3 ils formeraient une base, mais il
0
est clair que | 0 | n’est pas dans (v, e}, e2).
1

Par contre la famille (v, e;, e3) est libre, car les vecteurs sont échelonnés (et les élé-
ments diagonaux non nuls)

1\ (0) (0
2l,[1],]0
o/ \o) \1

On a trois vecteurs indépendants dans un espace de dimension 3, c’est donc une base.

EXEMPLES 1.30. Base d’un plan et extension a R,
(1) Vérifier que la famille suivante est libre et la compléter en une base de R3

1) (4 1\ (0
3) \6)/ @~ \(3) \-6

C’est donc une famille libre. On construit alors la famille suivante :

1 0 0
20, (=3, |0
3 -6 1

Cette famille est libre, donc c’est une base de R3.

On aurait pu aussi utiliser directement :

1 4 0
21, 5], |O
3 6 1

car ces vecteurs sont également linéairement indépendants.

(2) Trouver la base d'un plan.
Considérons le plan d’équation :

X+2y+3z=0
Pour trouver une base du plan, on exprime une variable en fonction des

autres. Par exemple :
x=-2y-3z
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On peut choisir librement y et z, puis calculer x. En général on prend y =
1,z=0puisy=0,z=1.
Par exemple :

-2
— Siy=1,z=0,alorsx=-2=] 1
0
-3
— Siy=0,z=1,alorsx=-3=| 0
1

Donc, une base du plan est donnée par :

-2\ (-3
11,10
0 1

(3) Compléter la base du plan en une base de R3

Pour compléter cette base en une base de R3, il suffit d’ajouter un vecteur
non contenu dans le plan (c’est-a-dire, non combinaison linéaire des deux pré-

cédents).

Par exemple, on peut choisir :

<
Il
W N

et vérifier qu’il n’appartient pas au plan (il ne vérifie pas x+2y +3z =0, car
1+4+9=14#0).

Alors la famille :

-2 -3 1
1], 01,
0 1 3

est une base de R3.

Pour trouver I'espace engendré par une famille de vecteurs, on fera toujours le pivot
sur les colonnes. Le pivot sur les lignes est utilisé pour résoudre les systemes d’équa-
tions. On verra au chapitre suivant que dans un certain nombre de cas on peut faire
indistinctement le pivot sur les lignes ou les colonnes, mais c’est un point délicat. Les
principes de base sont :
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— On fait le pivot sur les colonnes pour les vecteurs.
— On fait le pivot sur les lignes pour les équations.

— On explicite TOUJOURS les opérations effectuées lors du pi-
vot.

EXEMPLE 1.31. Soit le systeme d’équations

3x+2y+5z=2
—2x+y-z=1
X+y+2z=3

3x+2y+5z=2 -y—z=-7
-2x+y-z=15 3y+3z=21
Ly—L-3L3
X+y+2z2=3 L,—L+2L3 |x+y+2z=3
Les deux premieres lignes sont équivalentes. Il reste donc deux équations in-
dépendantes
+z=-7
ytz=+7 Y
{ +y+2z2=3 L—I-L
X = — —
T  x+z=-4
Donc en prenant comme variable auxiliaire z, on trouve y=7-2z,x =-z—-4:
c’est une droite affine (elle ne passe pas par 0!)

X -4 -1
yI=|7 |+z]-1
z 0 1

8. Applications Linéaires

DEFINITION 1.32. Une application linéaire entre les espaces vectoriels E et F est une
application f: E — F telle que

VAopueK,Yu,ve E f(Au+pv)=Af(w)+puf(v)

i.e. 'image d'une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des images. La com-
posée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Lorsqu’on s’est donné une base (u,..., uy,) de E et (vy,...,vp) de F, on peut écrire

p
fwp)=Y ajjvi
i=1
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i.e. f(u;) estle vecteur dans la base (v, ..., V) donné par

6l1j
aj =
apj
et f est déterminée par la matrice
ain ain
A= .
apl - Apn
X1
Siu=xjuy+---+xpuy, f(u) estdonné par A- X ot X =
Xn

sont les coordonnées de u dans la base (uy,...,u;). On a alors si f(u) = yyv; +---+
VpUp, larelation Y = AX.

Inversement toute matrice A a p lignes et n colonnes fournit une application li-
néaire de E dans F (une fois défini les bases (uy, ..., u,), (v1,..., Vp)). En particulier, en
choisissant les bases canoniques de R”, R”, A définit une app” linéaire de R"” dans R”.

DEFINITION 1.33. Soit f : E — F une application linéaire. On note Ker(f) = f~1(0)
etIm(f) = f(E). Ce sont des sous-espaces vectoriels de E et F respectivement.

EXEMPLE 1.34. La rotation du plan d’angle 6 est une application linéaire : 'image

(1 _ [cos(0) (0 —sin(0) .
de e = (0) este; = (sin(@)) cellede e; = (1) est ( cos(0) ) et sa matrice est donc

_ [cos(8) —sin(0)
0= |sin@) cos®)
PROPOSITION 1.35. Soit f:E— F.
(1) f estinjective ssiKer(f) =0
) f est surjective ssiKer(f) = 0 et Im(f) = F. Dans ce cas f~! est aussi une appli-
cation linéaire.
(3) (Théoreme du rang) dimKer(f) + dimIm(f) = dim(E)
(on pose souvent dim(Im(f) = rang(f)

DEMONSTRATION. (1) f(x)=f(y) e f(x—y)=0< x—yeKer(f)

donc Ker(f) =0= x = yi.e f injective et inversement si f est injective Ker(f) =0

(2) Les hypotheses impliquent évidemment que f est bijective. Montrons la linéa-
ritéde fl:six'=f1(x) Yy =f'(»ona

fAx +uy)=Ax+puy



8. APPLICATIONS LINEAIRES 25

donc
[ Ax+uy) =A@ +puf )
(3) Soit ey, ..., e, une base de Ker(f) et complétons la en une base (ey,...,e,) de E.
Alors f(ep+1),..., f(e,) sont linéairement indépendants car si

0= > Mf(ej)=f( > Mej)

j=p+1 j=p+1
. n . n .o, — VP 0. d o
malsalorszj:p+1)L]e]EKer(f) donczj:pH/l]e]—ijl/lje]dou
n p
> Ajej=) Ajej=0
j=p+1 j=1

ce qui donne une combinaison linéaire des e; égale a 0. On en déduit que les 1; sont
tous nuls, donc (f(ep+1),..., f(ey)) est une famille libre.

Or f(E) =(f(ep+1),..., f(en)) doncrg(f) = n— p etdimKer(f) = p. 0J

8.1. Changement de base. Si A est la matrice de f dans les bases (uy,...,u,) de E
(v1,...,Vp) de F et B la matrice de g dans les bases (vy, ..., vp) (wy,..., wy) onaque go f
a pour matrice C = B- A; cji = Z;’zl bija;x

DEFINITION 1.36. Si (u,...,uy,) (u’l, . u;,t) sont deux bases de E on appelle matrice
de passage de u a u’ et on note P, ,, la matrice dont les colonnes sont les coordonnées
des u; dans la base u. C’est la matrice dans la base de départ u et base d’arrivée u’ de

I'application linéaire envoyant u; sur u;., ou encore la matrice de Idg de (E, u') dans
(E,u).

Si on se donne un vecteur v dont les cordonnées dans la base u sont données par
le vecteur colonne X et ses coordonnées dans la base 1’ sont données par X'. Alors on
a PX' = X ou P est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des u; dans la

base u. En effet si on prend le vecteur u; ses coordonnées dans la nouvelle base sont
1

0
données par X = | . | et ses coordonnées dans I'ancienne base par la 1-ére colonne de

0
P, X;. Or on a bien PX{ = Xj, car 'image du i-éme vecteur de la base canonique par
une matrice égale sa i-eme colonne. De méme en remplacant 1 par j le résultat est vrai
pour pour u; Comme I'égalité PX' = X est vérifiée pour une base de E, par linéarité ce

sera vrai pour une combinaison linéaire des u; donc pour tout vecteur de E vu que les
u; engendrent E.
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On en déduit que si A’ est la matrice de f dans les bases /', v’ et A sa matrice dans
les bases u, v on a, notant Q la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des v;.
danslabase v:

Onadonc PX'=X,QY'=Y etdoncsi AX =Y onaura Y' = Q"' APX’ et la matrice
A’ de f dans les coordonnées v/, v’ est donnée par A'= Q1 AP.

On a donc montré

PROPOSITION 1.37. Soit f : E— F une application linéaire. Soient u, u’ es bases de
E et v, V' des bases de F. Soit P la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des u;

dans la base u et Q les coordonnées de v;. dans la base v. Soit A la matrice de f dans les
bases u, v et A’ celle dans les bases u',v'. Alors

A'=Q7lAP
SiE=F,u'=v,u=vonaA =P 1AP

9. Somme directe

DEFINITION 1.38. Soient F, G des s.e.v de E. On dit que E est la somme directe de F
et G, et on note E = F & G si tout élément u de E s’écrit de maniere unique u = v+ w
avecve F weQG.

PROPOSITION 1.39. Ona E =F & G si et seulement si E=F + G (i.e tout élément u de
E est somme d’un élément v de F et d’'un élément w de G) et F N G = {0}.

DEMONSTRATION. < Ilfautsimplement montrer que I’écriture u = v+ w est unique.
Orsiu=v,+w, =v;+wjonav, —v; =w,—w; mais v; — v, € F w; — w; € G et comme
FnG={0lonav, —vy=w,—w;=0iev =v; w =w,

=>siveFNGvr#00=v—v=0-0etl'écriture ne serait pas unique. U

PROPOSITION 1.40 (Formule de Grassmann). Si E, F sont des sous-espaces vectoriels
deE Ona

dim(F; + F») = dim(F;) + dim(F) —dim(F; N F,)

DEMONSTRATION. On considere 'application linéaire s: F; x F» — F; + F» donnée
par s(x1,x2) = x1 + x2. On a Ker(s) = {(x,—x) | x € F; n F»} qui s’identifie a F; N F, et
s est surjective. Donc le Théoreme du rang nous dit que dim(Im(s)) + dim(Ker(s)) =
d1m(F1 x Fy) soit d1m(F1 +F)+ d1m(F1 NF) = dll’n(Fl) + dlm(Fz)

]

De méme

DEFINITION 1.41. On dit que Ej, ..., E, sont en somme directe si tout élément u de
E s'écrit de maniere unique u = vy + -+ vy, v; € Ej.
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@ Il ne suffit pas de vérifier que E; +--- + E, = E et que E; N Ej = {0}.
Par exemple ces trois s.e.v ne sont pas en somme directe
1
Vi=Re0=R (0)

V2:O€B|R2=R(O)

1
1

i)}

PROPOSITION 1.42. Si u; = (u;1,...,U; q;) est une base de E; (u; ;j est un vecteur de
E;Det

E=E ®---®E, alors
u= (ul,ly---;ul,dlyu2,1»---:up,ly---rup,dp)
Juxtaposition de uy,...,u, est une base de E. On a donc dim(E; @ --- & E;)) = dim(Ey) +
.. +dim(Ep)

DEMONSTRATION. Si w € E il s’écrit de maniére unique sous la forme w=v; +---+
vp avec v; € Ej.
Chaque v; s’écrit de maniere unique comme c.ldes u;,; 1 < j < d;, donc w s’écrit de

maniere unique comme c.l des u; ; i.e les u; j forment une base.
O






Chapitre 2

Déterminants

1. Motivation

Le déterminant est un outil de calcul qui intervient dans plusieurs cadres. C’est la
généralisation en dimension supérieure des calculs d’aires et de volumes et intervient
par exemple dans la formule du changement de variable dans les intégrales. Il intervient
aussi pour décider si une famille de vecteurs est libre ou liée, et si une matrice est in-
versible. Il intervient aussi dans le calcul de cet inverse. Méme s’il faut réfléchir un peu
avant de décider si on veut utiliser le déterminant ou une méthode de pivot, le déter-
minant reste un outil essentiel aussi bien pratique que théorique. On verra au chapitre
suivant son application a la diagonalisation, et ultérieurement dans la classification des
formes quadratiques.

2. Déterminants

. . , . a b\ |
On a déja vu le déterminant d’'une matrice 2 x 2 : (C d)’ c’est

ad — bc.

Il intervient dans la formule générale d’'inversion de la matrice :

a b\' 1 (d -b
c df ad-bc\-c a
Il représente aussi l’aire algébrique du parallélogramme engendré par les vecteurs

u= (Z) etv= (2), P(u,v).

29
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(a+c)b+d)

[S
Y

a C

(a+c)(b+d)—bc—“7b—%:ad—bc

Laire du parallélogramme est donnée par (a+c)(b+d) — bc — “Tb - % =ad—-bcOna
aire £ (u, v) = |det(u, v)| et le signe de det(u, v) est positif si et seulement si (i, v) est
positivement orienté.

On a aire 2 (u, v) = |det(u, v)| et le signe de det(u, v) est positif si et seulement si

(u, v) est positivement orienté.
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2.1. Calcul géométrique.

2.2. Formule de changement de variables. Pour cette méme raison, le détermi-
nant apparait dans la formule de changement de variable pour les intégrales : si ¢ :
U — V est un difféomorphisme, c’est-a-dire une bijection différentiable d’inverse dif-
férentiable ot1 U,V c R?, on a pour (x,y) = (p1(s, 1), pa(s, 1)) :

ffvf(x,y) dxdy:fof(q;(s, 0)|Jy(s, 1| dsdt

ox Oy
ou Jy(s, 1) = det ( gfc g;) Le déterminant de la différentielle dit I’effet infinitésimal
ot or

de @ sur les aires en (s, f) : un carré de coté € (et donc d’aire €2) en (s, t) aura pour image
un domaine d’aire environ J, (s, ) |2,
En particulier (passage en coordonnées polaires) : si x(r, £) = r cos(?), y(r, t) = rsin(f) :

cost sint

r, t) = det .
Jo(n 1) (—rsmt rcost

) = r(cos2 f +sin® H=r

et donc ¢ : [0,R*[x[0,271[— 2(0,R) donne :

R p2m
ff f(x,y)dxdy:f f f(rcost,rsint)rdrdt
2(0,R) 0 Jo

3. Propriétés du déterminant
Citons quelques propriétés de det(u, v) :
(1) det(u; + up, v) = det(uy, v) + det(u,, v)
(2) det(u, v + vo) = det(u, v7) + det(u, v5)
(3) det(Au,v) = Adet(u, v) etdet(u, Av) = Adet(u, v)
(4) det(u,v) = —det(v, u)
(5) det(u+ Av,v) =det(u, v)

REMARQUE 2.1. Notons que (4) entraine que pour tout vecteur v, on a det(v, v) = 0.
Et det(v, v) = 0 entraine, avec (1), que det(u + Av, v) = det(u, v) + Adet(v, v) = det(u, v),
soit (5).

En fait, det(u, v) = 0 ssi 1 et v sont colinéaires.

PROPOSITION 2.2. Lapplication det:R? x R? — R est :
(1) multilinéaire : det(A1uy + Ao up, v) = A det(uy, v) + Ao det(uo, v)
(2) alternée : det(u, v) = —det(v, u)
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)

Aire(u;,v) + Aire(us, v) = Aire(u; + up, V)

De (1) et (2) résulte que det(u,A1v) + A1) = Ay det(u, vy) + Ax det(u, v2) Si on impose

det(e, e2) =1, ol ey, e2) est la base canonique (((1)) , ((1))) , unetelle application est unique.

En effet, si on écrit x = 1;e; + Aze2,y = p1e1 + U2e2 on aura det(x, y) = det(1;e; +
Azer, muyer+poer) = Ay det(er, er)+A1pp det(er, ex) + Aoy det(er, e1) +A2pp det(er, eo) =
Az — Az .

4. Cas deladimension 3

On insiste ici sur le point de vue intuitif, le cas général de la dimension 7 sera traité
rigoureusement dans la section suivante.

On pose det(u, v, w) = +volume P (u, v, w) ou L (u, v, w) est le parallélépipede en-
gendré par les vecteurs (u, v, w)

Le signe étant positif si et seulement si (1, v, w) est positivement orienté. On admet-
tra la proposition suivante, que I’on peut justifier par des dessins pour

PROPOSITION 2.3. (1) det(Auy + pup, v, w) = Adet(uy, v, w) + pdet(uy, v, w)
2) det(uy, uz, uz) = det(uy, uz, u1) = —det(us, uz, up) = —det(uy, uy, u3)

(3) det est unique parmi les applications vérifiant (a) et (b) si on imposedet(ey, €2, e3) =
1

Il résulte de (2) que det(u, u, w) = 0 (et idem par permutation), et plus généralement
det(u, v, w) = 0 si (4, v, w) ne forment pas une base (car le parallélépipede est contenu
dans un plan et a alors un volume nul). De méme det(A) # 0 si et seulement si A est
inversible.



4. CAS DE LA DIMENSION 3 33

Volume du Parallélépipede =|det(u, v,w)|

4.1. Exemple.

1 4 7 oG 1 O 0
2.1) det|2 5 8] * 272 -3 -6
3 6 9)®"C T3 g _12
C3—C3-2C 100
(2.2) T2 -3 0]=0
3 60
124CC4C OOCCCCIOO 1 0 O
23) (1 3 4|72 1 o |TTMER™ L 1 ol=l0 1 0]=-3
2 3 5@ 20y 1 3| @@ G 1 3] 0o 0 -3
4.2. Développement selon la premiére ligne.
a, a2 dp3
(2.4) a1 Gz2 G23|=a11022033+ A1202 303
as1 dazp dss
(2.5) +ap1a32013— 01,102,303
(2.6) —ayap)as3— a1,3a22031

Regle de Sarrus :
det(A) = a1, 1a22a33+0a12a023031+01,302,103 203102201 3— 032023011~ 033021412
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Colonnes répétées

a a e

+ Diagonales descendantes
- Diagonales montantes

On en déduit par exemple

a1 0 0
det| x ax 0 |=ajaxas
* *x as

5. Cas de la dimension n
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (ey, ..., e,;) une base.

PROPOSITION 2.4. Il existe une unique application det, : E" — K telle que :
(1) det, est multilinéaire, i.e. les u; — det,(uy,..., Ui,..., U,) sont linéaires
(2) det, est alternée, i.e. changer u; et uj au méme det, annule u; = u; (i # j)
(3) dete(eq,...,en) =1

On admettra

LEMMA 2.5. Toute permutation de {1, ..., n} est composée de transpositions c'est a dire
de permutations qui échangent deux nombres sans changer les autres. L'écriture n'est pas
unique, mais la parité p du nombre de permutations est unique. On appelle signature de
la permutation le nombre (—1)P (qui vaut donc 1 si p est pair, —1 si p est impair.

. . 1 ... n
EXEMPLE 2.6. On note une permutation sous la forme suivante i i est
1 2 .. n

la permutation qui envoie 1 sur jj, 2 sur j» et n sur j,. Pour abréger on note (i j2... jn)
et pour simplifier, on omet les nombres qui sont fixes (i.e. ji = k. Par exemple la trans-
position de i et j se note (i, j). La permutation circulaire de 1,2,3 (qui envoie 1 sur 2,
2 sur 3 et 3 sur 1) se note donc (123). On peut décomposer (123) = (12)(23) ou (23)(31)
mais on a toujours un nombre pair de transpositions. Donc la signature de (123) est +1.
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Il est d’'usage de noter o une permutation et £(o) sa signature.

DEMONSTRATION (UNICITE). On développe en écrivant chaque vecteur dans la base
(e1,...,en). en écrivant u; = Z;?:l X; jej on obtient alors une somme det.(uy, ..., uy) =
Yi<ji<nX1,j - Xn,j, det(ej,...,ej,). Un terme sera nul des que deux indices j, j; sont
égaux (pour k # I). Donc les seuls termes qui apparaissent correspondent au cas ou

i — j; est une permutation o de 1,..., n et det(ej,, ..., ej,) est la signature de la permuta-
tion 0. en d’autres termes

deet(ul,..., U, = le.jl----xn,jn e(o)
g

Pour I'existence, on peut utiliser la méme formule et vérifier que cela donne bien une
application vérifiant (1), (2) et (3). O

6. Propriétés générales

Notons qu'une matrice n x n peut représenter :
ay j
— les nvecteurs colonnes | : |[=a;
Anj
— Lapplication linéaire qui envoie e; sur a;

On appelle déterminant d’'une matrice le déterminant de ses vecteurs colonnes. Ainsi
det(A) = det(ay, ..., a,) estle facteur par lequel A (vue comme application linéaire) mul-
tiplie les volumes.

On a la formule de récurrence suivante

PROPOSITION 2.7 (Développement suivant une ligne). Soit A une matrice. On note
Aj,j la matrice obtenue en supprimant la i-eme ligne et la j-eme colonne de la matrice
A.Alorsona:

det(A) =) (-1)"*/a;jdet(A;,;)

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que la formule de droite définit une applica-
tion de K" dans KK vérifiant les propriétés (1), (2), (3) ce qui est facile par récurrence. [

7. Propriétés fondamentales

PROPOSITION 2.8. (1) det(AB) = det(A) det(B)
(2) A estinversible ssidet(A) #0
(3) det(*A) = det(A)

(4) det(A) ne change pas si on effectue le pivot sur les colonnes ou sur les lignes de
A.



36 2. DETERMINANTS

DEMONSTRATION. (1) Si uy,..., u, sont des vecteurs, on peut considérer 'applica-
tion f : (uy,..., u,) — det.(Auy,..., Auy) 1l est facile de vérifer qu’elle satisfait aux pro-
priétés (1) et (2) de la Proposition mais par contre f(ey,...,e,) = det(Aey, ..., Aey) =
det(A) car Ae; estla i-eme colonne de la matrice A.

Mais alors si det(A) # 0 I'application m f vérifie (1), (2) et (3) et donc est égale a
dete(uy,.., uy) : det.(B). Dans tous les cas f(uy,..., u,) = deto.(A) det.(uy,...u,). Mainte-
nant si uy,..., U, sont les colonnes de B, les colonnes de AB sontles Au;,..., Au,,.

(2) si AB = I on a det(A)det(B) = 1 donc det(A) est non nul. Inversement si det(A)
est non nul les vecteurs colonnes de A ne sont pas dans un hyperplan, donc forment
une base et A est donc inversible.

(3) Résulte de la formule (on omet les détails).

(4)Ona

det(uy + Auo, Uy, ..., uy) = det(uy, Uy, ..., u,) + Adetu; + Adet(uo, us, ..., Uy,)
par multilinéarité. Par antisymétrie, det(uy, uy, ..., ;) = 0 donc on a bien
det(uy + Auy, Uy, ..., uy,) = det(uy, Uy, ..., Uy)

le méme raisonnement avec les autres indices montre qu'un pivot sur les colonnes ne
change pas la valeur du déterminant. Comme le pivot sur les colonnes de la transposée
correspond au pivot sur les lignes pour la matrice d’origine, on voit qu'un pivot sur les
lignes ne change pas non plus la valeur du déterminant. U

REMARQUE 2.9. L'énoncé (1) est évident avec 'interprétation par le volume : car
pour le signe AB préserve I'orientation ssi A et B préservent ou renversent simultané-
ment I'orientation. Ensuite si A multiplie les volumes par |det(A)| et B par |det(B)]| il est
clair que AB les multiplie par |det(A)||det(B)| = det(AB)|.

(2) dit que le volume d’'un parllélépipede (en dimension n) est nul si et seulement si
les vecteurs sont dans un hyperplan.

On remarque que d’apres (3) on peut effectuer les opérations élémentaires sur les
lignes au lieu de les faire sur les colonnes sans changer le déterminant.
Par exemple on peut développer selon une colonne au lieu d'une ligne.

7.1. Exemple.

2

Ins

1 8
(~9(@) ’1 9' =28

—_—0 O
G =~ W
SO NO
S N o
© O ©
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8. Quelques applications des déterminants

8.1. Remarque sur les matrices semblables. On remarquera aussi que le détermi-
nant de deux matrices semblables est le méme :

det(A)
det(P)

det(P~' AP) = det(P~1) det(A) det(P) = det(P) = det(A)

8.2. Equation d’un hyperplan. Si H est engendré par aj,...,a,_1, le vecteur v est
dans H ssi:

det(v, ay,...,a,-1) =0

=W

1
EXEMPLE2.10. n=3,a;=|2|, ax =
3
X
y =-x+2y-z
z

1
2
3

)

Donc H={(x,y,2) | x-2y+2z=0}.

On vérifie que a;, a, sont dans H.

Important: Il faut que (a,, ..., a,-1) soientlinéairement indépendants, sinon (ay, ..., a,-1)
n’est pas un hyperplan.

8.3. Rang d’'une famille de vecteurs.

DEFINITION 2.11. Un mineur de taille p d’'une matrice m x n est le déterminant
d’'une matrice extraite de A en supprimant m — p lignes et m — p colonnes.

PROPOSITION 2.12. Le rang de A est le plus grand entier p tel que A posséde un mi-
neur de taille p non nul.

DEMONSTRATION. Soient (ay,...,am,) les vecteurs colonnes. Considérons p vecteurs,
par exemple (ay, ..., ap). Si un mineur de ces p vecteurs est non nul, cela signifie que la
projection sur les (e;,, ..., e;,) estlibre, et doncles ay, ..., a, sont linéairement indépen-
dants.

Inversement, si p vecteurs sontindépendants, il existe iy, ..., i, tels que la projection
sur (ej,...,e;,) est libre. En effet, si (ay,...,ap) est libre, il existe ej,,..., €y tels que
(a,...,ap,ej,...,ej, ) estune base (Théoréme de la base incomplete).

Alors, si {iy,..., ip} estle complémentaire de {ji,..., jn-p} dans {1, ..., n}, la projection
de (ay,...,ap) sur (ej,..., e,-p) estlibre:sinononaurait} A;a;+...+A,a, € {ej,..., ejn_p)
(A1; non tous nuls), car dire qu’un vecteur a une projection nulle sur (e;, ..., eip) c’est dire
qu’il apparteient a {ej,,..., ejp) ). Cela contredirait la liberté de (ay, ..., ap, ej,, ..., ejnfp).
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REMARQUE 2.13. Dans la pratique on utilise le pivot de Gauss, mais le critere précé-
dent est parfois utile.

1 5
2 6
EXEMPLE 2.14. Rangde 3 7|
4 8
Mineurs :
1 5
2 6 1 5
Lerang de 3 7 estZCar2 6‘——4;60
4 8
1 5 1 0
o 2 6|, 2 -4 |
Pivot : Le rang de 3 7 égale le rang de 3 _g =2
4 8 4 -12

8.4. Produit vectoriel dans R3. étant donné v, w € R3, il existe un unique vecteur ¢
tel que :

YueR® (u, &) =det(u, v, w)

Car u— det(u, v, w) est linéaire, et se représente donc comme :
u— auy+buy+cu; =(u,c)

avec ¢ =(a,b,c).
On pose ¢ = v A w. Par définition :

Uy Uy Wy
Uy vy Wy|=ux(Vyw,—wyv;) — uy(Vx Wz — WxVz) + U (Vx Wy — Wy Vy)
Uz; UVz; Wg

donc:
Vwa_ Wyvz
VAW=\|Vv,wy—w,vy
Uny_ LUny

REMARQUE 2.15. On pourrait aussi définir le produit vectoriel de (n — 1) vecteurs
dans R" :

V1 A...AUy_1 défini par (u, v1 A ... Avy—y) =det(u, vy,...,Vp-1)
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8.5. Formule d’inversion. Le développement suivant la 1ére ligne du déterminant
dit que:
n .
det(A) = Y (D' ayjAq;
j=1
ou A;; estle déterminant du mineur A; ; de A.
Donc si fcom(A) est la matrice donnée par :

bij= (—1)i+jAj,- (attention a I'inversion de i et j)
ona:
n
Z a,,-jbj,- =det(A)
j=1
En développant suivant la i-eme ligne, on obtient :

n
Z a,-jbj,- =det(A)
j=1
Par ailleurs : .
Y ajjbjr=0 pouri#k
j=1
car par exemplesii =1et k # 1, c’est le développement du déterminant

ain a2 ai,n
ain a2 ai,n
ap ap o . az n
ag-11 Q4k-12 --- Qk-1,n
aig+1,1 Ak+1,2 -+ Ak+1,n
al’l,l an,z an,n

dont deux lignes sont égales. Le méme raisonnnement s’adapte lorsque i est différent
de 1. En conclusion :
1 det(4) sii=k

Y aijbjr= ..

j=1 0 sii#k
Donc:

A-'com(A) = det(A)- I
et:

Al = 1 ‘com(A)
det(A)
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EXEMPLE 2.16.

1 3 1
A=|-1 2 o
0 0 -2
1 3 1
det(A)=|-1 2 0|=—-4+(-6)
0 0 -2
L (4 -6 2 4 6 -2
Al=—12 2 1]|=—]|-2 -2 -1
“10lg o0 -5/ 10lp o 5

REMARQUE 2.17. Comme on va le voir, pour résoudre un systéme linéaire donné, on
peut utiliser le pivot. Le calcul de I'inverse ne se justifie que si on doit résoudre AX =Y

pour de nombreux Y distincts.
8.6. Méthode de Gauss-Jordan. On peut aussi inverser A par pivot. C’est la mé-
thode de Gauss-Jordan. Il s’agit d’appliquer les mémes pivots sur les colonnes de droite

et de gauche de la matrice (A | I) jusqu’a se ramener a la matrice (I | A1), Notons qu'en
plus des pivots proprment dits, on peut multiplier une clonne par un réel non-nul.

EXEMPLE 2.18.

1 31 | 100 1 0 0 | 1 -3 -1 1
—Ca— C1—Ci+:zC
—120|010C3C3C1—151|0101$+52
0 0 -2 ] 0 0 1)CC3a 0 0 0 1)CG—C3C
10 0 | 2/5 -3 =2/5\ . (1 00| 25 -3/5 1/5
05 0 | 1/5 1 —1/5 5% 1o 1 0 1/5 1/5 1/10
00 -2 0 0 G-3Glo 0 1 0 -1/2
4 -6 2
-1 _1
etA —1—02 2 1
0 0 -5

REMARQUE 2.19. Lorsqu’on calcule un inverse, ne jamais mélanger pivot sur les lignes et sur
colonnes!

9. Démonstration de det(A) = det(‘ A)

Pour calculer det(A), il faut sommer (avec signe) tous les produits possibles :

{FA) = Z e(o) alo) " An,o(n)
o

On voit qu’inverser lignes et colonnes ne change rien, parce que cela revient a rem-
placer o par 0! ce qui ne change pas la signature. les sommes de £(0)a; o1y * Anon)
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sont aussi les sommes de €(0)ay),1*** g (n),n, car le nombre d’'inversions de o égale le
nombre d’inversions de o~ 1.






Chapitre 3

Diagonalisation

1. Motivations

Dans un certain nombre de situations, on a besoin de calculer A* pour k grand.
Le nombre d’opérations devient juste énorme, si la matrice est de taille n, il faut déja
n® opérations pour calculer A2, et en étant astucieux = n'™"” opérations. Sauf si A est
diagonale, car si A = diag(Ay,...,A,) alors A* = diag(AF,..., AK). On a souvent besoin de
se ramener a ce cas.

EXEMPLES 3.1. (1) On considere le graphe suivant ou toutes les arétes ont de

longueur 1.
G'@

(3]
5—

Combien y a-t-il de chemins de longueur k reliant 1 a 4?

Réponse : Ici n =9, aijj=0sii,je[l,5]eti,jsont reliés par une aréte et
a;,j = 0 sinon.

La réponse est donnée par I'élément (4, 1) de A*. En effet le coefficient (i, k)
de A%esty jaijajx = # chemins de longueur 2 reliant i a k. Plus généralement
le coefficient (i, j) de A* est égal au nombre de chemin de longueur k allant i
aj.

(2) Une population de lapins se divise en trois classes d’age : jeunes adultes et
vieux. Chaque année :

- 90% des jeunes deviennent adultes

- 80% des adultes deviennent vieux

- 10% des vieux survivent

- Chaque adulte produit 1,2 jeunes en moyenne

Question : Que devient la population a long terme?

43
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Nombre de jeunes 'année n
Modélisation : si on pose X,, = | Nombre d’adultes I’année n
Nombre de vieux 'année n

on aura X,;1 = AX, avec

0 12 0
A=(09 0 O
0 0.8 0.1

Dans ces deux exemples la réponse serait facile si on avait une matrice A diagonale.
On essaie de se ramener a ce cas.

La diagonalisation est un outil indispensable dans les cas suivants :
- Calcul de A" (suites récurrentes)
- Classification des formes quadratiques (Chapitre 4)
- Résolution de systemes différentiels (Chapitre 6)
- Analyse de stabilité (Chapitre 7)

2. Définitions et Propriétés
2.1. Endomorphisme Diagonalisable.

DEFINITION 3.2. On dit qu'un endomorphisme f de E est diagonalisable s’il existe
une base 2 de E telle que Mat(f, %) soit diagonale, ou encore il existe (11,...,A,) e K"
tels que f(e;) = A;e;.

On dit que lamatrice A € M, (K) est diagonalisable siI’endomorphisme de K" qu’elle
définit est diagonalisable. En d’autres termes s'il existe P € M, (K) inversible telle que

P~ AP soit diagonale.
Une matrice peut étre diagonalisable dans M, (C) mais pas dans M, (R). En

d’autres termes il se peut qu’il existe P € M,,(C) telle que P~! AP soit diagonale
mais pas de tel P dans M, (R).

2.2. Exemple. Soit feZ/Z:

3.1 (cos@ —sine) (1)

sinf cos@ )\i

e (1
)+

cosf —sinf\(1) [ ef \ (1
3-2) (sinG cosO)(—i)_(—ieie)_e (—i)

Or (1) , (_11) est une base de C?

cosf -—sinf

donc A= (sin@ cosf

) est diagonalisable sur C.
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Mais A ne peut étre diagonalisable sur R; c’est la matrice d'une rotation plane # +Id
qui ne préserve donc aucune droite : Il n’existe donc pas de vecteur u # 0 tel que Au =
Au.

2.3. Vecteurs Propres et Valeurs Propres.

DEFINITION 3.3. On dit que u € E\ {0} est un vecteur propre de '’endomorphisme
f s’il existe A € K tel que f(u) = Au.

On dit que A valeur propre et que u est un vecteur propre associé a la valeur propre
A.

Le vecteur u n’est en général pas unique! Diagonaliser f c’est trouver une base
de E constituée de vecteurs propres.

cosf@ —sinf

. est diagonalisable sur C. Le vecteur
sinf cos6

EXEMPLES 3.4. 1) On a vu que (

1 .
(i) est vecteur propre associé a la valeur propre e 0,
2) Si u € Ker(f) il est associé a la valeur propre 0.
3) Si f = A-1d, A est valeur propre et tout vecteur (# 0) est vecteur propre associé a
la valeur propre 0.

2.4. Espace Propre.

DEFINITION 3.5. Soit A €K, f € End(E).

On appelle espace propre associé a A ’espace vectoriel Ker(f — Ald) constitué de 0
et des vecteurs propres associés a A.

On le note E) (ou E)(f) s’il y a ambiguité sur f).

2.5. Exemples. 1) Ey = Ker(f)
2)Si f=AId, E) =E.
Avant de donner d’autres exemples montrons

PROPOSITION 3.6. Soient Ay, ..., Ay desvaleurs propres distinctes de f, d'espaces propres
associés Ey . Alors les Ey; sont en somme directe i.e.

E;L1+'--+E/1PZE,11€B---EBE/1P

DEMONSTRATION. Il s’agit de montrer que si v; € Ey, et v +---+ v, = w, les v; sont
uniques. Il suffit pour cela de traiter les cas w = 0 et de montrer que si vy +--++ v, =0
alors les v; € Ej, sont tous nuls.

Raisonnons par récurrence. Pour p = 1 le résultat est évidemment vrai. Supposons
le vrai pour —p —1 et montrons le pour p. On aura donc v; +---+ v, = 0 avec des v; € Ej,
non tous nuls. Alors (f — A1) (v +---+vp) = 0 et en utilisant que f(v;) = A;v; cela s’écrit

A=A+ A=A va+....+ (/1’9 - Ap) Up= 0
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soit

(/11 - /12) Vo+....+ (/1p - /lp) Up = 0
On a donc obtenu une somme de p — 1 vecteurs propres de valeurs propres différentes
égale a 0. Par hypothese de récurrence, cela entraine (1; —A;)v; =0pour2<i < p et
comme A; —A; Z0ona v, =.. = vy, = 0. En réutilisant vy +... + v, = 0 on en déduit que
v1 =0 et donc finalementv, = v, =... = v), = 0. O

COROLLARY 3.7. L'endomorphisme f est diagonalisablesi et seulementsi)_ ; dim(E,) =
dimE.

DEMONSTRATION. En effet
dim(Ey, +---+ E,) = )_dim(Ey,)

d’apresla Proposition. Donc ) Ej = E (lasomme est finie!) si et seulementsidim(}_ Ej) =
dim(E) i.e. Y dim(E,) = dim(E) car les Ej, sont en somme directe. Ceci montre que A
est diagonalisable puisqu’en juxtaposant des bases des Ej; on obtient une base de E
dans la quelle la matrice de A est diagonale. U

3. Polynéme Caractéristique
Pour trouver les valeurs propres de f on utilise

PROPOSITION 3.8. Soit f un endomorphisme de E, A sa matrice dans une base. Les
valeurs propres de f sont les racines du polynéme P 4(x) = det(xI — A).

On appelle P le polyndme caractéristique de A. Notons que P ne dépend que de f
car si M est la matrice de f dans une autre base, A’ = R"! AR d’out

P4(x) =det(xI— A) = det(R'(xI— A)R) = det(R™!) det(x]— A)det(R) = det(x]— A) =
Py(x).

EXAMPLE 3.9. A= ((1) _21) sur K =R.
x—-1 =2 . P . s 1 e
Py(x) = ' 0 x+ll” (x—1)(x+1) qui est scindé, les racines ont toutes multiplicité

1 = Aest diagonalisable.
Cherchons E; = Ker(A—I) : on veut que Ae; = e1, donc E; = Re;.

2 2
Cherchons E_; = Ker(A+ I) = Ker (0 O)’ on veut que ej — e, soit solution E_; =
R(e; — e2).

o (11 -1 (1 0
SIP—(O _l)onaP AP—(0 _1).

Voici quelques propriétés du polyndme caractéristique :

PROPOSITION 3.10. Soit P4(x) le polynome caractéristique de A. Alors
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(1) Le coefficient de x" dans P (x) est 1
) Le coefficient de x"~1 est —=Tr(M) oi1 Tr(A) = a1+ +anpn
(3) Le coefficient de x° est (—1)" det(M)

DEMONSTRATION. En effet dansle développement de det(xI— A), x" n’apparait que
dans (x—ay,1) -+ (x— ay,,) et son coefficient est 1

-x"~1 wapparait que dans (x — a 1) (x—ap,,) etson coefficient est —Tr(A)

- Le coefficient de 1 égale P4(0) soit det(—A) et vaut donc (—1)" det(A).

Bien entendu dans (x —ay,1) - - - (x — ap, ) le coefficient de x" 1est —trace(A)

donc de degré (n—2) au plus en x. U
Il en résulte que Tr(A) = Tr(P~! AP). On a en fait un résultat plus général :

PROPOSITION 3.11. Quelles que soient les matrices M, N on a Tr(MN) = Tr(NM).

4. Théoreme de d’Alembert-Gauss
Soit P un polynome.

DEFINITION 3.12. On dit que le polynéme P a coefficients dans K est scindé sur K
siil s’écrit sous la forme
P(X)=(x—r)"™ - (x—1y)""
On dit que m; est la multiplicité de la racine r;. Si les m; sont tous égaux a 1 on dit que
le polynome a toutes ses racinses simples ou distinctes.

Notons qu’a l'ordre pres, les r;, m; sont uniquement déterminés par P.

THEOREME 3.13 (Théoreme de d’Alembert-Gauss). Tout polynéme a coefficients dans
C est scindé surC.

Notons que si P est réel, les racines non réelles viennent par paires de racines com-
plexes conjuguées ayant méme multiplicité.

AinsisidegP =3 ona:
- soit 3 racines réelles
- soit 1 racine réelle et 2 racines complexes conjuguées.

EXEMPLES 3.14. 1) P(x) = x> —4x? +5x — 2 est scindé sur R car P(x) = (x— 1)?(x —2).
Laracine 1 est de multiplicité 2, la racine 2 de multiplicité 1.

2) P(x) = x> + 1 n’est pas scindé sur R. Il est scindé sur C car P(x) = (x +i)(x —i). Les
racines i et —i sont de multiplicité 1.

REMARQUE 3.15. Si P estréel et si r € C\R est une racine complexe, les multiplicités
de r et 7 coincident. En effet si r et ¥ sont réel P(x) = P(x) (car P(x) € R), donc (x —
r) M (x =) = (=T ™ (X =T) M done Ty = rj my = m;
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PROPOSITION 3.16. Si f est diagonalisable sur K alors P¢(x) est scindé surlK.

DEMONSTRATION. En effet, f a pour matrice dans la base ot elle diagonalise

AM .. 0
D =diag(Ay,...,An)=| 0o °-. o |=diag1y,...,A,)
0o ... A,
donc Py (x) = Pp(x) =1}, (x — A;) est scindé. O

1
La réciproque est fausse : si A = (g /1) Pr(x) = (x— A)? est bien scindé, mais

g% A n’est pas diagonalisable : si c’était le cas, comme sa seule valeur propre est
A, A serait semblable a (:)1 2) = AI. Mais P"'IP = I, donc on aurait A= I ce

qui n’est pas!
Notons que cet argument s’applique aussi bien pour R que pour C.

PROPOSITION 3.17. Si P4 est scindé sur R, A est diagonalisable sur C si et seulement
si elle est diagonalisable surR.

DEMONSTRATION. En effet, supposons A diagonalisable sur C. Alors tout w € C"
s'écrit w = v1 +---+ v, ot Avj = Ajvj, vj € C" etles A; sont réelles puisque ce sont
les racines de P4. Si w € R” < C" (i.e. les coordonnées de w sont réelles), on a w =
v+ +Vp =11 +...+ V) et en faisant la moyenne

(v1+v1) (vp+vp)
S e T i i
2 2
Comme Avj=A;v;onaque (UJZ—V’) est vectuer propre de A de valeur propre A;. On a
donc montré que tout élément w € R est somme de vecteurs propres réels, c’est-a-dire
que A est diagonalisable sur R. U

PROPOSITION 3.18. Si Py a toutes ses racines de multiplicité 1 alors f est diagonali-
sable surK.

DEMONSTRATION. Si Pa(x) = (x—ry)---(x —ry;) avec les r; ni tous distincts, on a
dim(E;,) = 1 par définition et Z?Zl dim(E;,) = ndonc } dim(E,,) = n =dimE car les Ej,
sont en somme directe. Ceci montre que A est diagonalisable. U

5. Condition nécessaire et suffisante pour étre diagonalisable

Concluons avec un critéere donnant une condition nécessaire et suffisante pour que
A soit diagonalisable

LEMMA 3.19. Soit r une racine de P¢(x) de multiplicité m. Alors dim(E;) < m.
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DEMONSTRATION. Prenons une base e,...,e; de E, et complétons la en une base
de E (ey,...,eq4,...,€,). Dans cette base f a pour matrice

r 0 *---%

0o . 0

0 ro okeeek
0 A’

donc P4(x) = (x = r)%P 4 (x) (par récurrence) donc r est de multiplicité = di.e. m=>d =
dim(E;). U
THEOREME 3.20. La matrice A est diagonalisable sur K si et seulement si
(1) P4(x) est scindé surlK
(2) Pour toute racine r de P4 de multiplicité m, on a m, = dim(E;).
DEMONSTRATION. Pour la nécessité, celle de (1) a déja été vue. Celle de (2) s’ob-

tient comme suit. On a par définition d’'un polynéme scindé que ), dim(E,). Pour
la suffisance, montrons que Z;’:l mp, =n= dimE et donc si my; = dim(E,j) on aura

Z?Zl dim(Erj) =dim E et donc A est diagonalisable.
D’apres le lemme dim(E;) < m,. O

6. Exemples

iy
2 3 =2
A=|-1 4 -1
-1 3 -1

x—2 -3 2
Pax)=1| 1 x—4 1 :(x—2)[x2—4x+x+l]—(—3x+2+2x):
1 -3 x+1

-5 +7x—-2+x-2=x"-5x>+8x—4= (x—2)2(x—1)

Donc A est diagonalisable si et seulement si dim E, =2

0 -3 2
OrdimE; =dimKer(A-2)=|1 -2 1
1 -3 3
1 -2
ori, _g # 0 doncrang(A—21) = 2 (mineur de taille 2 non nul) et dimKer(A—-21) <

1 <2 (Théoreme du rang) et A n'est pas diagonalisable.
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2)
0 3 -1
A=12 -1 1
0 0
x -3 1
Pyx)={-2 x+1 -1 |=(x-2)(x*+x+6)=(x—2)*(x+3)
0 0 x-2
—2x-3y+z=0
Pour E> résoudre{ —2x+03y—z=0 soit2x—3y+z=0.C’estunplandoncdimE, =
0=0
2 et A est diagonalisable.
-3x-3y+z=0
Pour trouver E_3, résoudre : { —2x—-2y—z=0
z=0
1
soit E_g = < -1 >
0
3 1
E; estengendré par |2|et| O
0 -2
1 3 1 -3 00
On diagonalise A aveclamatrice de passage P=|-1 2 0 |etP"!AP=[0 2 0.
0 0 -2 0 0 2
3)
11 -1
A=[0 1 O
1 0 1

x—-1 -1 1
Pax)=| 0 x-1 0 |=@x-D[x-12+1]
-1 0 x—1

A ne peut étre diagonalisable sur R car (x — 1)2+1n'a pas de racine réelle.

A est diagonalisable sur C car P4(x) = (x—1)(x —1+1i)(x—1—-i) a 3 racines simples.
-y+z=0

Pour trouver Ej il faut résoudre { 0 =0
-x=0
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0
donc Ej est engendré par | 1
-1
1 1
Pour E;_; on trouve sans calculs | 0 | et pour E;4; on trouve sans calculs | 0 | Donc
i i

0 1 1 1 0 0
P=|1 0 O0]etP'AP=|0 1-i 0
-1 i —-i 0 0 1+i

7. Valeurs Propres Complexes

PROPOSITION 3.21. Si A est une matrice réelle, si une valeur propre complexe A de A.
AlorsEz: Ey={u|ue E}

DEMONSTRATION. Si Au = Au et A estréelle, on a Au = AU (car A= A). Donc u €
E), o ue EZ 0

8. Applications de la diagonalisation
8.1. Calcul de A*. Si A est diagonalisable P"'AP = D ou D = diag(d,,...,d,) soit
A=PDPL,
Alors A¥ = PD¥P~! mais D* = diag(dF, ..., d")

REMARQUE 3.22. On peut utiliser cette méthode sur C, méme si A est réelle. Dans
ce cas P € M,(C), D € M,,(C), mais bien évidemment PD*P~! € M, (R) (puisque c’est
Ak,

EXEMPLE 3.23.

0 3 -1
A=12 -1 1
0 O
1 3 1 -3 00
P=|-1 2 0|,D=]10 2 0]donc
0 0 -2 0 0 2



52 3. DIAGONALISATION

1 3 1\((-3)* 0 0)\[(4 -6 2 .
k _ kp-1_1|_ k _
A¥=ppkpl-|-1 2 o0 0o 28 olf2 2 1 =

0o 0 -2/\ o o 2¢/lo o =5/10
2(-3)k+3.2F  30k—(=3)k) (-3)k-2k

5 5 5
20k —(=3)k)  3(=3)k+2.2k 2k_(_3)k

5 5 5

0 0 2k

On voit qu'’il alors est tres facile de déterminer I'ordre de grandeur de chaque terme de
la matrice.

8.2. Suites récurrentes. On considere la récurrence double
Upel = Uy + by,
Unt1=CUy+duvy,
(ug, vg) étant donné.
L. . (u a b\(u a b u u
Cela se réécrit [ " | = "] et posant A= onaura | "|=AF["°
Untl c dj\v, c d Un Vo
X2

y ) sont les vecteurs propres de valeurs propres « et
2

Si A est diagonalisable et (;l) , (
1

(o) =2 () = )
) =2(n) )

11 suffit donc de résoudre cette derniere équation pour obtenir A, u et donc la for-
mule explicite pour la suite.

B, on aura

et en particulier

EXEMPLES 3.24.

u =Ur+2v
(1){"“ kel o= =1

Vi+1 = —Vk

Ona A= ((1) _21) de valeurs propres 1 et —1 et vecteurs propres ((1)) et (_11)

we) _ o (1), k] 1) (1 1Y ..

Onadonc (Vk) = /1(0)+,u( 1) (_1) avec (1 =1 ol TH|_; soitA=2,u=
—1letdonc:

up =2+ =DM v = (=DF
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(2) Récurrence double
Ukt = AUp4q + bug k =0 avec ug, u; donnés.
Uk+1 = Uk

En principe on pourrait poser vy = uy4 et
Vit1 = AUk + buy,

danscecas A= (0 1)
b a

Notons que P4(x) = x(x—a) —bie Pa(x) =x>—ax—-b

Si a et B sont les deux racines, on aura u; = Aa* + up~
A+u=u

ou A et u sont déterminés par le systéme linéaire H=tho
Aa+up=u

Notons que soit «, § sont tous deux réels, soit f = a.
Dans ce cas, il est souvent commode d’écrire a = pe’? g = pe~
isin(k@)) B* = p*(cos(kB) — i sin(kO))
et ur = Ap¥cos(kB) + up* sin(k)
Ug = A+ M

0 et ¢k = p*(cos(k0)+

u; = Apcosf + upsinf

EXEMPLE 3.25. Ujyo=—2Ujy1 —2U, Ug=U1 =1
Pax) =x*+2x+2=(x+1)2%+1
a=-1+i,f=-1-1
a= \/56371/4 o= \/58_3”/4
ur = Mv2)* cos(3E) + u(v/2)* sin(3E)

1=A+pu

1=2Av2cos(3) + uv2sin(3)
Soit A =0 p = 1. En conclusion

U = (\/E)’“sin(%”)

8.3. Classification des matrices 2 x 2 réelles. Soit A une matrice 2 x 2. on veut trou-
ver une matrice aussi simple que possible qui soit semblable a A. On rappelle que
deux matrices A, A’ sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P telle que
A’ = P71 AP. Cela revient a dire que A, A’ décrivent la méme application dans des bases
différentes. Soit P4(x) son polyndme caractéristique.

. . . . (a0
a) Si P, a deuxracines réelles distinctes, A est semblable a ( 0 '3) a#PeR
b) Si P4 a deux racines complexes conjuguées (non réelles, donc distinctes!) a + i,

A est semblable a @ —p
B «a
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En effet A est diagonalisable sur C. Soit alors w = u+iv un vecteur propre complexe,
de valeur propre complexe a + i 5. On aura

Au=au-fv,Av=PBu+av

On vérifie que u et v ne sont pas colinéaires, car si on avait v = cu Au=au— fcu =
(¢ —Bc)u et comme B # 0 (sinon @+ i € R) on a une contradiction [Comme —v + i u est
aussi vecteur propre, il est inutile de considérer le cas v = 0].

¢) Si P4 aune valeur propre double a (nécessairement réelle)

(1) si E, =R? Aest semblable a (g g)

(2) si E =Ruona Au= au et si v est un vecteur quelconque non-colinéaire a u,
on aura Av = Bu+ av avec § # 0 (sinon E, = R?!). Quitte a diviser v par 8 on

obtient que A est semblable a (g ;)

. . . . . At
Dans le dernier cas, il est utile de connaitre la formule pour A :si A = ( ) ona

0 A
Ak = (Ak ktAk-1

0 2k ) Cela se vérifie aisément par récurrence.

9. Exemples

1 2
1) A= (0 _1) sur K =R.

Py(x)=1x—-1,-2;0,x+ 1] = (x—1)(x+ 1) qui est scindé, les racines ont toutes multi-
plicité 1 = A est diagonalisable.

Cherchons E; =ker(A— 1) : on veut que Ae; = e;. Donc E; =Re;.

2 2 . .

Cherchons E_; = Ker(A+I) = Ker (0 0) on voit que e} — e est solution E_; =R(e; —

62).

. 1 1 1 1 0
SlP—(0 _1) onalP AP—(0 _1).
= . . Uk+1 = 3Ui + Vg .
2) On consideére la suite donnée par up = 1, vp = 2. La matrice
Vik+1 = — Ui+ Vg

. 3 1 R e
associée est A = (_1 1) dont le polynéme caractéristique est P4(x) =

1 x—1
(x—1(x-3)+1=x%2—4x+4 = (x—2)% Donc 2 est valeur propre double et comme
A n’est pas diagonale, elle n'est pas diagonalisable. L'espace propre E, est donné par

x-3 -1 ‘_
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— Y — :O
Y donc E; = (( 1 ) On aura, posant wy = ( 1 ), wy = (0)
x+y:() -1 -1 1

1 0 1
Aw = (1) =2wr+ tw; —2(1) + t(—l)

21
d’ol ¢ = 1. Donc dans la base (wy, w») 'application A a pour matrice A’ = (0 2)-

Maintenant si (30) = /1( 1 ) + U ((1)) soit
0

e

< 1 u
c’est-a-dire A = 1,4 =3, on aura donc (UO
0

1
-1

g

) = w; + 3wy et donc

(”’“) - Ak(“") = A*wy +3A4Fw, =
UV Vo

2k 4 3. (k2k-1 )

((2+3k)2k—1)
—2k 4 32k — f2k-1

k k-1 k -
28wy +3(k2% wy +2%wp) = ( (4—3k)2k-1

10. Conclusion
Nous avons vu les concepts fondamentaux de la diagonalisation :
— Définition d’'un endomorphisme diagonalisable
— Vecteurs propres et valeurs propres
— Espaces propres et leur propriété de somme directe
— Polynome caractéristique et son role dans la détermination des valeurs propres
— Ciriteres de diagonalisabilité

— Applications: calcul de puissances de matrices, résolution de suites récurrentes,
classification des matrices 2 x 2

La diagonalisation est un outil puissant qui permet de simplifier I'étude des trans-
formations linéaires et va s’avérer tres utile pour résoudre des équations différentielles.
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11. Récapitulatif: comment décider si une matrice est diagonalisable ?

Calculer
Pa(X) =
det(A- X1I,)

A
triangulaire ?

P, scindé
dans R?

Pas diagonali-
sable dans R

Toutes les
racines
simples?

Oui

Diagonalisable

Diagonalisable Out

Pas diago-
nalisable

Lire les valeurs
propres sur
la diagonale

Toutes les
valeurs
propres

distinctes?

Oui

Diagonalisable

Diagonalisable

Pas diago-
nalisable
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12. Appendice 1 : comment décider si une matrice triangulaire est diagonalisable

On veut décider si une matrice triangulaire supérieure est diagonalisable. On ap-
pelle bloc associé a la valeur propre A racine de multiplicité p de P4 la matrice extraite
de A (i.e. la sous-matrice) de taille p ayant les p A comme diagonale. On veut montrer
que A est diagonalisable si et seulement si le bloc associé chaque valeur propre est déja

diagonal.

Considérons la matrice T suivante :

1
1r a
21 0
31 0
4L 0

5]

3

I3

Par exemple pour extraire le bloc associé a a, on garde les lignes et colonnes ou a

apparait sur la diagonale (positions 1 et 3).

Matrice T originale

Indices pour a: {1,3}

Bloc T, pour A=a

a hi3
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Pour extraire le bloc associé a b, on garde les lignes et colonnes ou b apparait sur la
diagonale (positions 2 et 4).

Matrice T originale

[ o s o] Bloc T, pour A=b

o B o bt
0 0 a |t 0 b

Indices pour b : {2,4}

Le Théoreme dit que T est diagonalisable si et seulement si ;3 = fp 4 = 0.

12.1. Cas général pour une matrice n x n. Pour une matrice triangulaire T de taille
n x n et une valeur propre A :

(1) Identifier les indices i tels que T;; = A
(2) Soit I = {iy,i»,...,ip} 'ensemble de ces indices

(3) La sous-matrice T} de taille p x p est définie par :

(T/l)kl = Tik:il pour k, l= 1,2,...,]9

12.2. Exemple avec diagonale (a, b, a, b, a) - Matrice 5x5.
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a |« % x

0 b kel e a
0 0 @ - = |0 @
0 0 0 b x 0 0 a

0 0 0 0 a | Bloc T, (taille 3 x 3)

Indices pour a: {1,3,5}

12.2.1. Extraction du bloc Ty,

ii\ - :7‘ - - **‘ b ¥
0,0 la ik x =

[P B It o 0 b
0,0 0 (b %

[7: [:‘ [Qﬂ [Qq G| Bloc T}, (taille 2 x 2)

Indices pour b : {2,4}

Pour démontrer le résultat sur une matrice 4 x4 on remarque que le bloc associé a la
valeur propre a correspond au bloc associé a la valeur propre 0 de A—ald : on remplace
A par 0 dans le bloc. Il faut alors montrer que le noyau d'une matrice triangulaire supé-
rieure ayant exactement p zéros sur la diagonale est égal a p si et seulement si le bloc
correspondant est nul. Par le Théoréme du rang cela revient a décider quand est-ce que
le rang d’une telle matrice est n — p. Par le

0 hpl h3hal
o BRE o |
00 0
o o o [pEa
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On voit que par pivot sur les lignes, comme b — a # 0 on peut se ramener au cas f;2 =
I14= t3y40.

0 0w o
ol
o 0 0 o
o o o B |

or il est clair que le rang d'une telle matrice est 2 si et seulement si #; 3 = 0, c’est-a-dire
si le bloc de a est déja diagonal. Donc dim(E,) = m, = 2 si et seulement si le bloc de
a est déja diagonal. On a évidemment la méme chose pour b. On peut donc remplacer
I'arbre de décision par

Calculer Oui Lire les valeurs
PalX) = triangulaire? Propres sur
det(A-X1I,) & ) la diagonale

Toutes les

Pas diagonali- P, scindé valeurs Ouil Diagonalisable
sable dans R dans R? propres
distinctes?

Pour toute
valeur propre,
le bloc associé
est diagonal?

Toutes les
racines
simples?

Diagonalisable

Diagonalisable

. - Pas diago-
Di lisabls

Pas diago-
nalisable
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13. Appendice 2 : Calculs pour I’élevage des lapins
Pour la matrice de I'élevage de lapins,
0 1,2 0
A=10,9 0 O
0 08 0,1

Calcul du polynéme caractéristique :
I est défini par P4(A) = det(A— AI).

0 1,2 0 1 00 -A 1,2 0
A-AI=]0,9 0 0 |-A(0 1 0]=]0,9 -1 0
0 08 01 0 01 0 08 0,1-21

Pour calculer le déterminant, développons selon la premiere ligne :

(3.3) det(A-AI) = —Adet ((;’g 0 10_ /1) —1,2det (0(’)9 0, 10_ A) +0
(3.4) =-1-(-1)(0,1-1)-1,2-0,9(0,1 - 1)

(3.5) =1%(0,1- 1) —1,08(0,1—A)

(3.6) =(0,1-1)(A*-1,08)

Donc le polyndme caractéristique est :
Pa() = (0,1-A)(A* -1,08)

Calcul des valeurs propres :
Ce sont les racines du polyndome caractéristique :

PsA)=0<(0,1-1)(1*—1,08) =0
Cecidonne:
— A1;,=0,1

— A= VT,08= /108 — 83 ~ 1 039
— A3=-yT1,08=-28 ~ 1,039

Les 3 valeurs propres sont distinctes, donc A est diagonalisable.
Calcul des vecteurs propres
Vecteur propre pour 1, =0, 1
Résolvons (A-0,1)v=0:
0
)
0

-0,1 1,2 0)(x
09 -0,1 of|y|=
o 08 0/\z
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Ceci donne le systeme :

3.7) -0,1x+1,2y=0
(3.8) 0,9x-0,1y=0
(3.9) 0,8y=0

De la troisieme équation : y = 0. De la premiere équation : —0,1x =0 = x =0. La
variable z est libre.
Donc un vecteur propre pour 1; =0,1 est :

0
v1=10
1

Cela signifie que si on part avec une population faite de k vieux, on aura X, =
n(0,1)" vieux au bout d’'un temps n et ni jeunes ni adultes (ce qui ne nous surprend
pas beaucoup!)

Vecteur propre pour A, = /1,08 ~ 1,039 :

Résolvons (A—+/1,08)v=0:

-v/1,08 1,2 0 X 0
0,9 -v1,08 0 y|=10
0 0,8 0,1-+1,08) \z 0
Des deux premieres équations :
1,2
(3.10) -v1,08x+1,2y=0=>x= . 08y
v'1,08
(3.11) 0,9x—\/1,08y:0:>x:Wy
- 1,2 _ /1,08 —
On vérifie que 7108 - 09 car1,2x0,9=1,08.
De la troisieme équation :
0,8y
0,8y+(0,1-41,08)z=0=>2= ——
Y v1,08-0,1
Un vecteur propre pour A, est (en prenant y =1) :
1,2
/1,08 1,15
Vo = 1 =~ 1
0,8
V1,08-0,1 0,85

Vecteur propre pour A3 = —/1,08
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v1,08 1,2 0
Résolvons (A—(—+/1,08)I)v =0, c’est-a-dire (A++/1,08)v=0:| 0,9 +/1,08 0
0 0,8 0,1++/1,08
0
0
0
Ceci donne le systéme :
(3.12) v1$,08x+1,2y=0 (1)
(3.13) 0,9x++/1,08y=0 (2)
(3.14) 0,8y+(0,1++1,08)z=0 (3)

) 2 . R I
Del’équation (1) : x = x4
Vérifions avec I’équation (2) :0,9'(—\/%)/)4-\/1,083/ = —\}%yh/l,OSy =—v/1,08 y+
v1,08y=0 VvV

’ 4 . . _ O,By
Del'équation (3) : z = REr
: : ey L2 12 12 _ 12 _ 2 _ _2V3
Simplifions x: x = VL08 ~  V108/100 V108 6V3 V3 3
2v3
T3
Un vecteur propre pour A3 est (en prenant y =1) : v3 = 1
0,8
0,1+/1,08
-1,155
Ou sous forme décimale approximative : v3 = 1
—-0,702

DEMONSTRATION. La matrice A possede trois valeurs propres distinctes :
— A1 =0,1
— 12=+/1,08= 65ﬁ
— Ag=-yL,08=-%2

O
La forme diagonale de A sera:
0,1 0 0 0,1 O 0
p=[0 yi08 o0 |=|0 &8 o
0 0 —/1,08 0 _8%3

5
Etil existe une matrice inversible P telle que A = PDP™1, o1 les colonnes de P sont
les vecteurs propres de A.
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X

Si | y | est la population initiale écrite dans la base (v;, v2, v3) soit p = xv; + yvo +

z
zvs la population au temps n sera x-(0,1)" + y-(1,04)" + z- (—1,04)". Si on part d'une
population ayant le méme nombre de jeunes d’adultes et de vieux, on aura x = 0,25, y =
0,93,z = 0,06. On a tracé sur la figure suivante I’évolution de la population totale sur 30

ans. Le terme (1,04)" est responsable de la croissance exponentielle de la suite, le terme
(-=1,04)" del'oscillation.

f(n)=0,25-(0,1)"+0,93-(1,04)" + 0,06 - (—1,04)"

[ [ [ [ [
2,
S
o, 1.5}
1,
| | | | |
0 5 10 15 20
n

14. Exercices

Soit la transformation linéaire T : R — R3 définie par sa matrice dans la base cano-
nique :

1 -1 9
M=|1 0 O
0 1 -1

(a) Calculer son polynéme caractéristique.
(b) En déduire les valeurs propres de M et déterminer si M est diagonalisable.

(c) En déduire sans calculs que M° =Ids



Chapitre 4

Formes quadratiques

1. Introduction, généralités

On appelle forme quadratique sur R” toute expression de la forme

Qx) = Z aijXiXj

l<i<j=<n

EXEMPLE 4.1. 1) Sur R? : Q(x, ) = ax® + bxy + cy?
Rque. On écrit plutdt ax? +2bxy + cy?
En particulier si A est une matrice n x n symétrique, i.e telle que ‘A = A,

Q(x) = (Ax, x)

. ) b
est une forme quadratique. Par exemple si A = (Z c)

Q(x) = ax® +2bxy + cy*.

EXEMPLE 4.2. Soit I la matrice d’inertie d'un solide par rapport a un point O

J*+z5dm - [xydm - [xzdm
I=| —[xydm [(x*+z5)dm - [yzdm
- [xzdm —[yzdm  [(x*+y*)dm

I est symétrique.

Si w estle vecteur de rotation du solide, son moment cinétique est I-w et son énergie
cinétique E = %(I w,w) : c'est une forme quadratique en w.

Dans une base appropriée (les axes principaux d’inertie) I est diagonale et E s’écrit
alors

Ilw% + Iza)% + Iga)g

Laforme %(I w,w) définit'ellipsoide d’inertie du solide : le solide se comporte comme

un ellipsoide homogene, dont les axes sont de longueur I3, I», I3.

PROPOSITION 4.3. Toute forme quadratique s'écrit de maniere unique sous la forme
Q(x) = (Ax, x) pour une matrice symétrique A.

DEMONSTRATION. Si Q(x) = leisjsn aijXiXj on pose a;; = qij, a;j = aj,i%qij si
l<i<j=sn

65
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EXEMPLE4.4. 1) Q(x,y,2) =xy+yz+zx

NI=NI= O
NI—= O NI~
O NN~

2) Q(x,y,2) = x>+ xy+22°

[« ST
S O
N OO

2. Diagonalisation des matrices symétriques
Commencons par rappeler qu'une matrice symétrique a la propriété suivante :
Vx,yeR" (Ax,y)=(Ay, x).

DEFINITION 4.5. Soit V un sous-espace vectoriel de R”. On note V* I'orthogonal de
VdansR% ie Vi ={xeR",VyeV (x,y)=0}

PROPOSITION 4.6. OnaV e Vi =R"
DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que Vn Vi ={0}et que dim(V) +dim(V1) = n.
— VAVi={0tcarsixe VnV<+ona (x,x)=0soit||x||*=0donc x=0

— si (ey,...,ep) est une base de V, VL est donné par p équations (e;, x) = 0 donc
est le noyau d'une application

fe:R"—RP
X— ((elrx>) (X3} <epr x>)

Donc dim(V+) = dimKer(f,) = dimR” — dimIm(f,) = n—p
Finalement V+ Vi =VeV!et

dim(V e V1) =dim(V) +dim(VH) = p+n-p=n.
OrVeV!tcR" doncVeV=R" 0
PROPOSITION 4.7. Soit A:R" — R" telle que'A = A. Alors

(1) toutes les valeurs propres de A sont réelles

(2) Si x est un vecteur propre de A, alors (Rx)1 est invariant par A i.e A(Rx)H) <
(Rx)*
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DEMONSTRATION. (1) SiAx=AxavecAe C\R,ona Ax = X ol1 X est le vecteur
dont les coordonnées sont les conjugués complexes des coordonnées de x. On
a alors

(Ax, %) = (Ax, %) = Mx, %) = 1 (Y I%1%)
(x, AT) = (x,Ax) = x5 = A () |x;1)
d'ou A=A
(2) Soity € (Rx)L donc on a (x, y)> =0. Comme Ax = Ax on a aussi (Ax, y) = 0 soit

(x,Ay) =0.Donc Ay € (Rx)*. O
[

THEOREME 4.8. Soit A€ M, ,(R) t.q 'A = A. Il existe alors une base orthogonale de
R", i.e telle que (e;, ej) =0Vi# j, dans laquelle A est diagonale.

DEMONSTRATION. On raisonne alors par récurrence. La proposition est évidente si
n=1.

Supposons la vraie pour les matrices (n—1) x (n—1) et montrons la pour les matrices
nxn.

Soit A une valeur propre quelconque de A. Par la proposition précédente A € R et
choisissons donc e; € E; que I'on peut supposer de norme 1. Alors At (Re;)* < (Rep)*
donc sion prend (ey, f5,..., f,,) ol f; est base orthonormale de (Re;)*

et Ay = A; qui est dans M,,_ ,—1(R). Par hypothese de récurrence A; est diagonali-
sable, etsi (f;,.., f,) estunebase de (Re;)* ot1 A est diagonale, dans labase (e;, forer )
A sera diagonale. U

On va voir que ce qui est important c’est le signe des valeurs propres :

— on appelle rang de Q et on note rang(Q) le nombre de valeurs propres non
nulles

— on appelle signature le couple (p,q) ou p est le nombre de valeurs propres
strictement positives et g le nombre de valeurs propres < 0. On a bien entendu

p+q =rang(Q)

DEFINITION 4.9. Si la signature de Q est (n,0) (resp (0,7)) on dit que Q est définie
positive (resp. définie négative)
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PROPOSITION 4.10. La forme Q est définie positive si et seulement si Q(x) > 0 pour
tout x € R"\ {0}. La forme Q est définie négative si et seulement si Q(x) < 0 pour tout
x e R\ {0}.

DEMONSTRATION. Il est clair que dans une base ou la matrice de Q est diagonale,
on a Q(xy,...,x,) = ale +...+ anx,% Q est définie positive si les a; sont tous stricte-
ment positifs Q(x1,...,x;) > 0 si x # 0. Inversement supposons un a; < 0 alors Q(e;) =
Q(,...,1,0,..,0) = a; < 0. Le méme raisonnement vaut pour le cas négatif. O

DEFINITION 4.11. Soit A € M, »,(R). On appelle mineurs principaux de Ales mineurs
obtenus en supprimant les (n — k) dernieres lignes et colonnes de A. On notera Ay (A)
le mineur principal associé a la sous-matrice de taille k.

EXEMPLE 4.12.

1 2 3
A=12 5 6
3 6 10
et ses mineurs principaux sont
1 2 1 2 3 1 00
A(A)=11]=1, AZ(A):‘2 5':1, A3(A)=2 5 6(=[2 1 1|=1
36 100 |3 01

<

PROPOSITION 4.13 (Critere de Sylvester). Soit A symétrique dans M,, ,(R) et Q(x) =

(Ax, x)
— Q est définie positive si et seulement si tous les mineurs principaux de A sont > 0.

— Q est définie négative si et seulement si A} <0, A, >0, A3<0,...

DEMONSTRATION. On traite le cas positif, le cas négatif étant semblable. Posons
Vy ={ey,...,ep) ol (ey, ..., &) est la base canonique.

= Si Q est définie positive, ses valeurs propres la matrice associée se diagonalise
avec des valeurs propres strictement positives. Donc det(A) > 0. Or Q > 0 entraine que
la restriction de Q a Vj, Qly, >0 donc Ay, > 0.

< On va montrer par récurrence que Ay, ...,A, > 0> Qlv, >0

On suppose que c’est vrai pour p — 1, et on veut le montrer pour p.

Par hypothese Ay, ...,A,-1 >0 donc Qlyp_1 > (0. Supposons que QIVp ne soit pas > 0.
La forme Q s’écrit dans une nouvelle base (v, ..., vp) sous la forme ale +...+ aprg.

Quitte a réordonner, on peut supposer ay,...,a; >0, d;41,...,a, < 0. On doit avoir
I = p—2 car sinon V,_1 N(vy-1,Vp) # {0} (par la formule de Grassmann) et il existe
X € V1 tel que Q(x) <0, contradiction. Si ay, ..., ap-1 > 0eta, <0,det(A) = a;...ap <0
ce qu’'on a vu étre impossible. Donc a, >0 et Q > 0.

Le cas Q < 0 se démontre de la méme maniere. [
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EXEMPLE 4.14. (1)
1 2 0
A=12 5 -1
0o -1 2
2 5 -1 2 1 -1 s .
A =1,A=1,A3 ’0 1 2‘—'0 1 2’—3Aestdoncdeﬁnlep031-
tive.
(2)
1 3 5
A=13 7 9
5 9 11
5 1 0 0

3 -2 -6|=28-36=-8
11 5 -6 -14
A n’est ni définie positive ni définie négative.

1
A =1,Ay=-2,A3=13
5

© J W
©
Il

3)

-1 2 5
A=(2 -7 9
5 9 =81
-1 0 0
Ai=-1,A2=3,A3=12 -5 19|=-(5-56-19-14)=-14<0.

5 14 -56
et Aest<O.

3. Applications géométriques

3.1. Coniques dans le plan de rang maximal. On appelle conique de R? un en-
semble défini par une équation Q(x, y) + Ax + uy = 1. Lorsque Q est de rang 2, on peut
se ramener a Q(x, y, z) = 1 : en effet choisissons une base o1 Q(x, y) = ax*+by?, on peut
écrire y
2 _AMHw

Yo
et donc se ramener au cas A = u = 0. Ce sont ces ensembles que I'on va étudier. Le seul
cas qui nous échappera est celui de la parabole, donné par y = x? + ax + b, car Q est de
rang 1 et la partie linéaire ne peut plus étre “absorbée” dans la partie quadratique.

D’apres le Théoréme[4.8{on peut écrire Q sous la forme ax? + by?

A dilatation des axes prés i.e @ — ax, § — By on peut remplacer a par aa?, b par
bﬁz, donc de ramener a, b dans {+1}.

A
x2+y2+)Lx+uy:(x+§)2+(y+§) 1

— (a,b>0) on a une ellipse
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— a>0,b<0:Hyperbole x> —y? =1

. 2
3.2. Ellipse. Equation canonique : )C‘—i + % =lavecc>d>0

(0,d)

X
(=¢,0) (c,0)

(O) _d)

2
Ellipse : ’;—2 +§ =1

2 2
3.3. Hyperbole. équation canonique : ’;—2 - % =1lavecc,d>0
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y y=x

Hyperbole équilatere : x* — y> =1

3.4. Quadriques de rang maximal dans Pespace. On appelle quadrique de R un
ensemble défini par une équation

Qx,y,2) +Ax+puy+vz=1

ol Q est une forme quadratique. Comme dans le cas des coniques, si Q est de rang 3 on
peut par translation se ramener au cas A = u = v = 0. On obtient alors les quadriques
de rang maximal. Les quadriques z = x? + z? (paraboloide elliptique) et z = x> — y? pa-
raboloide hyperbolique sont omises. On suppose dorénavant Q de rang 3. D’apres le
Théoréme on peut écrire Q sous la forme ax? + by? + cz?

A dilatation des axes presi.e @ — ax, § — By, Y — Yz on peut remplacer a par aa?,
b par bB?, c par cy?, donc de ramener a, b, c dans {+1}.

— (a,b,c>0) on a un ellipsoide
— a,b>0, c<0:Hyperboloide a une nappe X%+ y2 =z2+1

— a >0, b,c<0: Hyperboloide a deux nappes xX%-1= y2 +7z2

_ 2
3.5. Ellipsoide. Equation canonique : ;—i + % + ;_z =lavecd=ze=f>0
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V4

. . 2 2 2
Ellipsoide : 2 + g—z +45=1

Sections de 'ellipsoide :

. 2 2
— Plan z =k (avec |k| < c) : ellipse Zz52 7 + e2(1—yk2/f2) =1
— Plans principaux : ellipses dans les plans xy, xz, yz
~ 2
3.6. Hyperboloide a une nappe. Equation canonique: 2—2 + % — ;—z =1lavecd,e, f >
0
Sections de I'’hyperboloide a une nappe :
; 2 ) K2
— Plan z = k: cercle ouellipse 77 + 7z =1+ 7

— Plans contenant I’axe z : hyperboles

La surface contient deux familles de de droites, I'une en vert I’autre en bleu. Leurs
équations sont

dcos(0) + tesin(0)
t— | esin(@) — td cos(0)

+ft

Il est alors facile de construire ces surfaces en utilisant ces droites, ce qui explique
leur présence dans de nombreuses structures architecturales, en métal ou en béton pré-
contraint, les droites correspondant aux cables, fers a béton ou aux poutres.

w1y . . . 2 42
3.7. Hyperboloide a deux nappes. équation canonique: i—z — % — % =1laveca,b,c>
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o>

|

</

N

|

a deux nappes:

Hyperboloide

FIGURE 4.2 — Hyperboloide a deux nappes
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FIGURE 4.1 — Deux hyperboloides a une nappe : la tour du port de Kobe
au Japon et le Chateau d’eau des Essarts-Le-Roi

4. Classification par signature

Quadrique équation Signature Type
2
Ellipsoide ;—z + % + ]Zc—i = (3,0) Définie positive

Hyperboloide > 2 9 -
?ayfl)ne nappe % + % - % =1 2,1) Indéfinie
Hyperboloide 2 2 2 T

a (}lltle)ux nappes % - )é_z - % = (1,2) Indéfinie
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5. Trouver la signature d’'une forme quadratique a trois variables

Cas dégénérés
Rang 3 - Cas général

Oul

Signature (3,0)
Définie positive
NON
oul NON
<0 oul Signature (0,3)
Ap >0 A ot
A Définie négative
3 &

Rang 2 Rang 1
SiJa;; >0: (1,0)
NON

SiAp>0etA;>0:
Sida;; <0:(0,1)

(2,0)
SiA,>0etA; <0:
0,2)
SiA;<0:(1,1)

>0

Signature (2,1) Signature (1,2)
Indéfinie Indéfinie
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6. Appendice : Les paraboloides

Ce sont les deux surfaces suivantes

FIGURE 4.3 — Paraboloide elliptique : z= ax?>+ by?,a,b >0

FIGURE 4.4 — Paraboloide hyperbolique z = ax®> — by, a,b >0



7. APPENDICE : CRITERE DE SYLVESTER GENERALISE (CET APPENDICE EST HORS PROGRAMME) 7

7. Appendice : Critere de Sylvester généralisé (Cet Appendice est hors programme)

DEFINITION 4.15. Soit Q une forme quadratique sur E = R". On pose L: E — E
I'unique application linéaire telle que pour y, z € E on ait

(Lu,v) =Q(y+2)—Q(y) — Q(z)

I faut montrer que pour z fixé, 'application y — Q(y + z) — Q(y) — Q(z) est linéaire.
Or Q(x) est une somme de x;x; et donc Q(y + z) — Q(y) — Q(z) est une somme de (y; +
zi)(yj+zj) = yiyj— zizj = yizj+ yjzi = {L(i, )y, z) ou L(i, j) échange les coordonnées
i et j de u, et annule les autres, soit L(i, j)e; = e}, L(i, j)ej = e; et L(i, j)ex = 0 pour
k¢ {i, ji.DoncsiQ(x) =};<;jqijxiXxj,onaura L=} ;.;q; jL(i, j). Lapplication linéaire
L est évidemment symétrique.

Soit Ala matrice de la forme quadratique Q dans la base (v, ..., v,;). Cela signifie que

0

X1 0

X2

sionpose x=x1V1+...+xpv et X = : ,onaQ(x) =(AX, X). Prenant X = E; = 1
Xn 0

:0

oul 'unique 1 est sur la i-eme ligne , on a Q(v;, v;) = (AE;, E;) = a;; and Q(v; + vj) =
(A(E; +Ej),El' +Ej) =(AE;, E;)+ (AEi,Ej>) + (AEj,Eﬁ + <AE]',E]'> etcomme (AEZ',E]')) =
(AEj, E;) car A est symétrique, on obtient

Lot _S(Vi) —) dgfL(vi, V)

Vu que L(v;, v;) = Q(v;,V;) on voit qu'en fait A = (L(v;, v}))1=j=n Si V est un sous-

l<i<n

espace vectoriel de R”, on note Ve ={x|(Ax, ¥)=0}.Onaalorsquesixe Vn vV Q alors
(Ax,y) = 0 pour tout y € V, et donc dans une base (vy,..., v,) telle que (v, ..., V) soit
une base de V, A s’écrit

ai,j =(AE;, Ej) =

0 0 al,p+1 al,p+2 ai,n

0 ap» a2,p+1 [Zz,p+2 as n

0 Clp'z cee ap'p-{_l ap’p+2 cee ap,n
Ap+1,1 Ap+1,2 -« Ap+l,p+1l Ap+l,p+2 -« Ap+ln

an,1 Qap,2 an,p+1 an,p+2 ap,n

et donc les p premiers mineurs principaux de A sont nuls.
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LEMMA 4.16. Soit Q une forme quadratique de rang n. Soit (vy,...v,) une base de
E telle que tous les mineurs principaux de A soient non-nuls. Alors il existe une matrice
triangulaire supérieure R, telle que' RAR = D soit diagonale. En d’autures termes dans la
base w; = Rv; la forme quadratique Q s’écrit Z;‘zl aixl? avec p des a; strictement positifs
et q sttrictement négatifs.

DEMONSTRATION. C’estle processus de Schmidt. Comme par hypothese etle Lemme
4.19, Vi @ V,? = E, on va raisonner par récurrence sur k :

— Pour k =1 on prend w; = v;. Alors Q(v;) # 0 par hypothese, et Qy, est bien
diagonale dans la base (wy)!

— Supposons trouvée la base Vi = (wy, ..., wy) de Vi dans laquelle Q soit diago-

nale. Comme A(A) #0ona Vi & VkQ = E.On adonc Vi1 N VkQ # {0} puisque
dim(Vip1nVY) = dim (Vi) +dim(V0) ~dim(Viey + V) = (k+1) +(n—k)-n = 1.
On choisit alors wiy1 € Vise1 N VkQ non-nul. Comme wy; ¢ Vi, (wy,..., Wi+1)
forme une base de V.. Ensuite (Lx, wy+1) = 0 pour tout x dans Vi car wy, €
V2. Donc Q(x+ awg1) = Q)+ a? Qwps1) = (LX, awg1) = Q) + a*Q(wi1).
Or Q est diagonale dans la base (wy,...wg) c’est-a-dire Q(uywy + ... + upwy) =
Yk aju?. On en déduit Q(u; Wy +...+ Ug Wi+ Uk Wer1) = Xh_, aju?+ak+1ui+l
ol aj+1 = Q(wg4+1). En conclusion Q est diagonale dans la base (wy, ..., Wi+1)-
Enfin, comme wy,; est dans Vi, 1, I'application qui envoie les v; sur w; dans
Vi+1 est bien triangulaire supérieure.

O

LEMMA 4.17. Si A est la matrice de Q dans la base (v1, ..., vy,) et B celle dans la base
(ws, ..., wy) etsila matrice donnée par Rv; = w; est triangulaire supérieure, alors il existe
des constantes c; telle que A (A) = ciA ©(B).

DEMONSTRATION. Lhypotheése sur R signifie que

wy=Rv1=r1,101, W2 =RV =T1pW1 + 12202, W3 =T13V1 + 12302+ 733 1,

ou
na ne2 I,z ... TIn
0 22 e TI2n
R=| . . .
0 0 e e Tnn

On en déduit que (vy, ..., vg) = {wy, ..., wi) et donc que Qy, = Qw, et donc (ARx,Rx) =
(Bx,x) sur Vi = Wi et donc ‘RAR = B d’ott det(A)det(R)?> = det(B) (on utilise que
det(’ A) = det(A)). O
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PROPOSITION 4.18 (Théoreme de Sylvester). On suppose que les mineurs principaux
sont tous non-nuls et on considere la suite (Ao = 1,A1,Ay,...,Ay). On appelle p (resp. q)
le nombre d’'éléments j dans{1,...n} tels que Aj - A j_; soit strictement positif (resp. stric-
tement négatif). Alors la forme Q est de signature (p, q).

DEMONSTRATION. En effet, on utilise le
LEMMA 4.19. SiA; #0, et V; ={ey,...,e;), alors V;N Vl.Q ={0}etV;® Vl.Q =R".

DEMONSTRATION. En effet par définition VQ = (AV)?, et comme A est inversible,
dim(AV) = dim(V), donc dim(V?) = dim((AV)*) = n—dim(V). En conclusion dim(V?)+
dim(V) = netcomme VNV = {0} on en déduit d’apres la Proposition que VeV Q=
R”, O

On raisonne alors par récurrence sur la dimension de V. Si n = 1 le Théoréme est
évident. Supposons le Théoréme vrai pour les espaces de dimension n — 1 et montrons
le pour la dimension n. Prenons une base comme celle fournie par le Lemme [4.16
D’apres le Lemme les mineurs de Q dans la nouvelle base sont égaux a un coef-
ficient strictement positif pres, a ceux de I’ancienne base. Maintenant dans la nouvelle
base Q s’écrit ale +..+ anx%, V-1 = Wy est donné par x, = 0. Par hypothese de ré-
currence si p’ estlenombrede jtelsque 1< j<n-1letA;_1A;>0,etq lenombre de
jtelsquel<j<n-letA; 1A;<0,larestrictionde Qa V,-; = Wy est de signature
', q).

La matrice de Q est diagonale dans la nouvelle base, donc Q(w,) = A},/A} | (les A;
sont les mineurs dans la nouvelle base). Mais le signe de A),/A’_, est égal au signe de
AynlA,—1 quiestaussiceluide AyA,_1.DoncsiA,Apy_1>0,a,>0doncp=p'+1,g=¢q
etsiA,Ap-1<0,a,<0,donc p=p’'etqg=¢q +1.0nadoncbien que p est le nombre
de j telsque AjAj_; >0 et g le nombre de j tels que A;A ;-1 <O0. U

EXEMPLE 4.20. Quelle est la forme quadratique de matrice

23 1 0
31 2 1
A= 1 2 -11
01 1 3

OnaA; =2,Ay=-7,A3 =10,A4 =42 donc la signature est (2,2).

REMARQUE 4.21. En pratique la méthode de Gauss est plus efficace. Il s’agit d’écrire
Q(x1, ..., X,) comme (a; X + ... + A, x,)?> + R(X2, ..., X,) et de recommencer avec x,,. C'est
exactement ce que fait le Lemme [4.16]! La méthode est légerement plus compliquée
lorsqu’il n'y a pas de terme carré (cas ou un mineur principal est nul)
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EXEMPLE 4.22.
Q(x1, x2, X3, X4) :2x2+6xy+y2+2xz—z2+4yz+3t2+2tz+2ty:
2(x+3y+z)2— 18y2—2z2— 12yz+y2+z2+4yz+3t2+2tz+2ty:
2(x+3y+z)2— 17y2—zz—8yz+3t2+2tz+2ty:
20 +3y+ 22— (z+4y+ D%+ 16y + 12 + 8ty — 17> + 312 + 2ty =
20x+3y+ 2% —(z+4y+ 0> -y +4t° + 2ty =
2x+3y+ 2% —(z+4y+ D* — (y+20* + 412 + 417 =
2(x+3y+z)2—(z+4y+ t)z—y2+4t2+2ty:
2(x+3y+2)°%—(z+4y+ - (y+20)° + 812

et on vérifie que la signature est (2,2).
Par contre si Q(x, y) = xy il faut utiliser Q(x, y) = 2[(x + y)? - (x — »)?]



Chapitre 5

Fonctions de plusieurs variables

1. Fonctions continues, dérivées partielles

Soit x = (x1,...,%,) € R” on note | x| = ( ?zlxl?)llz et pour x, y € R"
; 1/2
dx,y)=lx-yl= | (xi—y)?
i=1

On définit B, (xo) comme la boule ouverte de rayon r et de centre x :
By (x0) ={y e R" | d(x0,y) <1}

DEFINITION 5.1. Un ensemble Q < R” est un ouvert si chaque point x de Q est tel
que pour r assez petit, B, (x) c Q.

Soit AcR" et f: A— Rune fonction

DEFINITION 5.2. Onditque f estcontinue en xp € Asilim,_.,, f = f(xo). En d’autres
termes

Ve>030 >0telque |[x—xpll <6 = |f(x) — f(x0)| <€.
En général on n'utilise pas la définition, mais les propriétés suivantes

ik

(1) Les fonctions polynomiales: (x1,...,X,;) — X a;,..i, x{l e Xy

sont continues sur R”.
(2) Les fonctions sin, cos, exp sont continues.
(3) Si f, g sont continues en xy, f - g, f + g sont continues.
(4) Si f est continue en xj et g continue en f(xp) alors go f est continue en xy.
(5) Si f ne s’Tannule pas sur Q et est continue, alors % est continue.

Le lien entre ouverts et fonctions continues est donné par la proposition suivante que
I’on ne démontrera pas.

PROPOSITION 5.3. Si f est continue, 'ensemble Q) = {x € R" | f(x) < 0} est ouvert

Bien entendu on voit que toute expression continue en f avec une inégalité stricte
définit aussi un ouvert.
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EXEMPLE 5.4. Si f est continue W = {x | f(x)+cos(f(x) +1) > 2} est ouvert. En effet
glx) = —[f(x)3 + cos(f(x) +1)] —2 est continue et W = {x | g(x) < 0}.

Soit Q un ouvert de R” et f : Q — R une fonction. Pour a = (ay,...,a,) € R"?, on
considere la fonction d’'une variable réelle

xi— flay,...,qi-1, %, Qj+1, ..., an)
définie au voisinage de x; = a;.

DEFINITION 5.5. On appelle dérivée partielle de f par rapport a x; en a, la dérivée
de
Xj— f(al;---»ai—l,xi»ai+l;---)an)

en x; = a;. Onla note %(a) (ou parfois dy, f (a)).

L. . 0 s 12 .
Ladérivée a—j:, se calcule donc en considérant les autres variables x1, X;_1, Xj+1,..., Xn
1

comme des constantes.

EXEMPLE 5.6. f(x,y) = x*>cos(xy) +
%(x, y) = 2xcos(xy) — x*ysin(xy)
L x,y) = —xsin(xy) +3y?

On peut itérer cette définition : on note
*f a (9f
axay POUI 5% |3y

2
et % pour % (%) On trouve parfois (mais nous n’utiliserons pas) la notation dy, dxy

etc.

DEFINITION 5.7. On dit que f : Q — R est de classe C! si toutes les dérivées par-
tielles de f sont continues. On dit que f est de classe C? si les dérivées partielles d’ordre
2 sont continues.

EXEMPLE 5.8. f(x,y) = x*cos(xy) + y°

>f 2 2 3 2 o 3
w(x, y) =-=2x"sin(xy) — x“ysin(xy) = —x ycos(xy) = -3x°sin(xy) — x” ycos(xy)
o’ f . . 2 2
axdy (x,y) =2cos(xy) —2xysin(xy) —2xysin(xy) — x“y~ cos(xy) =
(2- x2y2) cos(xy) —4xysin(xy)
;j—aj;(x, y) = —=3x?sin(xy) — x>y cos(xy)

2
%(x, y) = —x*cos(xy) + 6y

On constate sur cet exemple et on admettra
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THEOREME 5.9 (Théoréme de Schwarz). Si f € C?(Q,R) on a pour tout a dans Q.

0° 0?
/ (a) = /
axiaxj axjax,-

(a)

2. Formule de Taylor et applications aux extréma
Soit Q un ouvert de R".

PROPOSITION 5.10 (Forume de Taylor a 'ordre 1). Si f est de classe C' surQ eta € Q,
il existe a > 0 et € : R" — R continue telle que €(0) = 0 et

o0
fla+h)=fla)+)_ hia—j;(a) L E)
i=1 i

pour ||hll < a

Explication : Au 1°" ordre en h, f(a+ h) est donné par 'application affine f(a) +

Df(@: (..., ) — L high (@

DEMONSTRATION. Appliquonsle Théoreme des accroissements finis a Fy(s) = f(a+
sh)— f(a).Onadonc f(a+h) - f(a) = fol F,(s)ds.
Or par composition des fonctions dérivées a— a+ shet f ona

F (s)=)Y ——(a+sh)h;
¢ l:zl 0x;

Mais F} (s) - F},(0) = T, (3£ (a+ sh) - 2 @) hy = |kl (h)

car h — %(a + sh) - g—i(a) est continue et tend vers 0 lorsque & tend vers 0 (s €
[0,1]) donc
fla+h)— f(a) = F,(0) +|hle(h)

ot &(h) = [y n(sh)ds. O

DEFINITION 5.11. Si f est de classe C! dans un ouvert contenant a, on appelle dif-

férentielle de f en a l'application linéaire de R" dans R définie par
DF(a)(hy, ... hy) =) ——h;

i=10x;

Comme en dimension 1, 'application h — f(a) + D f(a)h est 'application linéaire
qui approche le mieux f au voisinage de a.

Interprétation géométrique : si f est une fonction C! de 2 variables, et S la surface
définie par z = f(x, y), alors 'espace tangent en (xy, yo, 20) @ S est donné par le graphe
de

0 0
(h, k) — DF(xo, yo)(h, k) = 0_£(x0’y0)h + %(XO,_VO)]C
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3. Extrema de fonctions de plusieurs variables réelles

Nous voulons trouver les maxima et minima de f. Rappelons que pour n=1,si f a
un maximum ou un minimum en ap € R, on a f’(ao) =0. De méme

PROPOSITION 5.12. Si f € C(Q,R) a un maximum ou un minimum en ay on a
Df(ao) =0.

DEMONSTRATION. Si D f(ap) # 0 prenons h = aV f(ay) avca assez petit. Alors f(ap+
h) = f(ap) + a|V f(ap)|? + ae(aV f(ay)). On aura alors —pour « suffisamment petit—

1
le(@V f(ag))| < wa(aonz

etdonc f(ap+h) > f(ap) + %IVf(ao) 12 ce qui fait que ay ne peut étre un maximum local

De méme en montrant que f(ayp— h) < f(ap) — %lVf(ao)l2 on voit que ay ne peut
étre un minimum local. 0

REMARQUE 5.13. Cela signifie que si V f(ap) # 0 la fonction f augmente si on se
déplace dans la direction de V f(ap) et diminue si on se déplace dans la direction de

=V f(ao).

Comment savoir si un point ag tel que D f(ap) = 0 est un maximum, un minimum
ou ni I'un ni I'autre. En dimension 1, c’est simplement le signe de f”(ag) qui permet de
décider. Dans le cas de plusieurs variables, c’est un peu plus compliqué : D? f (ao) peut
étre non-dégénérée, sans que f n’ait ni un maximum ni un minimum.

EXEMPLE 5.14. Pour f(x,y) = x + y* 0 est un minimum, pour f(x,y) = —x*>— y? 0
est un maximum, pour f(x,y) = x*> — y?> on n’a ni un maximum ni un minimum car
f(0,6)=—£%<0 f(e,00=€2>0

Pour décider, il faut regarder les dérivées d’ordre 2.
On pose alors pour h = (hy,..., h,) € R"?
DEFINITION 5.15. Si f € C?(Q, R) on appelle différentielle seconde de f en ala forme
2
quadratique D2f(a)(h) = leisn,lsisn #{aij(a)hihj
C’est une forme quadratique dont la matrice associée est

o*f

axiaxj

D*f(a) = ( (a))

l<isn,l<j<n
EXEMPLE 5.16. 1) f(x,y) = x*>cos(xy) + 3

2
D? £(0,0) estla matrice (0 8)



3. EXTREMA DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES REELLES 85
2) f(x,y) =2x+3y—y+x>+xy+y3

D*f(0,0) = (1 _1)

PROPOSITION 5.17 (Formule de Taylor a I'ordre 2). Soit f € C3(Q,R). Soita € Q, il
existe alors a > 0 et € : R" — R continue telle que €(0) = 0 et

fla+h) = f(@)+Df(@h+iD?f(a)(h)+ | hl*e(h)

pour ||hll < a

Soit f: QQ — R une fonction

DEFINITION 5.18. On dit que f a un maximum (resp. minimum) local en xp € Q s’il
existe r > 0tel que Vx € B, (xg) [f(x) < f(xp) (resp f(x) = f(x0))

On dit que f a un maximum local strict (resp. minimum local strict) en xj € Q, s'il
existe r > 0 tel que Vx € B, (xp) \ {xo} f(x) < f(x0) (resp. f(x) > f(xo))

REMARQUE 5.19. Bien entendu s'il existe un maximum absolu de f sur Qi.e Vx €
Q  f(x) < f(xp) alors c’est un maximum local.

g% Comme Q est ouvert, f n’atteint pas forcément son sup sur Q.

EXEMPLE 5.20. Sur Q = By (0) la fonction x*+y? vérifie sup(,, )ep, ) (x°+y*) = 2 mais
x%+ y? < 2 sur B (0).

On avu que si f aun maximum ou un minimum local en xp € Q on a D f (xy) = 0.
DEFINITION 5.21. Soit f € C1(Q,R). On appelle points critiques de f les points X,
tels que D f(xg) = 0.

Les extrema de f (maximums ou minimums) sont donc a chercher parmi les points
critiques de f.

Si f est de classe C? on peut écrire la formule de Taylor a I'ordre 2

fxo+h) = f(x0)+Df(xo)h+ 3D f(x0) () + | k€ (h) etsi D f (x0) = 0 (i.e xo est point
critique de f) ona

1
f o+ h) = f(x0) + 5D f (o) () + 1 -l e (h)
On peut donc espérer que le signe de f(xo + h) — f(xo) soit déterminé par celui de
D f (x0) ().
PROPOSITION 5.22. Soit f € C*(Q,R) et xo un point critique de f .
— Si D?f(xg) est définie négative (resp. positive) alors f a un maximum (resp. mi-
nimum) local en x.

— SiD? [ (xo) estdesignature (p, q) avec p # 0 alors xy n'est pas un maximum local.
Si g # 0 ce n'est pas un minimum local.
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On va d’abord montrer
LEMMA 5.23. Soit Q une forme quadratique surR".

— Si Q est définie positive (resp. négative) il existe gy > 0 tel que Q(x) = &ol| x||? (resp
Q(x) < —gollx[?)
— Si Q estde signature (p, q) avec p # 0 il existe u € R", g tels que Q(tu) = &g 12

— 8i Q est de signature (p, q) avec q # 0 il existe v € R" et g9 > 0 tel que Q(tv) <
—&p £2.

DEMONSTRATION. Si Q est définie positive, on a vu qu'il existe une base orthonor-
mée ol Q(x) = a1 X% +...+ ap x5 sieg =infi<j<, > 0 0na Q(x) = ol x|

Le cas Q définie négative est analogue. Si Q est de signature (p, g) elle se raméne a
une forme quadratique sur R”.

Si Q est de signature (p, q) avec p # 0 il existe u € R" tel que Q(u) > 0. Alors posant
Q(u) = go on aura bien Q(tu) = £yt?. De méme si g # 0 il existe v € R” tel que Q(v) =
—£9 <0donc Q(tv) < —¢got>. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION[5.22] Si Q est définie positive, la formule de

Taylor a I'ordre 2 nous dit que f(xp + h) — f(xp) = % | k|12 + |h|?€(h). Pour |h| assez petit,
e(h) > -2 etdonc

+h) - > a2 - 2 h2 =2 h
f(xo+ h) = f(xo) 2|| [ 4|| I 4|| [

et xp est donc un minimum local. La démonstration dans le cas D? f(x,) définine néga-
tive est identique.
Si Q est de signature (p, g) avec p >0,on a
1 €0
o+ tw) = f(x0) = 5D f(xo) (1) + leull*e(t) = (= + ul*e(tw)

Pour ¢ assez petit —4|87°|2 < &(tu) donc si t # 0 est assez petit

€
Flxo+ tw) — fxg) = Zotz >0
et xo n'est pas un minimum local.

De méme, si g # 0, on voit que xy n’est pas un maximum local. U

REMARQUE 5.24. % Si Q est positive mais pas définie positive, on ne peut pas
conclure.

EXEMPLES 5.25. 1) f(x,y) = sin(x? + y?) + y?

On ne peut pas trancher en fonction de X%+ y6 a un min local en (0,0)
x% - y6 n’a ni minimum ni maximum local en (0, 0)
—x? — ¥® a un maximum local en (0,0)
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4. Appendice : Polygone convexe extrémal inscrit dans un cercle

On considere un polygone convexe dont les sommets sont sur le cercle unité et on
souhait qu'il ait le plus grand périmetre possible. Si les n sommets sont de la forme
1,e'91,...,e!%7-1 (on peut toujours supposer que le premier sommet est en 1), on pose
0j=@j+1—@jouonaposé gy=0.

@ : arguments des sommets
Polygone convexe

Cercle unité
As

Ay

As

FIGURE 5.1 - Un polygone convexe et les angles ¢ ,0;

On voit que le polygone est déterminé par les 6; et que 0 +... + 6, = 27. Pour n fixé
on cherche le polygone de périmétre maximal. On vérifie sans peine que ce périmetre
vaut

0 0 0,- 0
L®1,...0n-1) = 2sin(El) + 2sin(?2) ot Zsin(nTl) +2sin(=") =

27 — 91 + ...Gn_l
2

2 sin(ﬁ) + 2sin(@) +..+ sin(h) + sin(
2 2 2
On a alors

oL 0 27 —0,+..0,.
ﬁj(el,...,en_l):2COS(?])_2COS( T 1;_ n 1))
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. .. N 0; - o
donc un point critique correspond a cos(') = cos(%)) quel que soit j donc en

. 0; . N 2m—01+..0,_
un extrémum local, on a que tous les cos(?’) sont égaux a cos(%) cos(

Comme 0 < 6; <, car les angles d'un polygone convexe sont saillants, il en résulte que
les 6 sont tous égaux, et donc égaux a <* 2”
Conclusmn : le seul point critique est donné par (27”, ey 27”).
Calculons la différentielle seconde en ce point. On a

0’L 6 2n—01+...+0,4
692(91, 0 On- 1)——sm(?)—s1n( >
etpouri # j
0°L 20 —01+...+60,_;
36,06, ——(01,..,0,-1) = —sin( 5

Comme 0 = 27”, la forme quadratique est

2m
—sin(—) in‘ +...+ 2)6,21 - Z XiX;j
n i<j
et2X+. A2X5+Y i XiXj = (Z” xp)*+X L, x7. Cette quantité est positive si (x1, .., xp) #
(0,..,0) et donc D2L(2r’l’ , 2: yor 21y est deﬁme négative. On en conclut que ce point cor-
respond a un maximum local.
Conclusion : le polygone régulier réalise un maximum local de la longueur des po-

lygdnes a n cotés. On peut en fait montrer que c’est un maximum global.

2m— 91+ Qn)



Chapitre 6

Equations différentielles d’ordre 1

1. Généralités
Soient U, Q deux intervalles ouverts et F : U x QQ — R une fonction.
DEFINITION 6.1. On appelle solution de I’équation
(ED) x'(0) = F(t,x(1))
une fonction x: I — R telle que :
— I c U estun intervalle ouvert
— x est dérivable et x(I) c Q
— x/(t)=F(t,x(t)) pour t€ I.

1.1. Exemples.

t
EXEMPLES 6.2. (1) Résoudre x'(t) = f(1), C'est calculerf f(®)ds
0

(2) x'(t) = x(1), les solutions sont x(¢) = Ce!, Ce R
(3) x'(t) = cos(t) +In(x(r) — 1) U =]0, +oo[, Q =]1,+00o[. On ne sait pas résoudre
explicitement cette équation.

Onn’abordera pasici des équations implicites, c-est-a-dire de la forme F(¢, x(¢), x' (1)) =

En général une équation différentielle n'a pas de solution "explicite" donnée par
des fonctions "élémentaires". Dans ce cas, on s’attache a comprendre ces solutions de
maniere qualitative/géométrique. Mais pour cela on utilise les quelques cas o1 on peut
résoudre explictement les équations.

1.2. Interprétation géométrique. On considere le graphe (z, x(1)) de x.
C’est une courbe dans R? dont la tangente en (%, x(f)) est donnée par

(1, X' (1)) = (1, F(to, x(£0)))

soit une droite de pente F(fy, xo) ou xo = x ().
On peut alors tracer en chaque point (%, xo) € U x Q un petit segment D(fy, xo) de
pente F(fy, xo).

89
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Alors x est solution de 1'équation différentielle x'(£) = F(t,x(¢)) si et seulement si
son graphe est tangent en chaque point a D(#y, xo).

AAaXaaaaxaAAa
AAHL AT
B B B B B B B
B B B e B B B O B ¢

11 est souvent utile de séparer le plan en régions ou la pente est positive (i.e. x est
croissante) négative (i.e. x est décroissante).

EXEMPLE 6.3. F(t,x) =t— x2

Solutions de x'(t) =t — x?

—_— t=x2

N

FIGURE 6.1 — Solutions de I'équation x'(¢) = ¢ — x%. La parabole bleue
sépare la région ou les solutions sont croissantes de celle ou elles sont
décroissantes.

On voit sur la figure que lorsqu’une solution entre dans la région ¢ > x?, elle nen
sort plus.

La méthode géométrique permet aussi de voir rapidement les symétries de I'équa-
tion:
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(1) Si F(t,x) = —F(t,—x) on a une symétrie du champ de tangentes par rapport
a 'horizontale Ot. Donc si x est solution, —x l'est aussi, car en posant y(f) =
—x(t)onay' () =—-x'(t)=—F(t,x(1) = +F(t,—x(1)) = F(t, y(1)).

(2) Si F(—t,x) = —F(t,x) on a symétrie par rapport a I'axe Ox. Donc si x est solu-
tion, y(#) = x(—1) est aussi solution.

(3) Si F est périodique en ¢, le champ D(t, x) est invariant par translation de T ol
t, donc si x est solution, y(f) = x(¢ + T) est solution, pour tout ce R :

Y =x'(t+T) = F(t+ T,x(t + T)) = F(t, y(1))

En particulier si F ne dépend pas de ¢, x(t + ¢) est solution pour tout c € R.
Lorsque F ne dépend pas de ¢ on dit que I'équation est autonome.

2. Définition et propriétés générales
DEFINITION 6.4. (1) Soient x; : I; — R et x» : I, — R deux solutions de x'(t) =
F(t,x(1)). On dit que x, prolonge x; si I € I et x2|1, = x;.

(2) On dit que x: I — R est une solution maximale si il n’existe pas de solution
prolongeant x.

(3) On dit que x est une solution globale si I = U.
Une solution globale est évidemment maximale!

EXEMPLE 6.5. (1) x'(5) =1+ x(r)?
x(t) = tan(t) est solution, car

i ! 2 . 2
X (f) = tan' () = sin(#) " _ cos”(#) +sin (£)
cos(1) cos? (1)

Comme 1 + x% ne dépend pas de ¢, tan(f + ¢) est aussi solution.

Comme lim/2 tan(¢) = +oo on a que tan est définie sur ] —7/2,7/2[ et est
t—tm

une solution maximale : une solution coincidant avec tan(¢) sur un intervalle
contenant ] — /2,7 /2[ ne peut étre continue.

=1 +tan2(t)

2.1. Résolution d’équations autonomes. Soit f : R — R, on considere I’équation

x'(1) = f(x(2)) (ED).

Soit I un intervalle sur lequel f ne s’annule pas et G une primitive de % sur Q cR.

Gw)= —
fx)
Alors si x est solution de I’équation (ED) et x(I) cQona:

iG(x(t)) =G (x(0)x'() = L fx(@m) =1
dt B ~ fx(D) B
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donc G(x(1) = G(x(0)) + t et x(£) = G L (¢t + ¢).
EXEMPLE 6.6. (1) x'=x
dx
G(x) = f ~ =In(x), In(x())=t+c

Donc x(t) = Ce’.

2 X =v1-x?

dx
G(x) = f = Arcsin(x)
V1-—x?

Arcsin(x(t)) = t+ ¢ x(¢) = sin(t + ¢).

3) x'(1)=vx(® 4
G(x) = f \/—’; =2/x
2y/x=c—t,x(t) = 1(c— )?
Notons aussi que x(f) = 0 est solution.

2.2. Méthode mnémotechnique (non rigoureuse). On écrit

dx dx
— = —=dt
ar T 75
et on intégre des deux cOtés, ce qui donne
x(1) d t
_x - d[
0 f(x) o

Gx()-Gx0)=1-1

3. Equations a variables séparables
Il s’agit d’équations du type x'(t) = a(t) f (x(1)).

EXEMPLE 6.7. x'(t) = a(t)x(t) (eq. linéaire)
t

x(t) =exp (f a(s) ds)
To

Posant G(x) = [ % ona

iG( (1) = a(®)
;G =a

donc

t
G(x(t)):f a(s)ds = A(t)

Io

et x(t) = G 1(A(1)).
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EXEMPLE 6.8. x'(#) = t(1 — x2(1))

G fx du
X) =
o 1—u?

lf du 1[ du 1
=— + = =—In
2 1-u 2J 14+4u 2

1+x

1-x

A =% dou

t2

In(1-x%)=—
2

1— 3= o2

x=V1-et?

4. Probléme de Cauchy

Le probléeme de Cauchy pour I'équation différentielle x'(t) = F(t,x(t)) est la re-
cherche de solutions de cette équation avec condition initiale fixée, i.e.

x' (1) = F(t,x(1))
x(tp) = Xo
ou fy, X sont fixés.

Le résultat fondamental est :

THEOREME 6.9 (Cauchy-Lipschitz). Soient U,Q des intervalles ouverts deR, F : U x
Q — R telle que :

(1) F estcontinue surU x Q
2) (t,x)— g—i(t, X) est (définie) et continue sur U x Q.
Alors pour tout (ty, x9) € U x Q, le probleme de Cauchy
x'(8) = F(t, x(1)
x(t) = Xo
admet une solution maximale unique.

De nombreuses équations de la mécanique, physique, biologie, etc... sont des équa-
tions différentielles. Le parametre ¢ jouant souvent le role du temps, le Théoreme de
Cauchy-Lipschitz dit que - sous certaines conditions portant sur I’équation - le phéno-
mene qui décrit est déterministe : connaissant’état du systéme x al'instant #y, permet

de décrire I’état du systéeme dans le futur... (¢ > #p) mais aussi dans le passé (f < t).
Cela semble "physiquement évident", mais ce n’est pas le cas :
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4.1. Léquation du seau qui se vide. Considérons un seau contenant de I’eau, percé
d’un trou a sa base et mesurons /(#) la hauteur d’eau a I'instant ¢.

h(t)

Irou

Les lois de 'hydrodynamique se traduisent par I'équation

W) =-CVh(®

Posant C =1, on a vu que I'’on a comme solutions
1 2
x(t) = Z(t— o, x()=0

Mais on peut aussi combiner des solutions :

1 2

=(t—a r<a
mn:{“ )

0 c<t<+o0

Physiquement, le seau se vide, car /4/(t) < 0 et une fois qu'il est vide... il reste vide!
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h(1)

SealN qui se vide

a Seauvide

Mais on voit que méme pour ces solutions, il n'y a pas de déterminisme : lorsque
le seau est vide, on ne peut dire a quel moment il a été plein. Il n'y a donc pas uni-
cité, ce qui ne contredit pas le Théoreme de Cauchy, car nous ne sommes pas dans son
domaine d’application : x — \/x n’est pas dérivable en x = 0.

5. Conséquences de Cauchy-Lipschitz

On considere I'équation x'(f) = F(t, x(t)) et on suppose vérifiées les hypotheses (et
donc les conclusions!) du Théoreme de Cauchy-Lipschitz. On considere des graphes
{(t,x(t))|t € U} des solutions.

PROPOSITION 6.10. (1) Par chaque point (ty, xo) € U x Q passe le graphe d’'une
solution maximale de (ED).
(2) Si les graphes de deux solutions maximales ont un point commun, alors ces
graphes (et donc les solutions) coincident.

Lassertion (1) n’est que la reformulation de I'existence dans Cauchy-Lipschitz, (2)
la reformulation de I'unicité.

Géométriquement, cela signifie que U x Q) est réunion disjointe de graphes de solu-
tions.

6. Explosion en temps fini (ou le Théoréeme des bouts)

Il s’agit de comprendre ce qui peut se passer lorsqu’on a une solution maximale qui
n’est pas globale pour I'équation x'(¢) = F(t, x(1)).
6.1. Exemples.
(1) x'(#) = x()* définie sur R x R.
Les solutions sont x(¢) = —ﬁ définies sur | — oo, ¢[ ou ]c¢, +oo[ et x(¢) = 0.
Ce sont des solutions maximales, car lim,_. | | = +oo.
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I n'y a eu a pas d’autres apres Cauchy-Lipschitz, car x(#) = xy équivaut a
= Xo soitc:—HxL(;)t" si xg # 0.

fho—c¢
Si xp =0, x(#) = 0. C’est la seule solution globale!

2) x'(t) =1+ x(t)? définie sur R x R.

Les solutions sont x(t) = tan(t — ¢) définies sur | — /2 + ¢, w/2 + c[. Elle sont
maximales car lim;_. /24 tan(f — ¢) = +oo.

l l t

N ] ST

IIn’y en a pas d’autres car x(f) = xo équivaut a tan(fy — ¢) = xp. Or tanf =
Xp a une unique solution dans | —n/2,m/2[ et ty —c = 0y < ¢ = tH —Oy. On peut
donc réaliser n'imprte quelle condition initiale avec les fonctions ¢ — tan(z—c).
Par Cauchy-Lipschitz on a donc obtenu toutes les solutions maximales.

Soitdonc F définiesur UxQ avec U =lu_,u,[etQ =]w_,w,[avec u_,w_ € Ru{—oo},
Uy, wy € RU{+o00}.

THEOREME 6.11 (Explosion en temps fini ou des bouts). Soit x: I — R une solution
maximale de (ED), ou I =]t_, t. |, vérifiants les hypothéses du Théoreme de C-L. Alors si x
n'est pas globale :

(1) Soit t, < uy etalorslim;—.;, x(t) = w) ouwy
(2) Soitt_ > u_ etalorslim;_; x(t) =w; ouwy

COROLLARY 6.12. Sous les hypotheses du Théoréme si w, = —00, w2 = +o0o (i.e. F est
définie sur U x R) une solution maximale bornée est globale.

DEMONSTRATION. Si x n’était pas globale, on devrait avoir lim;_.,,, |x(#)| = +oo ou
lim;_.,,_ |x(f)| = +o0 et x ne serait pas bornée. [l

Interprétation géométrique du Théoreme : Le graphe d'une solution maximale ne
peut s’'interrompre au milieu du rectangle U x Q, elle doit nécessairement aller d'un
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bord a un autre bord. Voici donc a quoi doit ressembler le tracé des solutions maximales
de (ED).

w4

U

FIGURE 6.2 — Les courbes bleues sont les solutions globales. Les courbes
rouges vérifient lim;_. o, x(f) = w; et lim;,_._» x(#) = w;. Les courbes
vertes vérifient lim;_. .o x(f) =w_ etlim;_._ x(t) =w_.

EXEMPLE 6.13. x/(f) = £(x*(f) — 1) définie sur R.

F(t,x) = t(x*> — 1) est C! en x, donc I'équation vérifie les hypothéses du Théoréme
de Cauchy-Lipschitz.

Solutions constantes : Correspondent aux valeurs de x pour lesquelles F(¢,x) =0
pour tout £, donc x(¢) =1 et x(f) = -1

Etude géométrique : Par le Théoréme de Cauchy-Lipschitz : Si x(¢) est solution

(@) soitx(f) < -1Vt
(b) soit—-1<x() <1Vt
(c) soitl<x(f) Vt
Pas d’ "explosion en temps fini" dans le cas (b), la solution maximale est globale.
Dans les cas (a) et (c), on ne peut pas savoir a priori.
Ftude analytique : Léquation est a variables séparables :
x'()
x2() -1

f x' (1) 12
dOU 2—:—+C
x<()—-1 2
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dx 1 1 1
Orf 5 :f - =—In
x-—1 2x+1) 2(x-1) 2

2 .
Donc ;‘g—;j‘:Cet ouC=¢e>0

(@) et (c) : Si[x(1)| > 1 ona 20 = Ce”” d'oti x(1)(1 - Ce™) = —(1+ Ce") et

x+1

x—1

. . PP 2 2 . . .
La solution maximale est définie sur e’ > % oue’ < % soit > > —logCi.e.RsiC>1

x(t) >1),]—o0,—y/—logClou]y/—1logC,+o0o[si0< C <1 (x(t) <-1).
On a donc des solutions non globales.
On voit que x(f) < —1si0 < C < 1sur]—+/-logC,/logCl et x(¢) > 1 sinon.

(b):Si—-1<x(t)<lona i—ﬁg = ce” dotr

La solution est globale, comme prévu.

7. Appendice : valeurs asymptotiques des solutions dans le cas autonome

Sout x'(#) = f(x(¢)) une équation différentielle. On suppose f de classe Ct ce qui
fait qu'on peut appliquer le Théoreme de Cauchy-Lipschitz. Les solutions constantes
correspondent aux zéros de f, i.e. aux solutions de f(x) = 0. Soit zy une telle valeur.

PROPOSITION 6.14. Supposons que dans un intervalle]a, zy| f soit strictement posi-
tive. Alors que toute solution de condition initiale en x €] a, zy[ est croissante etlim;_., x(t) =
20

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe ¢ > #y tel que x(f) ¢]a, zo[. Il doit alors
exister f; tel que soit x(#;) = xo ce qui n'est pas possible car deux solutions en peuvent
se croiser, soit que x reprend la valeur a et comme x'(fy) > 0,x(fy) > a il existe t; tel
que x(f) € [a,zo[ et x'(f;) < 0. Par le Théoreme des valeurs intermédiaires x'(;) = 0
mais alors f(x(#,)) = 0 avec x() € [a, zo[ ce qui contredit 'hypothése. Donc x est crois-
sante et a une limite xo, en t = +oco. Comme x(f) < zg on a forcément x., € [a, 2p].
Supposons x < zg, et soit €g > 0 une borne inférieure de f sur [a, Xx»]. On doit alors
avoir x(t) — x(ty) = €9(t — tp), mais cela entrainerait lim;_. .o, x(#) = +oo ce qui contredit
x(1) < zp.

On a donc nécessairement X, = Zp. ]

On voit alors que si zy, z; sont deux zéros consécutifs de f, toute solution va asymp-
totiquement de 'une a I'autre et est globale. Par contre si f n'a pas de zéro inférieur a
zp, et par exemple et strictment négative sur ] — oo, Zy[, 1a solution sera asymptotique a
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zp lorsque f tend vers —oo, sera donc définie sur un intervalle —oo, £, [ (£; € RU {+o0} et
limt_,t+ x(1) = —o0.

FIGURE 6.3 — Solutions de x'(#) = 1 — x(#)?






Chapitre 7

Equations Différentielles Linéaires

Lobjet de ce chapitre est'étude des équations différentielles "vectorielles" linéaires

x' () = A(t)x(1) + b(1)
oux(r) e K", A(t) e Myuxn(K), b(t)eK".

1. Equations différentielles linéaires en dimension 1.

1.1. Généralités.
(EL1) x'(t) =a(t)x(t)+ b(t)
olta,be CO(U)

Cela se réécrit x'(t) = F(t, x(1)) avec F(t,x) = a(t)x+ b(1), g—l;(t, x) = a(t) et F est C! en
x, donc on peut appliquer Cauchy-Lipschitz.

THEOREME 7.1. Le probleme de Cauchy

{ x'(t) = a() x(t) + b(¥)
X (fp) = X

admet une unique solution maximale pour (ty, x9) € U x R.

REMARQUE 7.2. (1) On verra que les solutions sont toujours globales : il ne peut y
avoir « explosion en temps fini ».
(2) On appelle équation homogene associée a (EL1), 'équation

(EH1) Z(0)=a(t)z(r)
C’est une équation a variables séparables.

Z' () = a(t)z(r)

est donnée par
z (l’o) = Zp. p

PROPOSITION 7.3. La solution de {

t
z(t) = zpexp (f a(s)ds)
11

0
101
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DEMONSTRATION. La dérivation de fonctions composées donne

t
Z'(t) = zpa(t) exp (f a(s)ds) =a(t)z(t)
1

0

Comme z(ty) = zo, le Théoréme de Cauchy-Lipschitz nous dit que c’est I'unique
solution. 0

REMARQUE 7.4. (1) La solution est globale.

(2) On n’a pas dit comment on a trouvé la solution : comme z = 0 est solution, les
!
autres solutions ne s’annulent jamais. On écrit I’équation sous la forme ZZ(—(;)) = a(t) soit

%ln(z(t)) =a(t) etenintégrantde fya t

t

ln(z(t))—ln(z(to)):f a(s)ds.

]

d’ol1 z(1) = z(ty) exp (ftz a(s)ds).

t
= zZpexp ([ a(s)ds)
Iy

Le Théoreme de Cauchy-Lipschitz permet de dire qu'on a bien trouvé toutes les
solutions.
(3) Lespace des solutions de (EH1) est un espace vectoriel de dimension 1. Si z;, z sont
solutions de (EH1) il en est de méme de z; + 23, Az; pour A € R. L'application z(f) —
z (1) est une bijection linéaire de I'’espace des solutions sur R.

1.2. Méthode de variation des constantes. Revenons a I'’équation (EL1) et soit z
une solution non nulle de z'(t) = a(t)z(t) (et ne s’annulant donc jamais!). On pose

c(t) = % d’ou x(t) = c(t)z(t). Léquation (EL1) s’écrit alors

X' (= Wz(t)+ct)Z (t) = alt)c(t)z(t) + b(t)

soit, vu que z'(t) = a(t) z(1)

c(Dz(t)+c(Da(t)z(t) = a(t)c(H) z(t) + b(r)
ie. c'(Hz(t)=b(t) etdonc c'(t) = %
dotc(r) = [, %d8+ c(to)
Or on a une expression explicite pour z : z(f) = exp A(t) ot A(f) = [ tf) a(s)ds et donc
c(t) = [, b(s)exp(~A(s))ds + c(tp).
La condition x (fy) = x¢ s’exprime par c (fy) =
On a donc montré :

X0 —
z(t) X0-
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THEOREME 7.5. Les solutions maximales de

{ x'(6) = a(t)x(t) + b(1)
x (%) = Xo
sont globales et données par la formule

t
x(1) = ( b(S)e_A(s)ds) A
fo

+ xpe

t
ol A(t):f a(s)ds
1

0

REMARQUES 7.6. (1) On voit que toute solution est somme d’'une solution par-
ticuliere
( Sy b(s) e‘A(S)ds) e (obtenue en prenant xo = 0) et d’une solution de (EH) :
xped D,

Ceci n’est pas surprenant, car la différence de deux solutions de (EL1) est une
solution de (EH1) : si xi(t) =a(t)x1(t) + b(p)

X5 (1) = a(t) x2 (1) + b(1)
(x1 — x2)' (£) = a(t) (x1 — x2) (£).

Donc si on a trouvé une solution particuliére, on trouve toutes les solutions
en ajoutant les solutions de (EH1).

(2) 1l est plus important de retenir la méthode de résolution par variation de la
constante que la formule donnée par le Théoréme.

EXEMPLES 7.7. 1)
X (1) =562 x(t) + 1

Léquation homogeéne associée est z/'(f) = 5t2z(t) soit z(t) = Ce T
. . . 54
On voit que x = —% est solution, donc les solutions sont x(#) = —% +Ces".

(2) x'(£) = $x(8) + i sur]1, +ool.

L’équation homogene associée est z' () = %z(t)
d’oi1 z(t) = Ce™® = Ct. On pose alors x(£) = c(£) ¢ d’ol1

X =cWt+ct)=clt)+

In(1)?
/ _ 1 so ! _ 1  _ (n@)
etc'(H)t= ™OE soit ¢'(t) = Tn? = ()2
Finalement on obtient c(t) = ﬁ + C, donc x(t) = ﬁ +Ct
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2. Equations différentielles linéaires en dimension quelconque

2.1. Généralités. Ce sont les équations

(EL) xX'(t) = A(®)x(t) + b(D)

ou t— A(t) et t — b(t) sont continues sur U (i.e.  — a;;(t) et t — b;(f) sont conti-
nues)
En coordonnées, si x(t) est le vecteur colonne

x1(1) api(r) ... apn()
yA(D) = :
Xn (1) an1(t) - apn(?)
by (1)
et b(t) = : I’équation se réécrit
by (1)

x1(8) = ay,1 (D x1(8) + -+ + ay, (D) X, (1) + b1 (1)

X () = Ap 1 (X1 () + -+ + Gy, (£) X (£) + by ()
On appelle systeme homogene associé a (EL) I'équation z'(¢) = A(f)z(¢) (EH)

PROPOSITION 7.8. Lespace des solutions de (EH) est un espace vectoriel.

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que si z;, z» sont solutions et A € R alors z; + z,
et Az; sont solutions. O

Le Théoreme de Cauchy-Lipschitz est encore valable dans ce cadre :

THEOREME 7.9 (Cauchy-Lipschitz). Soient t — A(¥) et t — b(t) continues sur U.
Alors pour tout ty € U, xy € R" le probleme de Cauchy

{ x'(t) = A(H) x(t) + b(1)
x () = xo

admet une unique solution maximale qui est globale.

COROLLARY 7.10. Lespace vectoriel & des solutions de (EH) est de dimension n. Pour
tout ty € U l'application z — z(ty) de & dansR" est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. L'application z — z(fp) est linéaire. L'existence dans le Théo-
reme de C-L dit que cette application est surjective, 'unicité qu’elle est injective. C’est
donc un isomorphisme, donc dimé& = dim(R") = n. U
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REMARQUE 7.11. (1) Si (z3,...,25,) est une base de & alors pour chaque f € R, la
famille (z; (ty), ..., 2, (fp)) est une base de R".
(2) Contrairement au cas de la dimension 1, il n'y a pas de méthode générale simple
pour résoudre (EH) des que n = 2.
(3) Bien entendu toute solution de (EL) est ici encore somme d’une solution particuliere
et de la solution générale de (EH).

2.2. Méthode de variation des constantes. Supposons connue une base zi,...2,
de &. On va écrire x(t) = a; () z1(t) +-- -+ @, () 2, (1)
L'équation x'(#) = A(t)x(r) + b(t) s'écrit alors

ay(Dz1 () +-+a, (D) zp (1) + a1 (D)2 (1) +- -+ ap(t)z), (1) =
a1 (DA z (1) + -+ a, () A1) 2, (1) + b(1)

soit
ay(Dz1 () +--+ a), ()2, (1) = b(2)
Les a’i sont donc les coordonnées dans la base z;(t) de b(t).

EXEMPLE 7.12. Pour w # 0 on considere I’équation

OY_( 0 1) [x(® 4 b (1)
x(0) | —0? 0 J{x®) " \b2)

_ [ cos(wi) _ [ sin(wt)
2t)= (—wsin(wt))’ 2(1)= (w cos(wt))

z1(0) = ((1)) ,22(0) = (3)) et z1, 2y constituent bien une base de I'’espace des solutions de

I’équation homogene.
On doit alors résoudre :

a) (D21 (1) + ay (D) z2(1) = b(1)

Soit
{ ) (1) cos(wt) + ay (1) sin(wt) = by (1)
—a) (Nwsin(wt) + way () cos(wt) = bo(1)
d’ou
a) (1) = b (t) cos(wt) — % sin(wt)
as (1) = b1 () sin(wt) + %cos(wt)
On a donc

ay(p) = fot [bl(s) cos(ws) — ba(s) sin(ws)] ds

as(t) = fot [b1 (s)sin(ws) + % cos(ws)] ds

Note : si by = 01'équation s’écrit
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x1 () = x2(2)
X, (1) = —w?x1 (1) + by (1)

{ X} (1) + w?x1 (1) = ba (1)
X2 (1) = x (1)

La premiére équation est celle d'un oscillateur harmonique de fréquence w avec
terme de forcage.

3. Equations a coefficients constants
On considere le cas ou A(f) est constante, c’est-a-dire ’équation
(EHC) x' (1) = Ax(t)

PROPOSITION 7.13. Soit v un vecteur propre de A de valeur propre \. Alors x(t) = eMv
est solution de[EHC

DEMONSTRATION. En effet, il suffit de vérifier que
() = A’ v = eM () = M Av = A(eM )
OJ

On en déduit que si A est diagonalisable on peut trouver une base de I'espace des
solutions.

COROLLARY 7.14. Si A estdiagonalisable de valeurs propres A1, ..., A, et vecteurs propres

associés vy, .., vy, alors une base de l'espace des solutions est donnée par (eM? Ul ehnt Un)

DEMONSTRATION. En effet, les z; () = etity i sont solutions et sont I'image inverse
de la base (vy, ..., v,) par I'isomorphisme z — z(0), puisque z;(0) = v;. 0

Il peut bien stir arriver que A soit réelle, et diagonalisable sur C mais pas sur R. Dans
ce cas les valeurs propres complexes et les vecteurs propres associés apparaissent par

paires A, A associés 4 v, 7. Dans ce cas e’ v et e} 7 sont des solutions complexes, mais
donc aussi
R(eMv) = l(e“v +eMy
et 3
S(eMv) = %(e“v) My

Ces solutions sont réelles!

COROLLARY 7.15. Soit A une matrice réelle, ayant )Ll,zl, . A,Jk les valeurs propres
complexes et Ayi41,..., Ay les valeurs propres réelles, les vecteurs propres associés étant les
vi,Vipourl<i<ketv; pourk+1<j<n.
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3.1. Cas général (hors programme). Dans le cas général on peut définir pour une
matrice A son exponentielle, exp(A) par la formule
+00 Ak

€A=

En effet si les coeficients de A sont bornés par C ceux de A? sont bornés par nC?, ceux
de A3 par n2C3 et ceux de AF par nk~1CF et 2C" et comme la série

nk—lck

T

k

est (absolument convergente sa somme est %e”c), donc la série a une somme qui est

une matrice notée e”.

On a en général que e
AB =BA.
Notons que si A = diag(A4,...,A,,) est diagonalisable, e/ = diag(ef, .., €}). On consi-

dere x: t— ey,

A+B 2 0AeB sauf si A et B commutent c’est-a-dire si

PROPOSITION 7.16. La fonction z : t — e'4v est solution de I'équation|[EHC. De plus
si (vy,...vy,) est une base de E = R", les e/ vj forment une base de l'espace des solutions

de l'équation|[EHC,
DEMONSTRATION. En dérivant la série terme a terme apres avoir vérifié que cela est
licite (car la série des dérivées est normalement convergente), on obtient

dW)=) ——v=) A————v=Ae"v=Az(1)
i=0 K k=0 k-1
donc les e’4v sont bien des solutions. Lisomorphisme z — z(0) envoie e’ v sur v, donc
I'image réciproque d'une base est bien une base. ([l

Dans le cas oi1 A est diagonalisable on obtient le résultat de la Proposition[7.13]
EXEMPLE 7.17. En dimension 2 si A n’est pas diagonalisable elle est semblable a

1 1)\
(g /1) =Ald+NouN = (8 0). Evidemment AId et N commutent, donc e’4 =

mais e’y = I+ tN car N2, N3, ... sont nulles. Donc
- 0 ¢t) o e

{x’(t) =Ax(t) + y(0)
y'(@) =Ay)

e tAld e tN

La solution du systeme
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a donc pour solutions
{ x() =e™(xo+ tyo)
¥ =ety
4. Equations d’ordre n
On appelle équation linéaire d’ordre n une équation du type
(ELy) X (1) + an-1 (DX V(@) + .+ ar (DX (O + ag (D x(2) = b(2)
On se ramene a une équation linéaire d’ordre 1 en n variables en posant

x1 (1) = x2(1)

x5, (8) = xp (1)

X, (1) = —ap1 (D)X, (2) — ... — a1 (D) x2(1) — ap () X1 (1) + b(2)
La matrice correspondante est donc
0 1 0 0
0 0 1 0
A(t) =
—apg(t) —a(t) —ax(t) .. —au1(1)
x1(2) 0
X (1) 0
Posant donc X (¢) = . et B(t)=| . |l'équation se réécrit
X, (1) b(1)

X' (1) =AX(H)+B(1)
On peut vérifier que la méthode de variation des constantes se traduit de la maniere
suivante.
PROPOSITION 7.18. Soit (z1,..., z2,) une base de Uespace des solutions de l'équation
homogene associée
(EH,) 20+ ap1 (D2 + ..+ a1 (DZ () + ag(Hz(£) =0

Alors les solutions de l'équation (EL,) sont de la forme a;(t)z,(t) + a,(t)z,(t) ot les a;
sont solutions du systeme

ay (Dzi (1) +ot al(Dzn(D) =0
a) (0)z (1) +..4+ al(Dz, (D) =0

(020 et a2V =bD)
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4.1. Cas a coefficients constants. C’est essentiellement le seul cas que I'on saura
résoudre completement.

(ELCC,,) PO+ a1 x"V (@) + ..+ a1 X () + agx(t) = b(1)
et]’équation homogene associée est
(ELCCH,,) 20 + ap1 2"V (O + oo+ a1 2 () + agz(£) =0

On vérifie par récurrence et en développant suivant la premieére colonne, que le po-
lyndme caractéristique de la matrice

0 1 0 0
0 0 1 0
A=
—apg —ady —dy .. —dp-1
est PAN) = A" —a,_ 1 A" 1 —...— a1 — ap. On sait que si A est racine simple, e est solu-

tion de I'’équation ?2. Mais dans le cas général on trouve facilement toutes les solutions

PROPOSITION 7.19. (1) Les solutions de l'équation|ELCC H,| sont données par
t*e ot A est une racine de multiplicité m de Py et 0 < k < m—1. Si Py est
scindé sur K on obtient ainsi toutes les solutions.

(2) Si A = u+iv est une racine complexe de P 5 de multiplicité m une base de l'es-
pace des solutions réelles est obtenue en ajoutant aux solutions précédentes cor-
respondant aux racines réelles, les fonctions t*e! cos(vt) et t*et!sin(v).

DEMONSTRATION. On note D I'application linéaire de C*°(R) dans lui-méme don-
née par f — f’ (la dérivation!). Bien évidemment D est I'application qui & f associe
sa dérivée d’ordre k et notre équation |[ELCCH,|s écrit P4(D)z = 0. Maintenant si on
factorise P4, P4(X) =1 er(X — A1), I'équation se réécrit

[T-1"™zt)=0

A€eR
Comme I'ordre dans lequel on écrit les facteurs est sans importance, on voit que si A
est une racine de multiplicité my, on peut écrire

[T O-2"™(D-1)™z(1)=0
AER,A# Ao

11 suffit donc pour montrer que les t*e*! sont solutions de [ELCCH,,, de montrer que
(D = Ap)™ (tkeM?) = 0. Cela se démontre aisément par récurrence sur my :

Aot ﬂ()[)I:

— Si my =1, il faut montrer que (D —Agp)e Ao et ce qui est

immeédiat.

=0 soit que (e
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— Supposons vérifiée la propriété a I'ordre m et vérifions la pour m + 1. On doit
montrer que (D — Ag) Mo+l (tketoty = 0 des que k < my. Ecrivons
(D= 20)"™ ! (t*eM") = (D~ 20)™ (D ~ Ag) (1 e™*")
Or
(D = Ag) (tF Mty = k=10t 4 2k etot — A rketot = fpk—1tot
11 suffit donc de vérifier que (D — )™ (kt*~1e?) = 0 ce qui résulte immédia-

tement de I'hypothese de récurrence car k—1 < mg—1.
O

EXEMPLE 7.20. On considere I'équation définie sur U =]0, +oo|
(7.1) x"(0) - x(1) = re’
Léquation homogene a pour solutions e’, e” t, vu que les polyndmes caractéristique est
A% —1.0n écrit alors x(t) = a; (e’ + az(t)e~ ! et il faut résoudre
aj (e’ +ay (et =0
aj (e’ —ay(e™! =te'
. 2t 2
soit a (1) = £, a, (1) = —£5-. Donc a; (1) = & et
1 1 11t t e
as(t) = ——fsezsds = —[-se®]" + —f e*ds=——e*' + —
2 4 4 4

2 2
Donc x(1) = e’ () — (fe' - %et) +cref+ce =5 —f+be' +boe .
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5. Exercices

(1) (Wronskien) Soient fi, ..., f, des fonctions définies sur R a valeurs réelles.

(a) On suppose que les fonctions sont linéairement dépendantes. En déduire
que la matrice

h Lo

f Lo

An(fl,---,fn): :1 :2 .. :
fl(n—l) 2(n—1) o D

a un noyau non réduit a zéro.

(b) Endéduire que le déterminant W, (fi, .., f) de cette matrice (appelé Wrons-
kien) est identiquement nul.

(c) On suppose maintenant que le Wronskien ne s’annule pas : on considere
I'équation différentielle en y donnée par le déterminant (n+1) x (n+1)

ook
f1 fz fn y
: S =0
-1 -1 -1 -1
T AT AU 7
(n) (n) (n) (n)
1 2 n y

(d) Montrer que I'’équation s’écrit sous la forme |[ELCCH,|si et seulement si
Wy (f1,.., fn) ne s’annule pas.
(e) Montrer que les fonctions y(x) = f;(x) sont solutions de cette équation.
(f) Montrer que 'espace des solutions est de dimension 7. En déduire toutes
les solutions de cette équation.
(2) Soit P(X) un polyndme. On considere I’équation

(%) P(D)x(t) = eM!

(a) Montrer qu'il existe une solution de la forme Ce*’ si et seulement si y n’est
pas racine du polynome. On montrera que P(D)e!! = P(u)et’.

(b) On suppose maintenant que u est racine du polynéme P de multiplicité
m. Montrer par récurrence que (D—pu)™ (1™ el = Cel’ ou C est une constante
non nulle.

(c) En écrivant P(X) = Q(X)(X—pu)™ o1 Q est un polyndme qui n’a pas yu pour
racine (donc Q(u) # 0), montrer que P(D)(t"e!') = Ke!! avec K # 0.

(d) Montrer qu’il existe une constante A # 0 telle que Ar™e!’,

(e) Décrire toutes les solutions de
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(f) Méme question pour
(%) P(D)x(t) = t*et!



Chapitre 8

Théorie qualitative des équations différentielles

Nous allons étudier de maniére qualitative les solutions de I'équation autonome
dans R" :

(S) x'(£) = f(x(1))

ollx:I—R"et f:QcR" — R" estde classe C'.
On peut se demander pourquoi on ignore le cas plus général

x'(8) = F(t, x(1))

ol F: U x Q — R". Les arguments suivants sont plus ou moins convaincants :

a) En petite dimension le cas autonome est effectivement plus simple (on I'a déja
constaté en dimension 1).

b) Le cas général se ramene au cas autonome si on ajoute une dimension : on pose

y=(s,x) eRxR"

et
f) =f(s,x)=1,F(s,x)

Alors I'équation y' = f(y) se réécrit

{ sS(H=1
x' (1) = F(s(), x(1)

d’ol1 s(f) = t + c et si on impose s(0) =0, x(0) = x9, ona s = ¢ et donc
x'(1) = F(¢, x(1)).
¢) De méme une équation différentielle autonome d’ordre n,
(E) X" = gx(0), X' (@),..., x" V(1))
se réécrit

x (1) =x(0)

x,_1(5) =x,(0)
X, =g (0),...,xu(1)

113
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donc en posant y = (x,..., X,) €t f(x1,...,X,) = (X2,..., X, §(X1,...,X,)) Cce systeme
est équivalent a
v =fy®)
Par exemple, I'équation du pendule s’écrit 6 (1) + %sin@(t) =0, qui se ramene a
0'(t) = (1)
{ @' (1) = —£sinf(1)

1. Résultats fondamentaux

On appelle solution de (S) une application x : I — R vérifiant (S).
On dit que x est une solution maximale s’il n’existe pas d’autre solution la prolon-
geant. On a alors

THEOREME 8.1 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz( version générale)). Soit Q un ou-
vert deR" et f : Q@ — R" une fonction de classe C'. Alors pour tout ty € R et xo € R", le
probleme de Cauchy

x(to) = Xo
possede une unique solution maximale, définie surlt_, t,[ (t- € RU{—o0}, t; € RU{+o0}).

{ x'(8) = f(x(1)

REMARQUES 8.2. (1) En général la solution n’est pas globale comme on I'a vu
en dimension 1.

(2) La condition que f soit C! est nécessaire, comme on I'a vu en dimension 1
pour h' = +/|hl.

Pour (S) 'analogue du Théoreme d’explosion en temps fini est un peu plus compli-
qué a énoncer en dimension n > 1.
On a cependant

PROPOSITION 8.3. Soit f : R" — R" de classe C' et x : I — R" une solution maxi-
male, ott I =]t, to[.
Alors si tp < +oo (resp. t; > —00) on alimt_,tz— |x(t)| = +o0 (resp. limt_,[f |x(1)] = +00).

Notons enfin une remarque importante : si x(t) est solution, x(¢ — fy) est solution
quel que soit .

DEFINITION 8.4. Soit x : I — R" une solution maximale de (S). La courbe orientée
x(I) est appelée trajectoire de (S).

REMARQUE 8.5. D’apres Cauchy-Lipschitz, deux trajectoires ne peuvent se croiser,
car si x, y sont deux solutions et x(fy) = y(#1), alors X(t) = x(¢ + tp) et y(¢) = y(t+ £;) sont
aussi solutions et X(0) = 7(0), donc X = y, i.e. x(t+ tp) = y(t + 1), soit x(&) = y(t+ 1 — )
et donc x et y décrivent la méme trajectoire.
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FIGURE 8.1 - Trajectoires du pendule / courbes de niveau de f(x,y) =
% y2 —cos(x),

EXEMPLE 8.6. Pendule
X"(6) +sin(x(8) =0

x'(6) =y
y'(8) = —sin(x(1))
Conservation de I’énergie : la quantité

E(n)= %y(t)z — cos(x(1))

reste constante, car car E'(f) = yy' +sin(x)x' = 0.
Les trajectoires sont donc contenues dans les courbes de niveau de % y? — cos(x).

DEFINITION 8.7. Le portrait de phase de (S) est 'ensemble des trajectoires orientées
de (S).
Parmi les trajectoires, on distingue :
(a) les équilibres ou solutions constantes correspondant aux zéros de f.

(b) les courbes fermées, correspondant a des mouvements périodiques : si x(#) =
x(t;) on aura x(t + (t; — %p)) = x(¢), on a donc une solution de période #; — .
Physiquement ce sont des oscillations.

Le Théoréme de Cauchy-Lipschitz se traduit par

PROPOSITION 8.8. Soit f: Q — R" de classe C'. Alors par tout point de Q passe une
trajectoire unique.
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2. Portrait de phase d’un systeme linéaire
Soit x'(1) = Ax(?).
— Les points d’équilibre correspondent a Ax =0, i.e. Ker(A).

— Les solutions x(f) = e} v oi1 v est vecteur propre de valeur propre A # 0 corres-
pondent a des trajectoires radiales (ou rectilignes).

D’autre part si A et B sont conjuguées, i.e. B= P! AP, le portrait de phase de x'(¢) =
Ax(t) est'image par P de celui de y'(r) = By(t). En effet Py(t) vérifie

Y (t) = P"LAPy(t) = Py (1) = APy(1)

donc x(t) = Py(r) vérifie x' () = Ax(1).

On peut donc - quitte a composer par un isomorphisme linéaire - remplacer A par
une matrice semblable.

Pour le cas n = 2 on a classifié les matrices 2 x 2 réelles.
A 0)

(1) Si Aadeuxvaleurs propres réelles distinctes elle est semblable a ( 0

(a) u>A>0:Nceud répulsif (x(£), y(1) = (e} xo, e** yp)

— un seul équilibre (0, 0)

Jo
X0

A
— les trajectoires sont contenues dans ( ) x* = y* (exemple : A = 1,

1 =2 :paraboles)

FIGURE 8.2 — Neeud répulsif (ou instable)
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Notons que les solutions de x' () = — Ax(f) sont obtenues en posant y(f) =
x(—1t) qui vérifie y'(¢) = Ay(r). Donc les trajectoires des deux équations
sont les mémes avec le sens des fleches inversé.
On dit que c’est un nceud répulsif instable : si on part tout pres de 1’équi-
libre on s’en éloigne de plus en plus.

(b) u<A<0:Nceud attractif stable
Les trajectoires pour x'(¢) = Ax(t) sontles mémes que pour p > A > 0 mais
avec le sens inversé. On a donc
On parle de nceud attractif ou nceud stable : si on part d'un point quel-
conque on se rapproche de O. Plus précisément lim;_. o, x(#) = 0.

() A<0< u:Col (ouselle)
x(8) = xpe™, y(t) = ypett donc y(H) "V x()* = C.
Les courbes y~*x* = ¢ sont des sortes d’hyperboles (vraies hyperboles
pour A = —p).

FIGURE 8.3 — Col ou Selle

Les seules solutions qui tendent vers 0 lorsque ¢t — +oo sont celles situées
sur 'axe des x.

(2) A =pu>0, Anon diagonalisable.

On a vu que A est semblable a (g /11)

x'(t) = Ax(6) + y(t)
y'(®)=Ay(1)
donc y(£) = eMyp et x() = (xo + tyo)er.

On adonc {
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Pour t — —oo, (x(1), y(#)) tend vers 0, et :;E—g: — +oo ainsi que si y(f) > 0=

x(t) <0 (etsiy(r) <0= x(£) >0).

FIGURE 8.4 — Neeud impropre répulsif (ou instable) et les deux orienta-
tions possibles

FIGURE 8.5 — Neeud impropre attractif (ou stable)

Le maximum de x est obtenu lorsque x'(¢) = 0 soit y(t) = —Ax(t).

|x(8)]|
ly(D)]

Pour t — +oo, (x(1), y(1)) tend vers +oo et — +00.

Si y(¢) > 0 alors x(z) > 0.
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J

A

REMARQUE 8.9. Pour distinguer les deux orientations du noeud impropre
on choisit un point qui ne soit pas sur un axe distinct de I'espace propre (qui
est une droite), et on regarde I'orientation de Av par rapporta v.

‘\’ { / -
)

1))

1
1 3). La trace de A égale 8 et son déterminant

2, donc le polynome caractéristique est x> —4x + 4 = donc son discriminant

EXEMPLE 8.10. Soit A = ( 1
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est A =0 et 2 est racine double. La matrice n’est pas diagonalisable, sinon elle
serait diagonale. Le portrait de phase est donc celui d'un nceud impropre. Les-

aer(™r N2/
pace propreestker| . ]=(|;

C’est un nceud impropre répulsif (instable).
4’) u < A <0:nceud impropre attractif
11 suffit de renverser le sens des fleches par rapport au dessin précédent.

(rhable)

(3) Deux valeurs propres complexes conjuguées a + ib.
a -b
b a )
Les vecteurs propres complexes sont donnés par, pour a+ib:
[a—(a+ib)]x—by=0
{ bx+[a—(a+ib)]y=0

Onseramenea A= (

y=ix,vy= (_ll) etv_ = (1)
Lespace des solutions complexes a pour base (sur C)

; 1 _; 1
e(a+lb)t(_i), e(a lb)t(i)
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Lespace des solutions réelles a pour base les parties réelles et imaginaires
de ces solutions :
e cos(bt)) ( e*'sin(br)
(e‘” sin(bt) ) ’ (—e‘” cos(bt))

cosbt) et( sinbt

sinbr _cosh t) "tournent" a vitesse b, et leur norme est mul-

Les vecteurs (
tipliée par e“’.

(@) a > 0:Foyer répulsif (instable)

FIGURE 8.7 — Foyer attractif (ou stable)

(b) a < 0: Foyer attractif (stable)
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(c) Cas a =0: Centre. Les trajectoires sont des cercles (en fait aprés transfor-
mation linéaire, des ellipses).

q
7

L

_2 %D)Z

Eigenvectors =

FIGURE 8.8 — Centre

0.1. Quelques cas "dégénérés".

(a) A =pu>0, Adiagonalisable. Les trajectoires sont (e’ xo, e} yy), ce sont des
demi-droites radiales. On appelle le portrait de phase un soleil

I:] Eigenvectors

FIGURE 8.9 - Soleil répulsif (instable)

(b) A>0,u=0
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2

Y

A~
L 4

A~

C] Eigenvectors =2

FIGURE 8.10 — Radiateur répulsif (ou instable)

1
(¢) A =p =0, Anon-diagonalisable. On se ramene au cas A = (8 0) Léqua-

tion est alors donnée par

{ x(0) =y
y'()=0

soit y(1) = yo, x(t) = (Yot + Xp). On obtient un cisaillement.

FIGURE 8.11 - Cisaillement (instable)

Comme le polynome caractéristique de A est A2 —Tr(A)A + det(A), on peut distinguer
les cas en fonction des signes de A = Tr(A)? — 4 det(A), det(A) et Tr(A) :
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I) A > 0= 2 v.p. réelles distinctes
(1) Tr(A),det(A) >0= A, u>0: Neeud répulsif
(2) Tr(A) <0,det(A) >0= A, u <0: Noeud attractif
(3) det(A)<0=>A<0< pu:Colouselle
(4) det(A)=0,1=0:
(@) siTr(A) > 0radiateur répulsif,
(b) si Tr(A) <0 on a un radiateur attractif,
(c) siTr(A) =0, 0 est valeur propre double on a
(i) si Aestlamatrice nulle, tous les points sont points
d’équilibre
(ii) Si An’estpas diagonalisable, on a un «shear flow »

et en francais « cisaillement » ou « flot de transvec-
tion »

II) A = 0 = une valeur propre double
(1) Adiagonalisable : Soleil
(2) Anon-diagonalisable :
— Tr(A) > 0 : Noeud impropre répulsif
— Tr(A) < 0: Neeud impropre attractif
I A<0
(1) Tr(A) > 0: Foyer répulsif
(2) Tr(A) <0: Foyer attractif
(3) Tr(A) =0: Centre

REMARQUE 8.11. On vérifie que pour les systémes linéaires de R? on a stabilité si
R <O.

Lorsque R(A) = 0 on peut avoir stabilité (centre A = (0 )) ou pas (cisaillement,

1 0
0 1
A:(o 0))'
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1. Linéarisation et Notions de stabilité
1.1. Définitions, Généralités.

DEFINITION 8.12. On appelle flot (au temps ¢) de I'équation x'(¢) = f(x(1)) I'appli-
cation xp — x(#) ou x(f) est la solution du probleme de Cauchy

{ x'(0) = f(x(1)

x(0) = xp
On note ¢’ (xp) = x(1).

Lapplication xy — ¢’(xp) s’obtient en suivant pendant le temps ¢ la trajectoire de
(S) passant par xg.

EXEMPLES 8.13. (1) Dans R?, si A = (g /11) et (S) X' = AX, alors (pt(xo,yo) =

((xo + tyo) e, ypet?).

(2) DansR2, si A= (0 %o cos(b1) +yosin(b1)

—b t (X . )
b 0 ), @ (yg) = (—xosin(bt)+yocos(bt)) = rotation d’angle bt

X0

(3) Dans R, si on consideére (S)x' = x?, ¢’ (xg) = T—ix

Soit Q = R", f: Q — R" une application C! et considérons le systéme (S) x/(¢) =
fx(9)
Rappel : On appelle point d’équilibre de (S) un point x tel que f(xp) = 0. Lapplica-
tion constante ¢ — xg est donc solution de (S).
EXEMPLE 8.14. (1) x'=x(x—1), on adeux points d’équilibre xo = 1, xyp = 0.
(2) x' = Ax, les points d’équilibre correspondent a Ker(A).

DEFINITION 8.15 (Stabilité). On dit que x( est un point d’équilibre stable si pour
toute boule ouverte B(x, €) il existe § > 0 tel que Vx € B(xg,65), V=0, ¢’ (x) € B(xg, €).

Sinon le point d’équilibre est dit instable.
DEFINITION 8.16 (Stabilité asymptotique). On dit que l’équilibre x; de (S) est asymp-
totiquement stable si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
(1) il est stable
(2) il existe € > 0 tel que pour tout x € B(xg, ) on a lim;_ ;o ¢’ (x) = xo.
EXEMPLES 8.17. (1) Les nceuds attractifs, foyers attractifs, soleil attractif sont

asymptotiquement stables. Le centre est stable mais non asymptotiquement
stable. Les autres cas (non dégénérés) ne sont pas stables.

(2) Le pendule : la position d’équilibre x = 0 stable mais pas asymptotiquement
stable. La position d’équilibre x = 7 est instable.
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REMARQUE 8.18. ﬁ Pour la stabilité asymptotique, il faut bien vérifier les deux
conditions (1) et (2). En particulier il est faux de croire que (2) implique (1) comme le

montre I’exemple ci-dessous.

=

0\( )

—4

w

N

-

|
N

~

w

X =y -x)?
Yy =-2x(0)y()
convergent vers 0 en ¢ = +o0o, mais le systéme n’est pas stable : il y a des
points arbitrairement proches de 0 qui vont trés loin de 0.

FIGURE 8.12 - Equation { . Toutes les trajectoires

1.2. Ftude de x’ = f(x) pour n = 1. Les équilibres correspondent aux points u tels

que f(u) =
Soit uy un tel équilibre :

(1) si f(x) >0pourx€lug—¢, upl et f(x) <0 pour x €]uy, up+el, alors uy est asymp-
totiquement stable.
En effet si xo €lug — €, upl :
— x(t) est croissante
— x(t) < up par Cauchy-Lipschitz (deux solutions ne se croisent pas!)

donc:
(1) x(f) €elug—¢€,up[pour t =0
(2) im0 X(1) = X €Xiste
- liInl‘—>+oo x/(t) = f(xoo)
Mais si on avait f(xy) > 0, on aurait x'(£) = f(x(#)) > ag > 0 pour ¢ = T, d’ou
x(t) —x(T) > (t— Tag et donc pour t assez grand x(f) > uy, contradiction
(comme on I’a déja vu Proposition 6. ')
Donc f(x) =0d ol xo0 = Up.
De méme si xg €] ug, g + €[, x(t) décroit et lim;_., oo x(£) = u
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Donc uy est un équilibre asymptotiquement stable. Notons que 1'hypo-
these sur f est en particulier vérifiée si f'(ug) < 0.

y=f
f'(up) <0
> X
0 Uo
> > O <= <z u
Uy
u>0 u<o

FIGURE 8.13 - Le portrait de phase pour x'(t) = f(x(¢)) avec f'(ug) <0

Notons que dans le cas xg € uy — €, up[ le Théoréme des bouts nous garantit
que la solution maximale est définie au moins sur ]0, +oo[, car x(¢) reste dans
lug — €, ug + €l.

Dans le cas xg €] ug, up + €[ on peut par contre avoir explosion en temps fini
adroite, i.e. I =]0, £, [ avec t; < +o0, saufs'il existe un autre zéro de f supérieur
a Uy, Up < uy car alors x(#) €]ug, u; [ et la solution est globale.

(2) si f(x)>0sur]uy—¢,up+elet f(x) <0sur]uy— g, upl, alors le méme raison-
nement que dans le cas précédent montre que u est un équilibre instable. En
effet, si g(x) = — f(x), les trajectoires de g sont obtenues a partir de celles de f
en renversant le sens du temps, et on aura g’(u) < 0. En particulier on est dans
ce cassi f’(ug) > 0.

EXEMPLE 8.19. (1) x'(0) =x(D?>-1)
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Ici f(x) = (x> -1), f'(x) =2x donc il y a deux équilibres, x = —1,x = +1. En
ces points f'(1) = 2, f'(=1) = =2, donc 1 est instable, —1 asymptotiquement
stable.

N
4

FIGURE 8.14 — Graphes des solutions de x/(f) = (x(£)> - 1)

—> @ < <€ S > X
-1 1

FIGURE 8.15 — Portrait de phase de x/(f) = (x()? - 1)

1.3. Stabilité de X' = AX pour n = 2.

THEOREME 8.20 (Critere de Lyapounov-cas linéaire). Soit le systeme X' = AX. Lori-
gine est asymptotiquement stable si et seulement si les valeurs propres de A sont de par-
tieréelle < 0.

Dans le cas ou A est diagonalisable, la démonstration est facile : si vy, ..., v, est une
base de vecteurs propres associée aux valeurs propres A11,...,1,, alors les solutions de
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(S) sont:

A A

x(t) =M+ +ane’iv,

Or, siReA; <0, alors elit -0 lorsque ¢t — +oo, donc lim;_. o, x(#) = 0.
D’autre part, siRed; < —a <0, alors:

n
—at
Ix(Oll e lajllv;l
j=1
Puisque |l xoll = | a;v;| = coXla;lllv;l, ona, pour llxoll < £,

V=0, [[x(D)|<¢

2. Stabilité asymptotique : cas non-linéaire
On considere (S) x'(1) = f(x(1)), avec xo un point d’équilibre.
DEFINITION 8.21. Le systéme linéarisé de (S) au voisinage de x, est donné par :

Y@ =dfx)y®
C’est un systeme linéaire a coefficients constants.

Dans quelle mesure ce systeme linéaire détermine-t-il le comportement du systeme
non linéaire (S)?

EXEMPLE 8.22. Le pendule
0" +sin(@) =0
qui se ramene a

6'(1) = (1)
¢'(1) = -£sinb(1)

Son linéarisé au point d’équilibre (0,0) est donné par

{ 0'(1) = (1)
@' (1) =-46(1)

qui correspond a I’équation du second ordre 6" (¢) + 0(¢) = 0 (oscillateur harmonique)
celui en I'équilibre (r,0) (équilibre « masse en haut ») par

0'(t) = (1)
@'(1)=+50(1)

qui correspond a I’équation du second ordre 8" (¢) — 6(¢) = 0 (répulseur harmonique)
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Sil'on pose x(f) = xo + €y(f), en supposant que € est tres petit, on obtient :

ey (t) =ed f(x0)y(t) + €°1(y)
V(@) =df(xo)yt) +er(y)

On peut donc espérer que les solutions de y'(f) = d f(xp) y(f) constituent la partie
principale de x(#). Cela n’est pas tout a fait évident, maison a:

THEOREME 8.23 (Théoréme!de stabilité de Lyapounov). Soit f : Q < R" — R" de
classe C', et soit xy un équilibre de x'(t) = f(x(t)). Alors :

(1) Sitoutes les valeurs propres de d f (xo) ont une partie réelle strictement négative,
alors xy est asymptotiquement stable.

(2) Sidf(xg) possede au moins une valeur propre de partie réelle strictement posi-
tive, alors xy est instable.

On aura besoin du résultat suivant

PROPOSITION 8.24. Si A a ses valeurs propres de partie réelle < 0, il existe une forme
quadratique définie positive Q, de matrice B, telle que :

(BAE, &) s—§<Bf,é>, c>0

On avu que si A est diagonalisable la Proposition se démontre facilement (cf. Théo-
reme8.20).

nx2et

DEMONSTRATION. On pose | x[|x? = (BE;

+00
Q(x) = f leSAxlds
0

Cette intégrale est bien définie justement parce que les valeurs propres de A sont de
partie réelle négative. On a alors

d da
EQ(etAx)n:o = %<Bemx,e”x>|t:o = (BAe'x,e'"x),=0 = (BAx, x)

D’un autre coté

d d +00 d +00
Qe Dm0 == fo leetxl? = = fo le D)2 =

d oo A 2 tA 2 2
| e = et o = —ixi
t
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Alors, si y(t) est solution de I'équation y'(¢) = Ay(t), ona y(t) = ey, et :

d
%<By(t),y(t)> =2(By'(1), By()) = (BAy(1), y(1)) < —c(By(1), y(1))
Maintenant I'inégalité f'(r) < —cf(t) entraine

(f(e) <o

donc f(r)e‘ est décroissante, soit f(t) < f(0)e ! pour ¢ = 0.
En appliquant ceci a f(t) = (By(f), y(t)) on obtient

(By(1),y(1)) < (Byo, yoye '
d’olt
(By(1),y(t)) — 0quand t — +oo0
D’autre part si ¢, C sont des constantes telle que cllx|x?® < (Bx, x) < C|x||?, on en
déduit que si x|? < C—CE on a (Bx, x) < ce donc (Bx(t), x(t)) < ce pour tout t =0, et donc
[ x|2 < €. On a donc montré la stabilité asymptotique de I'origine pour X' = AX.
REMARQUE 8.25. Si A =diag(A4,...,A,) avec A < —c, on peut prendre B = I.

REMARQUE 8.26. On dit que (B¢, ¢) est une fonction de Lyapounov pour le systeme
y'(t) = Ay(1). Une fonction de Lyapounov est une fonction décroissante le long des tra-
jectoires, du moins au voisinage de 1’équilibre. C’est I’analogue de la décroissance de
I’énergie pour un systéeme avec friction en physique.

Si x(t) = xo + u(t), alors :
fo+w) =df(xo)u+llulle(uw)
donc:
d
E<Bu(t), u(t)y =2(Bu' (1), u(8)) = —c(Bu(t), u())+(Bllule(w), u() < (—c+e)(Bu(r), u(t))

On obtient donc :
f@0) = Bu@,u®) = f'(0)<-(c-e) f() = f1) < f0)e” !
Pour € < g, ona:
(Bu(t), u(t)) — 0 quand t — +oo = u(t) — 0

EXEMPLE 8.27. Le pendule avec frottement :

X(t)+ kx(t) +sinx(t) =0
Cela s’écrit comme un systeme :

{x'(t) = ()
¥y (1) = —ky(t) —sinx(r)
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Les équilibres sont (xy, yo) = (0,0) et (r,0).

Linéarisation en (0,0) :

x'(8) = y(1) (0 1)
, A=
y'(1) = —ky(t)— x(b) -1 -k

tr(A) = —k, det(A) =1, A=k?*—4

— Si 0 < k <2 :valeurs propres complexes de partie réelle < 0 = foyer stable =
asymptotiquement stable (oscillations faiblement amorties).

— Si k > 2:valeurs propres réelles, distinctes, toutes < 0 = nceud stable = asymp-
totiquement stable (oscillations fortement amorties).

Energie :

1 d
E(t) = Ey(t)2 —cos(x(?) = EE(I) = y(0)y'(r) +sin(x() x' (1)

= y(O)(=ky(t) —sinx()) +sinx(H) y(t) = —ky(t)2 <0

Donc E(t) décroit, et lim;_. , o, E(t) = constante

Ainsi, (x(1), y(¥)) — (0,0) ou (7r,0) selon I'état initial. Mais notons que pour conver-

ger vers (r,0) il faut partir d'un point sur la courbe correspondant a la valeur propre
négative du linéarisé. C’est évidemment peu probable.
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Portrait de phase d'un pendule avec frottement: 6 + c6 + sin(6) = 0

Coefficient de frottement c = 0.3 @ Equilibre stable (foyer attractif)))
Equation: 8 + 0.30 + sin(6) = 0 MW Equilibre instable (selles)

0 (angular velocity)

-2

-3

-4

0
0 (angle)

3. Appendice : théoréme de Dirichlet

On considere un systeme
(SP) X +VV(x()=0

ol x(r) € R” modélise le mouvement d'une particule dans un champ de potentiel V. Sa
version avec frottement est

(SP") X+ fx)+VV(x(1)=0

ol f estun coefficient positif.
Notons que dans les deux cas, si xy est un point critique de V, la constante en x,
est solution de I'équation et c’est un équilibre. Notons aussi que correspond au cas

f=0de (SP).

THEOREME 8.28 (Théoreme de Dirichlet). Si V a un minimum local strict en xg, la
position d'équilibre en x, est stable pour le systeme {SP) et asymptotiquement stable pour

(SP]
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DEMONSTRATION. Soit E(x,y) = %yz + V(x). Si xp est un minimum strict de V alors
(x0,0) est un minimum strict de E, car E(x, y) < E(x9,0) = V(xp) entraine que y = 0 et
donc que x = xp. On supposera pour simplifier que V(xp) = 0 et on se place dans un
voisinage de (xo,0) ou (xp,0) est un minimum strict de E. Alors

— Pour tout n > 0 il existe §(n) > 0 tel que |x — xol2 + |y|2 < 6(17)2 entraine E(x,y) <
1.

— pour tout € > 0 il existe n(e) > 0 tel que (xp,0), I'inégalité E(x, y) < n(e) entraine
lx — xoI? +|y|? < €2

La premiere assertion résulte de la continuité de E, la seconde du fait que E a un mini-
mum local strict en xg. .

Alors i (x, y) € B((x9,0),5(n(¢)) on aura E(x, y) < n(e) donc pour £ = 0 on aura E(¢’(x, y)) <
n(e) puisque E décroit le long des trajectoires, d’oi1 | x — x| + |y|?> < €. On a donc stabi-
lité.

Pour la stabilité asymptotique on remarque que E(x(f),y(t)) est décroissante, et
plus précisément

d
EE(X(I),y(t)) =y(@)y() +VV(x(2)x(t) =

YO (= fy() = VV(x(0)) + VV(x(D)x(0) = - fy(1)

Donc la dérivée de E est strictement négative sauf lorsque y = 0. On a en ces points
y(t) = =VV(x(1)), et puisque VV(x) ne s’annule qu'en xo, si y(fy) = 0 il existe un in-
tervalle autour de f; tel que y ne s’y annule pas (sauf en ;). Donc E est strictement
décroissante, sauf en une suite discrete d’instants f, f;,..., mais cela entraine que E
est strictement décroissante. Elle possede donc une limite lorsque ¢ tend vers +oco. On
montre avec le méme argument que cette limite est forcément nulle. On en déduit que
(x(2), y(£)) converge vers (xp,0). On a donc stabilité asymptotique. U

REMARQUE 8.29. Notons d’abord un cas particulierement simple du théoréme de
Dirichlet qui résulte du théoréme de Lyapounov : lorsque D?V (xp) est définie négative.
En effet les équations du premier ordre associées a (SP) et (SP’) sont (avec f = 0 pour
(SPD)

{ x(1) = y(1)
y(@©) =—fy) = VV(x(1)
dont le linéarisé en (xg,0) est
{ x(1) = y(1)
y(&) =~ fy(®) = D*V(xo)

0 Id,,
-D?V(x) -fId,
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Si D?V (x) qui est symétrique (th. de Schwarz) a pour valeurs propres A1,...,, la ma-
trice se réécrit, en prenant une base dans la quelle D?V (x,) est diagonale

0 0 1 0
0 0 0 1
- 0 -f 0
et en permutant les coordonnées, c’est-a-dire remplacant xy, ..., X5, ¥1..., Yn PAr X1, Y1, --» X1y ¥
0 1 00
. 00
0 0 0 1
0 0 “ A, —f

dont le polynéme caractéristique est égal a ]'[;?:1 (X + fx+2A j)- Ses racoines sont celles

de x*+ fx+ A j- Si Aj >0 les racines sont soit complexes conjuguées soit réelles et de
meéme signe (car leur produite A; est positif), et le signe de la partie réelle est le méme.
Comme la somme de ces parties réelle est — f <0, la partie réelle des racines est stricte-
ment négative des que f > 0. On a donc stabilité asymptotique d’apreés Laypounov.
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