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NOTATIONS

est la fonction définie par

Fx) =k si k-1 <x<k
désigne une fonction de l'ordre de f£

est le groupe additif Z /NZ , mais

‘aussi si N est premier le corps Z /NZ
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Introduction.

Soit I wune hypersurface strictement &toilée C3 de 'R?n , on s'inté-

resse aux solutions périodiques de (1) x = JN(x) oli N(x) est la normale

0 -I
i3 £ en x et J la matrice
’ +I_ 0
n
. ; 2n -
Si H est une fonctiom sur R telle que I =H 1(1) et 1 n'est
pas niveau critique pour H , cela revient 3 chercher les solutions périodiques

du systéme
x = JVH(x)

B = 1

C'est un probléme 3 énergie fixée. On se raméne 3 un probléme 3 période
fixée en prenant pour H une fonction telle que H(Ax) = ¢(}) H(x) , ¥ A>0,
¥xE€53 , o ¢ vérifie (voir (E) p. 26 Def. | et Lemme 2)

W) e@ =0 , o) =1 , o) =% si 21

. o m . v
(i1) ¢ est C , convexe, strictement croissante

(iii) ¢'(0) =0 , ¢"(0) =a>0
1/2

(iv) t - t [v(t) ]q est strictement croissante.

La fonction H est alors C3 sur ZR2n - {0} et Cl sur imzn .

o i - . &= T
Si x est une solution T périodique sur H =1, x = ?:{ (t E} sera

une solution T périodique de x = JVH(x) si et seulement si on a

(p)

%, = 7;? qui a une solution unique en p

A

pourvu que -% < :;- .



Notre probl&me se raméne donc 3 la recherche des solutions de

x = JVH(x)
(H)
x(0) = x(T)

Pour mettre ce probl&me sous forme variationnelle, posons comme dans

[B.L.M.R. ]

K 2
HK(x) = H(x) + E~]x]

alors pour K assez grand H sera convexe.

&

Les solutions de (H) s'identifient aux points critiques de
T
F(x) = J [ é— (Jx=Kx , x) + HK(-Jx+Kx)] dt sur H!
o)

On démontre alors

Théoréme | : La fonctionnelle F a une orbite critique (différentede 0 )

par nombre pair compris entre 2n E(KT) et [E-—— +E[ ZJ] -1 (R désigne
2R :

2T
un réel tel que I soit contenue dans la boule de rayon R ). Si de plus les

orbites critiques sont non degeneres, il y en a au moins une pour chaque indice

pair compris entre 2n E(EI et 2n |¥ XL TR ~1 ,
2T : 2T 2
= 2R/
S . TN S v (1) 5 g R e
Au § V on associe & une orbite périodique un indice i qui différe

de 1'indice de Morse par la quantité 2n E(gT} . Le réel a é&tant arbitrai-

rement grand, on dé&duit du théoréme 1 le
. . . . . v
Corollaire : Le systdme (H) a au moins une solution pour chaque indice 1

pair positif.

. . ) ; o e
(1) En réalité on dé&finit i° au § V, il suffit de poser 1 = i~ -n .



i n ‘s . . .
L'indice L de la k—~idme itérée d'une orbite &tant obtenue comme
dans [E ] en fonction de la lin@atisée de l'application de premier retour

. . v P
de Poincaré et de 1, , on en déduit

Théoréme 2 : Si n= 3 , si les orbites primitives de (l) sont en nombre

-~ ‘o x u . . . "
fini et d'indice 1 positif, alors ces orbites forment une famille résonante.

On entend par orbite primitive une orbite dont le groupe d'isoé%pie
est trivial. Pour la définition d'unme famille résonante, on se reportera &
[E] (p. 62, Définition 3). Si la famille se ré&duit i une seule orbite,
c'est la notion classique de résonance : notant etiek les valeurs propres
du linéarisé de l'application de Poincaré (en omettant une fois la valeur
propre | qui a toujours la multiplicité 2 au ﬁoins) l'orbite est dite

résonante si on a une relation nomn triviale

nle1 T ogee & nBGB = 0 ny €EZ
On a alors
Corollaire : Si n =3 les hypersurfaces dont toutes les orbites primitives

. . Y i % ' p—_—
ont un indice 1 positif forment un ensemble dans lequel la propriété

d'admettre une infinité d'orbites périodiques est générique.

Enfin, remarquons que le théoré@me 1 nous permet de retrouver un

résultat de [B.L.M.R.] .

En effet si p est le rayon d'une boule centrée en Q ne rencontrant

aucun plan tangent 3 I , on a comme dans le théoréme de Croke Weinstein

( [C-W ]) que la période d'une solution de (H) % est 2=%? p2 donc
k < E S AL et chaque orbite géométrique fournit au plus E i B
2m pZ _ 2T pg ‘

orbites critiques de F .

Comme il y a ,



L'indice Y &tant d&fini comme dans (E) en fonction de la linéarisée

de 1'application de premier retour de Poincaré, on en déduit /

Théoréme 2 : Soit n= 3, alors i (1) n'a qu'un nombre fini d'orbites
géométriquement distinctes, celles—ci forment une famille résonante.
/
Pour la définition d'une famille résonante, on se reprotera a (E)
(p. 62 Définition 3). Si la famille se réduit i ume seule orbite, c'est la
notion classique de résonance : notant etlek les valeurs propres du/
linéarisé de 1l'application de Poincaré qui sont sur le cercle unité; 1l'orbite

est dite résonante si on a une relation non triviale
n + + n = n EZ .
191 0 o

On a alors

Corollaire : Si n >3 , pour presque toute hypersurface &toilée, (1)”a une

infinité d'orbites géométriquement distinctes.

Enfin, remarquons que le théoréme | nous permet de retrouver un résultat

de [B.L.M.R. ].

En effet si p est le rayon d'une boule centrée en 0 ne rencontrant

aucun plan tangent & I , on.a comme dans le théoréme de Croke Weinstein

( [C‘ﬁr]) que la période d'une solution de (H) -% est = -%; p2 donc
k < E GEL jL) et chaque orhite géométrique fournit au plus E EEL jiﬂ
2m p2 p 2T p2

orbites critiques de F .

/
Comme il y/a, si on a bien choisi” K :



n E [ L 2] orbites critiques de F , on trouve :

2m R

B [ aT ]

2

2T R : s g

. 3T orbites géométriques

E
o .pZ

Si R2<2p2 on peut choisir T pour retrouver n orbites géométriques.



I . Réduction 3 la dimension finie.

Posons Hy (x) = @ o j (x) +-§ Ix[z oi @ définie dans [E ] (p. 26
Def. 1 et Lemme 2) et K est choisi assez grand pour que HK soit convexe
(ce qui est possible car @(t) = t3/2 si t=1).

On va décrire les relations de (H)

x = JVE_ (x)

x(0) = x(T)

comme solutions d'un probléme variationnel faisant intervenir HK .

Pour cela considérons l'espace Hl(]R/TZ , ]Rzn) (]R2n étant muni d'une

structure complexe notée J ) l'opérateur A dé&fini par Ax = x + KJx , oll

KT
on suppose - EZ .

2n
)

Lemme 1 : L'opérateur A : Hl(]R/TZ , R - Lz(]R/TZ . ]R2n> est inver-—

sible, son inverse notée M est donnée par

oS u(s)ds + n

€
o . Kt {J KJ

(o)

oi n est donnée par

- T
(eKJT - I)n = J eKJS u(s)ds .
0
Démonstration : immédiate.
Proposition 1 : Les orbites périodiques de (H) correspondent de facon biuni-

voque aux poilnts critiques sur LZ(ZR/TZ ,]Rzn) de

(T 1 . -
p(u) = J [-E (Ju,Mu) + HK(—Ju)] dt
) .



*
Démonstration : Rappelons d'abord que HK désigne. la duale de Fenchel de HK .

L'équation d'Euler sur la fonctionmmnelle { s'écrit
- *
-"JMu + JVHK(~Ju) = 0

posant X = Mu omn a donc

* -

x = VHK (=Jx+Kx)
d'ol

VHK(X) = - Jx + Kx
soit

VH(x) + Kx = = Jx + Kx
d'ol

x = JVH(x)

. . 2 2n xJt {* RJs
Définition | : On note, si u€ L°(0,e ] ,R™) Meu = e e u(s)ds .
o
Considérons le probléme variationnel suivant
£ 1 *
minimiser [ = @Qv,Mv) +H,(=Jv) ] dt
2 € K
o

P
€8 2 2n € RJs

avec v €L°([0,e ] , R°) et e v(s)ds = §&

o

Proposition 2 : Il existe &, >0 tel que si € <feo 5 P8 £ a une solution

unique v(g,E) . Ona v(e,0) =0 et si &#0, v(g,E)(t) # 0 pour tout

t . En fait v(e,g) = X + KIJXx ol x vérifie x = JVHO(X) .

Démonstration : La premidre partie se démontre comme dans [E ] Lemme 9, p. 39.

Ecrivons 1'équation d'Euler, soit :



>
- JM u + L J e KJe J eKJS u(s)ds + JVHK(-Ju) = e-KJtn
€ 2 o
ol nelen (D
Soit
-KJt - » % 2n
(Msu + e z) = VH.K( Ju) oi 7 €ER
d'ol posant
x(t) = Mu+ e RIE,
on a
u = x + KJx
et .
JVHO(X) = X
Comme
u = x+KJx = J(VHo(x)+Kx) = JVHK(x)
dire que u(t) = 0 entraine x(t) = 0 mais comme X = JVHO(X) , X est
identiquement nulle, donc u aussi.
e . 2n. N e
Considérons l'espace E = (R”) , on note (gl,...,gN) un Eélément de
E, ol g er’™® ,
€ Ne
Si u € L2 posons pyu = [J eKJS u(s)ds ,..., J eKJs u(s)ds}
T 0 (N-De
ol §=¢ <:so ; alors PyU est un €lément de E .

Par ailleurs si £ = (gl,.ﬂ.,gN) € E on pose

On a bien e

(D

(€ -
J eKJs v(s)ds -est l'espace vectoriel orthogonal a {e Rt
o] € 1>
““en effet - f f(eaKJtn , u(t))de = ‘(n 5 f - eKJtu(t)dt]'.
o) o

KJtn car la direction du sous-espace affine défini par

n/n€R

21'1} :



-KRJ (k-1
B ®© = v, e TEDE L (e
si t€[ (k-1)e , ke [
' 2
Alors rN(g) €L et Py © rN(g) = £
Proposition 3 : Y o ry est une fonction C1 sur E , C3 sur

Q= {(gl,...,gN) €EE/ ¥k, Ek # 0} et si & est un point critique # 0
de Y o ry o rN(E) est un point critique # 0 de Y . Inversement, si u

est un point critique de Y # 0 , PyY € Q@ est un point critique de Y o r

N

Démonstration : La régularité de Y o r se démontre comme dans [E | Lemme

10 p. 40.

N

Explicitons () o rN(E) d l'aide de &£ et de V fonction de performance

associée a4 P

E)E )

Tout d'abord on a

T T t
J (Ju,Mu)dt = J [Ju . emKJt [J eKJsu(s)ds + n)) dt
o

KJT

(avec (e - In =

ke

] . t
Considérons alors j(k=1)e [Ju ) © Kl [J eKJSu(s)ds + n]] dt
o

ke t
= f {]eKJtu 5 J eKJSu(s)ds + n] dt
(k=1)e o
_ (k-1)e
_ f {JeKJ(k De [KJt w () f IS Lieyds + n +
o o

t
+ e.,KJ(k De J eKJSuk(s)dsJ dt
o

-KJ(k=1)e

€
uk(t) = u(t=(k-1)e) (d'ol JO eKJtuk(t)dt = g Ek )

et la quantité@ précédente &gale
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e
(Jgk ’ €1+"~+£k+l+ﬂ) + J (Juk » Mguk) dt
(o]

En sommant le premier terme sur k on a

N

zuz,a+...+£_>+[JZ a,n)
fes] k 1 k-1 kel k.
. KJT
or Z Ek = (e - I)n et le second terme de 1'expression s'@crit
k=1
N N N N
- 1 K
1J z Ek s (eKJT- D l Z gk] = 'i' cotg ?T- [ z gk ’ Z Ek
k=1 k=1 k=1 k=1
Alors on a
1 N :
1!) O rN(€> = 2 z (Jgk 3 E1+""+Ek_1) +
k=1
N N "N
1 KT T gy, ~KI(k=1)€
-5 cotg 5 Z Ek , ,Z EkJ+ Z V(e ( g Ek)
k=1 k=1 k=1
Or un calcul montre que
RJt J _-KJt *
V') = e (- Mou+Fe g+ IVH, (=Ju) )
oi u minimize le probléme PE £ -
Donc la dérivée par rapport & Ek de Y o ry est
N.
1 | KT
e E:J (£l+,..+Ek_1 €k+l ...—gN) - 5 cotg N jzl Ej

+ eKJt (—JMeuk + JVH;(-Juk)) + % Ek

ol w, est la restriction de u 3 [(k-1)e , ke [



L1

Annulons cette quantit&, on obtient, en posant
N
= KT
£ E| *eeet Ep | = E oo &y - J cotg == [Zl gj)
1 L _*
o+ NE) - miyeaw

g T E, si t€[Gk-De, kel ,

i 1
a ' = —
Vérifions que l'on a Mu Mguk % 5

c'est-3~dire que

t
e-KJt {f eKJsu(s)ds + (eKJT'~ '.Il)ﬂl
o)

i
ke ((° KJs 1z
= e [[ e u(s)ds + 5 Ek)
(k=1)
soit 3 vérifier que
N < k-1
RJT -1 1
(e I) 'Z gj + .Z gk« ? (£1+"‘+£k 1 Sk EN)
j=1 j=1
N
J KT
jes$ ) g
j=1
ce qui est aisé puisque (eKJT = I)_l = - %’— % cotg %?

Donc si £ est point critique de 1 o Ty s rN(E) sera point critique

de ¢ . Inversement si u est point critique de Y , on aura Ty © Pyt = u,

et pyu sera dans Q , et sera point critique de Y o ry -

Remarque 1 : Posons (Reu)(t) = u(elt) , on a alors

-KJe eKJ(Nwl)s

-KJE ~KJE
(6778 » e gy e, @ gL,

Py (R Iy (E)) &)

ce qui définit une action de Z/ NZ sur E . Le difféomorphisme donné par :
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-KJe e-KJ(N-l)e

(Epseeengy) > (g, e

Ey seves Exi)

conjugue cette action avec l'action de Z/ NZ qui associe a 1
(Mpseeong) > MgoNpseeung )

Ceci termine la réduction 3 la dimension finie.



ITI . Etude de Y o Ty -

1) Condition (C) de Palais—Smale.

Tout d'abord E n'&tant pas compact, il nous faut montrer que Y o Ty

vérifie la condition (C) de Palais—Smale.

Commengons par prouver

Proposition | : ¢ vérifie la condition (C) de Palais-Smale.

Démonstration :

Dire que Vw(un) + 0 dans L2 s, ¢'est dire que
Mu_ + JVHe(=Ju) = J 2 e +0 dans L
u, HK u = En od En ans
soit, posant Mun =v, ona v, € Hl et

v+ € = VH;(—JAVH)

d'ol en appliquant VHK

-Jvn + Kvn = VHO (vn+an) + Kvn + Ken
501t
(D VHO (vn+€n) +Iv, = Ke
v, v _+€
| : = = _
Supposons que lvn" 0,a - +o et posons NTTRT — LM s i
C n CO,@ n CO,a

(ol O<cx<%).

Notant jz(x) = jl(x)2 la jauge quadratique de I (i.e. jz(O) =0 et
0 =272 sl X €T) et £() = (D oma W G = £ (,x) Vi, ()

d'ol en portant dans (1)

£' (G (vpre)) Viy(wy) + Jx_
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.
Comme Hwn" , est bornée, et f' est bornée on a "xn“
L 1 L
donc bornée dans H , d'ol une sous-suite convergeant dans

bornée, x est
2 n

C0,oc

Soit x cette limite, on a [xl =] . Comme x_ tend vers x
CO,a n
2

faiblement dans L et f'(jz(vn+€n)) = a posséde une limite faible dans

n
2 : - . . . .
L (quitte 3 extraire une sous—-suite, ceci parce que f' est bornée) on a

done - Jx = anz(x)

Il résulte de cette équation que est constant sur une trajectoire

J'2
d'oll on déduit que soit x ne s'annule jamais, soit il est ‘identiquement nul.

Cette derniére hypothése est absurde, car lxl G 1 . Donc par compacité
C b
Ix(t)! =28 >0 d'oll pour n assez grand Ixn(t)] >8>0 . Alors, notant
= < <
Py "Vn"CO,a on a pn6 \.lvn(t)l S<p, pour n assez grand.

Revenons 3 (1) que nous multiplions scalairement par v *€ , on obtient
+ . + = - 5 .
(2) VHO(Vn en) v *te, ( Jvn+K€n) (vn+€n)
or I @étant &toilée, on déduit vu le choix de @
VH (x)ex > a |x| |VE ()] + 8

En effet, sur I , VHO(X)-X est strictement positif, et on peut donc par
compacité de I trouver o tel que VH (%) *x > o |x| IVHO(X)I si x €L
Maintenant si on remplace x par Ax , A =1 , VHO(X)-X et lx] IVHO(X)]

A3/2

sont multipliés par , et 1'inégalité reste vraie. Il suffit alors de

choisir B pour que VH (x)*x > o [x| [VH (x)| + B8 soit vérifide sur
{xx|]0o<A<1,x€x}.

En portant dans (2) on trouve

(3) B+ alv+e | [VH (v +e )| < (—J\'zn,vn) + ]sn[(lx'z-n]+K[vn+€n|)
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comme vu le choix de @ on a ]VHO(X)] >’a1|x|1/2 + Bl , d'oli en portant

dans (3) il existe Oy s 82 > Yo s 62 telles que

II/Z 13/2
n jnl

(4) 8y *+ Yylv_te +B,|v ve | + a2|vn+s

< (avv) + e | (v [+R[v ve )

ll/2

Par ailleurs v_ = JVH (v_+€ ) - KJe et comme |VH (x)| <a,|x + B
n o''n n n o 3

on a

en portant dans (4) on obtient

!1/2 3/2

(52 B BBIEH})+ (YZ - OL’3‘€ril)|vn+€n * (BZOKlen[)[Vn+€n|+a2[vn+€nl

< _ °
< ( JVn,V‘n)

or 1'intégrale du terme de droite est majorée par

T c 12 ¢ T 1/2 2
2m J vnl T J (a3|vn+€nl +-~B3)
L'idée de la fin de la démonstration est de dire que ce terme est de

l'ordre de o, alors que le terme de gauche de (5) est de l'ordre de pi/z

ce qui contredit le fait que lim P, = +* .
n
Plus précisément, si on intd@gre les trois premiers termes du membre de

gauche de (5) le résultat est un 8(pn) + 9[ , par exemple :

lenle)
[ i gyl < [ @i deylelegD

< 8y [ luglex [ leglivgls 8 [ lele x| 1e,)?
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et

d'oli 1l'assertion.

3 :
Quant au terme J |v_*e_| 2 o0 e minére par

B[ 16, (car ¥ < 72 @yl

[1e < ] lentz]m

23
f v | > T (pnc‘S)‘q'/2

et

L'intégrale du terme de gauche de (5) est donc

3/2 3/
Oy O # 6(0n

2 ‘

De fagon analogue on prouverait que le terme de droite est

2
S ()" e+ 0 * 6(le | )

L
comme Ienl 5 * 0 on aune contradiction avec le fait que 1lim o, = *= .
L n
On en déduit que oy = "Vn" 0.a reste bornée, d'oll une sous-suite
b

C

L - S |
convergeant dans L vers v , d'ol en ré&injectant dans (1) Vo F dans H

et v est solution de v = JVHO(V) . Donc u = Av est point critique de

Y et limu_ = u .
n
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Corollaire : ¢ o Ty vérifie la condition (C) sur E .

Démonstration :

W o rN)'(E) s w'(rN(i)) rﬁ(ﬁ)
si ]r&(i)[ est minorée, on a
W o rN)'(En) -0 @ W'(PN(En)) + 0

d'apr&s la proposition I, rN(En) =u ru donc

& PN(fN(En)) > Pyt -
u é&tant point critique de ¢ , rN(pN(u) = u et notant £ = pN(u)
EN -~ & et £ est point critique de 1y o Ty -
I1 reste 3 minorer ]rﬁ(&)] .81 u-= r (&) alors v = rﬁ(&)n

défini par la condition suivante : si on pose Vk(t) = v(t=-(k-1)e) ,

t €[ (k-1)e ; ke ] , v, est solution du probléme

k

€
« i G l 3
Minimiser Jo Li (Jw,Mew) + ((HK) ( Juk)Jw,Jw)] dt
2 2n € gk
avec wE€L°(0,e],R") et J g w(s)ds = Ny
0o

Or 1'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

2
el < EI,"k"Lz

d'ol
2 1 2
lv|®, = = [n|
LZ €
et donc
1
|r'(£)| 2o =
N /e

on a

est
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2) Estimations pour Y o r

N

Rappelons que l'on a

1 3 1 KT o
vory@® = 3 1 (BBt ) mgeotg 5 | [og , ] g
k=1 k=1 =]
N .
- k_
. Z v (e KJ(k-1)e Ek)
k=1
Posons | 1 N
—2" (Bgig) = E Z (Jgk > g1+"'+gk__l)
k=1
N N
1 KT
~zeotg 5 |1 & . L &
2 2 T k =i k
Proposition 2 : Les valeurs propres de B sont les
% cotg o AL 2 =0,1,...,8=1

2N

et chaque espace propre est de dimension 2n .

Démonstration :

Comme on le vérifie aisément, la k-i8me composante de BE est

N
(Bg)k = .% J(5N+...+gk+1—gk_1-...-£l) - %-cotg 7?-{ Z EjJ
j=1

KJe (-27J) /N
a=e

Posons R = e , ; si & = (Ek) est donnée par

g = 8“ ™z on ¢ er™ 0 E(0,1,... N1}
on a
(BE), = % @, gD AUt D) o (k=1) 2(=1)_ g &y
N . A,
Loty B (E g3 aJ}C
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2

J k k N 2N k- -
- - Ba . (B - L 8 a@ -1 +8 lal(k 1)]§
1 - Ra
1 KT Bal N 2N
- 5 cotg == - i (1 =B o)
1 - Bo
N oN KT 8N4
Or o =1 d'ot o =1, et cotg 5 = J
N
B -1
On trouve domnc
[
J + 1 k k
B0, = 3 B gty
1 - Bo
1 KT 28m
= 3 cots { N ZN) ®k
Ainsi £ est un vecteur propre associé 3 la valeur propre %=cotg :Elé%JQEQ

Ces valeurs propres sont distinctes lorsque & varie de 0 3 N-=1 ; ce qui

nous donne N espaces propres de dimension 2n .

Remarque 1 : Si F est le sous—-espace des points de E fixes par l'action
de qu, en utilisant la remarque | au I, il est facile de montrer que F
iz s 1 KT
est le sous—-espace propre de B associé 3 la valeur propre i) cotg N
L
— y -KJ (k-1)
Tl nous faut maintenant étudier V(E) = Z V(e & Ek) . Tout
d'abord on a le : L
) s * 1 2 : 5
Lemme 2 : Soit G (x) = o |x| et W(Z) la fonction de performance associée
au probléme
€ 1 *
Minimiser J [ 5»(Ju,M€u) + G (=Ju)] dt
)
2 2n € xJs
oi u€L°(0,e ], R") et e u(s)ds = £
o
Lel’ 2 -
Alors W(E) = e (1+6 (7)) lorsque € tend vers O .
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Démonstration :

L'équation d'Euler s'écrit ici

-KJs 1 ] - e-KJs n

1
~ JMEu + 5 e JE + J [— a—Ju

t ks
soit en posant x(t) = n - & + J e % u(s)ds
o

x = ux = x(t) = e]JJt X

la contrainte s'&crivant x(g) - x(0) = £ soit

(euJe - I) X, = I3

d'ol en particulier

2 sin Giﬂ

Alors

wry = e gR) = e TR gy

M) (0 = x(r) - x(0) = (eM® - 1y x_
d'od

1 ¢ T T € (u-R)Jt pJt ) 4

5 u,M_u t = 5 (e X (e I)xo t

0 o
= - Me 1 N S _
5 [KE sin Ke Geoe sin (u-K)e ] ]xO[

si pw#K.Si pyu=ZK on trouve

12

ke 1
[KE sin Ke

2 1 ]lxo

Pour déduire de (2) et (3) des encadrements de V au voisinage de 0 et

1' © il nous faut le :
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Lemme 3 : On a :
(1) lorsque lg] - 0 sup |[vEe,g)(e)| - O
t € [0,e ]
(ii) lorsque |g| > 4o inf v ) (£)| + +o
t € [0,e ]
Démonstration :

Commengons par (ii). Si {x [ Ho(x)=< h} est contenu dans une boule
de rayon p et si x = JVH(x) , H (x) = h on aura [x(e) - x(0)| < 20
d'ol |£|<2p . Domc pour |[g| assez grand x est sur un niveau d'énergie
h' > h . Alors v(g,&)(t) = X + KJx = J(VHO(x) + Kx) . Mais si H(x) 2 h omn a
VE () + Kx||x| > (VH (0 + Kx , x) > K|x|® d'od |VH_(x) + kx| >
> K|x| et si H(x) >h ona | x| 2—-‘3—2- Q)“l(h) et ceci tend vers +w
avec h , ce qui démontre (ii). 2R
Pour (i) il suffit de prouver que lorsque [£| tend vers 0 le
niveau d'énergie h = Ho(x) tend vers 0 car alors v(eg,§)(t) = x + KJx =
= J(VHO(X) + Kx) tend vers 0. uniformément en t . Il suffit domnc de
prouver que lorsque |g[ est petit, il existe £ € [0,e ] tel que
[x(to)| est petit car alors h = H(x(to)) sera petit. Soit f(h) =
= sup {[VHO(X)I ol Ho(x) = h} . Alors si x vérifie x = JVHO(X)
on a [x(t) - x(0)| < |t| £(h)

Par ailleurs on a

|VH, (x(s)) = VH (x(0))| < [|x(s) = x(0)| sup [H"(x)]|

€ 2 e

J O f x |2 = X x|

o) o
D'ol

2 1 . 1 .

W) = %? [xol [1 - gz sin Ke + I sin (U-K)g)

or
2 1 2
|x,|" = €]
© 4 sin Gg%
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d'ol
1 : 1
W(E) = 2 - 1 - == sin Ke + ——— sin (u=K)e
8 sinz (_%E) Ke (]J K)e

or sin %? = %? (1 + B(EZ)) lorsque ¢ tend vers O .

. _ 2

%z sin Ke = 1 + 8(7)
d'ot

2
we = LD s eed)

2Ue

Maintenant si ¥ est compris entre les sphéres de rayon r et la

sphére de rayon R , on a

-3;2- [x[2 < HKx) "< _a_z_ ]xlz au voisinage de O
2R 2%

) ’ B ' 1 2
%[K+§2} 1x|? < H(x) < 3 [K+§2] ||

et on a donc par dualité

1 *
) — x| < Hw < x|
2 |K + —= 2 IK + —
2 2
T R
au voisinage de O .
Enfin au voisinage de 1l'infini on a H(x) <!-% lxlz d'ol

1

(3) TE)

x| < o < %

P 2n p
or H" est bornée sur R , soit C sa borne, on a donc :
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|vH, (x(s)) - VH_(x(0))| < C|s| £(h)

et si
y(t) = x(0) + t J VH_ (x(0))
5(0) - x()] < c|e| £
donc 2
|x(e) - x(0)] = |y(e) - y(®] - c% £ (h)
> ¢ |vH (x(O)] - c% £ (h)

notant g(h) = inf {[VHO(X)I/ H (x) = h} il est clair que si £(h)/gh) <c
on aura

|x(e) - x(O)| = ¢ [1 —%E s} g(h)
et que si ¢ <:E%' on a g(h) tendant vers 0 avec [&]| = |x(e) - x(0)]| ,

donc h tend aussi vers O . Il reste donc i prouver que f(h)/g(h) est

majoré, mais

HGO =h = j,00 =08 (@)

2 07 my < x12 < »?Po'm

et

VHO(X) ¢'(j2(X))-Vj2(X)

I

9" 0 g7 (m) Vi, 00
Or I &tant strictement &toilée, on a
alx] < [Vi,(®]| < Blx]

donc si Ho(x) =h on a :
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907 (o/28T ) r < |TE ] < 97 meveeT ) v

d'od
fm/gm < £ 2
Nous pouvons maintenant énoncer
Proposition 3 : V vérifie les encadrements suivants
(1) au voisinage de O :
r2 B x 112 R 2. -1 o2
— (+8 (N E]* < vE) < 5 (1+6 (%)) [€]
2(Kr"+a)e 2(KR"+a)e
(i1) au voisinage de 1l'infini :
WOED) [¢2 < v < UHED) |2
2(n+K)e 2Ke
Démonstration :

. D'aprés le Lemme 3, le comportement de V au voisinage de 0 et 1' o
* o . ’
ne dépend que du comportement de HK dans ces voisinages. Or il est clair

R K . x .
que si HK <SG onaura VS<W (ol W est associé 3 G ), de méme si
*
HK =G , V2W. La proposition s'obtient alors en premant pour G

x*
des fonctions -%E |x!2 réalisant les encadrements (2) et (3) pour HK N

le lemme 2 donnant W .

Corollaire : les encadrements (i) et (ii) sont encore vrais si 1'on remplace
N
o] . -KJ(k=1)e
Vopar T (o0 V(E,...,6p = § v (IETDE £y,
1 N k
k=1
Démonstration :
& 2
Comme si ) gkl est petit, chaque |gk| est petit, il est clair
k=1 N
que (i) est encore vrai. Par contre ) l&klz peut &8tre grand sans que tous

k=1
les |Ekl le soient ! On procéde donc comme suit :
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Supposons (ii) vérifide pour [g| = A , alors si

N
2 2.2 ,
Iolge ™ = o"a% et g | o, 5] < A
k=1 .
[ TN
on a N : ) ,
Iolg = (-ma
k=p+1
d'ol
2 N 2
e (1+8 (7))
V(E) 2 s L g
20+E b, Tk
(1+9(€2)) 0'2‘13 I§ IE |2
2(n+K)e O2 k=1 k
2 2
et lorsque g~ > +o g zp -+ 1, d'ol
o
vE) = iligiiill ]5[2 au voisinage de 1'infini
2(n+K) e & ot

L'autre inégalité& se démontre de fagon analogue.

On peut alors démontrer :

Proposition 4 : Il existe des sous—espaces vectoriels de E , Y et W,
stables par Zlﬂ , tels que F , sous—espace des points de E fixes par
ZLN soit inclus dans Yl et dans W ; et que

(1) Yo ry est minorée sur Y

(2) Y o ry est <0 sur WNS(p) ol S(p) est la sphére de

rayon p , assez petit, de E .

De plus on peut supposer :

. _ VKT aT |
dim W = 2n [E(ZTY} + E( 2”

21R
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codim ¥ = 2n % {(K+x) — + 08(e)
2n

Démonstration :

I1 suffit de prendre pour Y la somme directe des sous—espaces propres

de B associés aux valeurs propres %-cotg :—5235—2&1 telles que l'on ait
- KT + 24m 1
ot —_— = =
cotg N * 3 A 0
- A 2 = - T
od on a 5 lE] S V(E) au voisinage de 1'infini.
Or si tg o =-§T on aura - 2) = cotg (m-a) et il s'agit de trouver

le nombre d'entiers ¢ tels que

+ 2Tl

cotg —KTZN = cotg (m-a)

Comme c'est la codimension de Y qui nous int&resse, calculons plutdt le

nombre d'entiers & compris entre 0 et N-1 tels que

cotg 1@7;—2—@ < cotg (m-a)
; g 146 (e
Evaluons o : d'aprés le corollaire de la proposition 3, ona A = RGO

Lorsque € tend vers 0 , -%x tend vers 0 , et donc o« =-% (n+K)e + O(Ez) s

-KT + 218

- ! 3
o < cotg (m-0) c'est dire

"Maintenant dire que cotg

- KT + 274 c

N Jm—a,m [ + Z7

soit % G%Q solutions, ou encore

E (n+K) g% + 0(g) solutions (1)

De facon analogue, W est la somme directe des sous—espaces propres pour

lesquels

(1) Cf. la remarque p. 27.
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1 KT + 20 U
7 cotg N 5 < 0
ol _ 2
V(E) S % |g] au voisinage de O

comme par le corollaire de la proposition 3 on a

1+6 (82)
2

dim W est donné par la formule de 1'énoncé (cf. la remarque).

Enfin F est le sous—espace propre associ& a la valeur propre

- cot K o 1 cot T = B )
2 8§ W 2 g N |
or
KT T r
L - = - -
T = 3% Im=a,m | Jr=(R+n)oe 5 ™ 1
Donc F C YJ' . De méme on vérifie F CW .
Remarque : Le nombre d'entiers £ tels que ﬂ%ﬂ& soit dans

lm-a,m [ + Zm , avec & dans [O,N-1 ] est calculé ainsi. Pour £ = 0

b

- =T -0 + L ne , on aura donc ?:‘f Nla = L nr—:] solutions, soit
2N 2 2
¥ [—% + O(e)} . Notons par ailleurs que —% n'étant pas entier on aura

pour € assez petit %[% - O(E)) =%[E] .
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-

IITI . Application de la cohomologie &quivariante 3 la recherche des points

critiques d'une fonctionnelle.

Pour tout ce paragraphe, on pourra se reporter 3 [F-H-R ].

Soit G 1l'un des groupes Z<q ( q premier impair) au Sl . On suppose
donnée une représentation orthogonale de G sur un e.v. E ayant F comme
s.e.v. des points fixes. On note H* et H, les cohomologies et homologies
d coefficients dans Z si G=Z, dans Q@ si G = S1 . On note BG le
classifiant de G , EG - BG le G -fibré universel. Si X est un espace
mu:i d'une action de G on note XG = X x EG/G , HZ(X) = ﬁ*(XG) . Enfin
H désigne la cohomologie 3 supports compacts, et 'CHG(X) désigne

. *
lim cH X x (EG)n/G) o (EG)™ est un espace compact ayant le type

n
d'homotopie de EG jusqu'd la dimension n . On peut par exemple prendre

pour (EG)n la sphére unité de c? , munie de l'action ele(zl,...,zn) =
= (elezl,...,elezn) (zZ étant inclus dans Sl , cela marche dans tous les
* * *
cas). Rappelons encore que H I_§pt) = H (BSI) = H (@) = Q[x] ot
S
r . * *
x est un élément de dimansion 2 , et HZ (pt) = H (BZZq) = Zq[x,a ]/(az)
ol dim x = 2 , dim a = 1 4
Démontrons maintenant le
Lemme | : Posant n+l =dim E , n+l =dim F on a :

He (8- 0} ,F-{0) = & " lee/@ Tee) P

*
1l'isomorphisme &tant un isomorphisme de H (BG) — modules. De plus si
? ; * *
ECE' et F'=F 1l'application HG(E'—{O} , F-{0}) ~ HG(E~{O} ,F={0})
est induite apré&s passage au quotient par l'application identique de

1 (8G).

— *
(1) (Hn r(BG)) désigne 1'idéal de H (BG) engendré par les &léments de
degré n-r ; soit dans le cas présent, l'ensemble des &léments de degré

2 n-r .
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Démonstration :

Rappelons qu'étant donnée une paire (X,A) omn a un cup—ﬁroduit
) 4 * * . : e & 3 .
HG(X,A) @)HG(X) - HG(X,A) et 1'application m : X - pt &tant é&quivariante,
%
ona T : HG(pt) - HG(X) qui composée avec le cup produit fournit la

* * *
structure de HG(pt) = H (BG) -module de HG(X,A)

Maintenant, on a une rétroaction &quivariante de (E-{0} , F-{0}) sur

(SN,Sr) (s® = sphére unité de E , st =s"n F) . s® &tant compact, et
r -
S fermée, on a
* 0 T * Ay T
H.(87,87) = _H.(S \'s%) (cf. [G-H ], p. 232, Corol. 27-4)
or S"\ 8™ est fibré au-dessus de Sn—r~1 =s'n Fl , la projection
P s\ st Sn—r=1 étant obtenue en composant la projection orthogonale
. . . L -r- .
sur FLﬂv{O} avec la projection radiale sur sPNE =TT : . Il est clair
que la fibre de p est homéomorphe & IRr+1 . Par 1'isomorphisme de Thom
on a
* .0 T *-r—-] _n-r-]
cHG(s X§8) = H, (8 )
Or G opére librement sur Sn-rnl si G = Zp , et avec des sous—groupes

X s ot e * * :
d'isotropie vérifiant H (BGx) = H (pt) dans tous les cas. Il est alors

facile de voir que

H2~r=l(sn—r—l) - H*—r—l(BG)/(Hn—r(BG))

Le seconde partie du lemme est facile, et est démontrée aprés le lemme

1 au § IV.
On peut alors énoncer la

Proposition 1 : Soient V , W des s.e.v. de E stables par G tels que

v OF , WDF . Soient A CX CE-{0} des fermés invariants par G tels que :
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(1) ANV = ¢
(1i1) wn Sn(p) cC X ot S"™(p) désigne la sphére de rayon o
Soit i 1l'injection i ¢+ (A, ANF) - (X, XNF) alors en posant

1+v = codim V , l+w = dim W il existe z € Hé+1(i) tel que 1l'application

* * )
H (BG) -+ HG+V+1(1)
u - u Uz

soit injective si * < w-v-I

Démonstration :

* . : 2 ,
HG(1) intervient dans la sulte exacte

%u)+ %@,XQF)+ @m,AmF)+ @”u)+

* *
on va donc estimer HG(X , XNF) , H,(A, ANF) et la fldche qui ‘les relie.

G
* § 3
Commengons par HG(X , XMNF) : on a les inclusions

wns®p) - x =+ E-{0}

* . * *
Bg(E-{0} , F-{0}) + H (X, XNF) » H,(W N5 (p) , F Ns"(p))
or il est facile de voir que

HE(E-{O} , F-{0}) - HE(W Nst) , F Ns2(p))

.est un isomorphisme si * < dim W-1 = w est 1l'application nulle sinon.

Donc l'application

* *
Hy(E-{0} , F-{0}) - H (X, X NF)

est injective si * <w .
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* ;i : .
Pour estimer HG(A , AMNF) considérons le diagramme suivant

E - {0}

\/

- {0}

ol T est induite par la projection orthogomale sur VL . Ce diagramme est
non commutatif, mals homotopiquement commutatif au sens suivant : le chemin
d'applications de A dans E - {0} donné par ¢t(x) =" (l-t)x + tm(x)
est une homotopie entre l'inclusion de A dans E - {0} et la composée de
m et de l'inclusion de V'L - {0} dans E - {0} . On en dé&duit que le

diagramme suivant est commutatif

Hy(A , ANF) €—n HE-{0} , F-{0D)
H w -{o} , F={0}
Or

* )
HG(V -{0}, F-{0})) = 0 si * >wv+] d'ol l'application
%* *

HG(E-{O} , F-{0h) =~ HG(A , ANTF)

est nulle si * = v+l . Ecrivons maintenant les suites exactes de cohomologie
de i et de 1'identité 1Id : (E-{0} , F={0}) -+ (E-{0} , F-{0}) ainsi que

les fléches entre ces deux suites exactes, induites par

(A, ANF) - (E-{0}, F-{0D
et
X, XxNF) - (E={0}, F-{0})
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* . * *
Hy (1) 2 Hy,(X , X N F) > H.(A, ANTF) 2

t 18 Ty

0+  Hy@-{0} , F-{op ¥ ®@-(0} , F-fo}) =~

B est injective si * Sw , Yy est nulle si * =2 v+l . Il est facile de
voir que VL étant stable par G et contenant F , on doit avoir v-r pair,

et donc HZ+1(E—{O} , F={0}) est non nul. Soit y, un générateur de

' (B- {0} , F-{0)) , alors B(y)) #0 mais i(B(y))) = Y(y,)) = 0 donc
Bly,)) =alz) od 0#z€H
H*(BG) -modules, si u € H*(BG) et * Sw-v-1 on a alors B(yo Uu) #0

. Toutes les fléches étant des morphismes de

*
et comme B(yo Ju) =a(zUu) ona 0#zUu€ HG(i) . Ceci termine la

démonstration.

La cohomologie utilisé@e &tant & coefficients dans un corps, on a une
- h 4 _ ;
dualité entre H et H telle que la transposée du cup produit par un
o * . ; P o P
glément de H soit le cup produit par ce méme &lément. On dé&duit alors de

la Proposition 1 le :

Corollaire | : Sous les hypothéses de la Proposition 1, il existe

EE HG w(i) tel que l'application

* .
H (BG) ~ HG,W_*(l)

u - c M

soit injective si * < w-v-I

Soit maintenant f wune fonction G é&quivariante sur E , vérifiant
la condition (C) de Palais-Smale. Du fait que F est l'ensemble des points

fixes de G et que f est équivariante, si x € F on a Vi(x) € TXF
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Alors le flot ¢s de - VE£(x) préserve F , et les cycles modulo F de
classe de cohomologie fixée forment une " @ famille" au sens de [K ] p. 32.

En appliquant alors le principe du minimax on aura :

Proposition 2 : Soit f wune fonction G équivariante sur E , vérifiant

la condition (C) de Palais—Smale. Soient V et W des s.e.v. de E stables

par G tels que WOF , VL O F et supposous que

(1) £(0) =0 et f n'a pas de point critique sur F - {0}
(ii) £<0 sur W Ns")
(111) £ est minorée sur V

1

Alors si G =S , £ a au moins LS

2
G = Zq , f a au moins <% (dim W = codim V) orbites critiques, et si f a

(dim W - codim V) orbites critiques. Si

pour sous variétés critiques des cercles, il y en a au moins

1 . : . . B

5 (dim W - codim V) . Si les cercles critiques sont non dégénérées au sens
de Bott, il y en a un par paire d'indices consécutifs entre codim V et

dim W - 1

Démonstration :

Soit X ={x€E | £f(x) <-e} et

A = {x€E | £f(x) <c} ot ¢ < inf f(x)
x €V

Alors ACXCE - {0} vérifient les hypoth&ses de la proposition 1, donc

les conclusions du corollaire 1.

Les inégalités de Morse fournissent immédiatement le cas non dégénéré.
G oy : r
Pour le cas général, on utilisera le fait que les classes [ Nx et
N (xr U a) sont non nulles pour 0 < r=<-% (dim W - codim V) = 1 et on

raisonne comme dans [K ] p. 38, Th. 2.1.10




34

IV . Amélioration des résultats précédents pour U o rp i

Les résultats démontrés dans les § I, II, III impliquent les résultats

énoncés par le théoréme I de l'introduction & 1l'exception du point suivant :

si les orbites critiques sont non dégénérées, on a pour l'instant '"une

"

orbite critique par paire d'indices consécutifs compris entre ...'" au lieu

de "une orbite critique par indice palr compris entre ...'". Le but de ce

paragraphe est de combler cette lacune.

La premiére partie de ce paragraphe vise 3 localiser les points
critiques d'une fonctionnelle obtenus par minimax. La deuxiéme partie montre,
en utilisant le fait que Y o rq est obtenue par réduction 3 la dimension
finie de la fonctionnelle Y qui est S1 invariante, que les cercles
critiques obtenus par minimax sur les classes 7 N x" du § III sont d'indice

pair.

1) Localisation des points critiques obtenus par minimax.

Soit X wune variété riemanienne compléte, G un groupe compact
d'isométries de X , F 1l'ensemble des points fixes de G . Soit £ une
fonction C2 sur X vérifiant la condition (C) de Palais—-Smale. On suppose
f non dégénérée au sens de Bott, et que ses niveaux critiques sont tous
distincts (ce qu'on peut toujours faire en perturbant £ , sans changer les

sous—~variétés critiques ni leur indice).

On note ao'< a o = a des réels séparant les valeurs critiques,

x* = {x €X | f(x) < ai} . N' la sous-variété critique de Xt - XI_1 s

5. M

n(i) son indice. Enfin on supposera N NF
Alors, notant v—(Nl) le sous=fibré du fibré normal de Nt engendré
2
par les vecteurs propres associés i une valeur propre <0 de d"f[N 5

; P . ‘ s i
on a s1 V (Nl) est G —orientable un isomorphisme de Thom

(1) Il faut en fait supposer que les groupes d'isotropie d'&léments de N©

sont tous triviaux.
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3

* s .
> H.(a.) ol a. est l'inclusion a. (X
G™1 1 1

(Xl,Xlr N F) . La démonstration est classique, il suffit de voir que F
n'exerce pas d'influence ici, mais le flot de - Vf(x) envoie X NF

dans Xl-1 NF .

* .
Soit maintenant V un s.e.v. de HG(X,F) de la forme V =@® vP
o VP =y N Hg(X,F) , et posons

Définition I

domr (4 ; ‘ B '
Soit u €H n(]')(Nl) , on dira que u est associé 3 z €V si,

3. (5) #0 ob

notant & = T(u) ( T : isomorphisme de Thom) on a ni(x)

o * i i
HG(X,F) e HG(X , X F)
Ny
t @,
1
*
HG(ai)

n; étant induite par inclusion, ¢i étant dans la suite exacte longue

. *
définissant HG(ai)

Un point de vue "plus global' consiste 3 considérer l'image de
—1 )
2.
L *
c'est dire que la classe de T(u) dans HG(ai) / ker ¢i est dans
-1
¢! n () - {0} .

* 3 s e -
ni(V) dans HG(ai) / ker ®i . Alors dire que u est associé a V ,

Définition 2

On note c? = dim ¢;1 ni(Vp) / ker ¢i et cP = Z cg . On pose aussi
vP = dim VP . E

On a alors

Proposition 1 : ct = v
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Démonstration :

Notons V? 1'image de vP par n; et calculons dim VE - dim VE_I

Le diagramme suivant &tant commutatif

* * s s _
H.(X,F) > g, i nm
G Tie G
1~1
*
\ T Qs
1
Tli N\
* 3 A
H (X", X°NF)
T @.
¢1
*
HG(O‘i)
* . P . . p
a; envole V.l surjectivement sur Vi-l . Domnc

i . . *
dim VP - dim v? dim (ker a. N V?)
A i- i i

1

i . NvyP
dim (Im ¢1 vl)

din @, (¢Z1 n, (7P))

dim (¢;1 ni(VP) / ker ¢i)

= oF
1
Comme
vPo= z dim V? - dim VP
1 1-1
i
vp = z c? = cp
: 1

Exemples et remarques

1) Si les N° se réduisent 3 un point G = {e} (on pose alors
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.
H (X', X

b 4 1— 5 : . ’
F=9¢), H (ai) * 1) est de dimension 1 si * = n(i) ,

0 sinon.

On a alors

(1) le minimum absolu de f est associé au générateur de H°(X) , le
maximum absolu de f est associé au générateur de Hn(X) , n =dim X

(si n<+ x ),

(ii) par suite un maximum ou un minimum non absolu n'est jamais associé

*
3 un élément de H (X)

iis.e . . . 2 ;
(iii) La fonction f &tant la fonction "hauteur'" sur le tore T° (voir
figure) chacun de ses points critiques d'indice | est associé 3 un

générateur de HI(TZ)

2) Soit u € Hg‘“(i)(Ni)

critique obtenu par minimax sur z est £(NY) . En effet, comme ni(z) #0,

~

*
associé a z € HG(X,F) . Alors le niveau

ni_l(z) = 0 le niveau critique obtenu par minimax sur z sera dans [ai—l’ai 1

= s i
c'est donc nécessairement F(N7)

3) On retrouve la formulation usuelle du minimax en remplacant cohomo-

logie par homologie. On a un diagramme

HG,*(X’F) N G, %
1
XA
H (o)
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n 1} . v 2 g .
e ) &8 3 e
et u HG,*—n(l)(N ) est associ& 3 z HG’*(X,F) si 11 existe
w € HG’*(Xl s N ?) tel que
~
5 w = T(ﬁ) %i w = 2z

2) On veut maintenant démontrer que la fonctionnelle 1 o ry 2aen fait
1
un cercle critique par indice pair compris entre codim V et dim W - 1 .

On va pour cela comparer les fonctionnelles U o rq et Yor 5 Pour g

assez grand. B
Posons
E1 = (I]Rzn)q muni de 1l'action de Z
2n p
E2 (R )q muni de 1l'action de z ,
7
On a alors des applications o de E, dans E1 et p de E, dans E,

définies comme suit :

O(gl""’gq’£q+1!" '!gzq)' ‘.,E(q—l)q"'l’.‘."g 2)

q

= (EprerBy s Bgutethyg E(q_l)q+1+...+gq2)

1}

o) = p 40 (B)

q

I1 est clair que l'ona 0 o p = id . On notera par

E‘lEl - {g€g ]worq(5)<a}
By = {EEE2|w0rq2(E)<a} :

On a alors
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Proposition 2

a
B

p et o

. De plus

dans cop=1id et p oo

Démonstration :

Tout d'abord on vérifie que pour tout N

réalise le minimum de

(1)

(2)

4,

u

sur {u | Py

est convexe

v

En effet, comme dans la démonstration de 1

N
Iz some de = (BE,&) et de ) Y (u) ol u
2 o] ek

al(k-1)e , ke ] et

£
| *
b = [ Iy G B

Les assertions (1) et (2) sont alors claires.

‘En particulier, rq(g) réalisant le minim

By €

= 51 fa 1+8 =

q2u pqzrq(g) d'oli 1'égalite rq(E) rqz op

bor (8 =yor,(pE) et p enmvoie ET

tels que , 11 réalisera le minimum de

P

q
o(g) = pq o rqz(g) on aura

b

Yo rqz(E) = Yo rq(o(E))

Ea

. ’ a
et envoie bien E2 dans 1

o]

Posons maintenant ut(E) = (l-t) r 2(E) +
q

envoient respectivement

est homotope 3 l'identité danms

P (u)

dans

a a a
E E2 E2

1 dans

et

a
E)

T
tel que ﬁ'< e, ona

parmi les u vérifiant

a proposition 3 du I, U est

-

est la restriction de u 3

k

v)] ds est convexe

um de Y(u) parmi les u
¥ (u)

qz ) rq(i)

parmi les u tels que

. Par suite

Ea

5 Par ailleurs, comme

alors

tr 2(pc(E))
q
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]

pq(ut(a)) = (1-t)o(g) + t o(&) o (&)

et donc par l'assertion (2) on aura

w(ut(E)) < (1-t) ¥(r 2(5)) +tyr 2(pcr(E))
q q

Mais

por ,(p@®)) = ¥or (6(8)) < Ypor (&)

q 4 q

donc

b (u(8)) < por 2(&)

q

Alors posons &_=p ,(u ) , il est clair que § E, & =p0(§) et on a
t 2 o ’ 1

bor (&) = vor,op ,(u) S W) S Yo ,(8)
q q q q

Donc Et est une homotopie de id & po qui préserve E; i

Considérons maintenant 1'inclusion canonique j : Zq -~ Z 9 donnée par
- - q
k - kq . Alors l'application o : E1 - E2 est ""j-8quivariante", c'est-3a-dire
¥ g€ Zq » ¥ x €F p(qex) = j(g)+p(x)

et 1'image par p de Fyos ensemble des points de El fixes par Zq , est

contenue dans Fé , ensemble des points de E2 fixes par j(Zq) ‘

De plus, soit £ € F! tel que o(§) =0, alors Y or ,(§) =
2 2

q
= o rq(c(g)) = 0 . Donc si on note Fi ={¢g € Fé | (&) = 0} on a pour

a <0 wune inclusion de E; dans E, - F{ , donc une inclusion

a

(* , E°NF)) » (E,-F] , F5F))
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On a alors la :

Proposition 3 :

* ! 1t ~ K—r =] L-r
HZ (EZ F1 5 F2 Fl) =~ H (BZ 2) / (H (BZ 2))
q2 q q

ol r+l = 2n et ] = 2n(q2-q+1)

Rappelons (Lemme 1 du II) que

* : Ky =
B (-0}, F-{0) = B " '@z) / & Gz))
z q q
q
ol m+l = 2nq .
) ) * * *
Alors 1'application p : H (E,~F! , F!-F!) ~ H (E,-{0},F-{0}H)
Z 2 2 71 2 71 Z 5 1
. . , . * *
est induite par passage au quotient par l'application j : H (BZ 2) + H (B Z(R

Si on a posé d

%=
H(BZ,) = Z [xal/ ()
q
q
* 2
H®zZ) = Z [y,b]1/ (®9)
q q
on a
R *
jx) =y 5 j (ay = 0.
Démonstration :

La projection orthogonale sur (F{) donne un isomorphisme

* ! 1ot ~ * T J—_ 1 L ' _ 1
H, (EjF} , Fy-F) = H, (F)D-0}, &) NF-{0h

2 2
q q
or (Fi)lfﬁFé = F est l'ensemble des points fixes de E, par l'action de
Z , s et sur (Fi)i - F l'action de Z 5 est libre. On a alors comme dans
q q

la démonstration du Lemme | du III :




; _ " . * 2 r
By (D -0}, F-0D) =y (556D

q q

l'action de Z sur Sz étant libre hors de S° qui est l'ensemble des
2

q
points fixes. L'anneau de cohomologie cherché est alors isomorphe 3

+* 9 y * L-r-1
A, (8 ) = TUH, (S )
2 2
q q
T é&tant la classe de Thom du fibré
st-sT/z, - sz
2 2
q q
obtenu par projection orthogonale sur Fl . L'action de Z sur F'L étant

2

libre, on a qd

* -T= >
Sﬁ,rl):

-r-1 * A -
", ( 56t Tz) = Bez )/ @& TE z.))
V74 2 o) q2 qZ
P
. . *
ce qui termine le calcul de H (E,=F! 5 Fi-F!)
Z 2 2 71 2 1
q
Calculons maintenant j . L'application j ::zq»—:z 5 indult une
q
application de BZZq dans BZ , encore notée j

q

Considérons le diagramme commutatif suivant

Z - Z
2
q ] q
{ J
Sl %é SI
d'ot
* *
HE 3B Z 2) ->* H (B Zq)
q ]
) 0
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* 1 * o - & p
comme H (BS') =~ H (CP) = ZZq [t] ot t est de dimension 2 , et son
* *
image dans H (BZ 2) (resp. (B ZZq)) est x (resp. y ). On a donc

X
i@ =y . 4
En dimension 1 , comme Hl(') s'identifie 3 Hom(ﬂl(-) ,ZZq) s J

en dimension un correspond a4 l'application Hom(Zuz, qu) - Hom(Z , Eq)

q
q
induite par j . Il est immédiat de vérifier que cette application est nulle.

*
Donc j (a) =0 .

Nous allons pour terminer, avoir besoin du Lemme suivant : soit X
un espace muni d'une action de G , X' muni d'une action de G' , h un
morphisme de G dans G' et ¢ wune application h équivariante
(X,A) - (X',A") . On note $ 1'application (XG,AG) - (Xé,,Aé,) induite
par ¢ . Considérons les fibrés (XG,AG) -+ BG et (X'.,Aé,) -+ BG' de
fibres (X,A) et (X',A') respectivement ; et supposons que les suites

spectrales de ces fibrés (KQ) et (Ki) soient telles que

~
R

* *
H (X,A) @ H (BG)

2
et
* *
Ké = H (X',A") ® H (BG")
2 : * * . : . ;
Lemme | : L'application ¢ @h de Ké dans K2 induit une application

: z = g k.
entre les suites spectrales K] et KQ qui coincide avec ¢ pour R =« ,

2

Démonstration :

C'est un corollaire immédiat du théor&me 4 p. 82 de [BO 2 ].
Appliquons le lemme au cas od (X,A) = (E-={0} , F-={0})

(X',A") = (E,7F| , Fy=F)) G = Z G' = Z
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h = ] . Pour que les hypothéses du Lemme sur K2 et Ké soient vérifiées,
il suffit de prouver que WI(BG) et WI(BG') opérent trivialement sur

* *

H (X,A) et H (X'",A'") (cf. [BO 2] p. 78, Remarque). Or 3 homotopie prés,

on a vu que Zq et Z 9 opérent sur (X,A) et sur (X',A') comme par

i Geme o 2 e
une action linéaire sur (Sm,S ) et (S ,Sr) . La connexité de S O(m-r)
et S 0(2-r) prouve que de tels actions sont homotopiquement triviales.

Les hypothéses du Lemme &tant satisfaites, ses conclusions le sont aussi.

Examinons alors de plus prés les suiltes spectrales KZ et Ki

Comme
* .
H (Sm,Sr) = Zq[)x] si * =11
=~ 7z [u] si * = m~-1
q
= 0- sinon

il est facile de voir, connaissant les termes K2 et K_ que

d.L = 0 si 1 # mr
. . %
dm—r est un isomorphisme de p @ H (BG)
X
sur A @ H T T(BG)

- c e . * * * o r
Donc Koo s'identifie 3 un quotient de A @ H (BG) . Comme p H (S557) ~—
* * *
> ® (s™,87) envoie A" générateur de Hr(S%Sr) sur A, 0 @ ]

X .o i
enverra A' @ z sur A ® j (z) , ce qui démontre la proposition.

Remarque :

Le lemme 1 de ce paragraphe appliqué i
G=G"'=Z h = id (X,A) = (E-{0} , F-{0O})

(x',A"') = (E'-{0} , F-{OD) ot ECE' ,
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permet aussi de terminer la démonstration du Lemme | du paragraphe III.

On peut aussi gradce au Lemme | démontrer :

Lemme 2 : Considérons le diagramme commutatif suivant
* ot 1_ot * a a N "t
HZ (E2 Fl s F2 Fl) * HZ (Ez 3 E2 FZ)
2 o 2
q 2 q
b 1 *
L3 L3
o *
o N
*
iz (z,-0} , F-{0}) K g, 2 NF)
q 1 Z, 1 1

ol a est un réel < 0 et les fl&ches horizontales sont induites par

. . : * ; :
inclusion. Alors 1'image par ay de T' U xh est nulle si et seulement si

*
1l'image par ay de T U yh l'est.

Démonstration :
; ; 2 2n, . cees o o2 2n

Soit E3 l'espace L([0,T ], R") 1identifié 3 L°(R/TZ ,R") ce
qui met en &vidence l'action de S1 sur Eg . Soit FE ={u€ E3 | u est
I—périodique} . On a les applications rq :Ep > E, et Pq ° By > E1
q
Comme 3 la proposition 2 , rq et pq envoient E? dans E; et E% dans
a a ;

4 = E < =
El (ol E3 {u E3 I P(u) <a} ) et pq o rq id , rq o pq est

a

homotope & 1l'identité dans E3

De plus rq est h équivariante ol h désigne 1l'inclusion IZq - S

On peut alors définir des applications

* a a " * a a "
H 1(E3 5 E3 ﬂFz) - HZ (E3 3 E3 ﬂFz)
S iz///
* a a
N
H,, (E1 s B F)
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* : i 5
La flé&che sz (E§ s E; N FE) - H:zq(E? y E? MF) est un isomorphisme;

car E? - E; et E? NrF - Eg N F; sont des homotopies d'équivalence ZZq
Bquivariantes, et on conclut par le lemme des cing. Il est clair qu'on a des

assertions analogues pour E2 , et au total la fléche

vk % a a ' * a a A
o) HZ 2(E2 » E2 ﬂFa) ¥ HZq(El 3 E1 F)

q

s'identifie 3 la fléche
Ea N F”) = H* (Ea Ea N F")
> 73 2 IZq 3773 2

La démonstration du sous—lemme suivant sera donnée en appendice 3 la

fin du paragraphe.

Sous-lemme : Soit X un espace muni d'une actiom de S1 . On considére
z <z ,C S1 . Alors on a des isomorphismes
q q°
* : * * ]
Hy, (0 = B (0 @H ()
q S
* * *
B X = B @B s
Z 1
2 S
q
; . ; : . * * - . e
et 1l'identité induit une application H:Z x) - HZZ (X) qui s'identifie
2
q

i 4@y foff v=id sw BOEY ., v=o0 sur gl 3.

* * *
Comme H (X,Y) = H (X/Y) @ H (pt) on peut appliquer le sous—lemme

. _ — * . Ty
au paires. Le lemme 2 sera démontré si on prouve que uZ(T' U xh) identifié

* *
3 un élément de H (Ea . E2 NFY) est dans l'image de H (Ea , 2 NnFE." )
Z 9 3 B3 2 Sl 3 3 2
*, . & h .
ou encore que a,(T' Ux') est dans 1'image de



* X a a * a a
n 1 m 1]
(r 2) HSI(E3 5 E3 Fz) - }1Z 2(E2 5 E2 FZ)
q

; gk - ; .
En effet sur ce facteur, le sous—lemme nous dit que p correspond 3 l'identité.

Maintenant, notons FY ={u € E, | pu=20} , on vérifie que

Eng'l'=¢ si a<o0.

Une démonstration pratiquement identique 3 celle de la proposition 3
* " I " *—-r—] 1 48 i
nous donne H l(E3—F1 i FZ_FI) = H (BS') et une application
S

* _t H_pi * ! 1t
HSI(E3 Fl» F7FD > Hy Z(Ez Fl » FpoFp
q

. . * * 1 * Y h P
induite par k : H (BS) =+ H (BZ 2) c'est-3-dire, vu que x est &gal

* by, B2 % h .
a k () quée T' Ux -est image de T" Ut . On a donc le diagramme

*

* o a
! 1@t e Nt
HZZ (E2 Fl i F2 Fl) % HZ thZ . E2 FZ)
2 o 2
q 2 q
T (D)
* - * a a
it i N !
HSI(E3 FI 5 F2 Fl) > HSI(E3 ~ E3 Fz)

*
qui prouve que uz(T U xh) est dans l'image de (1). Ceci termine la démons-

tration.

Le corollaire suivant est alors évident

Corollaire : Une orbite critique dans E, est associde 3 T U yh

1
; ; Ve h
seulement si son image dans E2 est associée 3 T' Ux .

si et
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P a b . ; .
Soit alors b <a tels que dans E° - E il y ait un unique cercle
critique d'indice i . Supposons 1 impair et le cercle critique associé 2

T' U xh dans E, donc 3 T UV yh dans E, . Ona alors un diagramme

commutatif
*-1 .1 ¢' o T' * a a
U "
HZ (s)) - sz (E2 5 E2 F')
2 2
q q
*
v i \ B
*-i 1 ot *x a a
E U
HZZ (s?) - HZ ( 10 By F)
q q
< i o . . . k=1 .1 *
ol T et T désignent les isomorphismes de Thom H (") =+ H ()
et o induite sur les paires Eb CEg? .
Maintenant les cercles critiques sont T' U xh et T U yh critiques,

donc T et T' é&tant des classes de dimension r+l = 2n paire, T' U xh

et T U yh seront aussi de dimension paire. Il s'ensuit que T' U xh doit
1

dtre image par @' o T' d'un &lément o de sz 2(Sl) . La commutativité
du diagramme implique alors 4
(¢~o V@ = 5@ o tHa =T Uyh
Mais v(a) = 0 ; c'est absurde,
On a donc démontré
Proposition : Une orbite T U yh critique de E, est nécessairement

d'indice pair.

On a maintenant complété la démonstration du Théoréme 1.
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Appendice :
Démontrons le sous—lemme

s ; : 1 . o
Sous—lemme : Soit X un espace muni d'une action de S . On considére

Zq cz 9 c Sl . Alors on a des isomorphismes

* * *
B, (X) = B (X @S
Z 1
q S -
* > * ]
i, X) = HI(X)®H(S)
2 S
q
o Moy 2 . . : * * . . e
et l1'identité induit une application HZZ x) - H;z (X) qui s'identifie
i iddev . | o q
Démonstration :

On a trois fibrés

S - X x E S * XxE/zzq
2 ¥
X X
5! st
Sl - XxE/Z,
q
¢
X
gt -

Les suites spectrales associées ont pour terme d'ordre 2

S2 =~ H*(X 1)‘@ H*(Sl) (voir [BO 2 ] p. 78, Remarque).
S

sy = B )@ sh
1
S

sy = B ) @H(s)

S
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les applications X xE > X x E /Zq - XXE /Z 9 induisent 1'identité

q
sur la base et un revétement & q feuillets sur la fibre, donc les applica-

tions induites SE - S{ - S2 correspondent toutes deux 3 id ® v . Il suffit
[ = Vo= "no_ = no_
alors de prouver que d2 . ue dz o , d2 e dZ C .

Mais il est clair que seuls dé et d; peuvent &tre non nuls, il

suffit donc de prouver dé =0, d; 0 . Or id® Vv : Sé - 82 doit

commuter avec d2 et dé , c'est-3-dire dz(id ® V) = (id ® V)dé mais 1l'image
de dé est dans H*(X l) ® 1 donc (id ® v)dé(z) = 0 entraine dé(z) =0
S s
*
D'autre part d2 est nulle sur H (X 1)® 1 donc dz(id ®@v) =0
S
On a donc dé = 0 . De méme on aurait d; =0 .
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V . Comportement de l'indice par ité&rationm.

Soit Y mnotre fonctionnelle, v une solution de yY'(v) =0, on a
alors
4 -1
V") (w,0) = f [ Qut) + @ (0w, Jwl ae D
o
ol
Ho(t) = H'(x(8)) +RI et x(t) + KJx(t) = v(t)

Il est clair que l'indice de '"(v) dépend de K , on va montrer

Lemme 1 : Notons 1i(K) 1l'indice de @'"(v) , alors om peut &crire
\
i(®) = onE [-I%] - n+ i

oi i® ne dépend que de l'orbite périodique.

Démonstration :

On peut identifier 1(K) & 1'indice sur HIGR/TZZ , R

Zn) de

m
.

j' [ (I5-Ry,y) + (H (D) (35-Ky) ,5-ky)] dt
(e}

Commengons par prouver que cet index ne dépend que du produit KT .
Soient T , T' deux périodes propres T = aT' . Si x est une solution T
périodique de x = JVH(x) on a que opx(at) est une solution T' périodique

. ol p est tel que, apVH(x) = VH(px) . Considérons alors la forme

Tl
[ (Jy-Ky,y) + (H"(px(at)+K)"1(J§r—Ky) , Jy-Ky)] dt

et faisons le changement de variable u = ta , on obtient alors

(D) En fait ¢ n'est pas C2 , mais ce que l'on note YY" vérifie
(W o rq)”(i)(n,n) = W"(rq(i))(ré(i)n,ré(i)n) si & est point

critique de Y o rq
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T
J’ [ (Jay-Ky,y) + (aH"(x(u))+K)'1(Ja§—Ky) , Jay-Ky)] dt
(o]

1

en rappelant que oH'"(x) H'(px) . Notre forme s'écrit 3 un facteur prés

-1

T
|- Er) s (e 805y L 5o a

Ceci prouve donc que les formes quadratiques attachées au couples (X,T')

K = . .
et &5 , T’a) ont méme indice.

Revenons maintenant 3 la forme

T
= { [ (Iy—Ky,y) + (HK(t)fl(J&—Ky) , Jy=Ky)] dt
“Q

Rappelons que les solutions de vy + HK(t)_l(J§—Ky) s'identifient 3

celle du probléme

j y = JH"(x(t))y
(1)
[ y(0) = y(T)

et sont dans le noyau de la forme quadratique considérée.

On va montrer que si Ll & Z les solutioms de (1) sont tous les

2T
éléments du noyau, et si %% € Z , il faut y ajouter les solutions de
J§ - Ky = 0 y(0) = y(T)
soit
=KJt
y(e) = & y(0)

Notons A 1l'opérateur Ay = § + KJy , et Hy l'application de multi-

lication par (t) , notre forme quadratique s'écrit
P P q q
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T
J [ (JAy,y) + (HilJAy , JAy)] dt
0

T
= J ((Ja + JAH;IJA)Y , y) dt
o

~

JA + JAH%IJA étant autoadjoint, le noyau de notre forme s'identifie 3 celui
de JA + JAH;IJA = JA(T + HélJA)

Lorsque & & Z , A est inversible, le noyau de notre forme est
-1

+ A4

donc celui de I JA , qui est constitué par les solutions de (1).

Si. %% € Z , le noyau de A est constitué par les fonctions
=KJt e o -1 .
z(t) = e z, , l'équation JA(T + He JA)y = 0 équivaut donc a
-1 _ -KJt

y(I + HK JA)y = e z

soit, posant ; =y - euKJtzo
_1 -
(I +H JA)Yy = 0

et donc y est solution de (1), le noyau de notre forme est donc somme
-RKJt 2n

directe de e R et de l'espace des solutioms de (l). Pour vérifier
que la somme de ces espaces est bien directe, il suffit de voir que
y(t) = e-KJtyO n'est pas solution de (1), or cela entrainerait (H"(x(t))+KI)y

= 0 ce qui contredit l'hypothése que (H"(x(t))+KI) est définie positive.

. . KT
Maintenant, lorsque K varie sans que = passe par une valeur

e K s ;
entiére, le noyau de Q  est constitué par les solutions de (1), et son
index reste constant car on voit aisément que les valeurs de K dont 1'index
de QK est donné forment un ensemble ouvert et fermé. Par contre lorsque K

franchit une valeur Z%E , h €Z , voyons comment varie 1l'indice. Il suffit
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pour cela de calculer é% QK(y) pour vy(t) = e—KJt

de (1) QK(y) reste nul) or

¥s (si y est solution

T - 5
é% QK(y) = - j (y,y)dt + un terme ayant Jy-Ky en facteur
)
2 -KJt
donc si y = e Yo
T
d K - - 2
= Q) - L (y,y)de = - Tly |7 < 0

Ceci permet de dire que la variation de l'indice est +2n, d'ol la formule

du Lemme 1.

Soit maintenant x une solution T périodique de x = JVH (%)
* -
Alors pour k €N , xk(t) = ox(kt) est aussi T périodique, et c'est une

solution de x = JVH(x) si kpoVH(x) = VH(px) . L'indice de X, est celui de

L
Q¥ = f [ Jy=Ky,y) + ((H"(xk(t))+KI)_l(Jy—Ky) , Jy=Ky)] dt
(o]
or

H" (ox(kt)) = k H"(x(kt))

effectuons le changement de variable u = kt , on aura

kT .
Q(y) = J" [ (Gky=Ky,y) + ((KH"(x(0)+KD) ' (Jky—Ky) , Jky-Ky)] de
o]



Soit & un facteur prés

1

KT o .
f (9= £ vov) + (57 (5= 5 5) » 35- X 9)] ae
0 X

K

Le Lemme | nous dit comment l'indice de cette forme dépend de K .
Pour comparer les indices de Qk et de Q1 , 11 suffit de comparer 1'indice

de Q, 3 celui de

kT
. -], . .
Py = [ [ (Gy-Ky,y) + (H(t) “(Iy-Ky) , Jy-Ky)] dt
o
Proposition |
Par w€C, |w| =1, posons
1 1 T 2n
Hw = {x EHR/XKTZ , T°) | x(t+T) = w x(t)}
Alors
1 2n 1
H®R/XTZ , ) = E H
wk=1 w

et les Hi sont orthogonaux pour P

k
Démonstration :
Cf. [E ] p. 50, on ne démontre que l'orthogonalitéd des ul pour P .
. 1 l
€ S

or si vy Hm , z Hp s, W#FD

kT . =4, @ .

J [ Qy-Ky,2) + (H(t) (Jy-Ky) , Jz-Kz)] dt

o

k m -m T . —l - .
= ) wo f [(Jy-Ky,2)+(HK(t) (Jy-Ky) ,Jz-Kz)] dt
m=1 o

= 0 si wo # 1
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. . - 1 . -
On note Pk,w la restriction de Pk a Hw » Jw) 1'index de Pk,w

m(w) sa nullité ; jk et o, les indices et nullités de Pk . On a alors

e T o JW o, = ) 2w
w =1 w =1
Définition : 1, et o sont les indices et nullités de Qk .
Ainsi comme Pk | s'identifie 3 k Q1 omna j(l) = i1 , m(l) = n,
#iKT
Supposons w # e on a
&Jt ((% ®Js
u(t) = e (I e Ay(s)ds + y(O)]
o
d'old T
y(m = o T U e7ke Ay(s)ds+y<0))

si y(T) = y(0) on a donc

T
(w gt I) y(0) = J KIS Ay(s) ds
(o]
et la donnée arbitraire de Ay € L2( [0,T 15 Ezn) nous permet de récupérer
y . Alors
1 (T gJe (¢ kI -kJt, RIT
% Pxw - J [JAy(t) , e [ e™ %Ay (s)ds + e (ooe™ L)
] o 0o

1

T g3 T -
. f e SAy(s)ds} dt + J (HK(t) JA(t) ,JAy(t)) dt
o o

T t
{ [JAy(t) L e T J e oy (s)ds + B ()7
20 (6]

1

1}

JAy(t)] dt

ik K
+ [J { eKJtAy(t)dt 5 (weKJT—I) ( eKJtAy(t) dt]

- \ 1‘0 ‘0



57

Or une variation de l'indice de (on peut considérer ces formes toutes

1

2 2n k Pl

définies sur. L°([0,T ], €C°) par la donnée de Ay ) n'est possible que si

1

k Pk,w
. d

est donné par - sgn ) P

a un noyau, et si celui-ci est unidimensionnel, le changement d'indice

k,ele

celui-ci est somme d'un terme indépendant

T
RIT_py -1 J KJ
o

laora 1
D'aprés le ca;cul de X Pk,w
' KJ

de w et de [J f e s Ay(s) , (we
)

b Ay(t)de

2n
Décomposons & en la somme directe des sous—espaces propres de J
T : : . 2n - .
associés 3 +i et -i . Si y &€ on note y =y _+y_  ou Jy+ =1y, »

Jy_ = -iy_ .
On a alors

i (8+KT) _

(we ~ Dy, ( Dy,
e - ny. = (@O Ly
d ilo_ L ,
et do. (e 1) |l - cos a et
d T gt KIT ..-1 (T ®Je
) (J J e Ay (t)dt , (we -I) e Ay(t)dt
\ fo) ‘0
- i i
" 1 - cos (6+KT) (Jz+,z+) 1 - cos (B-KT) (Jz_,z_)
ol
T
z = J eKJt Ay (t) dt
(o]

KJT

Or on a vu que 2z = (weKJT—I)y(O) et comme (we -1) respecte les

s.e.v. propres de J

oL (8+KT) _

z, = WD)y (0 = ¢ Dy, (0)

+



58

L1 (9=KT) _

-Dy_(0) = ( Dy_(0)

= 2(l - cos @) on a

o . . A
et utilisant 1'égalité |e -

-1
1 - cos(6+KT) (Jz+’z+)

[}

-21(Jy,(0),y,(0)) 2(y,(0),y,(0))

-1
1 = cos(B+KT) (Jz_,z_)

=21 (Jy_(0),y_(0)) 2(y_(0),y_(0))

d .
sgn <& Pk eie(y) = - sgn i(Jy(0),y(0))

Soit R(T) 1le linéarisé du difféomorphisme de premier retour, autrement dit

é(t) = JH"(x(t))R(t) et R(0)=I, il est facile de voir que y est dans le moyau
de P i6 si et seulement si R(T) y(0) = wy(0) (w= ele) . D'aprés ce qui
K,e
précéde si w est valeur propre simple, la variation de l'indice de P i0
k,e

est 1'opposé du signe de Krein du vecteur propre associ&. Par perturbation,
on voit que si w est une Valeur propre de type (p,q) (Cf. [E ] p. 53) la

variation d'indice sera gq-p . D'ol la

Proposition 2 : L'application j est constante par morceaux, et ses points
. . . +iKT
de discontinuit& autres que w = e sont les valeurs propres de R(T)

Si w # e

est une valeur propre de R(T) , on a

Ajw) = q-1p si w est de type (p,q)
.., e d . . ) 2n
lim j(e™7) = EE;) + i si w=1 et d=dim ker (R-I)
e -0 -
. ) - KJT , . .
Examinons maintenant le cas ol we - I n'est pas inversible. On

pourra supposer que w n'est pas valeur propre de R(T) , sinon par pertur-

bation on verra que les différentes contributions s'additionnent.
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i6
Calculons la variation d'indice de Pk © pour w_ = e ° o
’
8, = - KI[2r]. Soit y€ Hi . alepy abtiL, g Hlie et on a d&fini un
e
isomorphisme de Hi sur Hl.le . On a alors
e
; T
P . (elet/Ty) = J (i 9-Jy +Jy - Ky , y} dt
K i0 o T J
’

T
+ J [HK(t)'1 (i % Jy + Jy -Ky) , i%~Jy + Jy - Ky} dt
o

Le noyau de P i0 est constitué par les éléments de la forme y(t) =
’ ke
= ethy(O) ol on a y(0) = y+(O) . Calculons pour un tel vy é%- P ie(y)
k,e
en 9 = 80 . En utilisant l'expression précédente de Pk i mais avec
b
o

9 = — KT au lieu de 0 = 60_ on voit immédiatement que

T ~
A (y) = ‘% f i(Jy(0),y(0)) 1(Jy(0),y(0)

(o]
Nk

car  y(0) =y, (0)

Donc 1'index augmente de n en passant par Wy - On verrait de méme

qu'il diminue de n en passant par wy - En résumé

Proposition 3 : Les points de discontinuité de j sont les valeurs propres

de R(T) et les points wy = e—lKT , ao = elKT

. De plus on a
si w# Lwg,uw, Aj(w) = q-p

si w est de type (p,q)

si w=1 et d = dim ker (R(T)-I)n on a

lin  j = E (5 + i
w1
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si w = uw, bjteg) = ¥ =
w =Wy Ajlwy) =-n
Enfin on a bien sir j(1) = i1

Notons que lorsque wg, > 1 on retrouve les résultats de [E ] p. 53-54.

Maintenant

is = i, + n - 2n E (%%)

+ n - 2n % (ii?)

Remplacons alors. j par la fonction jS‘ suivante

Définition :
. - 8
ig(DH i
bj ) = AW si w# w0,
Aj ) = Ajw)-n
8j W) = Aj(w )+
Alors
W dgw =) i+ ) G @)= W)
w =1 w=1 w =1
or _
; . _  :S_. - v KT
ig=3 = i-i, 2n ﬁ(zﬂ +n
Supposons par exemple que 60 = Arg ao vérifie 90 €[0,m] (le cas ol

80 € [-m,0 ] se traite de la méme fagon) alors omn a

js(w)~j(w) js(l)-j(i) si w=e -60 <9 <:90

js(w)-j(w)- js(l)-j(1)+n sinon
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k8

Or dans |- ,8 [ 1l y a exactement 2 %[——E% - 1| points de la forme
T o’ o 2T
- donc
k K8
; : _ ; w _ o| _
@) = kG, - [2 E[—zﬂ] 1]
k9
= - 91 ¥(KT: - _o
= 2nk E(Zw) + kn + n 2n %(ZH
Or
KT v kT Oa
i E(-é—f) =P+ ==
donc
5]
KT _ o, %KDy Zo
ks = kE(ZTT] k + ko5
et
kB
KT YKL _ ¥l_o°
Bk ZWJ £ “(ZW) {ZW]
d'od
- k6

On a donc

Proposition 4

est une valeur

;8
k

)

js(w)

w =1

i 8
1

i ()

Ajs(w) = q-p si w#l

propre de R(T) de type (p,q) au sens de Krein

lim = 1

P+ E@
w - 1 -

js(w) 1
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Ceci démontre que dans le cas étoilé, l'indice se comporte comme dans
le cas convexe. Plus précisément, dans le cas convexe, l'indice de Morse
d'une solution dé&fini dans [E | &gale i°-n . Dans le cas convexé et dans
le cas étoilé, la formule d'itération donnant i? 3 partir de i? et de
R(T) est la méme. Les démonstrations du § V de [E ] n'utilisant rien d'autre
que cette expression pour &tablir qu'en cas de non résonnance il y a une
infinité d'orbites géométriques, ces démonstrations restent valables dans

S L iw .S . e
le cas étoilé, pourvu que i,-n soit positif.

Enfin comme au § VI de [E ] on noit que la condition de non résonnance

est générique. Cecli termine la démonstration du théorime 2.
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L'objet de ce travail est 1'étude des solutions périodiques
des systémes hamiltoniens sur une hypersurface d'énergie
étoilée.

On étudie pour cela une réduction 3 i1a dimention finie d'une
fonctionnelle d'action duale.

Des résultats cohomologiques permettent de trouver par
minimax une famille de points critiques d'indices donné. Une
formule d'itération de I'indice d ‘une orbite critique permet dans
certains cas de conclure 3 I'existence générique d'une infinité
d'orbites critiques.



