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NOTATIONS

E(x) est la fonction definie par

è(x) = k si k-1 < x < k

0(f) désigné une fonction de l'ordre de f

TLest le groupe additif TL /N TL , mais

aussi si N est premier le corps TL /N TL .
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Soit Z une hypersurface strictement étoilée de ]R^n , on s'inté
resse aux solutions périodiques de (1) x

0 -I

à £ en x et J la matrice

JN(x) où N(x) est la normale

n

+1 0
n

a2n •1
Si H est une fonction sur K telle que Z s H (1) et 1 n'est

pas niveau critique pour H , cela revient à chercher les solutions périodiques

du système

' x = JVH(x)

\
H(x) = 1 . •

«

C'est un problème à énergie fixée. On se ramène à un problème à période

fixée en prenant pour H une fonction telle que H(Ax) = ip(À) H(x) , ¥ X > 0 ,

¥ x £ £ , où <p vérifie (voir (E) p. 26 Def. 1 et Lemme 2)

1/9
(i) *(0) = 0 , *(1) - 1 , *(t) - t: ' si t > 1

oo ,

(ii) est C , convexe, strictement croissante

(iii) *' (0) - 0 , <p"(0) * a > 0

-1/2
(iv) t -r t [<^(t) ] est strictement croissante.

La fonction H est alors sur lR^n - {0} et C* sur lR^n .

Si x est une solution T périodique sur H = 1 , x = px (t sera
une solution T périodique de x = JVH(x) si et seulement si on a

1 = l(p)
T p2

qui a une solution unique en p

pourvu que
2
T

<
a

2
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Notre problème se ramène donc à la recherche des solutions de

(H)

x = JVH(x)

x(0) = x(T)

Pour mettre ce problème sous forme variationnelle, posons comme dans

[ B.L.M.R. ]

Hk(x) - H(x) h- | |x|2

alors pour K assez grand IL sera convexe.
IC

Les solutions de (H) s'identifient aux points critiques de
T

F (x) = [ j (Jx-Kx , x) + H^C-Jx+Kx)] dt sur H

On démontre alors

Théorème 1 : La fonctionnelle F a une orbite critique (différente de 0 )
KT

par nombre pair compris entre 2n E (—) et 2n *£+e
2tt

aT

2
2ttR >J

-1 (R désigne

un réel tel que Z soit contenue dans la boule de rayon R ). Si de plus les

orbites critiques sont non dégénérés, il y en a au moins une pour chaque indice
Pu kT ( aT

pair compris entre 2n E k—J et 2n E -s— 1 ”
2ir

+ E

2ttR2j-
- 1

Au § V on associe à une orbite périodique un indice i* ^ qui diffère
KT

de l’indice de Morse par la quantité 2n E (-^) . Le réel a étant arbitrai
rement grand, on déduit du théorème 1 le :

'k

Corollaire : Le système (H) a au moins une solution pour chaque indice i

pair positif.

• ^ * s • « O-'.s
(1) En réalité on définit i au § V, il suffit de poser i = i - n
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L'indice 1, de la k-ième itérée d'une orbite étant obtenue comme
k

dans [ E ] en fonction de la linéarisée de l'application de premier retour

de Poincaré et de i^ , on en déduit

Théorème 2 : Si n 3* 3 , si les orbites primitives de (1) sont en nombre

fini et d'indice î positif, alors ces orbites forment une famille, résonante.

On entend par orbite primitive une orbite dont le groupe d'isoropie

est trivial. Pour la définition d'une famille résonante, on se reportera à

[E ] (p. 62, Définition 3). Si la famille se réduit à une seule orbite,

c'est la notion classique de résonance : notant e-^^ les valeurs propres
du linéarisé de l'application de Poincaré (en omettant une fois la valeur

propre 1 qui a toujours la multiplicité 2 au moins) l'orbite est dite

résonante si on a une relation non triviale

n j 0 j + ... + n^S ^ - 0 n^ S 2Z

On a alors

Corollaire : Si n > 3 les hypersurfaces dont toutes les orbites primitives
. . C/ . .

ont un indice î positif forment un ensemble dans lequel la propriété

d'admettre une infinité d'orbites périodiques est générique.

Enfin, remarquons que le théorème 1 nous permet de retrouver un

résultat de [B.L.M.R.] .

En effet si p est le rayon d'une boule centrée en Q ne rencontrant

aucun plan tangent à Z , on a comme dans le théorème de Croke Weinstein
T

( [C-W ]) que la période d'une solution de (H) — est
2ir

k < E X
2tt

k a

et chaque orbite géométrique fournit au plus E

donc

JL
2tt

orbites critiques de F .

Comme il y a ,
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L'indice "î étant défini comme dang (E) en fonction de la linéarisée

de l'application de premier retour de Poincaré, on en déduit :

/ / /
Théorème 2 : Soit n> 3 , alors i (1) n'a qu'un nombre fini d'orbites

géométriquement distinctes, celles-ci forment une famille résonante.

/ ; / _ /
Pour la définition d'une famille résonante, on se reprotera à (E)

(p. 62 Définition 3). Si la famille se réduit à une seule orbite, c'est la
4. £Q

notion classique de résonance : notant e~ ^ les valeurs propres du
/ /

linéarisé de l'application de Poincaré qui sont sur le cercle unité, l'orbite

est dite résonante si on a une relation non triviale

/ / /

niei+ + Ve n n. S 2Z
k

On a alors

Corollaire : Si n > 3 , pour presque toute hypersurface étoilée, (1) a une

infinité d'orbites géométriquement distinctes.

/ / /

Enfin, remarquons que le théorème 1 nous permet de retrouver un résultat

de [ B.L.M.R. ] .

En effet si p est le rayon d'une boule centrée en 0 ne rencontrant

aucun plan tangent à J , on a comme dans le théorème de Croke Weinstein
T 2 TT 2

( [ C-4ï ]) que la période d'une solution de (H) -,~ est > — p donc
K. cL

T a . t £ \

k < E et chaque orbite géométrique fournit au plus E —jJ
71 pZ P

orbites critiques de F .

Comme il -y a, si on a bien choisi' K :
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n E
aT

2ir

orbites critiques de F , on

T?
aT

^2tt R2-*

F
aT

'2ir p2-

orbites géométriques

2 2
Si R < 2p on peut choisir T pour retrouver n orbi

trouve :

tes géométriques.



I . Réduction à la dimension finie.

K z.

Posons H^(x) = 0 ° j j (x) + j |x| où 0 définie dans [ E ] (p. 26
Def. 1 et Lemme 2) et K est choisi assez grand pour que soit convexe

(ce qui est possible car 0(t) = t
3/2

si t > 1 ) .

On va décrire les relations de (H) :

x = JVH (x)
o

x(0) = x(T)

comme solutions d'un problème variationnel faisant intervenir .

Pour cela considérons l'espace H* ( ]R/TZZ , IR2n) ( ]R2n étant muni d'une

structure complexe notée J ) l'opérateur A défini par Ax = x + KJx , où
KT

on suppose — £ TL .

Lemme 1 : L'opérateur A : H1 ( K/TZ , ®2n) -+ L2( 1R/TZZ , ®2n) est inver
sible, son inverse notée M est donnée par

Mu = e
-KJ't KJs , N ,

e u(s)ds + ri

où n est donnée, par

f kjt
(e - I)n -

KJs , . .
e u(s)ds .

Démonstration : immédiate.

Proposition 1 : Les orbites périodiques de (H) correspondent de façon biuni-

voque aux points critiques sur L2( ]R/T2Z , ]R2t1) de

4> (u) [ j (Ju,Mu) + H^(-Ju)] dt



Démonstration :
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Rappelons d'abord que désigne la duale de Fenchel de

L'équation d'Euler sur la fonctionnelle ip s'écrit

- JMu + JVh£(-Ju) = 0

posant

d ' où

soit

d'où

x = Mu on a donc

x = (-Jx+Kx)

VH^Cx) = -Jx+Kx

VH(x) + Kx = -Jx+Kx

x = JVH(x)

9 9r*j —ÏT Tf-
Définition 1 : On note, si u € L ([0,e 1 , H ) M u = e

e

KJs , , ,
e u(s)ds .

Considérons le problème variationnel suivant

minimiser [ ~ (JvsM£v) + H*(-Jv) ] dt

avec v S L2([0,e ] , ]R2n) et KJs / \ j r
e v(s)ds = Ç

Proposition 2 : Il existe e >0 tel que si e < e , P „ a une solution
—“«e————- o n o e,Ç

unique v(e,Ç) . On a v(e,0) =0 et si Ç f 0 , v(e,Ç)(t) 5* 0 pour tout

t . En fait v(e,Ç) = x + KJx où x vérifie x =* JVH (x) .

Démonstration : La première partie se démontre comme dans [E ] Lemme 9, p. 39,

Ecrivons l'équation d’Euler, soit :



(1)
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TW 1 T -KJt
- JM u + r J e

e 2

r£

^KJs u(s^s + jvh^(-Ju) = e KJtn

oü n ^ ]R

Soit

(M£u + e"KJt Ç) = VH^-Ju)

2n

où Ç G ]R
2n

d'où posant

x(t) = M^u + e
on a

u = x + KJx

et

JVH (x) = x
o

Comme

u = x+KJx = J(VHq(x)+Kx) JVHjjCx)

dire que u(t) = 0 entraîne x(t) = 0 mais comme x = JVHq(x) , x est
identiquement nulle, donc u aussi.

Considérons l'espace E = QR2n)N , on note (ÇÇ) un élément de
1 LN

e , où çk <=irn .

Si u S u posons p^u =
p r Nr

KJs , . , b KJs , . ,
e u(s)ds e u(s)ds

w

où — = £ < £q ; alors p^u est un élément de E .
(N-l)e

Par ailleurs si E, = S E on pose

*"KJt
On a bien e ri car la direction du sous-espace affine défini par

^KJs v('s^<jg est q1 espace vectoriel orthogonal à {e ^Cri / q £]R2n} :

en effet . (e KJtn , u(t))dt“ = n ,
KJt , . ,

e u(t)dt

(1)
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rN(Ç)(t) = v (e , e-I^J(k-1)£ çk) (t-(k-l)e)
si t s [ (k-l)e , k£ [

Alors rN(Ç) € L2 et pN o rN(Ç) = Ç

1 3
Proposition 3 : ip o est une fonction C sur E , C sur

£2 = { S E / ? k , ^ / 0} et si Ç est un point critique ^ 0

de i|j o r^ , r^(Ç) est un point critique ^ 0 de ip . Inversement, si u

est un point critique de ip £ 0 , p^u G Q est un point critique de iJj o .

Démonstration : La régularité de ip o r^ se démontre comme dans [ E ] Lemme
10 p. 40.

Explicitons ip o r^(Ç) à l'aide de Ç et de V fonction de performance
associée à P , .

Tout d'abord on a

(Ju,Mu)dt Ju s e
KJt KJ s , . ,

e u(s)ds + q dt

, ( KJT
(avec (e - I)n =

KJ s , . , s
e u(s;ds ) .

kg

Considérons alors
(k-l)e

Ju , e
-KJt KJs . . ,

e u(s)ds + n dt

ke

(k-l)e

Je

L KJt
Je u ,

KJs . . , ^ 1
e u(s)ds + n

. 0 >

KJ (k-l)e KJt
Uk(t)

(k-l)e

dt

KJs , , ,
e u(s)ds + n +

+ e
KJ(k-1)e KJs , N i

e uk(s)ds dt

ou

uk(t) = u(t-(k-l)£) (d'où
KJt -KJ(k-1)£ _ .

e ufc(t)dt =» e £k )

et la quantité précédente égale
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(Jçk » Çj+-*•+^k+l+T1') +
rz

(JUk » M£Uk} dt

En sommant le premier terme sur k on a

j (JÇk . + (j j çk , n
k= 1 ^ k=1

„ KJT
or 1 " (e ~ 1)0 et le second terme de l'expression s'écrit

k=l K

N

k=l
J I Çk . (eKJT- I)"1 l' Çk

N

I
k=l

1 „ KT
2 cotg T

N

I Çv *
k=l k .

Alors on a

'P ° rN^ 2 J; ^k * ^l + ,"+^k-l') +
K.— i

i KT

2 COtg 2

N N

l » .1 £k + T v(e
k=l k=I J k=l

N
-KJ(k-l)e

Or un calcul montre que

V'(0 = e*^ (- JM£u + ~ e ,KJCÇ + JVH^(-Ju))J -KJt,

où u minimize le problème P _ .
j s

Donc la dérivée par rapport à £k de i|i o r est

-ij «I + ...+Çk.rÇktl-..-V -icotgf j ï
J = 1

+ eKJt (-Me\ * J™K<-JV> * f h

où uk est la restriction de u à [(k-l)e , ke [

Zl-JII



Annulons cette quantité, on obtient, en posant

Cj +I**+ ~ • • •“ ^NT ” ^ c°tg’N

KT

2

N

j = l ^

+ ï e_KJt y = viÇ(-jv

1 —iTTf- —

Vérifions que l'on a Mu = M£ufc +Je Ck (k-l)e , ke [ ,
c'est-à-dire que

"KJ t KJs KJTeiWOu(s)ds + (eiXOJ' - I) * £ Ç
o j = l

t

N

= e

-KJt

(k-1)

KJs , . , 1 =
e u(s)ds + j Çk

soit à vérifier que

(e
KJT

k-1

!)' I C( - ï 5
j-1 ' j=l

k “ 2 + " ' *+^k-l”^k* V

KT
N

- | cotg ~ J Ç
J = 1

Kjt — 1
ce qui est aisé puisque (e - I)

J J KT

2 2 COtg 2

Donc si Ç est point critique de t(j o , rN(Ç) sera point critique

de ip . Inversement si u est point critique de i(i , on aura r^ o p^u = u ,

et p^u sera dans fl , et sera point critique de ip o r^ .

Remarque 1 : Posons (R^u)(t) = u(0^t) , on a alors

pM(RprM(^} = (e~KJ% , -KJ£,

N e N

-KJs KJ (N-l ) s_ >,
e * 6 ^lJ

ce qui définit une action de 2Z / N 7L sur E . Le difféomorp hisme donné par :
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(?!>•• "* (Cj » e

conjugue cette action avec l'action de 2Z / NZ qui

(n j, •. •, ^N,r*l ’^N-l ^

Ceci termine la réduction à la dimension finie

j

-KJ(N-l)e 1

associe à 1



II . Etude de ip o r.
N *

1) Condition (C) de Palais-Smale.

Tout d'abord E n'étant pas compact, il nous faut montrer que ip o rN
vérifie la condition (C) de Palais-Smale.

Commençons par prouver

Proposition 1 : ip vérifie la condition (C) de Palais-Smale.

Démonstration :

Dire que V\p(u ) ->• 0 dans u , c'est dire que
n

- * JE„ où e -* 0 dans L
n

soit, posant Mu = v on a v SH* et
n n n

v + e
n n

Vl£(-JAvn)

d'où en appliquant VH^

Jv + Kv = VH (v +£ ) + Kv + K£
n n o n n n n

soit

(1) VH (v +£ ) + Jv = Ke
o n n n n

n
Supposons que II v II n - +» et posons x = -n— „

n „0,a v n II v II n
i c n r0»a

(où 0 < a < -j ) .

w =

V +£
n n

n il v

n c0,a

Notant j2(x) = j j (x) la jauge quadratique de Z (i.e. j2(0) 31 0 et
j2(x) = X 2 si Xx 6 E ) et f(t) = 0(/t) on a VHq (xT = f ' ( j 2 (x) ) Vj2(x)
d'où en portant dans (1)



Comme IIw II „ est bornée, et f' est bornée on a IIx II „ bornée, x est
n 2 n 2 n

“ 1 “ Q qç
donc bornée dans H , d'où une sous-suite convergeant dans CU’

Soit x cette limite, on a 11xll _ = 1 . Comme x tend vers x
0,a n

2 . ^
faiblement dans L et f'(j0(v +£ )) = a possède une limite faible dans

2 z n n n
L (quitte à extraire une sous-suite, ceci parce que f est bornée) on a

donc - Jx = aVj2(x) •

Il résulte de cette équation que ^ est constant sur une trajectoire
d'où on déduit que soit x ne s'annule jamais, soit il est identiquement nul,

Cette dernière hypothèse est absurde, car II xll
,0,a

= 1 . Donc par compacité

|x(t) j > 2ô > 0 d'où pour n assez grand |x (t)| > 6 > 0 . Alors, notant

Pn = Hv^ll q on a p^ô < |vn(t) I ^ Pn Pour n assez grand.
c

Revenons à (1) que nous multiplions scalairement par vn+£n » on obtient

(2) VH (v + £ )*V +£
o n n n n

(-Jv +Ke )•(v +e )
n n n n

or Z étant étoilée, on déduit vu le choix de 0

VHq(x)*x > a |x[ |VH (x)| + 8

En effet, sur Z , VHo(x)*x est strictement positif, et on peut donc par

compacité de Z trouver a tel que VHo(x)*x > a |x| |VH (x)| si x £ Z
Maintenant si on remplace x par Xx , À > 1 , VHq(x)*x et |x| |VH (x)[
sont multipliés par , et l'inégalité reste vraie. Il suffit alors de

choisir 8 pour que VHq(x)*x > a |x| |VHq(x)| + 8 soit vérifiée sur
Üx | 0 <À < ! , x e Z} .

En portant dans (2) on trouve
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1/2
otj |x| + 6j , d'où en portantcomme vu le choix de 0 on a |VH (x)| >

dans (3) il existe , 32 , » <S2 telles que

(4) 6, + YJv+eJ1/2 +6 |v +s | + ajv +e |372
2 2 1 n n1 2 1 n n 1 2 1 n n1

< (-Jv v ) + |£ | (|v |+K|v +£ |)
n n 1 n1 ' n1 1 n n1

Par ailleurs v
n

JVH (v +£ ) - KJ£ et comme VH (x) < a»Ix
o n n n o j1

1/2
+ B,

on a

v | < a, 1V +£ 1
n1 3 1 n n1

dans (4) on obtient

(«2) " 63|eni) + (y2 -

< (

1/2
+ B-

1/2
31 n1 1 n n1 + (VKienl)IV£nl+a2lvn+£n

3/2

or l'intégrale du terme de droite est majorée par

_T_
2tt

r 12 ^ tV ^ —
1 n1 2tt a0 v +£

^ 31 n n 1/2 *..b3)2

L'idée de la fin de la démonstration est de dire que ce terme est de

l'ordre de p , alors que le terme de gauche de (5) est de l'ordre de p '
n n

ce qui contredit le fait que lim p = +«> .
n

Plus précisément, si on intègre les trois premiers termes du membre de

gauche de (5) le résultat est un 0(pn) + 0(|en| ) , par exemple :
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et

Ie !Iv <
?

|e |21
1/2 '

r , ,2)
v

i n u n i ,
-.

1 n1
J

1 n1

1/2

< pn T'£n' 2
La

n1

d'où l'assertion.

Quant au terme

n

et

n1

< PnT

1 4. I3/2 1
v +£ on le

1 n n1

Iv |3/2 + le l3/2lvnl 1 £n 1

3/2 (1 IM2]
3/4

2/3

> T (Pns)3/2

L'intégrale du terme de gauche de (5) est donc

“4 Pn/2 + 0(^/2) + 9£lenU
L»

De façon analogue on prouverait que le terme de droite est

< (a3)2 pn . e(on) e(|eJ )
L

comme [s 1 „ 0 on a une contradiction avec le fait que lim p = +°° .
n‘2 ^ "n

L n

On en déduit que p = Hv II _ reste bornée, d'où une sous—suite
n n c0,a

00

convergeant dans L vers v , d où en réinjectant dans (1) v^ -> v dans H

et v est solution de v = JVHq(v) . Donc u = Av est point critique de
1(1 et lim u = u .

n
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Corollaire : ijj o r^ vérifie la condition (C) sur E .

Démonstration :

(<J> o rN)'(Ç) = V(rN(0) r^(Ç)

si |r^(£)| est minorée, on a

(ip o rN) ’ (Çn) - 0 ^'(rN(Cn))^0

d'après la proposition 1, rN(^n) = un -* u donc

u étant point critique de \p , rN(pN(u) = u et notant Ç = p (u) on a
Ç,T + E, et Ç est point critique de ip o r„ .

JN N

Il reste à minorer |r^(Ç)| .Si u = rN(Ç) alors v = n est
défini par la condition suivante : si on pose v, (t) = v(t-(k-l)e) ,

ix

t G [ (k-l)e ; ke ] , v^ est solution du problème

Minimiser dt

avec w G ([ 0, £ ] , K,^n) et e

KJs

w(s)ds = nk

Or l'inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne

2

d ' où

2
> ±

2 e

2

L

et donc

Æ
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2) Estimations pour \p o .

Rappelons que l'on a

Posons

'P o rN(0 2 I (jÇk,Cj + ...+Ç ) - cotg I »
k=l '•k3! k *

N

+ I V (
k= 1

a KJ(k-1)e _ .
e Çk}

7 <B«> 7
k= 1

1 kt r N N
- j cotg — f I çk , l ?k

^k=1 k=1

Proposition 2 : Les valeurs propres de B sont les

2 C°tg
-KT + 2ttSi

2N
i = 0,1,...,N-1

et chaque espace propre est de dimension 2n .

Démonstration :

Comme on le vérifie aisément, la k-ième composante de BÇ est

(B€)k . i J(SH+...+çk+1-çk_1-...-î,> - i cotg S ( J Ç.
2 jïl

Posons 8 = e
KJe (-2ttJ)/N ,

a =* e ; si E, = (t,k) est donnée par

on a :

_ Qk £k _2n
Çk = 6 a ç où ç Si

k 2

KT

2 cotg 2

m o y 1 y • • ,N-

D.gOc- 1) £(k-l)
a

r N JL-*

L BJ a J ç

lj = l y

SSt—JII
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J _ (3^ . eVN _ , + 3k-la£(k-l)]ç
z 1 - 6a

KT

-jcotg 2
Ba

1 ~ Ba

r , 0N UN.(1 - B a )

n N _ „ j>N T „ KT _ BN+1
Or a = I d'ou a =* I , et cotg -y = J -y—

B -1

On trouve donc

(BOv
J Ba + 1 0k ik „
2 —TT 3 a Ç

1 - Ba

2 cotg
KT mr

2N 2N

. . . r „ — - i t 1 _ -KT + 2tt£
Ainsi E, est un vecteur propre associe a la valeur propre y cotg ——

Ces valeurs propres sont distinctes lorsque l varie de 0 à N-l ; ce qui

nous donne N espaces propres de dimension 2n .

Remarque I : Si F est le sous-espace des points de E fixes par l'action

de TL „ , en utilisant la remarque 1 au I, il est facile de montrer que F
1 KT

est le sous-espace propre de B associé à la valeur propre - — cotg — .
2 2 N

IN

Il nous faut maintenant étudier V(Ç) = £ V(e ^ ^ Ç ) „ Tout
k-1 k

d'abord on a le

* 1 2
Lemme 2 : Soit G (x) = — |x| et W(Ç) la fonction de performance associée

au problème

Minimiser [ (Ju,M£u) + G*(-Ju)] dt

où u G L^([0,e ] , lR^n) et KJs , s , _
e u(s)ds = E,

Alors W(Ç)
| r 11 2

= (1+0 (e )) lorsque £ tend vers 0 .



Démonstration :
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L'équation d'Euler s'écrit ici

- JM u + - e KJS J£ + J
e 2

Ju
-KJ s T

e Jri

soit en posant x(t) = n - Ç + | eK^S u(s)ds
o

x = yJx x(t) - eyJt x

la contrainte s'écrivant x(e) - x(0) = Ç soit

(eUj£ - I) xo = Ç
d'où en particulier

Alors

2 s in (~j

, . -KJt -, x (ù-K)Jt
u(t) = e Jx(t) = yeVM Jx

d'où

(Mu)(t) = x(t) - x(0) = (e^Jt - I) x
£ o

y

2 I (Ju,M£u)dt =
O

(y-K)Jt , uJt, (eU - I)x } dt

ye r 1 . 1
2 ^K£ sin K (u-K)e sin (y-K)e ] |x

si p i- K . Si p = K on trouve

¥ [îfe sin Ke - 1 ] |xq|2

Pour déduire de (2) et (3) des encadrements de V au voisinage de 0 et

1' <» il nous faut le :



Lemme 3 : On a :
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(i) lorsque |ç| + o sup |v(e,Ç)(t)| 0
tS[0,e]

(ü) lorsque |ç| -V +0O inf |v(e,Ç)(t)| -> -k»
t G [ 0,e ]

Démonstration ;

Commençons par (ii). Si (x | H (x) < h} est contenu dans une boule

de rayon p et si x = JVH(x) , Hq(x) = h on aura |x(e) - x(0)| < 2p
d'où |Ç|<2p . Donc pour [ç| assez grand x est sur un niveau d'énergie

h' > h . Alors v(e,Ç)(t) = x + KJx * J(VHo(x) + Kx) . Mais si H(x) > h on a
|VH (x) h- Kxllxl > (VH (x) + Kx , x) > K| xi ^ d'où iVH (x) + Kxl >
iq iii o al o 1
> K| x| et si H (x) > h on a |x| > —j 0 (h) et ceci tend vers +°°

° ' 2RV
avec h , ce qui démontre (ii) .

Pour (i) il suffit de prouver que lorsque jç| tend vers 0 le
«

niveau d’énergie h = Hq(x) tend vers 0 car alors v(e,Ç)(t) = x + KJx =
- J(VH (x) + Kx) tend vers 0 uniformément en t , Il suffit donc de

o

prouver que lorsque |ç| est petit, il existe t G [ 0,c ] tel que

[x(tQ)| est petit car alors h = H(x(tQ)) sera petit. Soit f(h) =
= sup {|VH (x)| où Hq(x) = h} . Alors si x vérifie x = JVHq(x)
on a |x(t) - x(0)| < |t| f(h) .

Par ailleurs on a

D’où

or

|VHq(x(s)) -VHq(x(0))| < |x(s) - x(0)| sup |H"(x)

£ . 2 r£

G (-Ju)dt =
n H J n

X. 2 = |x I2 I Xo i

W (O = |x, 1 - TFkTT sin (|J'K)£

4 sin2 (f)
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d1 où

W(Ç) =
eu

q • 2 /lia
8 sin (_-=*-}

1 " W sin Ke + ~)- sin (y-K)e

or sin -Hp- = -Hp O + 9 (e )) lorsque e tend vers 0 .

— s in Ke
Ke

= 1 + 0 (e )

d ' où

w(ç) - (1 + 0(0)

Maintenant si £ est compris entre les sphères de rayon r et la

sphère de rayon R , on a

—~ |x|2 < H (x) '< | x | ^ au voisinage de 0
2R 2r

d'où

K + <7 K + £2
t r

et on a donc par dualité

(2)
K +

!x|2 < h£(x) <

au voisinage de 0 .

Enfin au voisinage de l'infini on a H(x) < -y |x|2 d'où

(3)
1

2(K+n) |x|2 < h£(x) < ^ |x |2

2n
or H" est bornée sur ]R , soit C sa borne, on a donc :
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|VHq(x(s)) -VHq(x(0))| < C[s| f(h)
et si

y(t) = x(0) + t J VHq(x(0))

|y(t) - x(t) | < c111 f (h)

donc ^

|x(e) - x(0) [ > |y(e) - y(0) | - C -| f(h)
2

> £ |VHq(x(0))| - c | f(h)

notant g(h) = inf {|VH (x)|/ Hq(x) = h} il est clair que
on aura

|x(e) - x(0)| > £

et que si £ <~ on a g (h) tendant vers 0 avec |ç|

donc h tend aussi vers 0 . Il reste donc à prouver que

majoré, mais

1 -
Ce

2
g (h)

Hq(x) = h j2(x) = 0 1 (h)

2r“ 0~1(h) < |x|2 < 2R2 0 1(h)
et

VHq(x) = 0'(j2(x))-Vj2(x)

= 0' o 0 1 (h) • Vj2 (x)

Or Z étant strictement étoilée, on a

a|x| < | Vj 2 (x) | < B|x

donc si H (x) = h on a :

si f(h)/g(h) < c

= |x(£) - x(0) | ,

f(h)/g(h) est
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0'0 1(h)a/20 !(h) r < |VHq(x)| < 0'0 1(h)3/20 1(h) R
d ' où

f (h) /g (h) < f 7

Nous pouvons maintenant énoncer

Proposition 3 : V vérifie les encadrements suivants

(i) au voisinage de 0 :

„2 O ,
(1+e (eZ)) < V(Ç) < -

2(Kr +a)e 2(KR +a)£

(î+e ce2))|c!2

(ii) au voisinage de l'infini :

0^(e2)) |e|2 < v(n <
2 (p+K) e ^ vu; 2K£

Démonstration :

D'apres le Lemme 3, le comportement de V au voisinage de 0 et 1' ®

ne dépend que du comportement de IL, dans ces voisinages. Or il est clair
^

que si IL, ^ G on aura V < W (où W est associé à G ), de même si
K

HÇ ^ G , V ^ W . La proposition s'obtient alors en prenant pour G
des fonctions J- |x

2y 1
le lemme 2 donnant W

2 . *
réalisant les encadrements (2) et (3) pour

Corollaire : les encadrements (i) et (ii) sont encore vrais si l'on remplace
N

V par V (où V(Ç.= £ V (e_KJ(k~1)e ç )) .
k=l k

Démonstration :

N 2
Comme si £ | Ç,| est petit, chaque [ Ç, [ est petit, il est clair

k=l N 2
que (i) est encore vrai. Par contre £ |Ç | peut être grand sans que tous

k=*l k

| le soient ! On procède donc comme suit :les



Supposons (ii) vérifiée pour Içl >A , alors si

on a

d ' où

l ICk|2 - aV et |ç
k=l K

il *

N 9 ? P
l |€k| > (a-p)A2

k=p+1

V(Ç)

2.. N

U+8 (s )) £
2(n+K)e

ksp+1

(1+9(g2)) a2-P
2(n+K)e a2

’p+F

N

I
k=l

< A

> A

et lorsque a ' +• +°° ,

2
a -p

-* 1 , d'où

v(0
(1+9 (e ;)

2(n+K)e
au voisinage de l'infini

L'autre inégalité se démontre de façon analogue.

On peut alors démontrer :

Proposition 4 : Il existe des sous-espaces vectoriels de E , Y et W ,

stables par TL ^ , tels que F s sous-espace des points de E fixes par
2Z ^ soit inclus dans Y-^ et dans W ; et que

(1) o r^ est minorée sur Y

(2) \p o rN est < 0 sur W H S(p) où S(p) est la sphère de
rayon p , assez petit, de E .

De plus on peut supposer :
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%

codim Y = 2n E (K+xl ^ + 0(e)

Démonstration :

Il suffit de prendre pour Y la somme directe des sous—espaces propres
1 — KT + 2£tt

de B associés aux valeurs propres j cotg — telles que l'on ait

1 _ - KT + 21tt 1 , ^ «
4 2N =* °

ou on a J
2

|Ç| <V(Ç) au voisinage de l'infini.

Or si tg a = on aura - 2\ = cotg (ir-a) et il s'agit de trouver

le nombre d'entiers l tels que

-KT + 2ttI ^ ,
cotg '~2ü'~ ^ cotg ("TT-ot)

Comme c'est la codimension de Y qui nous intéresse, calculons plutôt le

nombre d'entiers l compris entre 0 et N-l tels que

-KT + 2-nl _ ,
cotg < cotS (tt-ci)

2
1 +0 (p )

Evaluons a : d'après le corollaire de la proposition 3, on a X = —— .
(n+K)e

1 1 2
Lorsque e tend vers 0 , — tend vers 0 , et donc et = = (n+K)e + 0(e )

2 À 2

• • ' • —KT + 2ttZ

'Maintenant dire que cotg —-^ —— < cotg (f-a) c'est dire

- KT + 2-nl

2N
] TT—Ct, TT [ + TL TT

soit Ê" f—) solutions, ou encore
^ TT 1

(n+K) — + 0(e) solutions
(i)

De façon analogue, W est la somme directe des sous-espaces propres pour

lesquels :

(1) Cf. la remarque p. 27.



27

1

4 cot§
KT + 2£tt

2N
+ N3|-C A o

oü

v(Ç) < a
2

Ul2 au voisinage de 0

comme par le corollaire de la proposition 3 on a

1+0(e2)
_a

R;K + T )e

dim W est donné par la formule de l'énoncé (cf. la remarque)

Enfin F est le sous-espace propre associé à la valeur propre

i KT _ 1
COtg

KT ï
’2 COtg 2N “ 2 ^ 2N J

or

KT

" - 2N S ] 1T-a,TT [ = ] TT-

Donc F C Y1 De même on vérifie F c W .

— + 2tt£
Remarque : Le nombre d'entiers l tels que ——so^-t dans

]iT-a,7r [ + TL ir , avec l dans [0,N-1 ] est calculé ainsi. Pour i = 0 ,

KT 1 , %
= TT - a + , on aura donc Ë

2N

KT

2tt
+ 0(£)

a - — ne

KT
) )

solutions, soit

. Notons par ailleurs que — n'étant pas entier on aura

pour e assez petit § * «<*> -1 KT

2tt
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III . Application de la cohomologie équivarjante à la recherche des points

critiques d'une fonctionnelle.

Pour tout ce paragraphe, on pourra se reporter à [ F-H-R ] .

Soit G l'un des groupes TL ^ ( q premier impair) au . On suppose
donnée une représentation orthogonale de G sur un e.v. E ayant F comme

s.e.v. des points fixes. On note H et les cohomologies et homologies

à coefficients dans 2Z si G = TL , dans Q si G =* S* . On note BG le

classifiant de G , EG -> BG le G -fibré universel. Si X est un espace

muni d'une action de G on note X_ = X x EG/G , H„(X) = H (X_) . Enfin
. G G * G

-H désigne la cohomologie à supports compacts, et cH (X) désigne
^ (7
lim cH (X x (EG) /G) où (EG) est un espace compact ayant le type
n

d'homotopie de EG jusqu'à la dimension n . On peut par exemple prendre

pour (EG)n la sphère unité de Œn , munie de l'action e1 (z.,..., z ) =
jg £q j 1 n

=(e z,...,e z) ( 2Z étant inclus dans S , cela marche dans tous les
^ ^ ^ ^ 1 OO

cas). Rappelons encore que H . §pt) = H (BS1) - H (ŒP ) - Q [x ] où

s * * 2
x est un élément de dimansion 2 , et H (pt) - H (BTL ) = TL [x,a ] / (a )

q q

ou dim x = 2 , dim a = 1 .

Démontrons maintenant le

Lemme 1 : Posant n+1 = dim E , n+1 = dim F on a :

H*(E-{0} , F- {0}) = H*“r_1 (BG)/(Hn~r(BG)) (1)

l'isomorphisme étant un isomorphisme de H (BG) - modules. De plus si

E C E' et F' = F l'application H*(E'-{0} , F-{0}) >L(E-{0} ,F-{0})
Cjr Lr

est induite après passage au quotient par l'application identique de

H*(BG).

(1) (Hn r(BG)) désigne l'idéal de R (BG) engendré par les éléments de

degré n-r ; soit dans le cas présent, l'ensemble des éléments de degré

> n-r .



Démonstration :

Rappelons qu'étant donnée une paire (X,A) on a un cup-produit
'jç

H_ (X, A) ®H,_(X) -> H-, (X,A) et l'application ir : X pt étant équivariante,
^ ^

on a TT : H (pt) > H (X) qui composée avec le cup produit fournit la
^ ^

structure de Hn(pt) = H (BG) -module de H,,(X,A) .

Maintenant, on a une rétroaction équivariante de (E-{0} , F-{0}) sur

(SN,Sr) (Sn = sphère unité de E , Sr = Sn H F) , Sn étant compact, et
r ^

S fermee, on a

H*(Sn,Sr) a H*(Sn\ Sr) (cf. [G-H ], p. 232, Corol. 27-4)
(a C (j

Or Sn \ Sr est fibré au-dessus de Sn r * = Sn H F^" , la projection
p : Sn \ Sr -> Sn r ^ étant obtenue en composant la projection orthogonale
sur F^“ {0} avec la projection radiale sur Sn rï F = Sn r * . Il est clair

1
que la fibre de p est homéomorphe à ]R . Par l'isomorphisme de Thom

on a

cH*(Sn\ Sr) H*-r-l(sn-r-')

. n-r-1
Or G opère librement sur S si G = TL , et avec des sous-groupes

d'isotropie vérifiant H (BGx) = H (pt) dans tous les cas. Il est alors

facile de voir que

* r-l(gn-r „ H* r 1(BG)/(Hn r(BG))
VJ

Le seconde partie du lemme est facile, et est démontrée après le lemme

1 au § IV.

On peut alors énoncer la

Proposition 1 : Soient V , W des s.e.v. de E stables par G tels que

V+ D F , UDF . Soient A C X C E— (Q} des fermés invariants par G tels que
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(i) A H V = 0

(ii) w H Sn(p) C X où Sn(p) désigne la sphère de rayon p .

Soit i l'injection i r (A , A H F) (X , X H F) alors en posant

1+v = codim V , 1+w = dim W il existe z £ H^+ (i) tel que l'application
G

H*(BG) - H*+V+1(i)

u u U z

soit injective si <w-v-I .

Démonstration :

Hç(i) intervient dans la suite exacte

H*(i) -> H*(x , X n F) - H*(A , A n F) - H*+I(i) +

je

on va donc estimer Hç(X , X H F) , Hç(A , AH F) et la flèche qui les relie.

Commençons par H*(X , X H F) : on a les inclusions

w n sn(p) -* X E - {0}

H*(E— {0} , F- {0}) -> H*(X , X n F) -* H*(W H Sn(p) , F H Sn(p))

or il est facile de voir que

H*(E-{0} , F-{0}) -> H*(W n Sn(p) , F n Sn(p))

est un isomorphisme si ^ dim W-l = w est l'application nulle sinon.

Donc l'application

H*(E-{0} , F-{0}) -> H*(X , X n F)

est injective si < w .
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Pour estimer H^(A , A H F) considérons le diagramme suivant

A

oü tt est induite par la projection orthogonale sur \r . Ce diagramme est

non commutatif, mais homotopiquement commutatif au sens suivant : le chemin

d'applications de A dans E - {0} donné par <pt(x) = (l-t)x + tiT(x)
est une homotopie entre l'inclusion de A dans E - {0} et la composée de

tt et de l'inclusion de - {0} dans E - {0} . On en déduit que le

diagramme suivant est commutatif

Or

VA a n f) H*(E-{0}

1-
Hg(V -{0} , F- {0})

F-{ 0 })

Hg(V -{0} , F~{0}) =0 si * >v+l d'où l'application

Hg(E~{0} , F- {0}) -> H* (A , A H F)

est nulle si * > v+1 . Ecrivons maintenant les suites exactes de cohomologie

de i et de l'identité Id : (E— {0} , F-{0}) (E-{0} , F-{0}) ainsi que

les flèches entre ces deux suites exactes, induites par

(A , A H F) -k (E- {0} , F-{0})

et

(X , X n F) (E- {0} , F- {0})
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H*(i) $ H*(X , X H F) + H* (A , A H F)

t tB ty

0 - H*(E-{0} , F-{0} ) y H* (E— {0} , F-{0})
t

B est injective si < w , y est nulle si > v+1 . Il est facile de

voir que V^" étant stable par G et contenant F , on doit avoir v-r pair,
et donc H^+^(E-{0} , F-{0}) est non nul. Soit y un générateur de

1 ^ O
H V+ (E-{0} , F-{0}) , alors S(y ) / 0 mais in(B(y )) = y(y ) = 0 donc

Lt ^ ^ U U U
B (y ) = a(z) où 0 z G H_ . Toutes les flèches étant des morphismes de

0
H (BG) -modules, si u G H (BG) et < w-v-1 on a alors B(y U u) ^ 0

if ^
et comme B(y U u) = a(z Uu) on a 0 ^ z U u G H (i) . Ceci termine la

O G

démonstration.

La cohomologie utilisée étant à coefficients dans un corps, on a une

dualité entre H et telle que la transposée du cup produit par un

élément de H* soit le cup produit par ce même élément. On déduit alors de

la Proposition 1 le :

Corollaire I : Sous les hypothèses de la Proposition 1, il existe

Ç G H (i) tel que l'application
G, w

H* (BG) -* Hp (i)

U Ç rï U

soit injective si < w-v-1 .

Soit maintenant f une fonction G équivariante sur E' , vérifiant

la condition (C) de Palais-Sraale. Du fait que F est l’ensemble des points

fixes de G et que f est équivariante, si x G F on a Vf(x) G T^F .
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Alors le flot 0^ de - Vf (x) préserve F , et les cycles modulo F de
classe de cohomologie fixée forment une " 0 famille" au sens de [ K ] p. 32.

En appliquant alors le principe du minimax on aura :

Proposition 2 : Soit f une fonction G êquivariante sur E , vérifiant

la condition (C) de Palais-Smale. Soient V et W des s.e.v. de E stables

par G tels que W 3 F , / 3 F et supposons que

(i) f(0) =0 et f n'a pas de point critique sur F - {0}

(ii) f < 0 sur W H Sn(p)

(iii) f est minorée sur V

Alors si G = S* , f a au moins — (dim W - codim V) orbites critiques. Si
1 ^

G = TL , f a au moins — (dim W - codim V) orbites critiques, et si f a

pour sous variétés critiques des cercles, il y en a au moins

~ (dim W - codim V) . Si les cercles critiques sont non dégénérées au sens

de Bott, il y en a un par paire d'indices consécutifs entre codim V et

dim W - 1 .

Démonstration :

Soit X = {x S E | f(x) < -e} et

A -= {x G E | f(x) < c} où c < inf f(x)
x e V

Alors A C X C E - {0} vérifient les hypothèses de la proposition 1, donc

les conclusions du corollaire 1.

Les inégalités de Morse fournissent immédiatement le cas non dégénéré.
T

Pour le cas général, on utilisera le fait que les classes Ç Hx et
r 1

Ç n (x U a) sont non nulles pour 0 < r < (dim W - codim V) - 1 et on

raisonne comme dans [K ] p. 38, Th. 2.1.10 .
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IV . Amélioration des résultats précédents pour ili o r
P

Les résultats démontrés dans les § I, II, III impliquent les résultats

énoncés par le théorème I de l'introduction à l'exception du point suivant :

si les orbites critiques sont non dégénérées, on a pour l'instant "une

orbite critique par paire d'indices consécutifs compris entre ..." au lieu

de "une orbite critique par indice pair compris entre ...". Le but de ce

paragraphe est de combler cette lacune.

La première partie de ce paragraphe vise à localiser les points

critiques d'une fonctionnelle obtenus par minimax. La deuxième partie montre,

en utilisant le fait que 1(1 o r est obtenue par réduction à la dimension
q. l .

finie de la fonctionnelle ip qui est S invariante, que les cercles

critiques obtenus par minimax sur les classes Ç H x du § III sont d'indice

pair.

1) Localisation des points critiques obtenus par minimax.

Soit X une variété riemanienne complète, G un groupe compact

d'isométries de X , F l'ensemble des points fixes de G . Soit f une
2

fonction C sur X vérifiant la condition (C) de Palais-Smale. On suppose

f non dégénérée au sens de Bott, et que ses niveaux critiques sont tous

distincts (ce qu'on peut toujours faire en perturbant f , sans changer les

sous-variétés critiques ni leur indice).

On note a < a, < ... < a des réels séparant les valeurs critiques,
• o 1 . n ^

X1 = {x £ X | f(x) < a^} , N la sous-variété critique de X - X ,
n(i) son indice. Enfin on supposera N1 D F = 0, ^

Alors, notant v (N1) le sous-fibré du fibré normal de N1 engendré
2 .

par les vecteurs propres associés à. une valeur propre <0 de d~f|^ ,
on a si v (N1) est G -orientable un isomorphisme de Thom :

(1) Il faut en fait supposer que les groupes d'isotropie d'éléments de N1

sont tous triviaux.
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H (N^) -* H„(ct.) où a. est l'inclusion a. (X^ ^ * rï F) -*•
VJ Vj 1 1 1

X XX

(X ,X H F) . La démonstration est classique, il suffit de voir que F

n'exerce pas d'influence ici, mais le flot de - Vf(x) envoie X1 H F

dans X1"1 H F .

Soit maintenant V un s.e.v. de Hç(X,F) de la forme V = @ VP
où VP = V H HP(X,F) , et posons

yj

Définition 1 :

* *-n fi) *
Soit u S H ' (N ) , on dira que u est associé à z S V si,

notant E, = T(u) ( T : isomorphisme de Thom) on a f|^(x) = 0^(Ç) ^ 0 où

H*(X,F) 'k £ i
Hg(XX , Xx F)

t 0.

HG(<V

étant induite par inclusion, 0^ étant dans la suite exacte longue
définissant H (a.) .

(j X

Un point de vue "plus global" consiste à considérer l'image de
— 1

0. n - (V) dans H_(ot.) / ker 0. . Alors dire que u est associé à V ,
i l G i i ^ H 5

c'est dire que la classe de T(u) dans H (a.) / ker 0. est dans
. (j X X

1 ni(v) - {0} •

Définition 2

On note c? = dim 0.1 q.(VF) / ker 0. et cl
i i i

<-1

vP = dim VP .

£ cP . On pose aussi

On a alors

P P
c = v .Proposition 1 :



Démonstration :

/? l'image de VP

Le diagramme suivant étant commutatif

Notons l'image de VF par et calculons dim Vp - dim V.

H*(X,F)
i-1

H*(X1_1 , X1-1 n F)

x
t a-

i

HçCx1 , x1 n f)

t 0,

HG(a i>

a. envoie
i

V? surjectivement sur *ï-. . Donc

dim V? - dim V? . =
i i-1

dim (ker a* n V?)
i i

= dim (Im 0i n V?)

= dim 0^ (0^1 ni(VP))

= dim (0^1 Hi(VP) / ker 0^)

Comme

D r , . ..D

c?
i

..DV dim V? - dim V? ,
* 1 1-1

P r P p
v = £ ci = c

i

Exemples et remarques :

1) Si les N1 se réduisent à un point G = {e} (on pose alors
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F = 0 ) , H (cc^) = H (X1 , X1 est de dimension 1 si = n(i) ,
0 sinon.

On a alors

(i) le minimum absolu de f est associé au générateur de H°(X) , le

maximum absolu de f est associé au générateur de Hn(X) , n = dim X

(si n < + <» ) .

(ii) par suite un maximum ou un minimum non absolu n'est jamais associé

à un élément de H*(X) .

2
(iii) La fonction f étant la fonction "hauteur" sur le tore T (voir

figure) chacun de ses points critiques d'indice 1 est associé à un
1 2

générateur de H (T )

2) Soit u 6 H* (N^) associé à z G H*(X,F) . Alors le niveau
critique obtenu par minimax sur z est f(N1) . En effet, comme r|. (z) £ 0 ,

Tli_j (z) =0 le niveau critique obtenu par minimax sur z sera dans [a^_j,a^ ],
c'est donc nécessairement f (N1) .

3) On retrouve la formulation usuelle du minimax en remplaçant cohomo

logie par homologie. On a un diagramme

HG,*(X'F) ^ HG,*(xi • xi n F)
Ii

i 2G

“g,*^
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et "GHG,*-n(i)(Nl) est associé à

w G HG > X1 n F) tel que

ftjü) = T(u)
n.

n • tu =
1

z 6 HGyx,F)

'U

Z

si il exis

2) On veut maintenant démontrer que la fonctionnelle il) o r
N

un cercle critique par indice pair compris entre codim V et

On va pour cela comparer les fonctionnelles <p o r et ip o r

assez grand.

Posons

E. = (H^n)^ muni de l'action de TL
l c

E2 = ( ]R^n)q muni de l'action de TL 2

On a alors des applications o de E2 dans Ej et p de Ej
définies comme suit :

(Çj,...,Çq,Çq+1.,Ç2q,...,Ç(q_1)q+1,...,Ç 2)

(Çj+.-.+Çq , ^q+1+--‘+Ç2q > Ç(q-l)q+

p(Ç) = p 2 0 r (O
q q

Il est clair que 1'on a a o p = id . On notera par

= {Ç S Ej | 1)1 o r (Ç) <a}

En = {Ç e En I \p O r (O < a}

te

a en fait

dim W - 1 .

2 pour q
q

dans E2

q

On a alors :
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• # » • Si SL SL
Proposition 2 : p et a envoient respectivement E. dans E et E

Si ^ “
dans Ej . De plus a o p = id et p o cr est homotope à l'identité dans

Démonstration

(1)

Tout d'abord on vérifie que pour tout N tel que — < e on a
No

r^(Ç) réalise le minimum de i|>(u) parmi les u vérifiant

V 5 •

(2) ip est convexe sur {u | p^u = £}

En effet, comme dans la démonstration de la proposition 3 du I, ip est

la somme de ~ (BÇ,Ç) et de Y ip (u.) où u7 est la restriction de u à
Z k= i £ x x

a [ (k-l)e , ke ] et

N

r€

*e(v) - (Jv,M£v) + H^(-Jv)] ds est convexe

Les assertions (1) et (2) sont alors claires.

En particulier, r (Ç) réalisant le minimum de ip(u) parmi les u

tels que pu = Ç , il réalisera le minimum de i^(u) parmi les u tels que

P 2U = P 2rq (O d'oû l'égalité r (Ç) = r2op2or(Ç) . Par suite
q q . qa q a,q

ip o r (Ç) = ip o r 2(p(Ç)) et p envoie Ej dans E2 . Par ailleurs, comme
q q

o(E) = p or „(Ç) on aura
H “

q

rp O r 2(Ç) > \p o r (a(O)
q q

3. SL

et a envoie bien E2 dans E^ .

Posons maintenant ut(Ç) = (1-t) r 2(Ç) + t r 2(pa(Ç))
q q

alors :



Pq(Ut(Ç)) a (O
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= (l-t)a(Ç) + t a (.O =

et donc par l'assertion (2) on aura

Mais

donc

<Kut(£)) < (1-t) ip (r 2(Ç)) + t ip r 2(po(0)
q q

ip O r „(p(o(O)) = Ip o v (a(O) < <P o r (Ç)

ip(ut(Ç)) < \p o r 2(Ç)
q

Alors posons Ç = p 2(u ) , il est clair que = Ç , Cj = pc?(Ç) et on a
q

Ip O r (ç ) = 1(1 O r 2 o p 9(ut) < ^(ut) < \p o r 2(Ç)
q q q“ q

Donc Ç est une homotopie de id à pa qui préserve E2 .

Considérons maintenant l'inclusion canonique j : 2Z -»• ZZ 2 donnée par
_ q q^
k -» kq . Alors l'application p : Ej -* est "j-équivariante", c'est-à-dire

V g S , V x 6 Ej p(q*x) = j(g)*p(x)

et l'image par p de Fj , ensemble des points de E^ fixes par 2Z , est
q

contenue dans Fj, , ensemble des points de E2 fixes par j (ZZ ) .

De plus, soit Ç S F2 tel que a(Ç) = 0 , alors ip o r 2(0 >

> ip o r (a(O)
4

= 0 . Donc si on note Fj = £ Fj | a(Q = 0} on a pour

â

a < 0 une inclusion de E2 dans E2 - Fj , donc une inclusion

(E3 , E3 n F^) -* (E2-Fj , F2~F j )
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Proposition 3

H* (E2-FJ , F£-Fj) = H* r '(BZ ) / (H^_r (B ZZ 2) )
q2 q q

où r+1 = 2n et £+1 = 2n(q“-q+l) .

Rappelons (Lemme 1 du II) que

H (E, — {O} , F-{0}) = H (BZZ ) / (H (BS ))
ZZ 1 q q

q

ou m+1 = 2nq .

Alors l'application p : (E2-F{ 4 F2~FP ^ E ZZ (E l “ (0},F- {0})
q2 %

est induite par passage au quotient par l'application j : H (BS ,) + H (B 2 )
2 q

„. q n
Si on a pose n

H (BS 2) Z [ x,a ]/ (a )

on a

H* (B ZZ )
q

j (x) = y

zq [y,b ]/ (b*)

j (a) = 0

Démonstration :

La projection orthogonale sur (Fj) donne un isomorphisme

hz 2(vf; 4 f2~fp
q

E*ZZ ((Fp1-£°} ’ (Fj)1 nF2-{0})
q2

deor (Fj) nF2 = F est l'ensemble des points fixes de E2 par l'action
ZZ 2 , et sur (Fp^ - F l'action de ZZ 9 est libre. On a alors comme dans

q q"
la démonstration du Lemme 1 du III :
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4 ((F|) -{0} , F-{0}) * H*s (S£,Sr)
q2 q2

£ r

1 action de TL 2 sur S étant libre hors de S qui est l'ensemble des
q

points fixes. L'anneau de cohomologie cherché est alors isomorphe à

c4 (S£ - Sr) = TU H*s (S£~r_1)
q2 q2

T étant la classe de Thom du fibré

S£ - Sr / TL „ -* S£“r }2 ' Z 2
q q

obtenu par projection orthogonale sur F2, . L'action de TL sur F2- étant
libre, on a ^

H* (S£""r""^)~ H*(S£-r7k )
TL 2 p

H*(B TL 2) / (H£ r (B TL ))
q q

ce qui termine le calcul de H ^ (E2~Fj , F^-Fp .
q2

Calculons maintenant j . L '.application j : TL -> TL induit une
q 2

q

application de B TL dans B 2Z „ encore notée i .
q 2

q

Considérons le diagramme commutatif suivant

TL -*• TL
q J

q

1

„i id j
s s

d ' où

H* (B TL ) -K H* (B TL )
z . * q

q J

t t

H*(BS!) L+ H* (BS1 )
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comme H* (BS1) = H* (1?°°) -

image dans H (B 2Z ) (resp.
.* , s qZ
j (x) = y .

ZZ f t ]
q

(BS ))

où t est de dimension 2 , et son

est x (resp. y ). On a donc

En dimension 1 , comme H^*) s'identifie à Hom(7Tj(») , ZZ ) , j
en dimension un correspond à l'application Hom( TL TL )

q
Hom( ZZ , TL )

q q

induite par j . Il est immédiat de vérifier que cette application est nulle.

Donc j (a) = 0 .

Nous allons pour terminer, avoir besoin du Lemme suivant : soit X

un espace muni d'une action de G , X' muni d'une action de G' , h un

morphisme de G dans G' et une application h équivariante

(X,A) -* (X',A') . On note $ l'application (Xn,An) (X',,A',) induite
b b b b

par ip . Considérons les fibrés (X-,,A-,) -* BG et (X',,Ali) ->• BG' de
b b b b

fibres (X,A) et (X',A') respectivement ; et supposons que les suites

spectrales de ces fibrés (K^) et (Kp soient telles que

K2 - H*(X,A) ® H*(BG)
et

K2 = H* (X ',A') ® H*(BG')

Lemme 1 : L application ® h de K0 dans Kn induit une application
Z . _ 7

entre les suites spectrales et qui coïncide avec pour l = °o .

Démonstration :

C'est un corollaire immédiat du théorème 4 p. 82 de [BO 2 ].

Appliquons le lemme au cas où (X,A) = (E-{0} , F-{0})

(X',A') = (E2-Fj , F£-Fj) G = TL G' = 2Z £
q q
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h = j . Pour que les hypothèses du Lemme sur K? et soient vérifiées,

il suffit de prouver que ïï.(BG) et tt.(BG') opèrent trivialement sur

H (X,A) et H (X',A') (cf. [ BO 2 ] p. 78, Remarque). Or à homotopie près,

on a vu que 2Z et 2 9 opèrent sur (X,A) et sur (X',A') comme par
^ q

une action linéaire sur (Sm,S ) et (S ,Sr) . La connexité de S O(m-r)

et S 0(£-r) prouve que de tels actions sont homotopiquement triviales.

Les hypothèses du Lemme étant satisfaites, ses conclusions le sont aussi.

Examinons alors de plus près les suites spectrales et

Comme

H*(Sm,Sr) a TL
q

[A ] si * = r

- TL
q

[u ] si * = m-1

a 0 sinon

il est facile de voir, connaissant les termes et que

d^ = 0 si i j4 m-r

d est un isomorphisme de u ® H (BG)
m-r ,

sur X ® H +m r(BG)

Donc K s'identifie à un quotient de À @ H (BG) . Comme p H (S^Sr) ->

-* H^(Sm,Sr) envoie À' générateur de Hr(S^Sr) sur X , p ® j*
enverra X' ® z sur X ® j (z) , ce qui démontre la proposition.

Remarque :

Le lemme 1 de ce paragraphe appliqué à

G = G' = TL h = id (X,A) = (E-{0} , F-{0})

(X ’ , A1 ) = (E 1 - (0 } , F- {0}) OÙ E C Ef
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permet aussi de terminer la démonstration du Lemme I du paragraphe III.

On peut aussi grâce au Lemme 1 démontrer :

Lemme 2 : Considérons le diagramme commutatif suivant

H2Z 2<E2-F! • r2-pP
q

r\jk
4- p

a.

, E‘nFp
q

, <\jk
1 p

H
7L (E, -{0} , F-{0})

q 1 4 (EÎ * El 0 F)
q

oü a est un réel <0 et les flèches horizontales sont induites par
^ h

inclusion. Alors l'image par a~ de T' U xn est nulle si et seulement si

l'image par dj de T U yn l'est.

Démonstration :

Soit E_ l'espace L^( [0,T ] , ®3n) identifié à L"(S/TZ , ®3n) ce
. p,]

qui met en évidence l'action de S sur E^ . Soit F" = { u G E,, | u est
rn ^

— -périodique} . On a les applications r : E, E» et p : E- -» E. .
q q * 5 q ^ j

Comme à la proposition 2 , r et p envoient E^ dans e!T et E^ dans
a a - q q 5 5

E (où E_ = {u G E_ I i|/(u) < a} ) et p or = id , r o p est
i 3 3 a q q q q

homotope à l'identité dans E^ •

De plus r^ est h équivariante où h désigne l'inclusion 7L -*• S ^ .
On peut alors définir des applications

H!l(E3 ’ E3 nFP - 4(E3a»E5nE2>
S q

4 K > Eîn F)
q



La flèche
^ 3. 3. •

-* H (E , E H F) est un isomorphisme
uj 1 1

q

4 <E3 ’ E3 0 FP
q

car Ef E~ et Ef H F -* E_ H F" sont des homotopies d'équivalence 7L
13 1 3 a q

équivariantes, et on conclut par le lemme des cinq. Il est clair qu'on a des

assertions analogues pour E2 > et au total la flèche

r H* (Ej; , E* n pp * K% (E* , n F)
q2 q

s'identifie à la flèche

4 2(E3 * E3nF2>
q

4 (E3 « E3 n F2)
q

La démonstration du sous-lemme suivant sera donnée en appendice à la

fin du paragraphe.

Sous-lemme : Soit X un espace muni d'une action de S^ . On considère

Z C 7L „ C S1 . Alors on a des isomorphismes
q 2 v

q

H*^ (X) ’ a H* j (X) ® H* (S1)
q s

H* (X) S H*. (X) ® H*(s1)
2 S

q

et l'identité induit une application H (X) -* H (X) qui s'identifie
LLt r\ LLi

2 q
q n

à id ® v (où v = id sur H°(S ) , v = 0 sur (S1) ).

Comme H (X,Y) - H (X/Y) 0 H (pt) on peut appliquer le sous-lemme

au paires. Le lemme 2 sera démontré si on prouve que a*(T' U x^1) identifié

à un élément de H*s (E^ , E^ H Fp est dans l'image de (E* , E^ H F2")
q2 s

^ ^ tl
ou encore que a9(T' U x ) est dans l'image de :
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(r > E^Fp - H*z <E2’E2°FP
Go Z

q

r\jjf
En effet sur ce facteur, le sous-lemme nous dit que p correspond à l'identité

Maintenant, notons Fy = { u G E^ | p u = 0} ,.on vérifie que
n Fj = 0 si a < 0 .

Une démonstration pratiquement identique à celle de la proposition 3

nous donne H j (E^-F" , F^-F") - H ‘(BS ) et une application
S

Hgl (E3-FÏ • F2-FP * 2(E2-F1 F2-F!>
q

induit» par k : H (BS^) -> H (B 7L ) c'est-à-dire, vu que. X*1 est égal
^ ti ' h 1 ^

à k (t ) qüê T' U x -est image de T" U t . On a donc le diagramme

azî 2<vf; f2-fp
q

t

a„

HZ „ (E2 * E2 nF2}
z

q

t (D

Hs,«3-FÏ • F2-Fï) H*!(E“ , E* n F")
S

if ^
qui prouve que a»(T U x ) est dans l'image de (1). Ceci termine la démons

tration.

Le corollaire suivant est alors évident :

Corollaire : Une orbite critique dans est associée à T U y

seulement si son image dans E^ est associée à T ' U x*1 .
si et
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Soit alors b a tels que dans E3 - E il y ait un unique cercle

critique d'indice i . Supposons i impair et le cercle critique associé à

T' U x^1 dans E2 , donc à T U dans Ej . On a alors un diagramme
commutatif

H*z"VsI>
q

V 4

0' p T*

4 2®2
q

E3 U F")

i P

H^CS1)
q

0°T 4(E3,E3UF)
q

où T' et T désignent les isomorphismes de Thom H 3(sS H* (a)
• • • b 3.

et a induite sur les paires E C E

Maintenant les cercles critiques sont T' U x^1 et T U y*1 critiques,
donc T et T' étant des classes de dimension r+1 = 2n paire, T' U xn

et T U seront aussi de dimension paire. 11 s'ensuit que T' U doit

être image par 0' o t' d'un élément a de hL, (S*) . La commutativité
Æ 2

du diagramme implique alors ^

(0 o t) v(a) = p*(0' o t')a = T U yk

Mais v(a) = 0 ', c'est absurde.

On a donc démontré

Proposition : Une orbite T U y critique de Ej est nécessairement
d'indice pair.

On a maintenant complété la démonstration du Théorème 1.
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Démontrons le sous-lerame :

Sous-lemme : Soit X un espace muni d'une action de S* . On considère
ZS C Z C S1 . Alors on a des isomorphismes

q q2

H*a (X) - H*! (X) ® H* (S1)
q S

H* (X) - H*. (X) ® H* (S1)
^2 S1

q

et l'identité induit une application H* (X) -> H* (X) qui s'identifie
LLi ^

à id ® v . q" ^

Démonstration :

On a trois fibrés :

X x E

1

X x E / TL

X
1

X x E / 2Z

Les suites spectrales associées ont pour terme d'ordre 2

S„ - H*(X ) ® H*(S1)
S

~ H*(X j) © H*(S 1)

S" - H*(X ) © H^CS1)
s1

(voir [BO 2 ] p. 78, Remarque).
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les applications X x E •>

sur la base et un revêtement

tions induites S^' -* Sj -* S£

alors de prouver que d^ =.

X x E / ZZ X x E / 2Z „ induisent 1'

’ q2
à q feuillets sur la fibre, donc les

correspondent toutes deux à id © V .

identi té

applica-

II suffit

Mais il est clair que seuls di et d" peuvent être non nuis, il
2

suffit donc de prouver d^ = 0 , d^ = 0 . Or id ® v : ^ S doit

commuter avec d£ et d^ , c'est-à-dire d7 (id ® v) = (id ® v)d^ mais l'image

de d^ est dans H*(X ® 1 donc (id ® vOd^z) = 0 entraîne d^(z) = 0 .
S *

D'autre part d„ est nulle sur H (X .) ® 1 donc d„(id ® v) =0 .
S1

On a donc dj, = 0 . De même on aurait d^ = 0 .



V . Comportement de l'indice par itération.

Soit ip notre fonctionnelle, v une solution de ip’ (v) = 0 , on a

alors

V(v)(u,u) =
rT

[ (Ju,Mu) + (^(t)_1 Ju , Ju)] dt (1)
v O

IL(t) = H" (x(t) ) + Kl et x(t) + KJx(t) = v(t)

Il est clair que l'indice de ip" (v) dépend de K , on va montrer :

Lemme I : Notons i (K) l'indice de ip" (v) , alors on peut écrire

ou

i (K) =
n.

2n E
KT

2tt
- n + is

où i ne dépend que de l'orbite périodique.

Démonstration :

On peut identifier i (K) à l'indice sur H^QR/T2Z , jR?n) de

fl

[ (Jy-Ky,y) + (H^t) 1 (Jy-Ky) ,Jy-Ky) ] dt

Commençons par prouver que cet index ne dépend que du produit KT .

Soient T , T' deux périodes propres T = aT' . Si x est une solution T
«

périodique de x = JVH(x) on a que px(at) est une solution T' périodique

où p est tel que, apVïï(x) = VH(px) . Considérons alors la forme

rT'

[(Jy-Ky,y) + (H"(px(at)+K) 1(Jy-Ky) , Jy-Ky)] dt

et faisons le changement de variable u = ta , on obtient alors :

(1) En fait tp n'est pas C“ , mais ce que l'on note \p" vérifie

(\p o rq)"(Ç) (n,n)
critique de \p o r

(4j o r )"(Ç)(n,n) = ^"(r (£)) (r' (Ç)n,r' (Ç)n) si £ est point
H H H H



T

Jay-Ky)] dt
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[ (Jaÿ-Ky,y) + (aH"(x(u))+K) '(Jay-Ky) ,

en rappelant que aH"(x) = H'(px) . Notre forme s'écrit à un facteur près

[ (jÿ- f y.y) + (0"(x(u))+ |) (jy- | y) , Jy- ~ y) ] dt
O

Ceci prouve donc que les formes quadratiques attachées au couples (K,T')

et f— , T'al ont même indice.
'-a 1

Revenons maintenant à la forme

QK(y) = [ (Jy-Ky,y) + (H^ ( t)) 1 (Jy-Ky) , Jy-Ky) ] dt

• — 1 •

Rappelons que les solutions de y + H^(t) (Jy-Ky) s'identifient à
celle du problème

(1)

y = JH"(x(t))y

y(0) = y(T)

et sont dans le noyau de la forme quadratique considérée.

KT
On va montrer que si — (£ ZL les solutions de (1) sont tous les

KT ^ **
éléments du noyau, et si S ZZ , il faut y ajouter les solutions de

Jy - Ky = 0 y(0) = y(T)

soit

y(t) = e KJt y(0)

Notons

plication par

A l'opérateur

Ejç(t) , notre

Ay = y + KJy , et

forme quadratique s

Hjç l'application de multi-
écrit :
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[ (JAy,y) + (iÇ1JAy , JAy)] dt
o

fT

J O
((JA + JAHK!JA)y , y) dt

JA + JAH^ JA étant autoadjoint, le noyau de notre forme s'identifie à celui

de JA + JAlÇ!JA = JA(I + H^JA) .

Lorsque

donc celui de

KT a, .
7- 2Z , A est inversible, le noyau de notre forme est

I + kJjA , qui est constitué par les solutions de (1).

z(t)

KT
Si £ TL , le noyau de A est constitué par les fonctions

-KJt — i

= e zq , l'équation JA(I + JA)y = 0 équivaut donc a.

y (I + H^JAjy =
-KJ t

e z

soit, posant y = y
-KJ t

e z
o

(I + HK1JA)y = 0

et donc y est solution de (1), le noyau de notre forme est donc somme

directe de e C ]R^U et de l'espace des solutions de (1). Pour vérifier

que la somme de ces espaces est bien directe, il suffit de voir que
_KJt

y(t) = e yq n’est pas solution de (I), or cela entraînerait (H"(x(t))+KI)y
= 0 ce qui contredit l’hypothèse que (H"(x(t))+KI) est définie positive.

KT
Maintenant, lorsque K varie sans que passe par une valeur

entière, le noyau de est constitué par les solutions de (1), et son

index reste constant car on voit aisément que les valeurs de K dont l’index

de CL, est donné forment un ensemble ouvert et fermé. Par contre lorsque K
^ 2Trh

franchit une valeur - , h G TL , voyons comment varie l’indice. Il suffit



54

d K -KJt
pour cela de calculer — Q (y) pour y(t) = e y (si y est solution

ck - o

de (1) Q^y) reste nul) or

die q (y)

-KJ t
donc si y = e y

rT
(y,y)dt + un terme ayant Jy-Ky en facteur

o

=

Ceci permet de dire que la

du Lemme 1.

J o

(y.y)dt = - T|yor < 0

variation de l'indice est +2n, d'où la formule

Soit maintenant x une solution T périodique de x = JVH(x) .

Alors pour k S N , x^(t) = px(kt) est aussi T périodique, et c'est une

solution de x = JVH(x) si kpVH(x) = VH(px) . L'indice de x^. est celui de

or

-1

Qk(y) = [ (Jy-Ky,y) + ((H"(xk(t))+KI) (Jy-Ky) , Jy-Ky)] dt

H"(px(kt)) = k H"(x(kt))

effectuons le changement de variable u = kt , on aura

(y) =

kT
-1

(Jky-Ky,y) + ((kH"(x(u))+KI) (Jky-Ky) , Jky-Ky)] dt
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Soit à un facteur près

rkT

I (Jy~ £ y.y) + 0^(0 1 (jy- | y) , Jy- - y)] dt
k

Le Lemme 1 nous dit comment l'indice de cette forme dépend de K .

Pour comparer les indices de et de Qj , il suffit de comparer l'indice
de Q. à celui de

pk(y) -
kT

-1

((Jy-Ky,y) + (H^(t) (Jy-Ky) , Jy-Ky)] dt

Proposition 1 :

Par oj © (E , |(jü| = 1 , posons

Alors

H1 = { x S H1 (IR/kT 2Z , Œ2n) I x(t+T) = u x(t)}
CO

H1 OR/kT TL , (E2n) » ,© H1
k . cj

co =1

et les H sont orthogonaux pour P

Démonstration :

Cf. [E ] p. 50, on ne démontre que l'orthogonalité des H pour P

Or si y £ h' , z G h' , oj / p
J u ’ p

kT

(Jy-Ky,z) + (H^(t) '(Jy-Ky) , Jz-Kz)] dt

k rT
r m -m

L w P
m=l

-l

[(Jy-Ky,z)+(HK(t) (Jy-Ky),Jz-Kz)] dt

= 0 si ojp / 1
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On note P, la restriction de P, à H , j (to) l'index de P,
k,oj k u) k,oi

m(o)) sa nullité ; et les indices et nullités de P^ . On a alors

1 J
(a =1

mk = J m(ü))
w =1

Définition : i^ et n^ sont les indices et nullités de

Ainsi comme P^ ^ s'identifie à k Qj on a j(l) ij » m(D = n j

—iKT
Supposons a) £ e on a

u(t) = e
-KJ t

t

^Kjs ^y(-s)^s + y(0)

d ' où

y(T) = e
-KJT eJKS ^y^g^g + y(Q)

si y(T) = y(0) on a donc

(ui eKJT - I) y(0) KJs . / \ i
e Ay(s) ds

2 2
et la donnée arbitraire de Ay G L ( [0,T ], Œ/n) nous permet de récupérer

y . Alors

T Pvk k,oj

T I-

' -KJ t [ KJ s. f \ , -KJt, KJT
JAy(t) , e e Ay(s)ds + e (ooe -I)

T -KTs '
e Ay(s)ds dt +

-1

(^(t) JA (t) , JAy (t) ) dt

T t

JAy (t) , e KJt f eKJSAy(s)ds + H^Ct) 1 JAy (t)
o

dt

f. fT KJtA , . , , KJT TV
+ |J I s Ay (t) dt , (eue -I)

J o

KJt. '
e Ay(t) dt
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Or une variation de l'indice de 7- P. (on peut considérer ces formes toutes
2 2n k k,a)

définies sur L ( [0,T ] , (E ) par la donnée de Ay ) n'est possible que si

y- P, a un noyau, et si celui-ci est unidimensionnel, le changement d'indice
K KjtiJ ^
est donné par - sgn -77 P .. .

^ e d6 , 10
k,e

D'après le calcul de 7- P. celui-ci est somme d'un terme indépendant
T k k,oj
ri „T „ Trr, , fT „Ti 'i

de t) et de J
KJ s . , , ( KJT _.-l

e Ay(s) , (coe -I)
KJt

e Ay ( t) dt

2n

Décomposons Œ en la somme directe des sous-espaces propres de J
. „ ^ • . . /— 2n — >

associes a +1 et -1 . Si y (E on note y = y + y ou Jy = îy ,
"T* ~’ + "4"

Jy_ = -iy_ •

On a alors

, KJT t i(9+KT)
(w e - I)y+ = (e - l)y+

, KJT , i(0-KT) ..
(w e - I)y_ = (e - l)y_

d , ia ,N-1 1
et — (e -1) =

da 1 - cos a
d ' où

_d_
de

T , KJt. , , KJT _.-l
J I e Ay(t)dt , (coe -I) eKJ't:Ay(t)dt

- 1

(J, ) " (J „ )
1 - cos (0+KT) z+’z+ 1 ~ cos (0-KT) v z_,z

ou

z =
KJt 4 / \ j

e Ay(t) dt .

Kjt KJT
Or on a vu que z = (we" -I)y(O) et comme (ue -I) respecte les

s.e.v. propres de J

, KJT T\ . i(0+KT) .. .
î+ = (me -I)y+(0) = (e -l)y+(0)
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, KJT , i(0-KT) , v
z_ = (aie -l)y_(0) = (e -l)y_(0)

et utilisant l'égalité |ela-l|^ = 2(1 - cos a) on a

V-'TÔ-sW) (JVZJ- “2i(Jy+(0) ,y+(0)) - 2(y+(0),y+(0))

""cô's ('e+KT) (Jz-'z-> -2i(Jy_(0),y_(0)> - 2 (y_ (0) ,y_(0) )

d ' où

sgn ^ p iQ (y) = - s8n i(Jy(0),y(0))
k,e

Soit R (T) le linéarisé du difféomorphisme de premier retour, autrement dit

R(t) = JH"(x(t))R(t) et R(0)=I, il est facile de voir que y est dans le noyau
i0

de P si et seulement si R (T) y(0) = tay(0) (ta = e ) . D'après ce qui
K, e1

précède si ta est valeur propre simple, la variation de l'indice de P
k,e10

est l'opposé du signe de Krein du vecteur propre associé. Par perturbation,

on voit que si ta est une valeur propre de type (p,q) (Cf. [E ] p. 53) la

variation d'indice sera q-p . D'où la

Proposition 2 : L'application j est constante par morceaux, et ses points
-u

de discontinuité autres que ta = e“ sont les valeurs propres de R(T) .
iiKT

Si ta t4 e~ est une valeur propre de R(T) , on a

Aj (ta) = q - p si ta est de type (p,q)

lim j (e1£) = E (-y) + i. si ta = 1 et d = dim ker (R-I)^n
e ^ 0 “

KJT
Examinons maintenant le cas où tae - I n'est pas inversible. On

pourra supposer que ta n'est pas valeur propre de R(T) , sinon par pertur

bation on verra que les différentes contributions s'additionnent.
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i0Q
Calculons la variation d'indice de P. pour ùo = e où

k,co r o

9 = - KT [ 2tt ] . Soit y S h) , alors giôt/T G H^.. et on a défini un
o 1 10

1 1 6
isomorphisme de H, sur H .. . On a alors

1 10

„ , i0t/T .
p i0 C« y) -
k,e

(i Y Jy + Jy - Ky , y) dt

(l^Ct) 1 (i § Jy + jÿ ~Ky) > i- Jy + Jy - Ky) dt.0

Le noyau de P . est constitué par les éléments de la forme y(t) =

iKt ke10 d
= e y(0) où on a y(0) = y, (0) . Calculons pour un tel y -p- P .^(y)

+ d0 , i0 J
k, e

en 9 = 9q . En utilisant l'expression précédente de P^ mais avec

9 = - KT au lieu de 9=0 on voit immédiatement que
o .

_d_
de

i (Jy (0) ,y (0) ) i(Jy(0),y(0)

- Il y (0) !l2

car y(0) = y+(0) .

Donc l'index augmente de n en passant par cüq . On verrait de même
qu'il diminue de n en passant par co . En résumé

Proposition 3 : Les points de discontinuité de j sont les valeurs propres
~iKT — iKT

de R(T) et les points coQ = e , ojq = e .De plus on a

. si wj4 l jj<oQ Aj (to) = q - p

si o) est de type (p,q)

. si (p = 1 et d = dim ker (R(T)-I)n on a

lim j (co) = E (y) + ij
co + 1
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. si ca = 03, Aj (oj_) = + n

03 = 0), Aj (ü3q) = - n

Enfin on a bien sûr j(l) = i^ .

Notons que lorsque co -* 1 on retrouve les résultats de [E ] p. 53-54,

Maintenant

\ * 5c *n *> * ©

Jk+ “ *> * ©

Remplaçons alors j par la fonction j suivante

Définition :

jsd) =
. s

ll

A j s (tu) = Aj (oj) SL 0) 5= 03 ,0)
0 O

Aj (ü3 )
& O Aj (o3q) -n

Aj (03Q)+n

Alors

kL.jS(a)) = j + kl „(j g (u)-j CW))
03 = 1 03* = 1 03 =1

or

js(i)-ja) - v-i, - - 2» î© ^

Supposons par exemple que 0q = Arg 03q vérifie 9q £ [ 0,tt
0 S [ —n,0 ] se traite de la même façon) alors on a

o

(le cas où

j (03)-j (oi) j ,(D-j(D si oj = e
iS

-9 < 9 < 9
O O

j s (w) — j (03) • = j s ( ! ) - j ( 1 ) +n sinon
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Or dans ]-0^,8^ [ il y a exactement 2 ^
2kir

o o

ke

2TT
- i points de la forme

donc

Or

donc

et

d1 où

k_,co =1

r „ rk0 ^ \

jg (co) j (co) = k(js (l)-j (l)+n) - n i2 i *1 - 1

= - 2nk e(—) + kn + n - 2n £
k0

2tt

KT _ p ('KT'n
e

- i + 02tt ^ 2tt^ 2tt

k KT k F rKTi - k +
K 0 — K. ht

2tt ^2tt> k +

*(*§> - * *© -

- ** »©
. rk6

-

= n -

. s

" \

o

2tt

k6

2tt

+ (k+l)n

KT'U

2tt

On a donc

Proposition 4

ou

. s

Lk J, js(w)
OJ =1

Aj (co) = q ~ P si a) ï 1

est une valeur propre de R(T) de type (p,q) au sens de Krein

lim j (co)
, s

ü) -* 1

• s _ .'d'»
a 1 + E [—J
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Ceci démontre que dans le cas étoilé, l'indice se comporte comme dans

le cas convexe. Plus précisément, dans le cas convexe, l'indice de Morse

d'une solution défini dans [E ] égale iS-n . Dans le cas convexe et dans
.S . .s

le cas étoilé, la formule d'itération donnant i^ à partir de i^ et de
R(T) est la même. Les démonstrations du § V de [ E ] n'utilisant rien d'autre

que cette expression pour établir qu'en cas de non résonnance il y a une

infinité d'orbites géométriques, ces démonstrations restent valables dans
.S

le cas étoilé, pourvu que i -n soit positif.

Enfin comme au § VI de [ E ] on noit que la condition de non résonnance

est générique. Ceci termine la démonstration du théorème 2.
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L'objet de ce travail est l'étude des solutions périodiques

des systèmes hamiltoniens sur une hypersurface d'énergie
étoilée.

On étudie pour cela une réduction à la dimention finie d'une
fonctionnelle d'action duale.

Des résultats cohomologiques permettent de trouver par
minimax une famille de points critiques d'indices donné. Une

formule d'itération de l'indice d une orbite critique permet dans

certains cas de conclure à l'existence générique d'une infinité
d'orbites critiques.


