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Résumé. — Sur un corps de fonctions d’une variable sur le corps des com-
plexes, l’approximation forte hors d’un ensemble fini non vide de places vaut
pour tout espace homogène d’un groupe semi-simple simplement connexe. En
particulier l’approximation forte hors d’un ensemble fini non vide de places
vaut pour les quadriques affines lisses de dimension au moins 2 sur un tel
corps. L’approximation forte hors d’un ensemble fini de places ne vaut pas
pour le groupe multiplicatif.

Abstract. — Let K be the function field of a curve over the complex field.
Let X be a homogeneous space of a semisimple linear algebraic group over K.
Strong approximation holds for X outside any finite nonempty set of places of
K. Strong approximation fails for tori over K.

1. Introduction

Sur un corps de nombres, l’approximation faible, resp. l’approximation forte,
ont été depuis longtemps discutées pour les groupes linéaires connexes, leurs
espaces homogènes, et certaines variétés rationnellement connexes. Cette étude
va de pair avec celle du principe local-global pour l’existence de points ration-
nels, resp. de points entiers. Sur un corps de nombres, on sait qu’une condition
nécessaire pour qu’une variété lisse satisfasse l’approximation forte est qu’elle
soit géométriquement simplement connexe (Kneser [9] pour les groupes, Min-
chev [10] en général).

Depuis une dizaine d’années, les techniques de déformation de courbes en
géométrie algébrique complexe sont appliquées à l’étude de ces questions pour
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les variétés rationnellement connexes définies sur un corps K = C(Γ) de fonc-
tions d’une variable sur les complexes, situation a priori plus simple que celle
des variétés sur les corps de nombres. Dans l’article récent [1], Chen et Zhu
établissent l’approximation forte sur K pour le complémentaire d’hypersur-
faces lisses dans les intersections complètes lisses dans un espace projectif,
sous certaines conditions sur les multidegrés.

Un cas très particulier de leurs résultats est celui des quadriques affines
d’équation

∑n
i=1 aix

2
i = b, avec les ai et b dans K∗ et n ≥ 4, pour lesquelles

ils établissent l’approximation forte, et en particulier un principe local-global
pour les points entiers, analogues d’un résultat de M. Kneser sur les corps de
nombres.

Pour les espaces homogènes de groupes linéaires connexes sur K = C(Γ),
avec P. Gille nous avons établi l’approximation faible [2]. Un théorème général
de Kneser [9] et Harder [7] donne l’approximation forte (en dehors d’un en-
semble fini non vide de places) pour les groupes semi-simples simplement
connexes (Théorème 3.1 ci-dessous). La question de l’approximation forte ne
semble pas avoir été étudiée pour les autres groupes linéaires et leurs espaces
homogènes.

Dans cette note, je remarque que pour K = C(Γ) l’approximation forte hors
d’un ensemble fini non vide de places vaut pour tout K-groupe semisimple
et plus généralement pour tout espace homogène d’un K-groupe semi-simple
(Théorème 3.4). La démonstration combine le théorème 3.1 avec un théorème
(Théorème 3.3) dont la démonstration était déjà essentiellement dans [2], et
qui repose sur le théorème d’existence de Riemann.

Dans le cas particulier des quadriques affines mentionné ci-dessus, ceci donne
l’approximation forte et le principe local-global pour les points entiers pour
n ≥ 3 (Corollaire 4.1, dont la démonstration n’utilise que le théorème de
Harder).

On voit par contre facilement que l’approximation forte est en défaut pour
le groupe multiplicatif Gm,K .

Je remercie G. Lucchini Arteche, C. Demarche, P. Gille, D. Izquierdo et le
rapporteur pour diverses remarques.

2. Définitions et rappels

Soit T un schéma de Dedekind intègre, de corps des fractions K. Pour P
point fermé de T on note RP le complété de l’anneau local de T en P et KP

le corps des fractions de RP . On note AK l’anneau des adèles de K. Pour
S ⊂ T un sous-ensemble fini, on note ASK l’anneau des adèles hors de S. Soit
X une K-variété lisse. Pour tout point fermé P ∈ T , on munit X(KP ) de la
topologie définie par celle de KP . On note X(AK) l’espace topologique des
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points adèliques de X. Pour un sous-ensemble fini S ⊂ T , on note X(ASK)
l’espace des points adéliques hors de S.

Pour S ⊂ T sous-ensemble fini, on dit que la K-variété X satisfait l’approxi-
mation forte sur T hors de S si l’image diagonale de X(K) est dense dans la
projection sur X(ASK) de X(AK). En d’autres termes, si X(AK) est non vide,
alors X(K) est non vide et son image diagonale dans X(ASK) est dense. Si la
propriété vaut pour S = ∅, on dit que X satisfait l’approximation forte sur T .

Si la K-variété X satisfait l’approximation forte hors de l’ensemble fini S,
alors elle satisfait l’approximation forte hors de tout sous-ensemble fini S′ ⊂ T
contenant S.

Soit K un corps. Un K-groupe réductif connexe G est dit quasi-déployé s’il
possède un K-sous-groupe de Borel. On a le théorème suivant (M. Kneser [9,
§5], G. Harder [7, Satz. 2.2.1]).

Théorème 2.1. — Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des frac-
tions et G un K-groupe semi-simple simplement connexe quasi-déployé. Alors
l’approximation forte sur Spec A vaut pour G.

Un K-groupe semisimple G est dit presque K-simple si son revêtement
simplement connexe ne se décompose pas en un produit de K-groupes. Un
K-groupe semisimple G est dit absolument presque K-simple si, sur toute ex-
tenson de corps L/K, le L-groupe G×K L est presque L-simple. Un K-groupe
réductif connexe est dit K-isotrope s’il n’existe pas de K-homomorphisme non
trivial du groupe multiplicatif Gm,K dans G. L’énoncé suivant est dû à P. Gille
[5, Corollaire 5.11]. On peut montrer qu’il généralise le théorème ci-dessus.

Théorème 2.2. — Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des
fractions et G un K-groupe semi-simple simplement connexe absolument
presque K-simple K-isotrope. Supposons la K-variété G K-rationnelle, ou
plus généralement rétracte rationnelle sur K. Alors l’approximation forte sur
Spec A vaut pour G.

3. L’approximation forte pour les groupes semi-simples et leurs
espaces homogènes sur le corps des fonctions d’une courbe

algébrique complexe

Théorème 3.1. — Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, soit
K = C(Γ) son corps des fonctions. L’approximation forte hors de tout en-
semble fini non vide S ⊂ Γ(C) vaut pour tout K-groupe semi-simple simple-
ment connexe G.

Démonstration. — Le corps K = C(Γ) étant un corps C1 (Tsen), tout K-
groupe G est quasi-déployé (Springer [12, Prop. 1.1, Prop. 1.2] ; voir [11,
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III.2.3] pour le cas général de la conjecture I de Serre, établi par Steinberg).
Le théorème 2.1 (Harder) s’applique donc à l’ouvert affine Γ \ S, qui est le
spectre d’un anneau de Dedekind, et établit le résultat pour G. �

Proposition 3.2. — (i) Soit F = C((t)). Pour tout module galoisien fini µ
sur F , de dual le module galoisien fini µ̂ = HomZ(µ,Q/Z(1)), l’accouplement
évident

H1(F, µ)× µ̂(F )→ H1(F,Q/Z(1)) = Q/Z

est une dualité parfaite de groupes finis.
(ii) Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, et soit K = C(Γ).

Pour tout module galoisien fini µ sur F , de dual µ̂ = HomZ(µ,Q/Z(1)), on a
une suite exacte naturelle

H1(K,µ)→
⊕

P∈Γ(C)

H1(KP , µ)→ Hom(µ̂(K),Q/Z)→ 0,

chaque application H1(KP , µ)→ Hom(µ̂(K),Q/Z) étant donnée par la flèche
composée H1(KP , µ) → Hom(µ̂(KP ),Q/Z) → Hom(µ̂(K),Q/Z) et étant en
particulier surjective.

(iii) Soit S ⊂ Γ(C) un ensemble non vide, et soit µ comme ci-dessus. L’ap-
plication diagonale

H1(K,µ)→
⊕
P /∈S

H1(KP , µ)

est surjective.

Démonstration. — L’énoncé (i) résulte simplement du fait que le groupe de

Galois absolu de C((t)) est Ẑ (Puiseux), engendré topologiquement par un
élément σ, donc que H1(F, µ) = µ/(1− σ)µ.

Pour µ = µn le groupe constant défini par les racines n-ièmes de l’unité,
l’énoncé (ii) résulte, via la suite de Kummer, du fait que le groupe des C-points
de la jacobienne de Γ est divisible.

Pour µ quelconque, l’énoncé (ii) est un théorème de type Poitou-Tate qui ne
semble pas avoir été explicité dans la littérature classique. C’est maintenant
le cas le plus simple (d = −1) d’un théorème d’Izquierdo sur les courbes sur
les corps d-locaux (Izquierdo [8, Thm. 2.7]), étendant des résultats sur les
cas d = 0 [3] et d = 1 [6, §2]. Nous laissons au lecteur le soin d’adapter les
arguments de ces articles au cas plus simple ici considéré.

L’énoncé (iii) résulte de l’énoncé (ii). �

L’énoncé (iii) est un cas particulier de l’énoncé suivant, qui sera utilisé pour
la démonstration du théorème 3.4.
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Théorème 3.3. — Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, et
soit K = C(Γ). Soit S ⊂ Γ(C) fini non vide. Pour tout K-groupe linéaire G,
l’application diagonale

H1(K,G)→ ⊕P /∈SH1(KP , G)

est surjective.

Démonstration. — La somme directe désigne ici le sous-ensemble du produit
des ensembles pointés H1(KP , G) formé des éléments {ξP } avec ξP = 1 pour
presque tout point P . Soit {ξP } ∈ ⊕P /∈SH1(KP , G). Il suffit de suivre la
démonstration du théorème 4.2 de [2]. On commence par se réduire au cas où G
est un K-groupe fini. On peut supposer que S est réduit à un seul point P0. On
choisit ensuite un ensemble fini T ⊂ Γ(C), contenant P0, de complémentaire
U ⊂ Γ tel que G/K s’étende en un U -schéma en groupes fini étale G sur U , et
que ξP = 1 pour P /∈ U . On considère ensuite l’extension L/K maximale non
ramifiée en dehors de T . La démonstration de [2, Thm. 4.2], qui repose sur le
théorème d’existence de Riemann, produit η ∈ H1(L/K,G(L)) ⊂ H1(K,G)
d’image ξP pour P ∈ T \ {P0}. Pour P /∈ T , l’image de η est 1 ∈ H1(KP , G),
puisque η est dans l’image de H1

ét(U,G). �

Théorème 3.4. — Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, et
soit K = C(Γ). L’approximation forte hors de tout ensemble fini non vide
S ⊂ Γ(C) vaut pour tout espace homogène d’un K-groupe semi-simple G.

Démonstration. — Soit X un tel espace homogène. Comme on n’a fait aucune
hypothèse sur les stabilisateurs géométriques, on peut supposer G simplement
connexe. On sait que l’on a X(K) 6= ∅. On a donc X = G/H pour H ⊂ G un
K-sous-groupe fermé. Comme G est linéaire connexe, les ensembles H1(K,G)
et H1(KP , G) sont réduits chacun à un point. On a des suites exactes d’en-
sembles pointés ([11, I.5.4, Prop. 36 et Cor. 1]) :

G(K) −→ X(K) −→ H1(K,H) −→ 1y y y
G(AP0

K ) −→ X(AP0
K ) −→ ⊕P 6=P0H

1(KP , H) −→ 1.

Le théorème 3.3, une chasse au diagramme et le théorème 3.1 (approximation
forte pour G semi-simple simplement connexe) donnent alors l’approximation
forte pour X hors de la place P0. �

Remarque 3.5. — Le théorème 3.1 et la proposition 3.2 suffisent à établir le
théorème 3.4 pour les espaces homogènes X = G/H dans les cas suivants :

(i) X = G avec G semi-simple, et plus généralement :
(ii) X = G/A avec G semi-simple simplement connexe et A sous-K-groupe

abélien fini.
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(iii) G semi-simple et H connexe.
Le théorème 3.3 permet de traiter le cas d’un groupe d’isotropie H quel-

conque.

Remarque 3.6. — Sur un corps de nombres, un groupe non simplement
connexe ne saurait satisfaire l’approximation forte hors d’un nombre fini de
places (Kneser [9]). Plus généralement, Minchev [10] a montré que si une
variété normale sur un corps de nombres satisfait l’approximation forte hors
d’un nombre fini de places, alors elle est géométriquement simplement connexe.
La situation sur K = C(Γ) est différente, comme l’ont déjà remarqué Chen et
Zhu [1, Cor. 1.5 et §5].

4. Applications aux quadriques affines et aux complémentaires de
quadriques dans l’espace projectif

Pour n ≥ 4, l’énoncé suivant est un cas particulier d’un résultat de Chen et
Zhu [1, Thm. 1.4].

Corollaire 4.1. — Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, soit
K = C(Γ) et soit S ⊂ Γ(C) fini non vide. Soient n ≥ 3 et q(x1, . . . , xn) une
forme quadratique non dégénérée sur K. Soit b ∈ K∗. L’approximation forte
hors de S vaut pour la quadrique affine d’équation q(x1, . . . , xn) = b.

Démonstration. — Comme il est bien connu (cf. [4, §5]), la quadrique affine
sur K = C(t) donnée par l’équation q(x1, . . . , xn) = b pour n ≥ 2 possède
un K-point et pour n ≥ 3 peut s’écrire, après choix d’un K-point, comme
quotient du groupe des spineurs de la forme quadratique q par un K-groupe
linéaire connexe (tore pour n = 3, groupe semi-simple simplement connexe
pour n ≥ 4). L’énoncé est alors un cas particulier du théorème 3.4 – pour G
semi-simple simplement connexe et H connexe, si bien que le résultat ici est
une conséquence directe du théorème 3.1. �

Corollaire 4.2. — Soient n ≥ 3 et b1(t), . . . , bn(t) ∈ C[t] des éléments non
nuls. Pour b(t) ∈ C[t], l’équation

n∑
i=1

ai(t)xi(t)
2 = b(t)

a des solutions avec xi(t) ∈ C[t] si et seulement si elle a des solutions modulo
toute puissance de

∏n
i=1 ai(t).

Remarque 4.3. — Sur un corps de nombres totalement imaginaire, pour une
quadrique affine d’équation q(x1, . . . , xn) = b, avec q forme quadratique non
dégénérée et b ∈ k∗, l’approximation forte vaut si n ≥ 4, mais ne vaut pas en
général pour n = 3 (cf. [4]).
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Théorème 4.4. — Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, soit
K = C(Γ) et soit P0 ∈ Γ(C). Soit G un K-groupe linéaire. Soit X une K-
variété lisse géométriquement intègre et Y → X un torseur sur X sous le
K-groupe G. Si pour tout 1-cocycle ζ ∈ Z1(K,G), l’espace total du torseur
tordu Y ζ satisfait l’approximation forte hors de P0 et satisfait Y ζ(KP0) 6= ∅,
alors X satisfait l’approximation forte hors de S.

Démonstration. — Ceci se déduit du théorème 3.3 par le même argument que
pour le théorème 3.4. �

Pour n ≥ 3, le corollaire suivant est un cas particulier de [1, Cor. 1.5].

Corollaire 4.5. — Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, et
soit K = C(Γ). Soient n ≥ 2 un entier et q(x0, . . . , xn) une forme quadratique
non dégénérée sur K. Soit X le complémentaire de la quadrique q = 0 dans
Pn
K . Pour tout ensemble fini non vide S ⊂ Γ(C), l’approximation forte hors

de S vaut pour X.

Démonstration. — Soit Y ⊂ An+1
K la quadrique d’équation q(x0, . . . , xn) = 1.

La projection Y → X fait de Y un torseur sur X sous le groupe µ2. On a
H1(K,µ2) = K∗/K∗2, tout torseur tordu de Y → X a son espace total défini
par une équation q(x0, . . . , xn) = c pour c ∈ K∗ convenable. Le corollaire 4.1
et le théorème 4.4 donnent le résultat. �

Remarque 4.6. — Dans le cas µ = µd, le groupe des racines d-ièmes de
l’unité, l’argument donné au théorème 4.4 est très proche de celui utilisé dans
[1, §5] pour passer de l’approximation forte hors de P0 sur les hypersurfaces
affines lisses d’équation f(x0, . . . , xn) = c, avec c 6= 0 et f homogène de degré
d non singulière, (approximation forte établie dans [1] pour d2 ≤ n + 1) à
l’approximation forte pour les ouverts de Pn

K d’équation f(x0, . . . , xn) 6= 0.

5. L’approximation forte ne vaut pas pour les tores

Proposition 5.1. — Pour K = C(P1) = C(t), pour tout ensemble fini S
de points de P1(C), l’approximation forte hors de S est en défaut pour la
K-variété Gm,K .

Démonstration. — Pour P ∈ P1(C), notons UP ⊂ K∗P le groupe des unités.
On peut supposer que S consiste en les points distincts t = e1, . . . , en,∞. Le
groupe M intersection de K∗ et de

∏
P /∈S UP est formé des éléments de la

forme c.
∏n
i=1(t− ei)ni avec c ∈ C∗ et les ni ∈ Z. Fixons a, b ∈ C distincts et

distincts des ei. Si K∗ était dense dans
∏
P /∈S UP l’image de M par l’évaluation

simultanée en a et b serait égale à C∗ ×C∗. Prenant le quotient sur les deux
facteurs, ceci impliquerait que tout élément de C∗ appartient au sous-groupe
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engendré par les (a− ei)/(b− ei), i = 1, . . . , n, donc que C∗ serait un groupe
de type fini. �

La proposition montre que l’approximation forte sur C[t] ne vaut pas pour
une équation xy = 1 sur K = C(t). La condition n ≥ 3 dans le corollaire 4.2
est donc nécessaire.

On peut aussi donner un contre-exemple au principe local-global pour les
solutions dans C[t] d’une équation

a(t)x2 + b(t)y2 = c(t)

avec a(t), b(t), c(t) ∈ C[t] non nuls. L’exemple suivant m’a été communiqué
par D. Izquierdo :

(t+ 1)x2 + t2y2 = 1.

Le lemme de Hensel donne des solutions dans tous les complétés de C[t] en
les points de A1(C), et il y a une solution dans C(t) par le théorème de Tsen.
Mais il n’y a pas de solution avec x, y ∈ C[t]. C’est clair si x = 0, et si x 6= 0 le
polynôme (t+ 1)x2 est de degré impair et le polynôme t2y2 est de degré pair,
leur somme ne peut être une constante.

Remarque 5.2. — Dans [2, §3] nous avons donné un contre-exemple à l’ap-
proximation faible pour une surface d’Enriques X/C(t). L’obstruction uti-
lisée est une obstruction de réciprocité associée à un élément de H1

ét(X,Z/2).
Comme X est projective, cela donne immédiatement un contre-exemple à l’ap-
proximation forte en dehors d’ensembles finis de places de K.

La situation est là très différente de celle d’une isogénie de groupes linéaires
connexes, comme discutée dans la démonstration du théorème 3.4. Dans [2,
§3], on a un Z/2-torseur Y → X, définissant pour tout point P une application
X(KP ) → H1(KP ,Z/2). Pour presque tout point P , cette application a son
image réduite à zéro. Si par contre on considère une isogénie

1→ µ→ G̃→ G→ 1

avec G̃ et G des K-groupes linéaires connexes, pour tout point P l’application
associée G(KP )→ H1(KP , µ) est surjective.
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