
NOTES SUR LE GROUPE DE BRAUER

par

Jean-Louis Colliot-Thélène

Table des matières

1. Propriétés de base. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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Références . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1. Propriétés de base

Pour les propriétés du groupe de Brauer d’un corps, nous renvoyons à Serre
(Cohomologie galoisienne) et Gille-Szamuely [62].

SoitA un anneau de valuation discrète (de rang 1), de corps des fractionsK,
de corps résiduel κ de caractéristique zéro. On dispose alors d’une application
résidu

Br (K)→ H1(κ,Q/Z)
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qui s’insère dans une suite exacte naturelle

0→ Br (A)→ Br (K)→ H1(κ,Q/Z)→ 0.

Soit L/K une extension de corps (non néccessairement finie), soit B
subsetL un anneau de valuation discrète étendant l’anneau de valuation
discrète A ⊂ K. Soit e ≥ 1 l’indice de ramification, c’est-à-dire la valuation
dansB d’une uniformisante deA. Le corps résiduel κA deA est un sous-corps
du corps résiduel κB de B. On a le diagramme commutatif suivant

(1.1)

Br (K) −−−→ H1(κA,Q/Z)yResK,L ye.ResκA,κB
Br (L) −−−→ H1(κB,Q/Z)

Soit X une k-variété lisse intègre sur un corps k de caractéristique zéro. À
tout point de codimension 1 sur X on associe un résidu.

On a alors une suite exacte (Auslander-Goldman, Grothendieck, théorèmes
de pureté de SGA4)

0→ Br (X)→ Br (k(X))→ ⊕x∈X(1)H1(k(x),Q/Z)

Cette suite exacte contient en particulier le fait que le groupe de Brauer
d’une variété lisse est un groupe de torsion.

Elle implique aussi que pour le complémentaire U ⊂ X d’un fermé de
codimension au moins 2 dans X , la restriction Br (X) → Br (U) est un iso-
morphisme.

De ceci l’on conclut que le groupe de Brauer est un invariant k-birationnel
des variétés projectives et lisses sur un corps k. Et que pour une telle variété
X il est donné par une formule ne faisant pas intervenir le modèle précis X ,
mais seulement l’ensemble T des valuations v discrètes de rang 1 sur le corps
des fonctions k(X) qui sont triviales sur k :

Br nr(k(X)/k = {α ∈ Br (k(X)), ∀v ∈ T, ∂v(α) = 0 ∈ H1(κ(v),Q/Z)}
formule où κ(v) désigne le corps résiduel de v et δv l’application résidu.

2. Le groupe de Brauer géométrique

Soient k un corps de caractéristique zéro et k une clôture algébrique, SoitX
une k-variété algébrique projective, lisse et géométriquement intègre. Notons
X = X ×k k.
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La suite de Kummer en cohomologie étale donne naissance à des suites
exactes de groupes finis

0→ Pic(X)/ln → H2
ét(X,µln)→ Br (X)[ln]→ 0

soit encore

0→ NS(X)/ln → H2
ét(X,µln)→ Br (X)[ln]→ 0

puis par passage à la limite projective, à

0→ NS(X)⊗ Zl → H2
ét(X,Zl(1))→ Tl(Br (X))→ 0

et par passage à la limite inductive

0→ NS(X)⊗Ql/Zl → H2
ét(X,Ql/Zl(1))→ Br (X){l} → 0.

On a par ailleurs des suites exactes

H2
ét(X,Zl(1))→ H2

ét(X,Ql(1))→ H2
ét(X,Ql/Zl(1))→ H3

ét(X,Zl(1))→ H3
ét(X,Ql(1)).

On voit donc que l’on a les suites exactes

0→ (Ql/Zl)
b2 → H2

ét(X,Ql/Zl(1))→ H3
ét(X,Zl(1))tors → 0

et
0→ (Ql/Zl)

b2−ρ → Br (X){l} → H3
ét(X,Zl(1))tors → 0

où b2 ∈ N est le second nombre de Betti l-adique de X et ρ ∈ N est le rang
du groupe de Néron-Severi de X .

Comme car(k)=0, on a (théorie de Hodge) équivalence entre b2 − ρ = 0 et
H2(X,OX) = 0.

Si l’on a un plongement k ⊂ C, les nombres de Betti l-adiques coı̈ncident
avec les nombres de Betti topologiques de X(C), et les groupes finis
H3

Betti(X(C),Z)tors et ⊕lH3
ét(X,Zl(1)) sont isomorphes.

3. L’image du groupe de Brauer dans le groupe de Brauer géométrique

L’énoncé suivant n’a été observé que récemment.

Théorème 3.1. — (CT et Skorobogatov, 2011) [43] Soit k un corps de ca-
ractéristique zéro. Pour toute k-variété projective, lisse, géométriquement
intègre, le conoyau de l’application naturelle

Br (X)→ Br (X)Gal(k/k)

est fini.
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Démonstration (esquisse). Soit G = Gal(k/k). Le groupe Br (X) est de
cotype fini, il en est donc de même de tout sous-quotient. Pour établir l’as-
sertion de l’énoncé, il suffit donc de montrer que le conoyau de Br (X) →
Br (X)G est d’exposant fini. Par un argument de corestriction il suffit d’établir
le résultat après une extension finie du corps de base. On peut donc supposer
X(k) 6= ∅. La suite spectrale de Hochschild-Serre

Epq
2 = Hp(G,Hq

ét(X,Gm)) =⇒ Hn
ét(X,Gm))

donne alors naissance à une suite exacte courte

Br (X)→ Br (X)G → H2(G,Pic(X)).

La suite exacte ci-dessus est fonctorielle en les k-variétés X .
L’idée est de considérer la restriction aux images d’un nombre fini de mor-

phismes de k-courbes Ci → X et d’utiliser le fait le groupe de Brauer d’une
courbe sur un corps algébriquement clos est nul (Tsen, Grothendieck). Il faut
trouver les courbes Ci de façon que le noyau des applications de restriction au
niveau de H2(G,Pic(X)) soit d’exposant fini. On a une suite exacte

0→ Pic0(X)→ Pic(X)→ NS(X)→ 0.

On se ramène ainsi à étudier les restrictions sur H2(G,Pic0(X)) et sur
H2(G,NS(X)). Pour le premier, on utilise le fait (Lefschetz) que si C est
une section hyperplane lisse, alors la restriction Pic0(X) → Pic0(C) est
presque scindée. Ceci permet de traiter H2(G,Pic0(X)).

Par l’argument de corestriction, on peut supposer que l’action de G sur
le groupe de Néron-Severi (qui est de type fini comme groupe abélien) est
triviale, et qu’il existe un nombre fini de k-courbes projectives, lisses, géo-
métriquement intègres Ci, i = 1, . . . , n et de k-morphismes Ci → X tels
que la restriction NS(X) → Zn donnée par intersection avec ces courbes
ait un noyau fini (égal à la torsion de NS(X)). Ceci utilise le fait (Matsu-
saka) que l’équivalence algébrique et l’équivalence numérique sur les divi-
seurs coı̈ncident à torsion près. Ceci permet de traiter H2(G,NS(X)). QED

On voit donc que l’image de Br (X) dans Br (X) est finie si et seulement
si Br (X)Gal(k/k) est fini.

On peut pousser les calculs, donner des bornes pour l’exposant et l’ordre
du conoyau. Par exemple, pour une surface quartique diagonale sur un corps
de nombres, le conoyau est un sous-groupe de (Z/8)2.

Pour k un corps de nombres, et plus généralement pour k un corps de type
fini sur le corps premier, une conjecture de Tate implique ([42, §4]) que pour
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tout nombre premier l et toute surfaceX la partie l-primaire de Br (X)Gal(k/k)

est finie. Il y a aussi un tel énoncé en dimension quelconque si l’on postule de
plus la semi-simplicité de certaines représentations.

Hormis les cas où Br (X) est fini (soit encore H2(X,OX) = 0), la finitude
de Br (X)Gal(k/k) sur k un corps de type fini sur Q a été établie pour les
variétés abéliennes et pour les surfaces K3 (Skorobogatov et Zarhin [110]).

Définition 3.2. — Soient k un corps et X une k-variété géométriquement
connexe. On appelle groupe de Brauer transcendant de X le quotient de
Br (X) par le sous-groupe formé des classes qui s’annulent par passage à
une extension finie séparable de k. Pour k une clôture séparable de k, et
X = X ×k k, ce groupe est isomorphe à l’image de Br (X)→ Br (X).

Pour k de caractéristique zéro et X/k projective, lisse, géométriquement
connexe, le théorème 3.1 montre que Br tr(X) est fini si et seulement si
Br (X)Gal(k/k) est fini.

4. Le groupe de Brauer algébrique

PourX une k-variété algébrique, on définit le groupe de Brauer algébrique
de X par la formule

Br 1(X) = Ker[Br (X)→ Br (X)].

On a donc par définition une suite exacte

0→ Br 1(X)→ Br (X)→ Br tr(X)→ 0.

Supposons X/k projective, lisse, géométriquement connexe. La suite spec-
trale de Leray pour la cohomologie étale, le morphisme X → Spec(k) et le
faisceau Gm donne naissance à la suite exacte

0→ Pic(X)→ Pic(X)Gal(K/k) →∗ Br (k)→ Br 1(X)

→ H1(k,Pic(X))→∗ Ker[H3(k,Gm)→ H3
ét(X,Gm)],

où les flèches avec une astérisque sont nulles quand X(k) est non vide, car
tout k-point donne une rétraction des flèches suivantes. Le groupe H3(k, k

∗
)

est nul si k est un corps de nombres (c’est un résultat difficile de la théorie du
corps de classes.)

La suite spectrale donne aussi l’information suivante.
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Proposition 4.1. — Supposons X/k projective, lisse, géométriquement
connexe. Si l’on a H1(k,Pic(X)) = 0 et Br (X) = 0, alors la flèche
naturelle H3(k,Gm)→ H3

ét(X,Gm) est injective.

Pour contrôler H1(k,Pic(X)), on utilise la suite exacte de modules galoi-
siens

0→ Pic0
X/k(k)→ Pic(X)→ NS(X)→ 0.

La variété Pic0
X/k est la variété de Picard de X , c’est une variété abélienne

de dimension la dimension sur k du k-vectoriel H1(X,OX). Le groupe de
Néron-Severi NS(X) est un groupe abélien de type fini. Lorsque ce groupe
est sans torsion, le groupe H1(k,NS(X)) est fini.

Proposition 4.2. — ([37, Thm. 2.B.1, p. 463]) Soit k un corps de ca-
ractéristique zéro. Soit C une classe de variétés projectives, lisses, géomé-
triquement connexes X/K, K variant parmi les surcorps de k, stable par
changement de corps de base, et satisfaisant H1(X,OX) = 0.

Si l’un des énoncés
(i) le Gal(K/K)-module Pic(X) est un module de permutation ;
(ii) le Gal(K/K)module Pic(X) est un facteur direct d’un module de per-

mutation ;
(iii) H1(K,Pic(X)) = 0 ;

vaut pour la sous-classe de C formée des variétés X/K avec X(K) 6= ∅,
alors le même énoncé vaut pour toutes les variétés de la classe.

Démonstration (esquisse) Pour X/K donnée, on passe de la K-variété X
à la K(X)-variété X ×K K(X), qui a un K(X)-point rationnel. QED

Remarque 4.1. — Cet énoncé apporte une explication partielle au phénomène
suivant. Si on a une classe de variétés X/F , sur un corps variable F , avec la
propriété :

“Si une variété X/F dans la classe a un point F -rationnel, alors elle est
F -rationnelle”
alors, quand on est sur un corps de nombres, on arrive souvent à montrer le
principe de Hasse pour les variétés d’une telle classe. La proposition ci-dessus
dit au moins qu’on ne saurait avoir d’obstruction de Brauer-Manin, comme
défini plus avant dans les notes.

Proposition 4.3. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit X
une k-variété projective, lisse, géométriquement connexe, satisfaisant
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H1(X,OX) = 0. Soit L/k une extension de corps. Si k est algébriquement
fermé dans L, alors l’application naturelle

Br (X)/Im(Br (k))→ Br (XL)/Im(Br (L))

est injective.

Démonstration (esquisse) Par un argument de spécialisation on montre que
toute classe dans le noyau provient d’un élément de Br 1(X). On est alors
ramené à observer que l’application

H1(k,Pic(X))→ H1(L,Pic(XL)

est injective, ce qui résulte du fait que Pic(X) = Pic(XL) est un module
galoisien de type fini comme groupe abélien. QED

5. Exemples

5.0.1. Les courbes. — Pour une courbe C/k projective et lisse, il résulte du
calcul général, ou du théorème de Tsen, que l’on a Br (C) = 0. On a donc
Br 1(C) = Br (C).

Notons J la variété jacobienne de C. La suite exacte ... s’écrit ici

0→ J(k)→ Pic(C)→ Z→ 0.

Puisque H1(k,Z) = 0, on en déduit la suite exacte

0→ J(k)→ (Pic(C))Gal(k/k) → Z→ H1(k, J(k))→ H1(k,Pic(C))→ 0.

Le groupe H1(k, J(k)) classifie les espaces principaux homogènes sous J .
L’application Z → H1(k, J(k)) envoie 1 sur la classe de l’espace principal
homogène Pic1

C/k.

Si k est un corps de nombres, on a donc une application sujective de Br (C)
vers un quotient de H1(k, J(k)). En pratique il est difficile de relever un
élément de ce quotient en un élément de Br (C).

Remarque 5.1. — Pour toute courbe C, éventuellement singulière, non
nécessairement complète, on a encore Br (C) = 0. Dans le cas lisse, c’est
une conséquence de l’injectivité Br (C) ↪→ Br (k(C)) et du théorème de
Tsen, qui implique Br (k(C)) = 0. Dans le cas singulier, voir Grothendieck
ou CT/Ojanguren/Parimala.
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Remarque 5.2. — Étant donnée une k-variété X/k, on peut produire des
éléments “explicites” dans le groupe de Brauer algébrique Br 1(X) par cup-
produit

H1
ét(X,µn)×H1(k,Z/n)→ H2

ét(X,µn)→ Br (X)[n].

On peut aussi considérer les ééments de Br 1(X) dont la restriction à un
ouvert U non vide convenable s’écrit comme un tel cup-produit.

Un exemple classique consiste en les cup-produits

(f,K/k) ∈ Br (k(X))

où K/k est une extension cyclique et f ∈ k(X)∗ est une fonction rationnelle
sur X dont le diviseur sur X est une norme d’un diviseur sur XK .

On peut aussi penser au sous-groupe du groupe de Brauer Br (X) engendré
par les cup-produits

H1
ét(X,µn)×H1

ét(X,Z/n)→ H2
ét(X,µn)→ Br (X)[n].

Pour les variétés qui admettent des revêtements abéliens non ramifiés, par
exemple pour les courbes de genre au moins 1, on peut se demander dans
quelle mesure ces sous-groupes engendrent tout le groupe de Brauer.

On peut aussi penser aux éléments du groupe de Brauer de X obtenus
comme corestrictions d’éléments de Br XK pour K/k une extension finie de
corps.

On trouvera de tels exemples dans les articles [123, 124].

5.0.2. L’espace projectif. — Pour X = Pn
k , on a J = Pic0

X/k = 0 et
NS(X) = Z avec action triviale du groupe de Galois, ce qui implique
H1(k,Pic(X) = 0. La flèche naturelle Br (k) → Br (Pn

k) est donc un
isomorphisme.

Pour la droite projective, on a la suite exacte

0→ Br (k)→ Br (k(P1))→ ⊕x∈(P1
k)(1)H

1(k(x),Q/Z)→ H1(k,Q/Z)→ 0,

où les flèches H1(k(x),Q/Z) → H1(k,Q/Z) sont des flèches de corestric-
tion.

5.0.3. Les coniques. — Soit X/k une conique projective et lisse. Si X(k) 6=
∅, alors X ' P1

k. Supposons X(k) = ∅.
On a encore ici J = Pic0

X/k = 0 et Pic(X) = NS(X) = Z avec action
triviale du groupe de Galois, ce qui implique H1(k,Pic(X)) = 0. La flèche
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Pic(X) → Pic(X)Gal(k/k), c’est-à-dire Pic(X) → Z a pour image 2Z ⊂ Z.
On a ici une suite exacte

0→ Z/2→ Br (k)→ Br (X)→ 0,

et l’image de 1 ∈ Z/2 dans Br (k) est la classe de l’algèbre de quaternions
associée à la conique X . Ce résultat remonte en substance à E. Witt.

Pour X/k une conique, comme Br X = 0 et H1(k,PicX) = 0, la flèche
naturelle H3(k,Gm)→ H3

ét(X,Gm) est injective.

5.0.4. Variétés rationnelles, unirationnelles, rationnellement connexes. —
Pour une telle variété X , on a H1(X,OX) = 0 et H2(X,OX) = 0, Pic(X) =
NS(X). De plus, le groupe fondamental de ces variétés est trivial. En particu-
lier le groupe de Picard géométrique Pic(X) est sans torsion.

Ainsi Br 1(X)/Br 0(X) = H1(k,Pic(X)) = H1(k,NS(X)) est un groupe
fini.

Le groupe Br (X) est fini, on a un isomorphisme

Br (X)
'→ ⊕l H3

ét(X,Zl(1))tors.

Ce dernier groupe est nul pour les variétés rationnelles, par invariance bi-
rationnelle de Br (X) et nullité sur l’espace projectif.

Sur k = C, le terme de droite s’identifie à la torsion de H3
Betti(X(C),Z),

torsion qui est l’invariant initialement utilisé par Artin et Mumford pour don-
ner des exemples de variétés unirationnelles non rationnelles.

Pour une intersection complète de dimension au moins 3 dans un es-
pace projectif, de multi-degré arbitraire, on a encore H1(X,OX) = 0 et
H2(X,OX) = 0. De fait :

Proposition 5.3. — Soit X ⊂ Pn
k une intersection complète lisse de dimen-

sion au moins 3. Alors Br (k) = Br (X).

On notera qu’une hypersurface de degré d ≥ 5 dans P4 est une variété de
type général.

On peut montrer (Salberger, voir CT, appendice à article de Browning) :

Proposition 5.4. — Soit X ⊂ Pn
k une hypersurface cubique géométri-

quement intègre de dimension au moins 3 et qui n’est pas un cône. Soit
Z ⊂ X son lieu singulier. Soit Y un k-modèle projectif et lisse de X . Si Z est
vide, ou si la codimension de Z dans X est au moins 4, alors Br k = Br Y .
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5.0.5. Fibrations au-dessus de la droite projective. — Soit f : X → P1
k

un k-morphisme dominant de k-variétés projectives, lisses, géométriquement
intègres, de fibre générique Xη lisse et géométriquement intègre.

On définit

Br vert(X/P
1) = {A ∈ Br (X), A⊗ k(X) ∈ Im[Br (k(P1)→ Br (k(X)]}.

On a par définition une suite exacte

0→ Br vert(X/P
1)→ Br (X)→ Br (Xη)/Im(Br (k(P1)).

On peut chercher à déterminer Br (X) au moyen de cette suite exacte.
Nous discutons ici le terme Br vert(X/P

1). Pour une discussion de l’image
de Br (X)→ Br (Xη)/Im(Br (k(P1)) pour une k-surface X , voir [45].

On a un diagramme commutatif de suites exactes

0 → Br (k) → Br (k(P1)) → ⊕
x∈P1(1)H

1(k(x),Q/Z) → H1(k,Q/Z) → 0
↓ ↓ ↓

0 → Br (X) → Br (Xη) → ⊕y∈X(1),y /∈XηH
1(k(y),Q/Z)

où la flèche H1(k(x),Q/Z) → H1(k(y),Q/Z) est nulle si x 6= f(y) et est
égale à ey/x.Resk(y)/k(x) si x = f(y) et ey/x désigne l’indice de ramification.

Soit S l’ensemble fini des points fermés de P1
k dont la fibre f−1(P ) n’est

pas géométriquement intègre. Du diagramme ci-dessus on tire que le sous-
groupe de Br (k(P1)) formé des éléments dont les résidus sont triviaux en
dehors de S et qui en tout point x ∈ S appartiennent au noyau de

{ey/x.Resk(y)/k(x)} : H1(k(x),Q/Z)→
∏
y 7→x

H1(k(y),Q/Z),

se surjecte sur Br vert(X). Pour chaque y 7→ x, soit κy ⊂ k(y) la clôture
intégrale de k(x) dans k(y) et fy/x = [κ(y) : k(x)]. C’est une extension
finie de k(x). Le noyau de Resk(y)/k(x) : H1(k(x),Q/Z) → H1(k(y),Q/Z)
coı̈ncide avec le noyau, fini, de H1(k(x),Q/Z) → H1(k(y),Q/Z) (lequel
est annulé par fy/x).

Le morphisme f est localement scindé pour la topologie étale sur P1 si et
seulement si, pour tout x ∈ P1, il existe un y 7→ x avec ey/x = 1. De ce qui
précède résulte la proposition :

Proposition 5.5. — Soit f : X → P1
k comme ci-dessus. Le quotient

Br vert(X/P
1
k)/Im(Br (k)) est fini sous l’une ou l’autre des hypothèses

ci-dessous :
(i) Le morphisme f est localement scindé pour la topologie étale sur P1.
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(ii) Pour chaque x ∈ P1(1), le pgcd des ey/x (où y parcourt les points de
codimension 1 tels que f(y) = x) est égal à 1.

Exercice. Soit X → P1
Q de fibre générique donnée par

u3 + tv3 + t2w3 = 0.

Montrer que Br vert(X/P
1
Q)/Br (Q) est infini.

5.0.6. Fibrés en coniques sur une droite. — SoitX/k une surface projective,
lisse, géométriquement connexe équipée d’un morphisme X → P1

k dont la
fibre générique Xη est une conique lisse sur K = k(P1

k) = k(t). Après des
transformations k-birationnelles, on peut supposer qu’en tout point fermé P ∈
P1
k la fibre XP est une conique réduite sur le corps résiduel k(P ) et que X →

P1
k est relativement minimal. Soit S l’ensemble fini des points fermés P ∈ P1

k

pour lesquels XP n’est pas lisse sur k(P ). En un tel point P , il existe une
extension quadratique de corps FP/kP sur laquelle XP se décompose en un
couple de droites transverses, d’intersection un unique point défini sur k(P ).
Écrivons FP = kP (

√
aP ).

Soit A ∈ Br (K) la classe d’une algèbre de quaternions sur K associée
à la conique Xη/K. Supposons que A n’est pas dans l’image de Br (k), ce
qui revient à dire que la fibration X/P1

k n’est pas P1
k-birationnelle au produit

d’une coniques sur k et de P1
k. De plus Br (k)→ Br (X) est injectif.

La fibration X → P1
k ne possède pas de section. La classe A ∈ Br (K) est

non nulle, on a une suite exacte

0→ Z/2→ Br (K)→ Br (Xη → 0.

On a donc ici Br ver(X/P
1
k) = Br (X).

La discussion de la section précédente montre que dans la longue suite
exacte associée à P1

k, à chaque point P ∈ S, le résidu δP (A) ∈ H1(kP ,Q/Z)
est dansH1(FP/kP ,Z/2) = Z/2, c’est-à-dire qu’il vaut 1 ou aP dans k∗P/k

∗2
P ,

et que l’on a une suite exacte

0→ Br (k)→ Br (X)→ (
⊕
P∈S

(Z/2)P )/({δP (A)})→ k×/k×
2
.

La dernière application envoie

1 ∈ (Z/2)P = H1(FP/kP ,Z/2) ⊂ H1(kP ,Q/Z)

sur la classe de NkP /k(aP ) ∈ k×/k×2.
Dans cette situation on peut donner des générateurs explicites pour

Br (X)/Br (k).
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Ce sont les images par l’application naturelle Br (k(t)) → Br (k(X)) des
combinaisons d’éléments de la forme

CoreskP /k(t− αP , aP ) ∈ Br (k(t)),

où P parcourt les points de S, kP = k(αP ), βP ∈ k×P et (t− αP , aP ) est une
algèbre de quaternions sur kP (t), qui satisfont la condition∏

P∈P1
k
(1)

NkP /k(aP ) = 1 ∈ k∗/k∗2.

Exercice. Soit P (x) ∈ k[x] un polynôme séparable et soir a ∈ k, a /∈
k∗2. Soit X/P1

k un modèle projectif et lisse de la surface de type Châtelet
généralisée donnée par l’équation affine :

y2 − az2 = P (x).

Montrer :
(1) Si P (x) est irréductible, ou si c’est le produit de deux polynômes

irrréductibles de degré impair, alors Br (X)/Br (k) = 0.
(2) Si P (x) est le produit de deux polynômes irréductibles de degré pair, et

que chacun est irréductible sur k(
√
a), alors Br (X)/Br (k) = Z/2.

(3) Supposons le degré de P pair. Soit n le nombre de facteurs irréductibles
de P de degré pair qui restent irréductibles sur k(

√
a). Soit m le nombre de

facteurs irréductibles de degré impair.
Sauf erreur, on a Br (X)/Br (k) = (Z/2)s, avec s = n − 1 si m = 0,

s = n+m− 1 si m est impair, et s = n+m− 2 si m > 0 est pair.

Remarques 5.6. — (1) Une autre méthode consiste à calculer le module ga-
loisien Pic(X) puis H1(k,Pic(X)). C’est ce qui avait été fait initialement,
mais c’est un peu moins efficace pour trouver des générateurs dans Br 1(X),
qui ici coı̈ncide avec Br (X).

Références : [40], [104], [106, §7.1] (comparer les deux premières propo-
sitions.)

Un point intéressant est le suivant. Pour une fibration en coniques X/P1
k

l’application naturelle Br 1(X) → H1(k,Pic(X)) est automatiquement sur-
jective. Cette flèche, qui vient de la suite spectrale de Hochschild-Serre, fait
partie d’une suite exacte

Br 1(X)→ H1(k,Pic(X))→ H3(k,Gm)

qui est fonctorielle en les k-variétés projectives géométriquement intègres.
Soit C ⊂ X une fibre lisse au-dessus d’un k-point de P1

k. Pour une telle
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conique, Pic(C) = Z avec action triviale du groupe de Galois. On a donc
H1(k,Pic(C)) = 0. La fonctorialité de la suite exacte ci-dessus pour C → X
donne alors que la flèche H1(k,Pic(X))→ H3(k,Gm) est nulle.

On ne dispose malheureusement pas d’un tel argument pour les surfaces
cubiques lisses.

(2) Pour d’autres calculs de groupes de Brauer verticaux de fibrations, aussi
dans des cas où on n’a pas un modèle projectif et lisse sur k explicite pour
l’espace total, voir Skorobogatov (familles de quadriques de dimension 2 sur
P1
k) [103], CT-Swinnerton-Dyer [46].
On s’intéresse particulièrement aux variétés projectives et lisses géométri-

quement connexes équipées d’un morphisme dominant X → P1
k dont la fibre

générique Xη est géométriquement connexe et contient un ouvert E qui est
un espace homogène d’un k(P1)-groupe linéaire connexe G. Dans ce cas la
fibration admet une section sur une extension finie de k.

Déjà le cas où le groupe G est un tore T est non trivial. On ne sait pas
en général donner de formule simple pour le groupe de Brauer Br (X). Le
quotient de Br (X) par le sous-groupe Br vert(X) est un sous-groupe d’un
groupe que l’on sait calculer, à savoir le groupe de Brauer non ramifié du tore
T modulo Br (k(P1)), mais on ne sait pas en général quel sous-groupe. Un
cas concret est celui de fibrationsX → P1

k birationnelles à une variété donnée
par une équation affine

NK/k(Ξ) = P (t)

avec K/k une extension séparable de corps, ou plus généralement un produit
fini de telles extensions, et P (t) ∈ k[t] non nul. La projection sur P1 est
donnée par la variable t. Pour des calculs partiels, voir CT-Harari-Skoro [28]
et Dasheng Wei [123]. Pour un calcul similaire sur une base de dimension
plus grande, voir Poonen [95] et [?]

CTsurPoonen (2010) (solide fibré en coniques sur une surface).
Citons un résultat curieux de [28]. Si P (t) possède une racine simple sur k,

alors Br (X) ⊂ Br vert(X).

6. Calculer le groupe de Brauer géométrique non ramifié quand on ne
dispose pas d’un modèle projectif et lisse

Il y a deux aspects : d’une part donner des formules pour le groupe de
Brauer, d’autre part exhiber des algèbres d’Azumaya concrètes (ou du moins
des algèbres simples centrales sur le corps des fonctions dont la classe est non
ramifiée).
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Travaux de Artin-Mumford, Saltman, Bogomolov.
Références originelles : Artin-Mumford, Bogomolov, Saltman.
Littérature complémentaire : Exposé de Deligne à Bourbaki sur Artin-

Mumford, CT-Ojanguren Inv. Math., CT-SantaBarbara, CT-Sansuc (Bombay)
sur Bogomolov et Saltman.

Il y a des développements du côté de la cohomologie non ramifiée de degré
plus grand que 2 (en particulier travaux de Merkur’ev), mais ceci ne sera pas
considéré dans ce texte.

6.0.7. Espaces homogènes de groupes linéaires connexes. —

Théorème 6.1. — (Borovoi, Demarche, Harari 2012) [10] Soit k un
corps algébriquement clos de caractéristique zéro. Soit G un k-groupe
linéaire connexe et soit H ⊂ G un sous-groupe algébrique connexe. Alors
Br nr(k(G/H)) = 0.

Ce théorème a une longue histoire. le cas G = GLn et H = PGLm
fut établi par Saltman (1985). Le cas G semisimple simplement connexe fut
établi par Bogomolov (1989). La démonstration de Bogomolov est détaillée
dans CT-Sansuc (Bombay). Le cas général vient d’être établi récemment. La
première démonstration est arithmétique (Borovoi, Demarche, Harari, 2012).
Elle est indépendante du théorème de Bogomolov. La seconde démonstration,
due à Borovoi (2012), établit le théorème par réduction au théorème de Bo-
gomolov.

Le théorème suivant, établi par voie arithmétique, est aussi dû à Borovoi,
Demarche, Harari, 2012.

Théorème 6.2. — (Borovoi, Demarche, Harari 2012) [10] Soit k un corps de
caractéristique zéro. SoitG un k-groupe algébrique linéaire connexe vérifiant
PicG = 0. Soit T son quotient torique maximal. Soit X un espace homogène
de G de stabilisateur géométrique H . On suppose que le k-groupe H est ex-
tension d’un groupe de type multiplicatif par un groupe linéaire connexe sans
caractères. Soit alors S le k-groupe de type multiplicatif associé à (X,H).
On a une injection naturelle

Br 1(Xc)/Br k ↪→X1
ω,alg([T̂ → Ŝ])

(le complexe étant en degrés −1 et 0) qui est un isomorphisme si l’on a
X(k) 6= ∅ ou H3(k,Gm) = 0.

On a donc le théorème
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Théorème 6.3. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit G un
k-groupe algébrique linéaire connexe vérifiant PicG = 0. Soit T son quo-
tient torique maximal. Soit X un espace homogène de G de stabilisateur
géométrique H connexe. Soit alors S le k-tore associé à (X,H). On a une
injection naturelle

Br (Xc)/Br k ↪→X1
ω,alg([T̂ → Ŝ])

(le complexe étant en degrés −1 et 0) qui est un isomorphisme si X(k) 6= ∅
ou H3(k,Gm) = 0.

Un certain nombre de particuliers de ces théorèmes avaient été établis au-
paravant.

La cas G = T un tore, H = 1 (CT-Sansuc [38]). Dans ce cas

X1
ω,alg([T̂ → Ŝ]) = X1

ω,alg([T̂ → 0]) = X2
ω,alg(k, T̂ ).

Le casG un k-groupe semisimple, vu comme quotient d’un k-groupe semi-
simple simplement connexe G̃ par un sous-k-groupe abélien fini µ fini abélien
(CT-Kunyavskii [30]). Dans ce cas

X1
ω,alg([T̂ → Ŝ]) = X1

ω,alg([0→ Ŝ]) = X1
ω,alg(k, µ̂).

Le cas G semisimple simplement connexe et H connexe (CT-Kunyavskiı̆
[31]). Dans ce cas

X1
ω,alg([T̂ → Ŝ]) = X1

ω,alg([0→ Ŝ]) = X1
ω,alg(k, Ŝ).

Sur un corps F quelconque pour G/F semisimple, Blinstein–Merkurjev
(2012) [2] établissent Br (F )

'→ Br nr(GLn/G).

Quotients par un groupe fini, le cas géométrique

Soit G un groupe fini et V une représentation linéaire fidèle.
Saltman donna les premiers exemples avec Br nr(V/G) 6= 0. Bogomolov

donna une formule générale.

Théorème 6.4. — (Bogomolov) Pour une représentation complexe linéaire
fidèle V de dimension finie d’un groupe fini G,

Br nr(C(V )G) = Ker[H2(G,Q/Z)→
∏

A⊂G,A bicyclique

H2(A,Q/Z)]

soit encore

Br nr(C(V )G) = Ker[H3(G,Z)→
∏

A⊂G,A bicyclique

H3(A,Z)].
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Un groupe est dit bicylique s’il est abélien et engendré par au plus 2 éléments.

Dans cette formule on peut remplacer l’ensemble des sous-groupes bicy-
cliques de G par l’ensemble des sous-groupes abéliens de G.

La même formule vaut pour Br nr(C(SLn/G) pour G sous-groupe fini de
SLn.

L’énoncé plus général suivant ne semble pas avoir été remarqué.

Théorème 6.5. — Soit H/C un groupe semisimple simplement connexe. Soit
G ⊂ H un sous-groupe fini. On a alors la formule

Br nr(H/G) = Ker[H2(G,Q/Z)→
∏

A⊂G,A bicyclique

H2(A,Q/Z)]

Démonstration. — La méthode est en substance la même que celle de
Bogomolov (cf. [39, Thm. 7.1]). Il suffit de combiner divers théorèmes
de Bogomolov [3], tels que décrits dans [39], article auquel se font les
références dans la démonstration qui suit. D’après le théorème 6.1, le groupe
Br nr(H/G) consiste en les éléments de Br (C(H/G)) dont la restriction
à tout Br (C(H/A)) avec A ⊂ G abélien bicyclique est non ramifiée.
D’après la proposition 9.12, tout H/A avec A fini bicyclique est une variété
rationnelle, et donc Br nr(C(H/A)) = 0. Ainsi Br nr(H/G) consiste en
les éléments de Br (C(H/G)) dont la restriction à chaque Br (C(H/A))
avec A abélien bicyclique est nulle. Par la suite de restriction-inflation en
cohomologie galoisienne et le théorème de Hilbert 90, c’est donc le groupe

Ker[H2(G,C(H)∗)→
∏

A⊂G,A bicyclique

H2(A,C(H)∗)].

Comme C[H]∗ = C∗ et Pic(H) = 0 (car H est simplement connexe), on a la
suite exacte de G-modules

1→ C∗ → C(H)∗ → Div(H)→ 0.

Comme Div(H) est un G-module de permutation, on a H1(B,Div(H)) =
0 pour tout sous-groupe B de G, et le noyau de

H2(G,Div(H))→
∏
g∈G

H2({g},Div(H))

est nul. Comparant les suites exactes

0→ H2(G,C∗)→ H2(G,C(H)∗)→ H2(G,Div(H))
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et les diverses suites

0→ H2(A,C∗)→ H2(A,C(H)∗)→ H2(A,Div(H))

pour A ⊂ G abélien bicyclique, on voit que le groupe

Ker[H2(G,C(H)∗)→
∏

A⊂G,A bicyclique

H2(A,C(H)∗)].

s’identifie au groupe

Ker[H2(G,C∗)→
∏

A⊂G,A bicyclique

H2(A,C∗)].

�

Corollaire 6.6. — Soit H/C un groupe semisimple simplement connexe. On
a Br nr(C(H/G)) = 0 pour tout sous-groupe abélien fini G ⊂ H .

Démonstration. — Il suffit de savoir que

Ker[H2(G,Q/Z)→
∏

A⊂G,A bicyclique

H2(A,Q/Z)] = 0

pour tout groupe abélien fini G. On peut certainement le voir en utilisant de
façon appropriée la formule de Künneth. On peut aussi appliquer le théorème
ci-dessus à H = SLn,C, utiliser le fait que dans ce cas SLn,C/G est stable-
ment birationnel à GLn,C/G (considérer le quotient de SLn × GLn par le
plongement diagonal de G, et considérer les deux projections évidentes), et
dans le cas de GLn,C/G raisonner comme pour le théorème de Fischer, car G
se plonge dans un tore maximal. �

Pour des raisons arithmétiques, il est intéressant d’essayer d’obtenir,
sur un corps k de car. zéro quelconque, des formules analogues pour
une représentation linéaire fidèle d’un groupe fini G, soit encore pour
Br nr(SLn,k/G), On consultera à ce sujet Harari [70], Demarche [53],
Colliot-Thélène [25].

Lemme 6.7. — Soit F un corps de caractéristique zéro. Soient G un F -
groupe semisimple simplement connexe E un espace principal homogène de
G, etX uneE-variété projective lisse géométriquement connexe birationnelle
à E. Alors :

(i) La flèche naturelle Br (F )→ Br (E) est un isomorphisme.
(ii) La flèche naturelle Br (F )→ Br (X) est un isomorphisme.
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Démonstration. — Soit F une clôture algébrique de F et g = Gal(F/F ).
Comme G est semisimple simplement connexe, on a

Br F
'→ Br G.

On a F
∗

= F [E]∗ et Pic(E) = 0. La suite exacte bien connue donne alors
Br (F )

'→ Br (E). Pour X comme dans l’énoncé, il existe un ouvert non vide
U ⊂ E et un F -morphisme birationnel U → X . Comme X est projectif et
E lisse, on peut supposer que U contient tous les points de codimension 1 de
E. Par pureté du groupe de Brauer, la restriction Br (E) → Br (U) est un
isomorphisme. Par ailleurs, la flèche Br (X) → Br (U) est injective, comme
on voit en passant au corps des fonctions deX et U , et en utilisant l’injectivité
de Br (X)→ Br (k(X)). Ceci établit le point (ii). �

Proposition 6.8. — Soit k un corps, car(k) = 0, X et Y deux k-variétés
projectives, lisses, géométriquement connexes et f : X → Y un morphisme
dominant dont la fibre génériqueXη/k(Y ) est k(Y )-birationnelle à un espace
principal homogène d’un k(Y )-groupe G semisimple simplement connexe.

Alors :
(i) En tout point y de codimension 1 de Y la fibre Xy/k(y) contient une

composante géométriquement intègre de multiplicité 1.
(ii) L’application f ∗ : Br (Y )→ Br (X) est un isomorphisme.

Démonstration. — Lorsque la fibre générique Xη contient un ouvert espace
homogène principal d’un k(Y )-groupe comme dans l’énoncé, l’énoncé (i) est
une application du théorème 4.2 de [31], dont la démonstration dans le cas
qui nous intéresse ici repose essentiellement sur le théorème de Bruhat et
Tits que tout espace principal homogène d’un groupe semisimple simplement
connexe sur un corps F ((t)) avec F de dimension cohomologique 1 est trivial.
L’énoncé (i) dans le cas général résulte alors de la Proposition 3.9 (b) de [24].

On dispose des inclusions Br (Y ) ↪→ Br (k(Y )) et Br (X) ↪→ Br (Xη).
D’après le lemme 6.7, la flèche

Br (k(Y ))→ Br (Xη)

est un isomorphisme. Quand on combine avec la partie (i), on voit que tout
élément α de Br (X) a son image dans Br (Xη) qui vient d’un unique élément
β de Br (k(Y ), et que tous les résidus de β aux points de codimension 1 de
Y sont nuls (voir [24, §4]), donc qui par la pureté pour le le groupe de Brauer
appartient à Br (Y ). �
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Corollaire 6.9. — Soit k un corps, car(k) = 0, H un k-groupe linéaire non
nécessairement connexe et ri : H ↪→ Gi des plongements de H dans des
k-groupes semisimples simplement connexes. Alors

Br nr(k(G1/H)) ' Br nr(k(G2/H)).

Démonstration. — On considère le plongement diagonal H → G1 ×G2. La
k-variété X = (G1 ×G2)/H se projette sur X1 = G1/H et sur X2 = G2/H .
La première projection fait deX unG2-torseur surX1, la second deX unG1-
torseur surX2. Il existe des k-compactifications lissesXc,Xc

1 etXc
2 deX ,X1

et X2 et des morphismes Xc → Xc
1 et Xc → Xc

2 étendant X → X1 et X →
X2. Une application de la proposition 6.8 montre alors Br (Xc

1)
'→ Br (Xc)

et Br (Xc
2)
'→ Br (Xc). �

Théorème 6.10. — (Saltman) Soit G un groupe fini et M un G-réseau fidèle.
Soit C(M) le corps des fonctions de l’algèbre de groupe C[M ]. Alors

Br nr(C(M)G) = Ker[H2(G,C∗ ⊕M)→
∏

A⊂G,A bicyclique

H2(A,C∗ ⊕M)].

Pour tout p premier il existe (G,M) avec G = (Z/p)3 pour lequel
Br nr(C(M)G) 6= 0.

La question ouverte suivante est bien connue.

Question 6.11. — Soit G un groupe linéaire connexe sur C et H ⊂ G un
sous-groupe fermé connexe. Le quotient G/H est-il une variété rationnelle ?

Le problème est ouvert déjà pour G = GLn ou SLn, et H = PGLm
(problème de la rationalité du centre de l’algèbre à division générique).

Sur un corps de base non algébriquement clos, un tel quotient n’est pas
forcément rationnel, comme l’a montré A. Merkujev [91].

6.0.8. Variétés fibrées en coniques. — L’exemple d’Artin-Mumford revu par
CT-Ojanguren. On a vu que pour une conique sans point rationnel sur un corps
F le noyau de l’application Br (F )→ Br (C) est Z/2. Ainsi, ce noyau n’est
pas nul, mais il est contrôlé. C’est là une situation assez exceptionnelle.

On l’a utilisé de la façon suivante. SoitX → Y un morphisme dominant de
variétés géométriquement intègres, projectives et lisses sur un corps k, tel que
la fibre générique Xη/k(Y ) soit une conique sans point rationnel. Soit α ∈
Br (k(Y )) la classe d’algèbre de quaternions correspondante. Dans certaines
circonstances favorables, on peut trouver un élément β ∈ Br (k(Y )), ramifié
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sur Y , mais qui devient non ramifié sur X , et qui n’est ni nul ni égal à α.
Son image dans Br (k(X)) est alors un élément non nul de Br (X) (et qui si
l’on s’y prend bien ne vient pas de Br (k)). Pour assure ce que l’on veut, il
faut choisir β de telle sorte que sa ramification sur Y soit en quelque sorte
strictement plus petite, en un sens bien précis, que la ramification de α, tout
en étant non triviale. Comme la ramification de α est tuée sur X , il en est
alors aussi de même de celle de β, et comme la ramification de β sur Y est
non nulle et distincte de celle de α, alors β n’est pas dans le noyau Z/2.α de
Br (k(Y ))→ Br (k(X)).

Références : CT-Ojanguren Inv. math., CT Santa Barbara.
La méthode peut être poursuivie en degré cohomologique supérieur : voir

CT-Ojanguren Inv. math., E. Peyre.

6.0.9. Fibrations plus générales. — Sur une courbe elliptiqueE sur un corps
F donnée par une équation affine

y2 = (x− a)(x− b)(x− c)

les algèbres de quaternions du type (x − a, α), (x − b, β), (x − c, γ), avec
α, β, γ ∈ F ∗ sont non ramifiées. Si F n’est pas algébriquement clos, ces
algèbres ne proviennent pas forcément de Br (F ). On peut aussi dans certains
cas fabriquer des classes similaires sur des courbes de genre 1 sans point
rationnel.

On a ainsi fabriqué des éléments non ramifiés sur des variétés lisses projec-
tives complexes de l’un des types suivants :

produit de courbes ;
une surface fibrée au-dessus d’une courbe et dont la fibre générique est une

courbe de genre 1 (et parmi celles-ci, des surfaces K3).
Dans le dernier cas, on a une fibration X → P1

k, on part d’une classe dans
le groupe de Brauer Br (Xη) de la fibre générique Xη, et l’on doit s’assurer
que les résidus de cet élément en tout point de codimension 1 de la surface
sont nuls. Si l’on est sur k = C, le groupe de Brauer de X est étroitement
lié au groupe de Tate-Shafarevich de la la jacobienne de la fibre générique de
X → P1

k.

On renvoie à CT [22], Wittenberg [125], CT-Sk-SwD [45], SwD [117] Wit-
tenberg [126], Ieronymou [82], Ieronymou, Skorobogatov et Yu.G. Zarhin
[83], Skorobogatov et Swinnerton-Dyer [109], Skorobogatov-Zarhin [111]
pour des calculs dans cette direction.
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Certains des calculs font intervenir un calcul du groupe Br (X) et de l’ac-
tion du groupe de Galois sur ce groupe. voir Skorobogatov et Zarhin. Voir
Skorobogatov et Zarhin [110].

7. Calculer le groupe de Brauer algébrique non ramifié quand on ne
dispose pas d’un modèle projectif et lisse

Il y a deux aspects : d’une part donner des formules pour le groupe de
Brauer, d’autre part exhiber des Algèbres d’Azumaya concrètes (ou du moins
des algèbres simples centrales sur le corps des fonctions dont la classe est non
ramifiée).

Pour les exercices suivants, on peut utiliser la proposition 4.2.

Exercice. Montrer que le groupe de Brauer d’une quadrique lisse de dimen-
sion au moins 1 est trivial.

Exercice. Montrer que le groupe de Brauer non ramifié d’un modèle pro-
jectif et lisse de la variété donnée dans Am

k ×Pn
k , par une équation

n∑
i=0

ai(t1, . . . , tm)X2
i = 0

avec les ai polynômes non nuls et n ≥ 4, est réduit à l’image de Br (k).

Exercice. Montrer que le groupe de Brauer non ramifié d’un système

0 6= q1 = q2 · · · = qn,

où les qi sont des formes quadratiques non dégénérées de rang au moins 2, en
des variables indépendantes, est réduit à l’image de Br (k).

Exercice. Montrer que le groupe de Brauer non ramifié d’une variété

NK/k(Ξ) = c

avec c ∈ k∗ et K/k cyclique, ou de degré premier, est réduit à l’image de
Br (k).

Comment relever une classe de H1(k,Pic(X)) dans Br 1(X) ?

Soit X une k-variété projective, lisse, géométriquement connexe. Comme
on a expliqué, on a une suite exacte

Br 1(X)→ H1(k,Pic(X))→ Ker[H3(k,Gm)→ H3
ét(X,Gm)].
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Même lorsque l’on sait que H3(k,Gm) = 0, par exemple si k est un corps
de nombres ou si k = F (t) avec F un corps de nombres, et que l’on connaı̂t
des classes non triviales dans H1(k,Pic(X)), il est en général difficile d’ex-
hiber des représentants concrets dans Br 1(X).

Le problème de pose déjà dans le cas d’une compactification lisse d’un
espace homogène d’un k-tore algébrique, et même déjà dans le cas d’une
compactification lisse d’un k-tore algébrique, i.e. avec X(k) 6= ∅.

Le cas le plus simple non trivial est celui d’une équation

NormK/k(ξ) = c,

avec K/k biquadratique.
On consultera les articles CT [26] et Wei [124] pour quelques progrès dans

cette direction.

Exercice ([26]) Soit k un corps, car(k) 6= 2. Soient a, b, c ∈ k∗. Soit U la
k-variété lisse (ouverte) définie par l’équation

(x2 − ay2)(u2 − bv2)(z2 − abw2) = c.

C’est un espace principal homogène sous le k-tore défini par

(x2 − ay2)(u2 − bv2)(z2 − abw2) = 1.

Montrer que l’algèbre d’Azumaya sur U définie par l’algèbre de quaternions
(x2 − ay2, b) est non ramifiée sur tout modèle projectif et lisse X de U .
Lorsque aucun de a, b, ab n’est un carré dans k, montrer que la classe de
A dans Br (X)/Br (k) est non nulle. On peut en fait montrer que le groupe
Br (X)/Br (k) est d’ordre 2, engendré parA. Cet exemple est remarquable en
ce qu’on a ici un générateur simple explicite pour le groupe Br (X)/Br (k).

7.0.10. Groupe de Brauer non ramifié d’espace total de fibrations. — On a
vu ci-dessus comment calculer le groupe de Brauer de modèles projectifs et
lisses de surfaces affines d’équation

y2 − az2 = P (t).

D’un point de vue diophantien, les équations de la forme

NK/k(Ξ) = P (t),

où K/k est une extension finie de corps, ou plus généralement K est un pro-
duit d’extensions finies de corps, et P (t) est un polynôme, sont intéressantes.

Il n’est pas facile de calculer le groupe de Brauer d’un modèle projectif
et lisse de ces variétés. Pour des résultats partiels, on consultera [28], [123],
[120].
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[88] B. È. Kunyavskiı̆, The Bogomolov multiplier of finite simple groups, in Co-
homological and geometric approaches to rationality problems, 209–217, Progr.
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