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Résumé. — Sur toute surface de del Pezzo de degré 4 sur un corps Cy
de caractéristique zéro, tous les points rationnels sont R-équivalents. Plus
généralement, ceci vaut sur tout corps parfait infini de caractéristique
différente de 2.

Abstract. — On a del Pezzo surface of degree 4 over an infinite C;-
field of characteristic zero, all rational points are R-equivalent. This more
generally holds over any infinite perfect Cq-field of characteristic different
from 2.

1. Introduction

Soient k un corps, X une k-variété algébrique et X (k) 'ensemble de
ses points rationnels. On dit que deux points P et @) de X (k) sont di-
rectement R-liés s'il existe un ouvert D de la droite projective Py et
un k-morphisme D — X tels que P et () appartiennent a l'image de
D(k). La R-équivalence sur X (k) est la relation d’équivalence engendrée
par cette relation élémentaire. On note X (k)/R l'ensemble des classes
d’équivalence.

Pour k£ = F un corps fini et X une hypersurface lisse de degré d < n
dans P}, un cas particulier d’une conjecture de Kollar (voir [9]) affirme
que lensemble X (F)/R est réduit & un élément. Pour d = 3 et I de
cardinal au moins 8, ceci a été établi par Swinnerton-Dyer [14] et Kollar
[9]. Un corps fini satisfait la propriété C;.
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Soit k un corps C de caractéristique zéro, et soit X une k-variété pro-
jective, lisse, géométriquement connexe. Supposons X géométriquement
rationnellement connexe (voir [8]). Cette propriété est par exemple sa-
tisfaite si X est une hypersurface de degré d < n dans P}, ou si X est
géométriquement rationnelle, par exemple si c¢’est une surface fibrée en
coniques sur la droite projective, ou si ¢’est une surface de del Pezzo.

Sans précision supplémentaire sur X ou sur k, les deux questions sui-
vantes sont ouvertes :

(1) (Serge Lang) L’ensemble X (k) des points k-rationnels de X est-il
non vide ?

(2) [4, Question 10.11] Y a-t-il au plus une classe de R-équivalence sur
X(k)?

Ces questions ont été plus particulierement étudiées pour k = C(B)
le corps des fonctions d'une courbe complexe et k = C((¢)) le corps des
séries formelles en une variable. Dans ces deux cas, la question (1) a
une réponse affirmative. Pour k = C(B), c’est le théoreme de Graber,
Harris et Starr [6]. Pour £ = C((t)), on sait établir le résultat comme
conséquence dudit théoreme [4, Thm. 7.5].

Pour k = C(B) et k = C((¢)), A. Pirutka [12] a donné une réponse af-
firmative a la question (2) lorsque ’on suppose de plus X rationnellement
simplement connexe.

Déja en dimension 2, donc pour les surfaces géométriquement ration-
nelles, et méme pour les corps k = C(B) et k = C((t)), la question (2)
est ouverte.

Soit k un corps infini. Soit X wune k-surface projective, lisse,
géométriquement connexe, munie d'un k-morphisme f : X — Pj
dont la fibre générique est une conique lisse. Si k est un corps Cf,
toutes les fibres lisses possedent des k-points. Si X (k)/R est réduit
a un élément, ou méme simplement est de cardinal plus petit que le
corps k, alors il existe un k-morphisme g : P; — X qui composé avec
f: X — P} est un k-morphisme dominant & : P} — Pj}. Le produit fibré
Y de f: X — P} et h: P — P} est une k-surface fibrée en coniques
Y — P} qui admet une section : ¢’est donc une k-surface k-rationnelle,
et elle domine X. On conclut que X est k-unirationnelle. Soit Z une
variété complexe de dimension 3 fibrée en coniques au-dessus du plan
projectif P4. Soit & = C(t). En considérant un pinceau de droites dans
PZ, on voit que le corps des fonctions de Z s’identifie au corps des
fonctions d'une k-surface projective et lisse X fibrée en coniques sur
P;. Si X(k)/R est dénombrable, I'argument précédent montre que X
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est k-unirationnelle. Comme k& = C(t), on conclut que la variété Z est
C-unirationnelle. Or on ne s’attend pas a ce que toute variété complexe
fibrée en coniques sur P2 soit C-unirationnelle. On ne s’attend donc pas
a une réponse affirmative a la question (2) en général.

Dans un récent article, Zhiyu Tian [15] établit X (k)/R = 1 pour les
surfaces de del Pezzo de degré 4 sur le corps k = C((t)). Dans cette note,
j'observe qu'un théoreme de Salberger et Skorobogatov [13] sur les sur-
faces de del Pezzo sur un corps parfait permet d’établir cet énoncé pour
beaucoup de corps C1, en particulier pour k = C(B) le corps des fonc-
tions d’une courbe sur un corps C algébriquement clos de caractéristique
Z€10.

Théoréme 1.1. — Soit k un corps C parfait, infini, de caractéristique
différente de 2. Soit X une k-surface projective et lisse de ['un des types
sutvants :

(a) Surface de del Pezzo de degré 4, c’est-a-dire intersection lisse de
deuz quadriques dans Pj.

(b) Surface cubique lisse dans P} possédant une droite définie sur k.

(c) Surface X munie d’une fibration en coniques X — P} possédant
exactement 5 fibres géométriques réductibles.

Alors tous les k-points de X sont R-équivalents.

Sur tout corps k, on sait que les classes de surfaces considérées en
(b) et (c) sont identiques. On sait que la contraction d’une k-droite sur
une surface cubique lisse est une surface de del Pezzo de degré 4, et que
I’éclatement sur une surface de del Pezzo de degré 4 d’un k-point non situé
sur une courbe exceptionnelle est une surface cubique lisse possédant une
k-droite. Pour ces énoncés classiques, on consultera [7] et [10]. On sait
aussi (B. Segre, Manin [10, Theorem 29.4 and 30.1], [3, Prop. 2.3], Kollar
[9], Pieropan [11]) que les k-surfaces considérées sont k-unirationnelles
des qu’elles contiennent un k-point.

Sur k£ un corps C toutes les k-variétés considérées dans 1’énoncé ont
des k-points, et si k est infini ces k-points sont denses pour la topologie de
Zariski. Une surface de type (a) est donc k-birationnelle a une surface de
type (b), et inversement. L’ensemble X (k)/R est invariant par éclatement
d’un k-point. Il suffira donc d’établir ’énoncé pour les surfaces de del
Pezzo de degré 4.

La trivialité de X (k)/R pour k un corps C; de caractéristique zéro
était connue pour les surfaces rationnelles fibrées en coniques avec au
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plus 4 fibres géométriques réductibles [5], donc aussi pour les surfaces X
de del Pezzo de degré 4 avec Pic(X) de rang au moins 2.

La trivialité de X (k)/R pour k un corps C; n’est pas connue pour
une surface cubique lisse X k-minimale, i.e. avec Pic(X) de rang 1. Sur
k= C((t)), c’est établi pour certaines surfaces cubiques dans [15].

2. Démonstration du théoreme
Soit k£ un corps de caractéristique différente de 2.

Lemme 2.1. — Soit Q C P}, n > 2 une quadrique lisse. Soit U C Q)
un ouvert de Zariski. On a U(k)/R < 1. Plus précisément, deux k-points
P et Q) de U sont directement R-liés sur U.

Démonstration. — [3, Lemma 3.22 (ii)]. O

Lemme 2.2. — Soit U C P}’ un ouvert non vide. Soit n > 4. Soit
X C P}, une famille lisse de quadriques. Si k est un corps C, pour tout
ouvert Zariski non vide W C X, on a W(k)/R = 1. Plus précisément,
deux k-points P et () de W sont directement R-liés sur W.

Démonstration. — Notons p : X — U la projection naturelle. Quitte
a remplacer U par l'ouvert p(W), on peut supposer U = p(W). Soient
P,Q € W(k), et soient A = p(P) et B = p(Q). Si A = B, alors P et
() sont deux k-points de la quadrique lisse X4 C P}, et P et () sont
directement R-liés dans 'ouvert W N X4 C X, d’apres le lemme 2.1,
donc aussi sur W. Supposons A # B. Soit L C P}* la droite joignant A
et B. La restriction de p : X — U au-dessus de L N U est une famille
lisse de quadriques ¥ — L N U qui possede une section rationnelle car
le corps k(L) est un corps Cy et toute forme quadratique en au moins 5
variables sur un tel corps a un point rationnel. Comme LNU est régulier
de dimension 1, toute telle section est morphique. La fibre générique
Y, de la famille Y — L N U est une quadrique lisse qui possede un
point rationnel sur k(n) = k(L), donc est k(L)-birationnelle & un espace
projectif sur le corps k(L). On sait que la propriété d’approximation faible
est invariante par de tels isomorphismes. On peut donc trouver un k(L)-
point de Y,, qui se spécialise en P au-dessus de A et en () au-dessus de B.
Le k-morphisme 6 : LNU — Y C X ainsi défini est une R-équivalence
directe entre P et (). Comme P et () appartiennent a W, le k-morphisme
6= (W) C L est non vide et (W) — W est une R-équivalence directe
entre P et () dans W. 0
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Lemme 2.3. — Soient X une k-variété intégre, S un k-groupe réductif
conneze, et p: T — X un torseur sur X sous S. Soit W C T un ouvert,
et soit U = p(W) C X louvert qui est son image par p. Si k est un corps
infini de dimension cohomologique au plus 1, Uapplication W (k) — U (k)
est surjective.

Démonstration. — Soit P € U(k). La fibre Up de W — U est un ouvert
non vide de la k-variété Tp, qui est un espace principal homogene sous le
k-groupe réductif connexe S. Comme la dimension cohomologique de &
est au plus 1, cet espace principal homogene est trivial, donc la k-variété
Tp est k-isomorphe a S. Tout k-groupe réductif connexe sur un corps
infini est k-unirationnel (Chevalley, Rosenlicht, Grothendieck [1, Thm.
18.2]), les k-points sont donc Zariski denses. Ainsi Up(k) # (). O

Rappelons le théoreme [13, Thm. 3.8].

Théoréme 2.4 (Salberger et Skorobogatov). — Soit k un corps
parfait infini de caractéristique différente de 2. Soit X wune surface de
del Pezzo de degré 4 et p : T — X un torseur universel sur X tel
que T (k) # 0. Alors il existe un ouvert Q du plan projectif P3 et une
k-variété géométriquement integre Y avec les propriétés suivantes :

(i) La k-variété Y x;, P3 est k-birationnelle a T x; Py.

(11) La k-variété Y est un ouvert dans une famille lisse de quadriques
dans P},.

Théoréme 2.5. — Soit k un corps Cy, parfait, infini, de caractéristique
différente de 2. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré 4. L’ensemble
X (k)/R est réduit a un élément.

Démonstration. — Comme le corps k est C et que X est définie par
I’annulation simultanée de deux formes quadratiques en 5 variables, on a
X (k) # 0. Soit p: T — X le torseur universel [2, (2.0.4)] de fibre triviale
en un k-point de X. Ce torseur a une évaluation triviale en tout k-point
de X. En effet le corps k étant C; est de dimension cohomologique au
plus 1, et donc H'(k,S) = 0 pour tout k-tore S. L’application induite
T (k) — X(k) est donc surjective [2, Lemme 2.7.1].

Gardons les notations du théoréme 2.4. Notons U C T x;, P} et V C
Y X P? des k-ouverts non vides isomorphes.

Soit p; : U — X le morphisme lisse composé de 'inclusion U C T Xy
P;, de la projection sur 7 x; P — T et de T — X. Soit Xy C X
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I'ouvert image de p;. Il résulte du lemme 2.3 que 'application induite
U(k) — Xo(k) est surjective.

Soient P, () deux k-points de V. Soit Vi C Y l'ouvert image de V' par la
projection Y x;,, P} — Y, et soient A et B dans V;(k) les k-points images
de P et Q. D’apres le lemme 2.2, les points A et B sont directement R-liés
sur V;. Il existe donc un k-morphisme D — V; d’un ouvert D C PllC tel
que A et B soient dans I'image de D(k). La restriction de V- — V; a D
est une famille d’ouverts de P3. L’argument d’approximation faible au-
dessus du corps k(D) utilisé dans la démonstration du lemme 2.2 établit
Iexistence d'un k-morphisme D' — V', avec D’ ouvert de D relevant
D — Vi, tel que P et @ soient dans I'image de D'(k). Ainsi P et @) sont
directement R-liés sur V.

Combiné avec la surjectivité de U(k) — Xo(k), cela établit que deux
k-points quelconques de 1'ouvert non vide X, sont directement R-liés.

Pour établir X (k)/R = 1, on utilise la proposition 3.24 de [3, §3, Ap-
pendice BJ, qui garantit que 'application Xo(k) — X (k)/R est surjective.
Cette proposition est énoncée sur un corps de caractéristique zéro. Dans le
cas considéré ici d'une k-surface de del Pezzo de degré 4, k-unirationnelle,
on vérifie que 'argument donné la, qui utilise la k-unirationalité de X,
mentionnée dans 'introduction, et [3, §3, Appendice B, Prop. 3.23], vaut
sur tout corps k infini de caractéristique différente de 2. [l

Remarque 2.6. — Dans la démonstration du théoreme, ’hypothese
que le corps k est parfait vient de cette méme hypothese dans le théoreme
2.4.
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