Compactification équivariante d’un tore
(d’apres Brylinski et Kiinnemann)

J.-L. Colliot-Thélene, D. Harari et A.N. Skorobogatov
16 mai 2003

L’objet de cette note est de donner une preuve combinatoire de I'existence
d’une compactification équivariante lisse d'un tore sur un corps quelconque.
Ce résultat est bien connu et est régulierement utilisé, mais il est difficile d’en
trouver dans la littérature une démonstration complete détaillée (notamment
en ce qui concerne le caractere projectif des compactifications construites). En
particulier, comme I’a remarqué A.S. Merkurjev en 1996, le début de la preuve
du Lemme 3 de larticle [Bry79] utilise un résultat erroné de [Bry77] (en bas
de la page 278).1 L’origine du présent travail est une communication privée
de K. Kiinnemann (1998) qui explique comment on peut raffiner la méthode
de Brylinski [Bry79] pour obtenir le résultat. Nous suivrons cette approche.
Quitte a prendre un modele en caractéristique zéro, on peut également établir
le Théoreme 1 et le Corollaire 1 ci-dessous en utilisant la résolution canonique
des singularités de Bierstone et Milman ([BM], [EV]) ou les résultats (basés
sur les propriétés des subdivisions barycentriques) de [AW]. 2

Notre but est de démontrer le

Théoreme 1 Soient L un réseau et A un éventail projectif de Lr := L®zR.
Soit G un groupe fini d’automorphismes de L. Alors il existe un éventail B de
Ly qui est projectif, lisse, invariant par G, et tel que B soit une subdivision

de A.

Pour les notions et propriétés de base sur les variétés toriques, nous ren-
voyons a [Da] ou [Oda]. Nous appellerons ici cone de Lgr ce qui dans la

IPar conséquent, on ne peut pas en général prendre x intérieur 4 o dans le Lemme 3
de [Bry79] si certaines faces propres du cone o sont singuliéres.

2Pour la projectivité des compactifications, ces auteurs renvoient aux lemmes 1,2, et 3
pages 33 a 35 de [KKMS], lemmes dont les démonstrations sont laissées aux lecteurs...



littérature est appelé cone polyédral rationnel strictement convexe, c’est-a-
dire une partie 0 de Lgr qui ne contient aucune droite et qui peut s’écrire
comme |’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients > 0 d’une partie
finie de L. Une face d'un cone o de Ly est une partie 7 de o telle qu’il existe
un élément [ du réseau dual L* = Hom(L, Z) vérifiant : {(z) > 0 pour tout x
de o, et 7 est 'ensemble des = € o tels que I(z) = 0. Un éventail de Lgr est
un ensemble fini de cones de Ly qui vérifie les deux propriétés : toute face
d’un cone de A est encore dans A, et 'intersection de deux cones de A est
une face de chacun d’eux. Une subdivision d’un éventail A est un éventail B
tel que : tout cone de B est inclus dans un cone de A, et la réunion des cones
de B est égale a la réunion des cones de A. Un éventail A de Lgr est complet
si U,ea 0 = Lr. Soient n = dim L et A") I'ensemble des cones de dimension
r de A pour tout r € {0,...,n}.

Rappelons la caractérisation classique suivante des variétés toriques pro-
jectives (|Oda], Th. 2.13) :

Proposition 1 Soit A un éventail complet. Alors les quatre propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1. La variété torique associée a A est projective.

2. 1l existe une famille de formes linéaires (ry),cam dans Hom(L, Q), et
une fonction [ : Lr—R satisfaisant :

f(z) = min ¢ ym 7o () Vo € Lg

avec f(x) =r,(x) si et seulement si x € o.

3. Il existe une famille de formes linéaires (ry)sca dans Hom(L, Q), et
une fonction f : Lr—R satisfaisant :

f(z) = mingear,(x) Vo € Lr

avec f(x) =r,(x) si et seulement si x € o.

4. 1l existe une famille de formes linéaires (r,)sca dans Hom(L, Q) satis-
faisant :

ro(x) < r.(z) V(o,7) € A X A, Ve € o
avec €galité si et seulement st x € T.

Un tel éventail A est dit projectif. Une fonction f vérifiant 'une des
propriétés 2 ou 3 s’appelle une fonction strictement conveze relativement a

A.



Un cone de Lgr est un cone simplicial s’il est engendré comme cone par des
¢éléments linéairement indépendants de L. Si o est un cone simplicial engendré
comme cone par (e, ..., e,.) (ou les e; sont des éléments primitifs du réseau L),
on note M, le sous-groupe de L engendré par les e; et on définit la multiplicité
m de o comme l'indice du sous-groupe M, dans LN (M, ® Q). C’est aussi
le volume du parallélotope P, := {>°7_, Nie;,0 < \; < 1} (normalisé par
le réseau L N E,, ou E, = Vect (eq,...,e,) = M, ® R). Un cone simplicial
est lisse s’il est de multiplicité 1, et un éventail A de Lgr est dit lisse s’il
est composé de cones simpliciaux lisses. C’est équivalent a ce que la variété
torique associée a A soit lisse ([Odal], Th. 1.10).

Notons que si un cone simplicial est engendré comme cone par une famille
libre (e;)icr de L, alors ses faces sont les cones engendrés par (e;);es, out J
est une partie de I. En particulier toute face d’'un cone simplicial lisse est
encore lisse.

En corollaire du théoreme 1, nous obtenons le résultat annoncé :

Corollaire 1 Soient k un corps et’I’ un k-tore. Il existe une compactification
projective, lisse et équivariante de T sur k.

Preuve du corollaire 1 a partir du théoreme 1 : Soit 7" un k-tore
déployé par une extension finie galoisienne K /k. Soit L le réseau des coca-
racteres de T', muni de l'action galoisienne de G := Gal(K/k). On applique
le théoreme 1 au réseau L en partant d’un éventail projectif A quelconque
de Lr. On obtient alors un éventail projectif lisse B de Lr qui est invariant
par G. Soit Tk := T x; K. On peut associer ([Da], 5.5) a B une K-variété
X’ munie d’une action de G, et une immersion ouverte Tx — X' telle que
Iaction de Tk sur lui-méme s’étende a X’. Comme B est projectif et lisse,
la variété torique X' est projective et lisse. On définit alors la compactifi-
cation projective voulue X de T' comme le quotient de X’ par l'action de
G = Gal(K/k), ce qui est licite car X’ est projective ([Se], V.20). Comme
X' = X Xy, K est lisse sur K, il en est de méme de X/k.

|

Pour prouver le théoreme 1, on commence par un lemme certainement
bien connu, mais pour lequel nous n’avons pas trouvé de référence explicite :

Lemme 1 Soient A et B deuz éventails de Lgr. Désignons par C l’ensemble
des o N1 pour o € A, 7 € B. Alors C est un éventail de Lg.



Preuve :  On notera " le dual d’un cone o. Rappelons qu’on a (¢¥)" = o.
Chaque o N 7 est un cone polyédral rationnel de Ly : en effet si o (resp. 7)
est ’ensemble des = de Ly tels que [(z) > 0 pour tout [ € I (resp. ! € J), ou
I (resp. J) est une partie finie de L*, alors o N 7 est ’ensemble des = de Lg
tels que [(x) > 0 pour tout [ € I U J (On a ainsi montré le fait bien connu
que intersection de deux cones de Ly est encore un cone de Lg).

D’autre part on a la formule évidente (0 +7)" = oV N7"; en 'appliquant
dans L* & ¢ et 7V, on en tire par dualité (c N 7)Y = o¥ + 7V. Il en résulte
qu’une face de o N7 est de la forme o’ N7/, oul ¢’ est une face de o et 7’ est
une face de 7; ainsi 0/ € A et 77 € B donc o' N7 € C et toute face d'un cone
de C' est encore dans C'. Montrons enfin que l'intersection de deux cones o N7
et o' N 7" de C est une face de chacun d’eux. Soit ¢’ =ocNo’ et 7" =7N7.
Alors (cN7)N (e’ N7') = c”N7". En utilisant la formule (cN7)"¥ =0V + 7Y,
on voit que o” N 7" est une face de o N7 et que c’est aussi une face de o’ N7’.

i

On établit maintenant le

Lemme 2 Soit A un éventail projectif de Lr et G un groupe fini d’auto-
morphismes de L. Alors A admet une subdivision projective et invariante
par G3.

Preuve :  Soit B I'ensemble des cones de Lgr de la forme [ ., g.04 avec
chaque o, € A (comme on I'a vu plus haut, l'intersection de deux cones de
Ly est encore un cone de Lgr). Alors B est un éventail par le lemme 1, et il est
clairement invariant par G. Montrons que B est complet. Si x € Ly, il existe
(pour tout g € G) un o, dans A tel que g~'.z € o, car A est complet. On a
alors © € [, ¢ 9.04, d’0olt la complétude de B. Comme tout cone (1, 9.0y
de B est inclus dans le cone o, de A (ou e désigne I’élément neutre de G),
on en déduit en outre que B est une subdivision de A.

Il reste a montrer que B est projectif. Comme A est projectif, on peut
trouver une famille (r,),c4 de formes linéaires vérifiant la propriété 4 de
la Proposition 1. Tout cone 7 de B s’écrit 7 = [, 9.04(7), avec chaque
o4(1) € A. Posons alors s,() = > 7o, (g~ -x). Alors pour tout 7 =
Nyec 9-04(7') de B et tout = de 7, on a pour tout g de G : g~'.x € g4(7) d'ot
Tay(r) (971 2) < 1oy (g7 ) avec égalité si et seulement si g~'.x € ay(7').
En sommant on obtient s.(z) < s, (z) avec égalité si et seulement si z € 7.
On en déduit que (s;),cp est une famille de formes linéaires qui vérifie la
propriété 4 de la Proposition 1. Ceci prouve que B est projectif.

|



Si A est un éventail de Ly invariant par G, on appellera stabilisateur d’'un
cone o de A, et on notera GG, C G, 'ensemble des g € G tels que g.0 = g, et
fizxateur de o I'ensemble des g € G tel que g agisse comme l'identité sur les
points de o. La proposition suivante est un léger raffinement du lemme 2 de
[Bry79]. L’idée d’introduire la propriété (*) ci-dessous® nous a été signalée
par Kiinnemann (communication personnelle).

Proposition 2 Soit A un éventail projectif de Ly invariant par G. Alors il
existe une subdivision B de A, invariante par G, projective, formée de cones
simpliciauz, et satisfaisant la propriété (x) suivante :

(%) Soient g € G et 0 € B tels que o et g.o soient faces d’un méme cone T
de B. Alors 0 = g.0.

Remarque 1 La propriété (x) implique en particulier que le stabilisateur
de tout cone 7 de B est égal a son fixateur. Soit en effet ¢ € G tel que
g.1 = 7. Alors g transforme toute face de 7 en une face de 7. La propriété
(%) implique alors que g laisse fixe toute face de 7. Comme g est d’ordre fini,
son action sur une face de dimension 1 ne peut étre que 'identité. Comme 7
est engendré comme cone par ses faces de dimension 1, et que I'action de g
est linéaire, g agit par 'identité sur 7.

Preuve de la proposition :  Elle se fait en plusieurs étapes. On commence
par montrer :

Lemme 3 1] existe une famille (x,),ea d’éléments de L vérifiant : x, est
dans Uintérieur du cone o et g.x, = x4, pour tous o € A, g € G.

Remarque 2 Comme zx, est a l'intérieur de o, il résulte des axiomes des
éventails que la demi-droite R*z, détermine o.

Démonstration : Pour chaque orbite 2 de I’action de GG sur A, choisissons
un représentant oo € {2 et un point intérieur mg de o qui est dans L. Posons
Lo 1= deGUQ g.mq € 0q, puis T, := ¢.Z,, pour tout o = g.oq dans 'orbite
Q) de 0. Alors pour tout o € €2, le point x, est un point de o N L, intérieur
a 0. Par construction on a bien z,, = g.z, pour tout g de G et tout o de 2.
Ceci étant valable pour toute orbite €2, le lemme est démontré.

O

Soit alors C I'ensemble des chaines a@ = (o7, ...,07) de cones de A vérifiant
o1 D 03 D ... D oy, les inclusions étant strictes avec dimo; > 1. On notera

3Cette propriété est en particulier impliquée par celle que I’éventail soit G-strict au
sens de [AW].



abusivement ¢ € a pour dire que o est I'un des ;. Soit B ’ensemble des
cones 7, de Ly engendrés par (z,,,...,Zs), OU o = (04q,...,0) est dans C.
Montrons alors :

Lemme 4 Les cones de B sont des cones simpliciaur qui vérifient la pro-
priété : T, est une face de T, si et seulement si o est une sous-chaine de
a. On a la formule 7, N 7o = 73, ot B est la chaine formée des cones qui
appartiennent a aNa’. L’ensemble B est un éventail de Ly invariant par G.

Démonstration : L’ensemble B est invariant par GG grace a la propriété
9.T, = 24, du lemme 3. Pour a = (0, ...,07) dans C, les z,, (1 < i <)
sont linéairement indépendants a cause de I'hypothese que z, est intérieur a
o pour tout o € A. Ainsi B est formé de cones simpliciaux. Comme un cone
simplicial 7, de B est engendré par (z,,, ..., Z,,), ses faces sont les 7/, olt o/
est une sous-chaine de a.

On en déduit déja que toute face d’un cone de B est dans B. Pour voir que
I'intersection de deux cones de B est une face de chacun d’eux, montrons la
formule : 7, N7, = 73, ou B est la chaine formée des cones qui appartiennent
a anda’. L'inclusion 73 C 7, N7y est évidente. Soit = # 0 dans 7, N 7,/. Pour
montrer que r € 7g, on peut supposer (quitte a remplacer o et o’ respecti-
vement par des sous-chaines) que dans I’écriture de x comme combinaison
linéaire des z,,, o € a (resp. o € o), toutes les composantes sont non nulles.
Montrons qu’alors a = «/. Posons o = (074, ..., 07) et o’ = (0}, ..., 0},), on peut

écrire
l v
!
T = g ANy, = E )\jxg;
=1 j=1

avec A; > 0 pour tout 4 (resp. A} > 0 pour tout j). Alors z est intérieur a o,
et a o1, donc 0y = 07 et 75, = 1. Si A\; # A}, par exemple \; > A}, on a

(M = AN)Zoy + Mooy + - NiZoy = Aoy 4+ + Nyo,, -

Le premier membre est intérieur a o7 = o} et le second membre est nul ou
intérieur a o}, : contradiction. Ainsi o7 = o] et \; = \|. Remplagant = par
x — Moy = x — Mo}, on conclut par récurrence sur [ que [ =1', o = o’ et
Ai = A, pour tout i. Finalement B est bien un éventail de Lg.

i

On montre maintenant :

Lemme 5 L’éventail B est complet et c’est une subdivision de A qui vérifie
la propriété (x).



Démonstration : Si un point y est intérieur a un cone o d’un éventail,
alors o est la réunion des (7,y) := (7 + R>oy), ou 7 décrit les faces de o de
dimension dim o — 1. On en déduit immédiatement par récurrence sur r > 1
la propriété : pour tout cone o de A avec dimo = r, et tout = € o, il existe
une chalne strictement décroissante oy = 0 D 09 D ... D 07 de coOnes de A
telle que = appartienne au cone engendré par (2., gy, ..., T5,). Comme A est
complet, B est complet. Tout cone 7, de B avec o« = (o7, ...,0;) est inclus
dans le cone o de A, donc B est une subdivision de A. La propriété (x) de
la proposition résulte de ce que 7, est une face de 7, si et seulement si o/ est
une sous-chaine de o (Lemme 4) : en effet g.7, = 7, par définition des xz,,
et dans toute chaine il y a au plus un élément d’'une dimension donnée.

O

Pour finir la preuve de la proposition 2, il reste a montrer que ’éventail B est
projectif. Soit (7 )sea une famille de formes linéaires vérifiant la propriété 4
de la Proposition 1. Soient n = dim L et C™ I’ensemble des éléments o de C
tels que 7, soit de dimension n, ¢’est-a-dire des a de la forme o = (074, ..., 7,,).
Soit £ > 0 dans Q. Pour tout a = (o4, ..., 0,,) dans C™, on définit une forme
linéaire I, € Hom(L, Q) par l,(z,,) = &' (en particulier I,(z,,) < & si
£ < 1). On peut supposer ¢ tel que | Io(2,) |< € pour tous a € C™, o € A (il
suffit de décomposer chaque x, sur chaque base (z,,,...,Z,,)). Posons alors
50(7) = 14, () + 1o (z) pour tout a = (074, ..., 0,,) dans C™. Comme la famille
(r,) vérifie la propriété 4 de la Proposition 1, on a r,(z,) < 1,/ (z,) des que
o n’est pas inclus dans o’ (car z, est intérieur a o), et on peut supposer
que 74/ (xy) — ro(x,) > /2 pour tous 0,0’ de A avec o non inclus dans o’
Montrons un lemme :

Lemme 6 Sic est assez petit, on a pour tous o, &’ € C™ et pour tout o € o :
Sa<xa) S So/(xa>

avec égalité si et seulement si o € o'.

Preuve du lemme 6 :  Soient a = (074, ..., 0,...0,) et « = (0}, ...,0,,) dans
C™. Notons que 74(7,) = f(24) = 7o, (T5), Ol f(x) := minge4 7, (x) est une
fonction strictement convexe pour A. Supposons que ¢ ne soit pas inclus
dans o7. Alors 74, (2,) = 75(25) < 741(75) — /€, donc pour ¢ assez petit
Sa(Ts) < So(x,) puisque | lo(xy) | et | lo(z,) | sont < e. Soit maintenant
o C o} avec o de dimension n —d,d > 0;sid = 0, on a 0 = o] d’ou
T, (Tg) = To(T5) = 151 (25) €t lo(75) = lar(25) donc s4(75) = so(25). Si
d > 0, écrivons z, = > ., AiZqr, Ai € R, et supposons sq(2,) > sar(25).
Montrons que A\; = 0; déja Ay > 0 car z, € of. D’autre part r,,(z,) =

7



f(xs) = 741(7,) puisque o C 0} et 0 C o1. Comme 54(75) > Sa/(75), 0N
obtient l,(z,) > lu(z,). Mais lo(2,) = €2 et ly(z,) = > i Mgttt donc
si € est assez petit, on a A\; < 0. Ainsi A\; = 0. On en déduit que o C o7 :
en effet x, = Z?:z )\ngz/_, donc x, est dans le R-espace vectoriel Fy engendré
par o ; si on n’avait pas o C o), alors o N E, serait inclus dans le bord de
o et x, (qui est intérieur & o) ne pourrait pas appartenir a E,. On montre
alors par récurrence sur i que \; = 0 pour ¢ < d d’ott 0 C 0}, donc (pour
des raisons de dimension) la seule possibilité est ¢ = o0}, soit o € o' et
lo(7) = lo(zy) = €912 puis s,(74) = Sor(T5).

O

Fin de la preuve de la proposition 2 :  Posons g(z) = min,ccm) So ().
Soit a = (o4, ...,0,) dans C™. D’apres le lemme 6, on a pour tout z =
S Ao, (A > 0) de 7, et tout o/ de C™ :

Sa(T) = Z Aisa(Tq,) < Z AiSar(Tg,) = Sar(2)

avec égalité si et seulement si o; € o pour tout \; > 0, c’est-a-dire si et
seulement si x € 7,/ (rappelons que 7,N7, = 73, ou 3 est la chaine constituée
des cones qui sont dans aNa’). Il en résulte que la fonction g est strictement
convexe relativement a B.

O

Le théoreme 1 découle alors de la proposition suivante :

Proposition 3 Soit B un éventail de Ly, projectif, invariant par G, formé
de cones simpliciauz et satisfaisant la propriété (x) de la proposition 2. Alors
il existe une subdivision C' de B avec C' projective, invariante par G, et formée
de cones simpliciaux de multiplicité 1.

Preuve : Soit r la dimension minimale des cones simpliciaux singuliers
de B, et m > 1 la multiplicité maximale des cones simpliciaux de dimension
r de B. On va montrer qu’il existe une subdivision B’ de B vérifiant encore
(%) et satisfaisant la condition suivante : tous les cones simpliciaux de B’ de
dimension < r sont lisses, ceux de (B’)() ont une multiplicité < m, et le
nombre de cones simpliciaux de (B")") de multiplicité m est strictement plus
petit que pour B. La proposition en résultera par récurrence.

On utilise d’abord le procédé décrit dans [Da], 8.2 : soit ¢ € B de multi-
plicité m ; écrivons o comme le cone engendré par (ey, ..., e, ), ou les e; sont
des éléments primitifs du réseau L, et soit E, le R-espace vectoriel engendré



par (ey, ..., e,). Alors m est le volume (normalisé par LN E,) du parallélotope
P, = {>,_; Nie;,0 < \; < 1}. L’hypothese m > 1 permet alors de trouver
un point zg # 0 dans LN P,, soit zo = Y ., Aje; avec \; € Q et 0 < \; < 1;
en effet le volume du convexe symétrique Q, := P, + (—F,) est m.2" > 2"
donc d’apres le théoreme de Minkowski ([HW], 24.1) @), contient un élément
Yo # 0 de L, soit yo = > ;_, pie; avec pu; € Q et —1 < p; < 1. 11 suffit alors
de prendre xg = yo + Y _;_, piei, avec p = 0si p; > 0 et pf =1 si p; < 0. Si
xo appartenait a une face propre (engendrée par (e, ...,e;,) avec s < 1) de
o, il serait intérieur a cette face, ce qui contredirait le fait que le volume du
parallélotope associé a (e;,, ..., e;,) est 1. Ainsi x( est intérieur a o.

Le procédé de désingularisation partielle consiste alors a remplacer chaque
cone T qui contient xy par la famille des cones engendrés par (xg,0’), ou
o’ décrit I’ensemble des faces de 7 qui ne contiennent pas xg; les cones 7’
qui ne contiennent pas xy sont eux inchangés. En particulier tous les cones
de dimension < r sont inchangés (donc restent lisses), et le seul cone de
dimension r qui est subdivisé est o, les autres cones subdivisés étant les
cones de dimension > r qui contiennent o, qu’on notera 7y, ..., 7. Pour tout
Ai # 0, la multiplicité du cone engendré par (e, ..., é;, ..., €., Tg) est A;m (qui
est < m) via I'interprétation par le volume car le déterminant de I’application
linéaire qui envoie (ey, ..., €;, ..., €.) sur (eq, ..., g, ..., €.) est A;.

On obtient ainsi un nouvel ensemble B; de cones de Ly, obtenu a partir de
B en remplagant les cones 1, := 0,79, ..., 77 de B chacun par une famille de
cones (o7 ;,g), o les o ; sont les faces de 7; qui ne contiennent pas . Nous
pouvons alors définir une nouvelle famille B’ (invariante par G) de cones de
Ly a partir de B, en remplagant chaque cone g.7; (ou g € G et 1 < i <) par
la famille (g.07 ;, g.wo) : cette définition est sans ambiguité car si g.7;, = h.7,
avec g, h € G, alors (h™'g).0 et o sont deux faces d'un méme cone de B, donc
(via la propriété (x)) h~'.g laisse stable o, puis fixe z; (cf. Remarque 1) ; ainsi

les g.o;, ; sont exactement les h.oy, ;. Montrons un lemme :

Lemme 7 Soient (0, x¢) et (6", g.x¢) deux des nouveaur cones. Alors leur
intersection est o' N o” si g.xg # xo. Si g.xg = xg, cette intersection est le
cone engendré par xy et o' No”.

Démonstration :  Par hypotheése o’ (resp. ¢”) est une face d’'un cone 7/
(resp. 7") de B qui contient z( (resp. g.xq) avec xg & o' (resp. g.xg &€ o”).
Comme l'éventail B est projectif, on peut trouver une famille de formes
linéaires (r,)qep vérifiant la propriété 4 de la Proposition 1. Considérons en
particulier les formes linéaires r,/ et ., et posons | = r,» — r», on a donc :
[ <0sur7,1>0sur7”, avec dans chaque cas égalité seulement sur 7/ N 7".



Supposons d’abord g.zg # x. Alors g.0 # o (Remarque 1). Comme B vérifie
(%), aucun cone de B ne contient & la fois xq et g.z, sinon il contiendrait o et
g.0 parce que g est intérieur a o. En particulier zo € 7" et g.xg € 7. Si un
élément x = 2’ + Az de (0, z9) (A >0, 2’ € ¢’) s’écrit aussi x = 2" + ug.xo
(u >0, 2" € d”), on voit en appliquant [ qu’on doit avoir A = u = 0, d’ou le
résultat.
Supposons maintenant que g.xg = o. Soit x = 2’ + \xg = 2" + pxg, avec par
exemple A > u > 0 et 2/, 2 respectivement dans o/, ¢”. Avec les notations
ci-dessus, on a maintenant o € 7' N 7". En appliquant la forme linéaire [, on
obtient 2’ € 7”. Comme ¢” est une face de 7", il existe une forme linéaire s
qui est > 0 sur 7”7, et telle que o” soit exactement ’ensemble des points de
7" ou s s’annule. En appliquant alors s a 1'égalité 2’ + (A — pu)xg = 2", on
obtient A = pu puisque x’ et xg sont dans 7" et zo € o”. Ainsi &' = 2" est
dans ¢’ N ¢” et on obtient le résultat.

m|

Il résulte immédiatement du lemme ci-dessus (appliqué a h.xy pour h € G
arbitraire au lieu de xy) que U'intersection de deux cones de B’ est une face de
chacun d’eux. Comme les faces de (g.07 ;, g.wo) sont les g.7 et les (g.7, g.70),
out 7 décrit I'ensemble des faces de g.o;; qui ne contiennent pas g.x, toute
face d'un cone de B’ est encore dans B’ et B’ est bien un éventail, qui est une
subdivision de B (par définition de B’ la réunion des cones de B’ est Lg, et
tout cone de B’ est inclus dans un cone de B). Tous les cones de (B')™) ont
alors une multiplicité < m, et le nombre de cénes de (B')") de multiplicité
m est strictement plus petit que pour B, les cones de B’ de dimension < r
restant lisses.

Montrons que B’ vérifie la propriété (x). Si g.(0’,z9) et (o', xy) sont deux
faces d'un méme cone (¢”, h.zg) de B’, alors zp = h.z( sinon le Lemme 7
appliqué a (o’,x) et (0", h.xg) serait contredit. De méme g.xg = h.zg. En
appliquant alors le Lemme 7 & (0’,z¢) et (¢”,0), on obtient ¢’ C ¢”; et de
méme g.0' C ¢” donc g.0’ = ¢’ parce que B vérifie (x). On en déduit que B’
vérifie cette méme propriété.

Montrons pour finir que B’ reste projectif. Pour cela, il suffit de montrer le

Lemme 8 Soient E un éventail projectif de Ly et xq # 0 dans L. Soit £’
l’éventail obtenu a partir de E en remplacant les cones T qui contiennent x
par la famille des cones (xg,0’), ot o' décrit la famille des faces de T qui ne
contiennent pas xo. Alors E' est projectif.

Notons que le fait que E’ soit bien un éventail découle du Lemme 7.
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Preuve du lemme 8 : (Cf. [KKMS], lemme 2 p. 34). Soient f une fonc-
tion strictement convexe relativement a E et (r,),cg des formes linéaires
associées. Soit ¢ > 0 dans Q. Soient n = dim L et E™ I’ensemble des cones
de dimension n de E. Alors les cones 7 de dimension n de E’ sont les cones
de E™ qui ne contiennent pas z, et les cones 7 = (x0,0") avec o’ face de
dimension n — 1 (avec zy ¢ ¢') d'un cone p’ de E™ qui contient 2. Dans le
premier cas, posons s, = r,, et dans le deuxiéme cas posons s, = 1, + l,,
ou [, est la forme linéaire qui vaut € en xg et s’annule sur o’.

Soient 7, 7" deux cones de dimension n de E’. Il est immédiat via le Lemme 7
(appliqué avec g = e) que les formes linéaires s, et s,/ coincident sur 7N 7.
Soit maintenant x un élément de Ly avec x € 7 et x ¢ 7/, montrons qu’il
existe €, tel que s.(x) < s (x) pour tout £ < g,.

Si 7 et 7’ sont dans F, ¢’est clair parce que f était convexe pour E avec r,
et r» comme formes linéaires respectivement associées a 7 et 7/. Supposons
T € Eet 1 = (19,0), avec ¢’ face de dimension n — 1 de p/, p/ € E™.
Alors ou bien x ¢ p' et s.(v) = r.(v) < ry(x) + l(x) pour € assez petit, ou
bien x € T Np et © & ¢’ donc v = Azg+y avec A > 0 et l(y) = 0 d'ou
r-(x) = ry(xz) mais ly(z) > 0 soit s;(x) < sp(x). Si7T € E et 7= (2,0)
avec o face de dimension n — 1 de p € E™ alors r,(z) < r(z) donc pour &
assez petit, on a encore s,(x) < s/(x).

Si enfin 7 = (xg,0) et 7' = (x9,0’), avec o, o’ respectivement faces de
dimension n — 1 de p, p' € E™, alors 7,(x) < r,(z). Si I'inégalité est stricte,
on a comme ci-dessus s, () < s,/ () pour € assez petit, sinon z € p'. Ecrivons
x = Axg+yavec A > 0ety € o (maisy ¢ o). Il suffit alors de prouver
que l,/(y) > 0. Mais on remarque que y € p’ en appliquant la forme linéaire
r, — ry (cf. preuve du Lemme 7) qui est nulle sur x et x(, donc sur y (qui
est dans p). Comme [, a un signe constant sur p’ (dont ¢’ est une face) et
que sa valeur en xg est > 0, [,/(y) > 0 (I'inégalité est stricte car y & o’).

Soit (z1,...,x,) une famille qui engendre le cone 7. Pour 7 # 7/, 'un au
moins des x; n’est pas dans 7'. Soit ¢, .+ le plus petit des ¢,, associés comme
ci-dessus aux x; qui ne sont pas dans 7', et soit enfin ¢ le plus petit des e,/
pour les paires {7,7'} (avec 7 # 7') de cones de (E')™. Alors pour ce choix
de £, on obtient pour tous 7,7 de (E')™ et tout x de 7 : s,(2) < s(x) avec
égalité si et seulement si x € 7.
Finalement on a bien que g(z) := min_, gm s-(x) est une fonction strictement
convexe pour F’.

O
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