SURFACES STABLEMENT RATIONNELLES SUR UN
CORPS QUASI-FINI

par

J.-L. Colliot-Thélene

A la mémoire de Vasilii Alekseevich Iskovskikh

Résumé. — Soient k un corps et X une k-surface projective, lisse, stable-
ment k-rationnelle. Si X est déployée par une extension cyclique, par exemple
si le corps k est fini ou plus généralement quasi-fini, alors la surface X est
k-rationnelle.

Abstract. — Let k be a field and X a smooth, projective, stably k-rational
surface. If X is split by a cyclic extension, for instance if the field k is finite or
more generally quasi-finite, then the surface X is k-rational.

1. Introduction
L’énoncé suivant est essentiellement connu (cf. [5 §1, §2], [6], §2.A]).

Théoréme 1.1. — Soient k un corps et k/k une cloture séparable de k. Soit
X une k-variété projective, lisse. Soit X = X xy, k. Supposons que X est k-
rationnelle, i.e k-birationnelle ¢ un espace projectif. Considérons les conditions
susvantes.

(i) La k-variété X est k-rationnelle.

(ii) La k-variété X est stablement k-rationnelle.

(iii) La k-variété X est facteur direct d’une variété k-rationnelle, c’est-a-
dire qu’il existe une k-vari€été Y projective et lisse, géométriquement connexe,
telle que X X Y est k-birationnelle a un espace projectif.

(iv) Le module galoisien Pic(X) est stablement de permutation, c’est-a-dire
qu’il existe des modules de permutation de type fini P, et Py et un isomor-

phisme de modules galoisiens Pic(X) @ P, ~ P;.
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(v) Le module galoisien Pic(X) est un facteur direct d’un module de permu-
tation, c’est-a-dire qu’il existe un module galoisien M, un module de de permu-
tation de type fini P et un isomorphisme de modules galoisiens Pic(X)® M ~
P.

(vi) Pour toute extension finie séparable k' /k, on a H'(K',Pic(X)) = 0.

(vii) Pour toute extension finie séparable k'/k, application naturelle de
groupes de Brauer Br(k') — Br(Xy/) est surjective.

Alors : (i) implique (ii), qui implique (iii) ; (ii) implique (iv) ; (i) implique
(v); () implique (v); (v) implique (vi); (vi) implique (vii).

Démonstration. — Pour I'implication (i) implique (iv), voir [6, Prop. 2A1,
p. 461]. Le fait que (ii) implique (iv) et que (iii) implique (v) résulte alors du
calcul du groupe de Picard d’un produit [5, Lemme 11]. L’implication (v) im-
plique (vi) résulte du fait que pour tout module galoisien P de permutation et
toute extension finie séparable k’/k, on a H'(k’, P) = 0. Pour X une k-variété
projective, lisse, géométriquement integre, et toute extension finie séparable
K'/k, on a la suite exacte (cf. [6l, (1.5.0), p. 386]) :

Br(k') — Ker[Br(X) — Br(X)] = H'(K, Pic(X)).

Si de plus X est k-rationnelle, alors Br(X) = 0. Cette annulation est bien
connue en caractéristique zéro, et ’argument vaut encore pour la /-torsion de
Br(X) pour £ un nombre premier distinct de I'exposant caractéristique de k.
Que Br(X) = 0 vaut pour tout corps séparablement clos k et X k-rationnelle
se voit en combinant [11], Cor. 5.8] et [3], Prop. 2.1.9]. Ainsi (vi) implique (vii).
O

On dit qu'une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle, est
déployée par une sous-extension galoisienne K C k si X(K) # 0 et si I'in-
clusion naturelle de réseaux Pic(Xf) — Pic(X) est un isomorphisme. Sous
I'hypotheése X (k) # (), ceci équivaut au fait que Gal(k/K) agit trivialement
sur le réseau Pic(X).

Théoréme 1.2. — Soient k un corps et X une k-surface projective, lisse,
géométriquement rationnelle. Supposons que X possede un point k-rationnel
et que X soit déployée par une extension cyclique de k. Si X n’est pas
k-rationnelle, alors il existe une extension finie séparable K'/k telle que
HY(K',Pic(X)) # 0, et alors X n’est pas stablement k-rationnelle.

La démonstration sera donnée au §4 (théoreme , ou l'on regroupe les
résultats du §2 (surfaces fibrées en coniques) et du §3 (surfaces de del Pezzo).
C’est une démonstration cas par cas, qui s’appuie de fagon essentielle sur les
tables établies par divers auteurs sur I’action du groupe de Galois sur le groupe
de Picard des surfaces de del Pezzo de degré 3, 2, 1.
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L’énoncé du théoreme (1.2 est & comparer avec les exemples donnés dans [2].
Si k est un corps de caractéristique différente de 2, et P(x) € k[x] un polynoéme
séparable et irréductible de degré 3, de discriminant a¢ € k™ non carré, on
montre que la k-surface d’équation affine y? — az? = P(z) est stablement k-
rationnelle mais non k-rationnelle. Il existe donc de telles surfaces sur tout
corps k de caractéristique différente de 2 possédant une extension de corps
galoisienne de groupe &3, par exemple le corps des rationnels ou le corps
F = C(t) des fractions rationnelles en une variable sur les complexes.

Par définition, un corps quasi-fini est un corps parfait dont la cléture ga-
loisienne est le groupe procyclique 7 [19] Chap. XIII, §2]. Les deux types
d’exemples classiques sont : les corps finis et les corps de séries formelles d’une
variable sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro.

Si k est un corps fini, ou un corps de séries formelles d'une variable C((t)) sur
un corps algébriquement clos C de caractéristique zéro, toute k-surface projec-
tive, lisse, géométriquement rationnelle posséde un k-point (Proposition ,
et toute extension finie de corps K /k est cyclique. Toute conique projective et
lisse sur k est k-isomorphe a P,lg.

Le théoréme [I.2] et le théoréme donnent alors 1’énoncé suivant, qui pour
un corps fini répond & une question de B. Hassett mentionnée par A. Pirutka
dans [18].

Théoréme 1.3. — Soient k un corps et X une k-surface projective, lisse,
géométriquement rationnelle. Sous l'une des hypothéses suivantes :

(i) X possede un k-point et le corps k est quasi-fini,

(ii) le corps k est un corps fini,

(iii) le corps k = C((t)) est le corps des séries formelles en une variable sur
un corps C algébriguement clos de caractéristique zéro,
on a :

(a) Si pour toute extension finie de corps k'/k on a H'(K', Pic(X)) = 0,
alors X est k-rationnelle.

(b) Les conditions (i) a (vii) du théoréme[1.1] sont équivalentes pour X. En
particulier, sur un corps k quasi-fini, toute k-surface stablement k-rationnelle
est k-rationnelle.

Corollaire 1.4. — Soient k un corps et X une k-surface projective, lisse,
géométriquement rationnelle. Dans chacun des trois cas suivants :

(i) X possede un k-point et le corps k est quasi-fini,

(ii) le corps k est un corps fini,

(i) le corps k = C((t)) est le corps des séries formelles en une variable sur
un corps C algébriguement clos de caractéristique zéro,
st l'une des trois hypotheses suivantes est satisfaite :
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(a) le pged des degrés des extensions finies K [k telles que X est stablement
K -rationnelle est égal a 1.

(b) X est k-unirationnelle, et le pged des degrés des k-applications ration-
nelles dominantes génériquement séparables de P% vers X est égal a 1,

(c) le groupe de Chow des zéro-cycles de X est universellement trivial,
alors la surface X est k-rationnelle.

Démonstration. — On note C'Hy(X) le groupe de Chow des classes de zéro-
cycles sur X, et Ag(X) le sous-groupe des classes de zéro-cycles de degré zéro.
Ces groupes sont des invariants k-birationnels des variétés projectives, lisses,
géométriquement integres. Ceci est établi dans [4, Prop. 6.3] avec quelques
restrictions, par exemple en caractéristique zéro. La démonstration de [9]
Example 16.1.11] vaut sur un corps quelconque.

L’hypothese (c) est que pour toute extension de corps F'/k 1'application
degré degr : CHo(XF) — 7Z est un isomorphisme, ce qui est le cas pour X
projective, lisse, intégre, stablement k-rationnelle.

En caractéristique zéro, d’apres [4, Prop. 6.4], chacune des hypotheses (a)
et (b) sur la surface X implique (c). Via les correspondances [9, Chap. 16] on
voit que ceci vaut sur un corps quelconque.

Sous I’hypothese de (c), le module galoisien Pic(X) est un facteur direct d’'un
module de permutation. Pour la démonstration, je renvoie & [10, Appendix A].
Pour toute extension de corps E/k, on a donc H*(E, Pic(X)) = 0. Le théoreme
permet de conclure. O

Rappelons la classification k-birationnelle des k-surfaces projectives, lisses,
géométriquement rationnelles, due & Enriques, Manin, Iskovskikh [14], et Mori.

Théoréme 1.5. — Soit k un corps. Toute k-surface projective, lisse,
géométriquement rationnelle, k-minimale, appartient ¢ au moins un des
types sutvants :

(i) Surface fibrée en coniques relativement minimale au-dessus d’une co-
nique lisse.

(ii) Surface de del Pezzo de degré d avec 1 < d < 9.

Comme observé par Manin et l'auteur (cf. [I5, Thm. IV.6.8]), ceci per-
met de démontrer le résultat suivant, qui, pour k un corps fini, admet une
démonstration uniforme (A. Weil, cf. [17, Thm. 27.1, Cor. 27.1.1]).

Proposition 1.6. — Soient k un corps et X une k-surface projective et lisse
géométriquement rationnelle. Si k est un corps C1, alors X posséde un point
k-rationnel. Ceci vaut en particulier pour k un corps fini et pour k = C((t)).
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2. Fibrés en coniques

Soient k un corps, k une cloture séparable de k et g = Gal(k/k). Si X est une
k-surface projective lisse géométriquement connexe munie d’un k-morphisme
f: X — P} relativement minimal dont la fibre générique est une courbe lisse
de genre zéro, alors les points fermés M dont la fibre X, /k(M) est non lisse
ont leur corps résiduel k(M) séparable sur k, et Xy;/k(M) se décompose sur
une extension quadratique séparable de corps L(M)/k(M) en deux droites
PlL(M) qui se coupent transversalement en un k(M )-point. On appelle ces
points fermés M € P,lg les points de mauvaise réduction de la fibration. On
renvoie a [14] pour la démonstration de ces faits. Ils impliquent que sur une
cloture séparable k de k, il existe une contraction X — Y au-dessus de P%
telle que les fibres de Y — P% soient toutes isomorphes & P!. Ceci définit donc
un élément de Br(Pé) = Br(k) = 0. L’égalité Br(P%) = 0 résulte du théoreme
de Tsen lorsque k est algébriquement clos, et ce méme théoréme implique que
Br(P%) est p-primaire pour k séparablement clos de caractéristique p > 0.

Que T'on ait Br(P%) = 0 pour k séparablement clos quelconque est établi par
Grothendieck [I1, Cor. 5.8]. La fibre générique de f : X — P% admet donc un
point rationnel. Comme P% est régulier de dimension 1 et f est un morphisme
propre, tout tel point rationnel s’étend en une section de f : X — P%. La
k-variété X est déployée sur k. La fibre générique de la fibration f: X — P,i
correspond & un élément B de H?(g,k(P')*) C Br(k(P!)). Comme la fibre
générique est une courbe lisse de genre zéro sur k(P!), elle admet un point
apres une extension séparable de degré 2 de k(P1). La classe 3 est donc annulée

par 2. En un point fermé M de mauvaise réduction, la fleche diviseur définit
une application g-équivariante

kP — Srnyck L
ou k(M) C k parcourt les k-plongements de I'extension séparable k(M)/k
dans k. Cet homomorphisme induit une fleche résidu

Onr = H(g,K(PY)") = H?(g, @y, Z) = H(K(M), Z) = H' (k(M), Q/Z).

L’image de 8 par cette application décrit 'extension quadratique séparable de
corps de k(M) correspondant & la mauvaise fibre. Pour kK C L C k, avec L/k
finie, on a le diagramme commutatif suivant :

H?(gp, k(PY)*) —  H'(k(M),Q/Z)

!
Hz(.gLvE(Pl)*) - @N%MHl(k(N)aQ/Z)a

<—
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ot N parcourt les points fermés de P} d’image M via la projection P} — P1
ou les fleches horizontales sont les fleches de résidu définies ci-dessus et les
fleches verticales sont les fleches de restriction.

Lemme 2.1. — Soit f: X — P,lg un fibré en coniques relativement minimal
sur un corps k, a fibre générique lisse et espace total lisse sur k. Soit M € P,lC
un point fermé de corps résiduel k(M) ou la fibration a mauvaise réduction.
Soit K = k(M) le corps résiduel en M. Soit N un K-point of P}( au-dessus
de M € P}. La fibration fx : Xx — Pl a mauvaise réduction en N.

Démonstration. — Soit 8 € H?(gr, k(P1)*) la classe associée a la fibre
générique de f : X — P,lc. La fibration f a mauvaise réduction en M si et
seulement si le résidu v := 9y (B) € HY(k(M),Q/Z) = HY(K,Q/Z) est non
trivial. D’apres la compatibilité ci-dessus, on a

On(Bk) = € H'(K(N),Q/Z) = H'(K,Q/Z).
ce qui établit le lemme. O

L’énoncé suivant fut établi par Iskovskikh ([12] Thm. 2], [I14, Thm. 4, Thm.
5]).

Proposition 2.2. — Soient k un corps et X/k une surface projective, lisse,
géométriquement connexe sur k, munie d’une structure de fibré en coniques
relativement minimale X — P}C. Si le nombre v de fibres géométriques
dégénérées est au plus égal a 3, et si X posséde un point k-rationnel, alors X
est une surface k-rationnelle.

Proposition 2.3. — Soient k un corps et X/k une surface projective, lisse,
géométriquement connexe sur k, munie d’une structure de fibré en coniques
relativement minimale X — P,{,. Supposons X déployée sur une extension
cyclique de corps K/k. Si le nombre r de fibres géométriques dégénérées de
la fibration est au moins égal a 4, alors il existe une extension finie séparable
K'/k telle que H'(K', Pic(X)) # 0.

Démonstration. — Donnons ici quelques rappels sur le module de Picard
d’une surface fibrée en coniques sur P}C. Pour plus de détails, je renvoie le
lecteur a [7, §2].

Soit comme ci-dessus k une cloture séparable de k et X = X x; k. On a
une suite exacte de modules galoisiens

0P —=Zf®Q — Pic(X) - Z — 0,

ot P est le module de permutation sur les k-points of P! & fibre singuliere, Q

est le module de permutation sur les composantes des fibres singulieres sur k,
et Z.f est engendré par une fibre au-dessus d’un k-point de P,lc. L’application

Pic(X) — Z est induite par la restriction a la fibre générique.
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Soit M le noyau de cette application restriction. On a des suites exactes
courtes de modules galoisiens

0->P—-ZdQ—->M—0
et

0— M — Pic(X) >Z — 0.

Par cohomologie galoisienne on obtient des suites exactes
0— 7Z/2 — H'(k,M) — H'(k,Pic(X)) = 0
et
0 — HY(k,M) — H*(k,P) - H*(k,Z® Q).
Cette derniere donne naissance a une suite exacte
0— H'Y(k,M) — &[_Z/2 — H'(k,Z/2),

ol ¢ parcourt les r > 1 points fermés P; de P! & fibre singuliere, déployée par
une extension quadratique séparable de corps, de classe a; € H'(k(P;),Z/2),
et 'application 0; : Z/2 — H'(k,Z/2) envoie 1 sur la norme (de k(P;) a k) de
a; € HY(k(P;),7/2).

On a en outre une relation de réciprocité [7), §2, Remark] qui implique ici
que limage de 'élément (1,...,1) € &;H (k(P;),Z/2) est la classe triviale
dans H'(k,Z/2).

Nous voulons montrer : si le nombre de fibres géométriques dégénérées de
X - P/,l€ est supérieur ou égal a 4, alors il existe une extension finie séparable
K'/k telle que H'(K',Pic(X)) # 0.

Si E/k est une extension séparable de corps de degré impair, par passage a
E, la famille Xp — P}E reste relativement minimale : aucun résidu n’est an-
nulé. On peut donc supposer que tous les points fermés de mauvaise réduction
sont soit de degré 1 soit de degré pair.

Supposons qu’il existe un point fermé de mauvaise réduction P de degré
pair au moins égal a 4. Par le lemme [2.1] on se ramene apres extension de k a
k(P) & la situation ou il y a au moins 4 points rationnels Py, P», P3, Py a fibre
singuliere. Comme la surface est par hypothese déployée par une extension
cyclique, les classes a; € H'(k(P;),Z/2) = H'(k,Z/2), qui sont non triviales,
coincident toutes avec une méme classe non triviale a € H'(k,Z/2).

L’application @I_,Z/2 — H'(k,Z/2) induit une application (Z/2)* —
H'(k,7Z/2) qui se factorise donc par (Z/2)* — Z/2. Le groupe H'(k, M) =
Ker[®!_,Z/2 — H'(k,Z/2)] contient donc au moins le noyau d'une applica-
tion (Z/2)* — Z/2, il est donc d’ordre au moins 8, et H'(k, Pic(X)) est donc
d’ordre au moins 4.

Supposons désormais que les points fermés P; de mauvaise réduction sont
tous de degré 2 ou 1.
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S’il y a au moins 4 points fermés P; de mauvaise réduction de degré 1 sur
k, Pargument ci-dessus permet de conclure.

Supposons qu’il y a au moins deux points fermés P;, P» de degré 2. Comme la
surface est par hypothese déployée sur une extension cyclique, ceci impose que
les extensions k(P;)/k coincident en ces deux points. Soit donc L/k 'extension
quadratique séparable de corps ainsi définie. En appliquant le lemme [2.1] on
se ramene apres extension de k & L au cas ou la fibration X — Pk a des fibres
singulieres au-dessus d’au moins 4 points k-rationnels, cas qui a déja été réglé.

On peut donc supposer que 'ensemble des degrés des points fermés a mau-
vaise réduction est soit (2,1,1,1) soit (2,1,1).

Considérons le cas (2,1,1,1). Comme la surface est par hypothese déployée
sur une extension cyclique, ceci impose que les extensions quadratiques
associées & a; € H'(k(P;),Z/2) pour P; k-rationnel coincident avec une
méme classe a € H'(k,Z/2). Soit R le point fermé de degré 2, et soit
b € HY(k(R),Z/2) le résidu en ce point. L’application &} ,Z/2 ® Z/2 —
H'(k,Z/2) envoie (x,y, z,t) sur (z 4y + 2).a + t.Normy gy, (b) € H (k,Z/2).
On sait que la classe (1,1,1,1) a une image triviale. Donc 3a + Normy,g) /1 (b)
est trivial dans H'(k,Z/2). Ceci implique a = Normy,pg)/x(b), et cet élément
est non trivial dans H'(k,Z/2). L’application &3 ,Z/2 & Z/2 — H'(k,Z/2)
envoie donc (x,vy,2,t) sur (x +y + 2z + t).a dans H'(k,Z/2). C’est donc
simplement la somme (Z/2)* — Z/2. Son noyau est (Z/2)?, on a donc
H'(k,Pic(X)) = (Z/2)%.

Montrons pour finir que le cas (2,1,1) n’existe pas. Comme ci-dessus, les
extensions quadratiques associées & a; € H'(k(P;),Z/2) pour P; k-rationnel
coincident avec une méme classe non triviale a € H'(k,Z/2). Soit Q le point
fermé de degré 2, et soit b € H'(k(Q),Z/2) le résidu en ce point. Ceci cor-
respond a une extension quadratique séparable L/k(Q). Sous nos hypotheses,
Iextension L/k est cyclique de groupe de Galois Z/4. Sous cette hypothese,
on vérifie que la norme H'(k(Q),Z/2) — H'(k,7Z/2) envoie la classe b sur la
classe a. Par ailleurs on sait (réciprocité) que la classe (1,1,1) a une image
triviale par l'application ©?_,Z/2 & Z/2 — H'(k,Z/2). Mais ceci dit que
3a =a € H'(k,Z/2) est nul. Contradiction. O

3. Surfaces de del Pezzo

On a I’énoncé connu (Chatelet, Manin, Iskovskikh, voir [23, Thm. 2.1]) :

Proposition 3.1. — Soit X une surface de del Pezzo de degré d > 5 sur un
corps k. Si X posséde un point k-rationnel, alors X est k-rationnelle.
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Proposition 3.2. — Soient k un corps et X C Pé une surface de del Pezzo
de degré 4 sur k déployée par une extension cyclique K/k. Supposons que X
est k-minimale. Alors :

(i) I existe une extension de corps E/k telle que H'(E,Pic(X)) # 0.

(ii) Le module galoisien Pic(X) n’est pas facteur direct d’un module de
permutation.

(1ii) Si X posséde un k-point, il existe une extension finie séparable k'/k

telle que H'(K', Pic(X)) # 0.

Démonstration. — Soit X une surface de del Pezzo de degré 4 sur un corps
k, possédant un k-point, déployée sur une extension cyclique de k. Supposons
X k-minimale. D’apres [13] Thm. 2], la surface X n’est pas k-rationnelle.

Si X possede un k-point P non situé sur les 16 droites (géométriques) ex-
ceptionnelles, en éclatant le point P on obtient une surface cubique lisse Y sur
k équipée d’une fibration en coniques sur Y — P}C, avec b fibres géométriques
dégénérées, déployée sur une extension cyclique de k. Si cette fibration n’est
pas relativement minimale, soit Z — P/,lc un modele relativement minimal.
Soit r le nombre de fibres géométriques dégénérées. Si r < 3, alors d’apres la
Proposition Y est k-rationnelle, ce qui est exclu. Ainsi on a r > 4. La
Proposition donne alors 'existence d’une extension finie séparable k’/k
telle que H'(K',Pic(Z)) # 0. Comme on passe de X & Z par des séries

d’éclatements en des points fermés séparables, les modules galoisiens Pic(X)
et Pic(Z) sont isomorphes & addition de modules de permutation pres. On a
donc H(K',Pic(X)) # 0.

Si X possede un k-point, et le corps k possede au moins 23 éléments, alors il
existe un k-point sur X hors des 16 droites [17, Chap. 4, §8, Teor. 8.1= Thm.
30.1]. Supposons que k est fini et X est déployée sur I’extension cyclique K /k.
Il existe une extension finie L/k linéairement disjointe de K sur laquelle X
possede un point L-rationnel non situé hors des 16 droites. La L-surface de del
Pezzo de degré 4 X Xxj L est L-minimale et déployée par I’extension cyclique
K.L/L. I’argument ci-dessus donne alors une extension finie k¥’ de L telle que
H(K' Pic(X)) # 0.

Ceci établit le point (iii).

Pour établir (i), on utilise 'astuce du passage au point générique (voir [6,
Thm. 2.B.1]). Soit F' = k(X) le corps des fonctions de X. La F-variété Xp =
X Xp F possede un F-point. Elle est F-minimale, car k est algébriquement
clos dans F' = k(X). Le module galoisien Pic(X) ne change pas par passage
du corps de base de k & F, il est déployé par 'extension k'/k comme par
lextension F'/F, ou F' := F.K. Comme le corps F est infini, il existe un
F-point de X non situé sur les droites (géométriques) de X. La F-surface
minimale X est déployée par I'extension cyclique F’/F. Par le point (iii), il
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existe une extension finie séparable E/F telle que H!(E,Pic(X)) # 0, ce qui
donne (i).

Ceci implique que le module galoisien Pic(X) n’est pas facteur direct d’'un
module de permutation (Théoréme [L.1]), ce qui donne (ii). O

On s’intéresse maintenant aux surfaces de del Pezzo de degré 3, 2 et 1
déployées par une extension cyclique K/k du corps de base k. On note Frob
un générateur du groupe cyclique Gal(K/k). Les diverses actions du groupe
cyclique Gal(K/k) sur le groupe Pic(Xg) = Pic(X) ont été classifiées par
Frame [8], puis Swinnerton-Dyer [21], corrigées par Manin [17, Chapitre IV],
corrigées et complétées par Urabe [22] puis récemment par Banwait, Fité et
Loughran [I].

Dans [17, Chap. IV, Table I, Colonne 5] et dans [I], Table 7.1, Colonne 5],
une surface a le symbole [, m"™, avec tous les n,, > 0, si pour m donné
I’ensemble Galois invariant des racines primitives m-iémes de I'unité parmi les
valeurs propres de Frob a n,, éléments. En d’autres termes, on décompose le
polynéme caractéristique de Frob agissant sur Pic(X) ®z C en regroupant les
orbites des racines sous I'action du groupe de Galois. On appellera ce symbole
le symbole caractéristique de Frob (pour son action sur Pic(X) ®z C).

Urabe [22 Supplement] utilise le symbole de Frame [8]. Le symbole de
Frame [[,, m™™, avec n,, € Z, correspond & une réécriture du polynéme ca-
ractéristique de Frob pour son action sur Pic(X) ®z C comme un produit
[L, ™ —1)"m, avec ny, € Z. Il y a une unique facon d’écrire le polynéme
caractéristique comme un tel produit (avec des entiers m > 0 distincts non
nuls, et des n,, non nuls). Soit 7 > 1. Pour calculer le symbole de Frame de
Frob", dans le produit ], (t" — 1)"" attaché au symbole de Frame [], m™™
de Frob, pour chaque entier m on écrit r = uv et m = uw (u, v, w entiers po-
sitifs) avec (v, w) = 1, et on remplace (t"™ — 1) par (t* — 1)*, puis on regroupe
les termes.

Dans les tables de [22] et [1], les symboles (d’un type ou de l'autre type)

associés a des surfaces différentes peuvent coincider mais c’est rare.

La proposition suivante m’a été indiquée par K. Shramov.

Proposition 3.3. — (A. Trepalin) Soit X une surface cubique lisse sur un
corps k, déployée par une extension cyclique K/k. Supposons que X est k-
minimale. Il existe alors une extension finie séparable de corps k' [k telle que
H(K' Pic(X)) # 0.

Démonstration. — Nous utilisons ici la table 7.1 de I'article [I]. Les actions
correspondant & des surfaces k-minimales, c¢’est-a-dire d’indice i(X) = 0, sont
celles numérotées 1, 2, 3, 4, 5 dans la table 7.1 de [I]. Pour les numéros 3 et
5, on a donc H'(k,Pic(X)) # 0. Pour les autres, on a H'(k,Pic(X)) = 0.
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Pour le numéro 1, les valeurs propres de F'rob sont 1,32,12%, c’est-a-dire 1,
les deux racines cubiques primitives de 'unité et les 4 racines primitives 12-
iemes de 'unité. Si on remplace F'rob par Frob?, c’est-a-dire si on passe & 1’ex-
tension &’ /k de degré 4, les valeurs propres de F'rob* sont 1,35. Dans la table,
seul le numéro 3 a ces valeurs propres. Et a ce niveau on a H LK, Pic(X)) # 0.

Pour le numéro 2, les valeurs propres de Frob sont 1,32, 6%. Si on remplace
Frob par Frob®, c’est-a-dire si on passe & l'extension k'/k de degré 2, les
valeurs propres de Frob? sont 1,35. Dans la table, seul le numéro 3 a ces
valeurs propres. Et & ce niveau on a H'(k’, Pic(X)) # 0.

Pour le numéro 4, les valeurs propres de Frob sont 1,9°. Si on remplace Frob
par Frob®, c’est-a-dire si on passe a I'extension k'/k de degré 3, les valeurs
propres de Frob® sont 1,3%. Dans la table, seul le numéro 3 a ces valeurs
propres. Et & ce niveau on a H'(k/, Pic(X)) # 0. O

Proposition 3.4. — Soit X une surface de del Pezzo de degré 2 sur un
corps k, déployée par une extension cyclique K/k. Supposons que X est k-
minimale. Il existe alors une extension finie séparable de corps k' [k telle que

H(K', Pic(X)) # 0.

Démonstration. — On utilise ici la table 1 de Particle [22] de T. Urabe et les
symboles de Frame.

Il suffit de discuter les surfaces numérotées de 1 a 19, qui correspondent a
des surfaces k-minimales. Le cas 1 de la table 1, comme Daniel Loughran me
I’a signalé, contient une erreur. Son indice n’est pas 0, il est au moins 2, la
surface n’est pas k-minimale. On ne discute donc que les cas 2 & 19.

Pour les surfaces avec H!(k,Pic(X)) # 0 il n’y a rien & faire.

Dans chacun des cas ci-dessous, on considere une puissance Frob” de F'rob
et on note k' le corps fixe de Frob".

Cas 5. En prenant Frob®, on trouve 174.26 comme nouveau symbole de
Frame. La seule possibilité est le cas 2, si k’ est le corps fixe de Frob®, on a
H(K' Pic(X)) # 0.

Cas 6. En prenant Frob?, on trouve 42. La seule possibilité est le cas 3, on
a H' (K, Pic(X)) # 0.

Cas 7. En prenant F'rob3, on trouve 174.26. La seule possibilité est le cas 2,
on a H'(k',Pic(X)) # 0.

Cas 15. En prenant Frob®, on trouve 174.26. La seule possibilité est le cas 2,
on a H'(K',Pic(X)) # 0.

Cas 16. En prenant Frob’, on trouve 179.27. La seule possibilité est le cas 8,
on a H'(K',Pic(X)) # 0.

Cas 17. En prenant Frob3, on trouve 172.21.42. La seule possibilité est le
cas 9, on a H!(k', Pic(X)) # 0
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Cas 18. En prenant F'rob?, on trouve 171.22.571.10". La seule possibilité est
le cas 13, on a H!(K', Pic(X )) # 0.

Case 19. En prenant Frob®, on trouve 176.27. La seule possibilité est le
cas 8, on a H!(K', Pic(X)) # 0. O

Remarque 3.5. — Dans [16], 'auteur mentionne trois types de surfaces de
del Pezzo de degré 2 dans la table 1 d’Urabe qui auraient tous leurs groupes
H(K', Pic(X)) triviaux. Ce sont les types 1, 5 et 16. Pour le cas 1, nous avons
vu que ce n’est pas une surface k-minimale. Pour les deux autres cas, il doit
s’agir d’une erreur de calcul dans [16].

Proposition 3.6. — Soit X une surface de del Pezzo de degré 1 sur un
corps k, déployée par une extension cyclique K/k. Supposons que X est
k-minimale. Il existe alors une extension finie séparable k'/k telle que
H(K' Pic(X)) # 0.

Démonstration. — On utilise ici Particle [22] de Urabe et sa table 2. On ne
considere que les surfaces d’indice 0. Si H'(k, Pic(X)) # 0, on a fini. Sinon, on
est dans I'un des cas suivants, pour lesquels on utilise les symboles de Frame.
On note Frob un générateur de Gal(K/k). Dans chacun des cas ci-dessous, on
considére une puissance Frob” de Frob et on note k' le corps fixe de Frob”.

Cas 5. En prenant Frob®, on trouve 1'.272.43 comme nouveau symbole de
Frame. La seule possibilité est le cas 3, on a H'(k', Pic(X)) # 0.

Cas 6. En prenant F'rob®, on trouve 173.24 41, La seule possibilité est le cas
1, on a H' (K, Pic(X)) # 0.

Case 7. En prenant Frob3, on trouve 171.23.471 81, La seule possibilité est
le cas 4, on a H'(k', Pic(X)) # 0.

Cas 29. En prenant Frob'?, on trouve 173.3%. La seule possibilité est le cas
9, on a HY(K', Pic(X)) # 0.

Cas 30. En prenant Frob3, on trouve 11.472.82. La seule possibilité est le
cas 23, on a H!(K', Pic(X)) 7& 0.

Cas 31. En prenant Frob®, on trouve 11.27%.4%. La seule possibilité est le
cas 17, on a H'(k', Pic(X)) 7& 0.

Cas 32. En prenant Frob3, on trouve 11.27%.4%. La seule possibilité est le
cas 17, on a H'(k', Pic(X)) 7& 0.

Cas 33. En prenant Frob?, on trouve 9'. La seule possibilité est le cas 14,
on a H'(k',Pic(X)) # 0.

Cas 34. En prenant Frob®, on trouve 171.52. La seule possibilité est le cas
11, on a H'(K', Pic(X)) # 0.

Cab 35. En prenant Frob?, on trouve 171.52. La seule possibilité est le cas
11, HY(K', Pic(X)) # 0.

Cas 36. En prenant F'rob3, on trouve 173.22.42. La seule possibilité est le
cas 10, H'(k',Pic(X)) # 0.
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Cas 37. En prenant F rob?, on trouve 172.3%. La seule possibilité est le cas
9, on a H(K',Pic(X)) # 0. O

Remarque 3.7. — Comme le note un rapporteur, dans les propositions
et 3.4 un certain nombre de cas reléevent aussi du cas des surfaces fibrées en
coniques, déja traitées dans la proposition [2.3

Remarque 3.8. — L’énoncé du théoreme 5.4.3 de [16] est identique a
I’énoncé ci-dessus. Il convient néanmoins de corriger la démonstration donnée
dans [16] pour le cas 6, car le choix fait 1a de Frob* meéne, comme le dit
I'auteur, & la surface numéro 102, mais cette derniere a H' = 0.

4. Conclusion

Récapitulons. Il s’agit de montrer :

Théoréme 4.1. — Soient k un corps et X une k-surface projective, lisse,
géométriquement rationnelle. Supposons que X possede un point k-rationnel
et que X soit déployée par une extension cyclique de k. Si X n’est pas k-
rationnelle, alors :
(i) Il existe une extension k' /k finie séparable telle que H'(K', Pic(X)) # 0.
(ii) Le module galoisien Pic(X) n’est pas un facteur direct d’un module de
permutation.

(iii) La k-variété X n’est pas stablement k-rationnelle.

Démonstration. — On peut supposer que X est k-minimale, car si f
Y — X est un k-morphisme birationnel de k-surfaces projectives lisses
géométriquement rationnelles, si Y est déployée par une extension cyclique
de k, il en est de méme de X. D’apres le théoreme [1.5] on peut en outre
supposer que X ou bien est une surface de del Pezzo k-minimale de degré d
avec 1 < d < 9, ou bien est munie d’une fibration en coniques relativement
minimale au-dessus de P}C.

Si X est une surface de del Pezzo de degré d avec 5 < d < 9, alors X est
k-rationnelle d’apres les propositions et

Si X est une surface de del Pezzo k-minimale de degré d = 4, resp. d = 3,
resp. d = 2, resp. d = 1, alors d’apres la proposition , Tesp. resp.
resp. il existe une extension finie séparable k'/k avec H'(k’, Pic(X)) # 0.

Si X est munie d’une fibration en coniques X — P,1g relativement k-
minimale, les propositions [2.2] et [2.3] assurent que soit X est k-rationnelle, soit
il existe une extension finie séparable k’/k avec H'(k', Pic(X)) # 0.

Ceci donne (i), et les autres énoncés suivent (Théoreme [1.1). O
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Remarque 4.2. — On aimerait avoir une démonstration du théoreme [4.1
qui ne passe pas par I'analyse cas par cas utilisée dans le présent article, et
spécialement qui évite celle utilisée pour les surfaces de del Pezzo de degré 1
a 3. Pour les termes employés dans ce qui suit, on renvoie a [6]. Soit & un
corps quasi-fini, et soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement ra-
tionnelle, possédant un k-point. Comme le groupe de Galois absolu de k est
procyclique, ’hypothése H!(k’, Pic(X)) = 0 pour toute extension finie k'/k,
implique que le module galoisien Pic(X) est un facteur direct d’'un module de
permutation (théoreme d’Endo et Miyata, cf. [5, Prop. 2, p. 184]). Le corps k
est de dimension cohomologique 1. Soit S le k-tore dual du module galoisien
Pic(X). 1l existe alors un unique torseur universel 7 — X sur X (& isomor-
phisme pres). C’est un torseur sous le k-tore S, lequel est un facteur direct d’un
k-tore quasi-trivial. Ce torseur est donc génériquement scindé (théoreme 90 de
Hilbert). La k-variété T est donc k-birationnelle au produit X xj S. C’est une
question ouverte de savoir si ’espace total d’un torseur universel 7 avec un k-
point au-dessus d’une surface géométriquement rationnelle X est une variété
(stablement) k-rationnelle. Si c’était le cas, Pargument ci-dessus montrerait
au moins que, sous ’hypothese H'(k’, Pic(X)) = 0 pour toute extension finie
k' /k, la surface X est facteur direct d’une k-variété k-rationnelle.
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