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CORRIGE N°2

Rappel : espaces de Sobolev. Soit 2 C R™ un ouvert. On note
H*(Q) = {f € L*(),Ya € N", [a| <k, D*f € L*()}.

Par exemple, si k = 1, on définit ¢ = D*f pour |a| = 1 par

/QfD%:—/Qgso

pour tout ¢ € C°(Q). On dit que g est la dérivée faible (correspondant au multiindice
«), ou dérivée au sens des distributions. On a donc

HY(Q) = {f € L}(Q), D[ € I3(),Y]a] < 1}.
La norme naturellement associée est donnée par

1z = D 1D fllzz)-

la|<1

On note aussi Hg(Q) la complétion de C2°(Q2) pour la norme || - ||g1(q). Autrement dit,
H{(2) contient les fonctions de H'(€) “nulles au bord”.

Voir le chapitre C.7 du cours d’Isabelle Gallagher pour plus d’informations.

Exercice 1 : inégalité de Caccioppoli et régularité des fonctions harmoniques

1. Comme suggéré dans 1’énoncé, on introduit n € C°(B(R)) telle que 0 < n < 1, qui
vaut 1 sur B(r) et telle que |Vn| < 2/(R — r). Une telle fonction existe : on prend
n(x) = x(|z[) avec x € CZ(R), x = 1L sur [0,1], x = 0 sur [R,00) et ||X]|c <2/(R—7).

Soit ¢ € R. On pose ¢ = (u—c)n? € C°(Q). Comme u est harmonique, on a [, ¢ Audr =0
(intégrale bien définie car ¢ est a support compact). En intégrant par parties, on a :

/QVu . (nQVu +2(u — c)nVn) dzx = 0.
D’ou
2 (2 T _ _
/Qn |Vu|*de = 2/Q(u c)nVu - Vndx

<2 | Ju~ cln| Vu||Vn| o
1/2 1/2
SQ(/ |u—c|2|Vn|2dx> (/ |Vu|2n2dx> .
Q Q
On en déduit en utilisant le fait que Vn est a support dans B(R)\B(r) et |Vn| < 2/(R—r):
/ Vul* dv < / 7 |Vul|? do < 4/ lu — c|?|Vn|* dx
B(r) Q Q

lu — c|* dx.
)
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2. D’apres la question précédente, pour tout R’ < R, on a une estimation du type

/ Vul? de < C(R, R’)/
B(R')

lu|? dx
B(R)

ou C(R, R') est une constante strictement positive dépendant de R et R'. Si u € C®(Q2)
est harmonique, ses dérivées le sont également. On en déduit alors que pour R” < R/, on
a:

/ IV(0,,u)? dz < C(R', R") / 10, ul? dz < C(R', R")C(R, R) /
B(R") ' B(R) B(R

On obtient le résultat voulu en itérant cet argument.

3. On introduit une approximation de I'unité x.(y) = e "x(y/e) ou x € C*, x > 0,
supp(x) C B(0,1) et Jzga x dz = 1. Soit u € H*(2). On pose u. = ukx.. Alors u. € C*(.)
ou Q. = {z € Q: dist(x,00)) > ¢}. De plus, on peut montrer que u. est harmonique
sur €).. Pour cela on considere ¢ € C°(€).), et on veut montrer que [, Au.pdr = 0 ou
autrement dit que [o_Vu. - Vipdr = 0. On calcule en utilisant que supp(x.) C B(0,¢) :

/Qe Vu. - Vodr = /s </B(0,a) Vou(r —y)x:(y) dy) - V(z) da

B(0,) ( o. Vau(z —y) - V() dl’) X=(y) dy

B(0,¢) ( Oy u(z) - Vo(r +y) dr ) x(y) dy

(/Q V.u(z) - Veo(z +y) dx) Xe(y) dy

- B(0,¢)

ou la derniere égalité provient du fait que supp(y) C €. et que pour tout y € B(0,¢),
Q. —y C Q. Pour chaque y € B(0,¢), la fonction v, définie par ¢, (x) = p(x + y) es
dans H}(Q). Comme u est harmonique sur €2, on en déduit que pour tout y € B(0,¢),
Jo Vau(z) - Vo(x + y) de = 0 d’ou le résultat.

On peut donc appliquer la question précédente a u.. Comme u. converge vers u dans
L*(B(R)), on obtient que u. est de Cauchy dans H*(B(R/2)) et en passant a la limite
on obtient que u € H*(B(R/2)) (u étant la limite de u, dans L?(B(R)), par unicité, c’est
également la limite de u. dans H*(B(R/2))). Ainsi, on a prouvé que pour tout s € N, il
existe Ry > 0 tel que u € H*(B(Ry)), on peut ainsi conclure en utilisant I'injection de
Sobolev H* C Cls=n/2],

lul*dr, Vj=1...n.
)



Rappel : injections de Sobolev. Philosophie : si une fonction a beaucoup de dérivées
au sens faible, elle a aussi quelques dérivées au sens fort (i.e., classique), autrement dit,
elle est dérivable un certain nombre de fois. Typiquement, H* C Cls=/2,

Variante : si une fonction a beaucoup de dérivées au sens faible, elle est dans d’autres
espaces LP que juste L2

Pour plus d’informations, voir le chapitre C.7.2 du cours d’Isabelle Gallagher (2019-2020).

Exercice 2 : inégalité de Caccioppoli généralisée.

A la maison (facultatif), vous pouvez me le rendre dans mon casier.

Exercice 3 : estimation des dérivées d’une fonction harmonique

1. % est harmonique. Elle vérifie donc la propriété de la moyenne. On applique ensuite

la formule de Green 4 la fonction U : Q — R” telle que U; =0sii#jet U =u:

ou 1 ou
—(1g) = —— —(y)d
8a:j( 0) | B(xq,7)| /B(xo,r) oz, (v)y

—
= div U (y)d
Bao )] Joon B VW

1

= Blrot)] Josn (Uy),v(y)) dy

1

= — w(y)v;(y)dy.
|B($0,T>| 8B(gc0,r) (y> j(y) y

2. Appliquons I’égalité précédente & u —m (qui est également C? et harmonique sur §2) et
utilisons la majoration 0 <u—m < M —m :

ou 1
—(20)| £ = u(y) —m)v;(y)|d
o) < B o (00) = s
M —m
_ vi(y)ld
< C’nM —m x rl
rn
:OnM—m

ou (), est une constante dépendant uniquement de la dimension.



3. On applique l'inégalité de la question précédente pour xg = z, r < d(z, 92). On obtient
ainsi que chaque composante de Vu(z) est majorée par :
M —m
Ch )

r

En faisant tendre r vers d(x,0f)), chaque composante est majorée par :

M —m
Cn d(xz,00)

ce qui entraine I'inégalité demandée pour C! = \/nC,.

Exercice 4 : conséquences de la propriété de la moyenne pour les fonctions
harmoniques

1. Par la propriété de la moyenne,

fyouy Pttty = [ o) ([ o+ ot du
= /OT@D(U)WB(%,U)U(:EO)du
= f(zo) /Orw(u)faB(ajo,u)]du
= fwo) [ ollul)dy

Ici, o est la mesure uniforme sur 0B (xg, u), de masse totale |0B(xg, u)|.
0])

La fonction f est harmonique donc vérifie la propriété de la moyenne :

F(@0)|0B(0,1)] = /8 o, @0 TS (), V€0, plan).

On multiplie chaque membre de I'égalité par ¥ (r)r"~! et on intégre en r € [0, R] :

F(20)|0B(0, 1) /0 o) dr = /0 ) < /d o, /70 7) dS(w)) D)yt dr
= /83(071) /ORf(xO + rw)(r)r"tdr dS(w).

Enfin, on effectue le changement de variable des coordonnées cartésiennes vers les sphé-
riques pour obtenir :

Flao) [ wudy = [ o yyidlul) d
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2. Soit xg € R™. D’apres la propriété de la moyenne, pour tout r > 0,

1

| f(zo)| = m ~/83(w0,7”) f(z)do(z)
1

S \83(1‘0,7“)] OB (zo,r) |f(-7j)‘ da(aj)
1

< - (0B Ao (T
< 0B e Joseon | f1 L @B (zo,r)) do ()

= || fll > dB (o))
— 0

as r — 400. Therefore, f = 0.

Pour la prochaine fois : Chercher exercice 5 de cette feuille de TD.



