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TD N°1 : EQUATIONS DE TRANSPORT
Dans tout le TD, n désigne un entier naturel non nul.

Exercice 1 : équation de transport linéaire avec donnée initiale non réguliére

On s’intéresse & un probleme de transport de type :

(1) { Owu(t,z) +c-Veu(t,r) =0 sur RS x R

u(0,) = ug

ol ¢ est un vecteur de R™ constant.

Lorsque ug € C'(R"), la solution (au sens classique) de ce probléme de transport est donnée par
u(t,x) = up(x — ct). Comment donner un sens au fait que u soit solution de ce probléme lorsque
ug n’est pas réguliére, voire discontinue ? Dans la suite, on supposera donc ug seulement bornée
localement sur R™.

1. On dira qu'une fonction u bornée localement sur R} x R™ est une solution faible du pro-
bleme (1) si pour tout ¢ € C°(RT x R™), on a :

/ u(t,z) [Orp(t,z) + ¢+ Vap(t,z)] dedt + | uop(z)p(0,2) de = 0.
R+ xR R"

Montrer qu’'une solution classique (lorsque ug € C*(R™)) est une solution faible.

2. Montrer 'unicité (au sens presque partout) d’une solution faible.
[Indication : on s’intéressera a la solution ¢ € C°(R* x R™) du probléme de transport suivant :

Ohp(t,x) +c-Vyp(t,z) =(t,z) sur R™ x RS
()0(0) ) = o,

ou 1 € CX(RT x R™) quelconque et ¢ choisi convenablement.]

3. Dans le cas oun = 1, ¢ > 0 et up(z) = H(z) la fonction d’'Heaviside, donner explicitement
I’'unique solution faible du probléme.

Exercice 2 : une équation de transport non linéaire

Dans cet exercice, on considére une équation de transport en dimension 1 :

@ { Apu(t, ) + 20, (u?)(t,2) =0 sur R} xR

u(0, ) = ug.

1. Dans cette question, on suppose que ug € C}(R), que ug est bornée ainsi que sa dérivée uj,. Le
but de cette question est de montrer que admet une solution de classe C! sur [0, 7] xR ou

T —

1
SuszR(maX(Oa _u6(z))

avec la convention 1/0 = 4o0.
a) Pour s > 0, on définit ¢4 par

¢s(2) = z + sup(z), VzeR.

Montrer que pour tout s € [0, T[, ¢s est bijective de classe C! ainsi que sa réciproque.
b) Montrer que I'application ® définie par

O(t,z) = ¢y (x), VY(t,x)€[0,T[xR



est de classe C! sur [0, T[ xR.

[Indication : on pourra introduire la fonction F' définie par F(t, z,2) = z + tug(z) — x.]

c¢) Conclure.

[Remarque : cette solution est en fait unique et cela se montre grace a la méthode des caracté-
ristiques qui sera vue ultérieurement. |

2. De méme qu’a l'exercice 1, on définit la notion de solution faible : on dira que u bornée
localement sur RT x R est une solution faible du probléme si pour tout p € C(RT x R),

on a :
/1R+><R

On suppose maintenant que ug = 0 et on définit pour p > 0,

u(t, x)opp(t, x) + ;u2(t,x)8x<p(t,m)} dz dt + /Ruo(x)cp((),m) dzx = 0.

0 si x < —pt,
—2p si —pt<x <O,
2p si O<ax<pt

0 si x> pt.

V(t,z) e Rf xR, w,(t,z) =

Vérifier que pour tout p > 0, v, est une solution faible de '’équation ([2)).

Pour aller plus loin :

— Je vous recommande le chapitre 1 du cours de Jean-Yves Chemin “Introduction aux
EDP d’évolution” dont le pdf se trouve sur la page https://www.1j111.math.upmc.
fr/~chemin/| Il s’agit d’'un théoréme d’existence et d’unicité de solutions faibles a une
équation de transport, inspiré par des articles de Di Perna et Lions.
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