
École Normale Supérieure
C. Letrouit

Analyse des équations aux dérivées partielles
2020/2021

TD no5 : Espaces et injections de Sobolev
Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul et on note Br la boule de Rn centrée
en 0 et de rayon r > 0.

Exercice 1 : espaces de Hölder
Soient Ω un ouvert de Rn, δ ∈]0, 1[ et k un entier ≥ 1. On rappelle que u est höldérienne sur Ω
d’exposant δ si

[u]Cδ(Ω) := sup
x,y∈Ω,x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|δ

< +∞

et on définit la semi-norme
[u]Ck+δ(Ω) = max

|α|=k
[Dαu]Cδ(Ω).

On note Ck+δ(Ω) l’espace des fonctions u ∈ Ck(Ω) telles que la norme

‖u‖Ck+δ(Ω) = ‖u‖Ck(Ω) + [u]Ck+δ(Ω)

est finie. Montrer que l’espace de Hölder Ck+δ(Ω) est un espace de Banach.

Exercice 2 : injections de Sobolev
Soit s ∈ [0, n/2[. On note q := 2n/(n− 2s) et on rappelle les notations suivantes :

‖f‖Ḣs :=
(∫

Rn
|ξ|2s |f̂(ξ)|2 dξ

)1/2
et ‖f‖Hs :=

(∫
Rn

(1 + |ξ|2)s |f̂(ξ)|2 dξ
)1/2

De la question 1. à la question 4., on considère f ∈ S(Rn) telle que ‖f‖Ḣs = 1.
1. Montrer que pour tout λ > 0,

‖f‖qLq = q

∫ +∞

0
λq−1 |{|f | > λ}|dλ,

où {|f | > λ} est l’ensemble {x ∈ Rn : |f(x)| > λ} et |{|f | > λ}| la mesure de Lebesgue de cet
ensemble.
2. Soit Aλ > 0 une constante qui dépend de λ. Pour tout λ > 0, on décompose f sous la forme
f = gλ + hλ (décomposition des hautes et basses fréquences) où gλ et hλ sont définies par :

ĝλ(ξ) = f̂(ξ) si |ξ| ≤ Aλ, ĝλ(ξ) = 0 si |ξ| > Aλ

ĥλ(ξ) = 0 si |ξ| ≤ Aλ, ĥλ(ξ) = f̂(ξ) si |ξ| > Aλ.

Déterminer Aλ de sorte que {|gλ| > λ/2} = ∅.
[Indication : on pourra montrer que ‖gλ‖∞ ≤ C1(s, n)A

n
2−s
λ ‖f‖Ḣs où C1(s, n) est une constante

strictement positive dépendant uniquement de n et de s.]
3. Pour le Aλ défini à la question précédente, montrer que

‖f‖qLq ≤ 4q
∫ +∞

0
λq−3 ‖hλ‖22 dλ.

4. Montrer que
‖f‖Lq ≤ C ‖f‖Ḣs

où C est une constante positive.
5. Montrer que l’espace de Sobolev Hs(Rn) s’injecte continûment dans Lp(Rn) pour tout p tel
que 2 ≤ p ≤ 2n/(n− 2s).
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6. Soit p > 2 et s ≥ sp := n(1/2− 1/p). Prouver qu’il existe une constante C > 0 telle que pour
tout f ∈ Hs,

‖f‖Lp ≤ C ‖f‖1−θL2 ‖f‖θḢs avec θ = sp/s.

Exercice 3 : espaces de Sobolev sur un ouvert de Rn

Soit Ω un ouvert borné à bord régulier de Rn. On rappelle que

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : ∃ gi ∈ L2(Ω),

∫
Ω
u ∂iφ = −

∫
Ω
gi φ, ∀φ ∈ C1

0(Ω), ∀ i = 1, . . . , n
}

et que H1
0 (Ω) est l’adhérence de C1

0(Ω) dans H1(Ω). On rappelle également que si u ∈ H1(Ω), il
existe une suite (uk)k∈N de C∞0 (Rn) telle que la suite (uk |Ω)k∈N converge vers u dans H1(Ω).
1. Soit u ∈ H1(Ω) et v ∈ C1

b (Ω) (c’est-à-dire que v et ses dérivées sont bornées sur Ω). Montrer
que uv ∈ H1(Ω) et les dérivées au sens faible vérifient

∂j(uv) = (∂ju)v + u(∂jv), ∀ j = 1, . . . , n.

2. Montrer que si u ∈ H1(Ω) et η ∈ C1
0(Ω) alors ηu ∈ H1

0 (Ω).
3. Soit G ∈ C1(R,R) une fonction à dérivée bornée. Montrer que si u ∈ H1(Ω) alors G◦u ∈ H1(Ω)
et que les dérivées au sens faible vérifient

∂j(G ◦ u) = (G′ ◦ u)∂ju, ∀ j = 1, . . . , n.

Pour aller plus loin :
— Dans un billet intitulé “A type diagram for function spaces” sur son blog, Terence Tao

parvient en un diagramme à recenser une quantité gigantesque d’espaces fonctionnels, et
à les classifier selon deux propriétés : l’intégrabilité et la dérivabilité. Excellent pour se
clarifier les idées sur les espaces fonctionnels !
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