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Au cours du premier semestre 2019, Camille Horbez et Anne Vaugon ont organisé un groupe
de travail a 'université d’Orsay, portant sur la géométrie des groupes d’une part, et la géométrie
symplectique et de contact d’autre part. Le but en était de présenter quelques objets de ces diffé-
rentes théorie, idéalement afin de pouvoir discuter de la géométrie des groupes de transformations
symplectiques (symplectomorphismes, haméomorphismes) ou de contact (contactomorphismes).

Du point de vue de la géométrie des groupes, ’accent est mis en particulier sur la géométrie a
grande échelle des groupes polonais, suivant les travaux de C. Rosendal [12]. Du point de vue des
géomeétries symplectique et de contact, les exposés portent sur certains aspects algébriques (simplicité,
perfection) et métriques (entre autres la distance de Hofer).

Les exposés ont été assurés, dans l'ordre de présentation, par Anne Vaugon, Camille Horbez,
Frédéric Bourgeois, Jean Lécureux, Patrick Massot, Jordan Emme et Anthony Genevois.

Damien Thomine



Table des matiéres

[1 Présentation générale, 1|

2 Présentation générale, 2|

[3 Introduction aux variétés symplectiques|

T ich etes d tact

[ Quasi-isométries|

[6 Groupe de Heisenberg et géométrie de Carnot-Carathéodory|

[7 Géomeétrie a grande échelle d’un groupe topologique|

8 Type de quasi-isométrie de Homeo(M)|

[9 Exemples de géométries des groupes Homeo(M )|

(L0 Distortion forte dans les groupes de transformations|

(11 Perfection des groupes de difféomorphismes|

[12 Géomeétrie des groupes de contactomorphismes, 1|

[13 Géomeétrie des groupes de contactomorphismes, 2|

(14 Distance de Hofer!

[15 Simplicité uniforme des groupes de difféomorphismes

10

15

18

20

23

26

30

34

37

40

44

48



1 Présentation générale, 1 (11 février, Anne Vaugon)

Etant donnée une variété symplectique (M,w) de dimension paire, on définit le groupe des sym-
plectomorphismes. Ce groupe contient le sous-groupe Ham(M,w) des difféomorphismes hamilto-
niens, c’est-a-dire des flots au temps 1 de champs de vecteurs (X;) obtenus & partir d’'une fonction
H :[0,1]x M — R. Si M est connexe sans bord, alors Ham(M, w) agit transitivement sur les k-uplets
de points.

Etant donnée une variété de contact (M, £) de dimension impaire, on définit le groupe des contac-
tomorphismes. Pour une variété de contact compacte sans bord, les champs de vecteurs dont le flot
préserve la structure de contact sont en bijection avec les fonctions lisses sur la variété.

Définition 1.1 (Norme de Hofer).

Etant donné H : [0,1] x M — R, et soit (¥F) le flot engendré par H. On pose L((YI)) :=
fol(maxxeM H(t,x) — mingep H(t, x)) dt.

Soit ¢p € Ham(M,w). On définit la norme de Hofer ||| comme étant Uinfimum de L((1F)) pour
tout H tel que ¥ =1). La distance de Hofer est alors définie par d(v, ) == |1~

Question 1.2.
(Ham(M,w), ||-|I) est-il toujours de diameétre infini ?



2 Présentation générale,2 (11 février, Camille Horbez)

Etant donnée une variété symplectique (M,w) de dimension paire, on peut faire agir son groupe
des symplectomorphismes. Etant donnée une variété de contact (M, £) de dimension impaire, on peut
faire agir son groupe des contactomorphismes.

Question 2.1.
Quelle est la géométrie a grande échelle du groupe des symplectomorphismes ou des contactomor-
phismes d’une variété ?

Pour répondre a cette question, il faut d’abord savoir ce que I'on entend par la géométrie a grande

échelle d’un groupe.

2.1 Premier cas

Commengons par considérer le cas ou G est un groupe de type fini : G = (S), ou S est fini. On
dispose sur G de la distance des mots dg, qui est invariante a gauche :

ds(g,h) =min{k >0: 3s;,...,5, € SUS™, h=gs;...s,}.

On peut visualiser cette distance a I'aide du graphe de Cayley de (G, S), dont :
e les sommets sont les éléments de G ;
e il y a une aréte entre g et h si et seulement s’il existe s € SU S~ tel que h = gs.

Exemple 2.2.
[}
Graphe de Cayley de (Z2,{(1,0),(0,1)})
[}
-+
t 1y
IR
R

Graphe de Cayley de (F5, {a,b}).

Remarque 2.3.
Si S et S' sont deux parties génératrices finies de G, alors il existe A > 1 et C > 0 tels que :

1
de(g,h) —C <dg(g,h) < Ads(g,h)+C  Vg,heG.



On dit que (G, dg) et (G,dg) sont quasi-isométriques.
Si S est finie et S’ infinie, on garde la majoration de dg :

dS’(gvh)S/\dS(g7h)+C Vg,hGG,

mazts on perd la minoration, et donc la propriété de quasi-isométrie.

2.2 Deuxiéme cas

Une généralisation naturelle est le cas o GG est un groupe localement compact avec une partie
génératrice compacte.

2.3 Troisiéme cas

Le cas général est celui d’'un groupe topologique G polonais, c’est-a-dire séparable, et admettant
une distance par rapport a laquelle il est complet. La référence sur le sujet est le livre (non publié)
de C. Rosendal, Coarse geometry of topological groups [12].

Définition 2.4 (Propriété (OB) relative [11]).
Soit G un groupe topologique polonais. Une partie S C G est dite relativement (OB) si, pour
toute distance d invariante a gauche sur G, on a Diam,(S) < +o0.

Si G est engendré par une partie relativement (OB), on peut alors définir son type de quasi-
isométrie.

Théoréme 2.5 (Mann, Rosendal, 2018 [9]).
Soit M une variété compacte. Alors Homeoy(M) a un type de quasi-isométrie bien défini.
Pour tout n > 0, le groupe Homeoy(S,) a le type de quasi-isométrie du point.
Si Z < m (M), alors C([0,1]) < Homeoy (M) par un plongement quasi-isométrique.



3 Introduction aux variétés symplectiques (18 février, Frédéric
Bourgeois)

3.1 Variétés symplectiques

Soit M une variété différentielle de dimension 2n.

Définition 3.1 (Forme symplectique).
Une forme symplectique w est une 2-forme différentielle sur M telle que :
e w est fermée : dw = 0.
o w est non dégénérée : W == w A ... ANw # 0 en tout point de M.

En coordonnées locales (1, ..., Za,),

w= Z wijdai A dz;, ol w;; € C™,

1<i<j<2n
2n
. R awij
dw = g dw;j A dxi A day, ot dw;; = E 3 dzy,.
T
1<i<j<2n =1 7k

La 2-forme différentielle w est non dégénérée si et seulement si I'application v — i(v)w = w(v, -) est
un isomorphisme de T,M dans Ty M pour tout p € M. On a alors w"" = det|w;;|dz; A ... dza,.

Exemple 3.2.
Wetd = 2oy A Adys, 00 (@1, ..., Ty Y1, .., Un) € R?™, est la forme symplectique standard sur

R?". On a alors :
;] 0 I
Wil =\ _1r o )

Exemple 3.3 (Variétés kdhlériennes).

Soit (M, g) une variété riemannienne compleze. Les coordonnées locales sont de la forme (21, ..., z,)
avec zj = x; + 1y;, et les changements de coordonnées sont holomorphes. Il existe J € End(T'M) tel
que J? = —1I (structure presque complexe intégrable) :

o0 _ 0 ;
{ Jagf ayja V1 S]. <n,

On demande de plus que les structures riemannienne et presque complexe soient compatibles : VJ = 0.
On définit alors une structure symplectique sur M par w(X,Y) := g(X, JY).

Remarque 3.4.
San nlest pas symplectique pour n > 2, car Hip(Se,) = 0. En effet, [w™"] = [w]" = 0 (rappelons
que W™ = d(a A w"™ V) si w = da), donc W est nécessairement dégénérée.

3.2 Théoréme de Darboux

Théoréme 3.5 (Darboux).
Toute variété symplectique (M,w) est localement difféomorphe a (R*", wyq).

Contrairement a la géométrie riemannienne, en géométrie symplectique, la géométrie est locale-
ment triviale.



Esquisse de démonstration.

Premiére étape

Soit p € M. On peut trouver une base (e;, f;) de TyM telle que w, = > 1" e; A f;. Ceci se
démontre a ’aide d’une version aintisymétrique du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Il
existe donc des coordonnées locales (x1, ..., %, Y1, .., Yn) Prés de p telles que w, = wsq.

Deuxiéme étape

Soit wy := (1 — t)w + twstq. Prés de p, la forme w; est toujours symplectique.
On cherche un difféomorphisme local v, tel que ¥y = id et 1;w; = w. En dérivant par rapport a

t, on obtient % = (. Or on peut écrire % = X; o1y, don
d(¢iw . iy :
%| = = ¢t Etht = ’th (Z(Xt)d + dz(Xt))wh

ou l'on a utilisé la formule de Cartan. De plus, dw; = 0, les formes considérées étant fermées. On a
donc :

Prés de p, on a % = doy, ou o; est une 1-forme différentielle.

Troisiéme étape

Choisissons X; tel que i(X;)w; + 0, = 0; c’est possible car w; est non dégénérée prés de p.
Remarquons que X;(p) = 0 pour tout t. Le champ de vecteurs X; est donc intégrable sur un voisinage
de p pour tout t € [0, 1].

Soit 9 le flot de X; au temps 1. Alors v, est un difféomorphisme local sur un voisinage de p, et
I’analyse précédente implique que w = Yjw; = V]wstd. O

3.3 Symplectomorphismes

Définition 3.6 (Symplectomorphisme).
Soit 1 un difféomorphisme de M. On dit que 1) est un symplectomorphisme de (M,w) si*w = w.
On note Symp(M,w) le groupe des symplectomorphismes de (M,w), et Sympy(M,w) sa compo-
sante neutre.

d(v¥ , . d .
(zﬁiw) =0 = 0. En écrivant encore % = X; o1y, on obtient Lx,w = 0, donc

d(i(Xo)w) = 0. L’algebre de Lie de Symp(M,w) est donc l'espace des champs de vecteurs X qui sont
w-duaux a une 1-forme fermée.

Si Yjw = w, alors

Définition 3.7 (Haméomorphisme).

Soit ¥ un difféomorphisme de M. On dit que 1) est hamiltonien (ou est un haméomorphisme)
s’il existe H € C*°([0,1] x M,R) et (¢)ecjo) une famille a 1 parameétre de difféomorphismes de M
tels que :

77Z)0 - ld
V1 =9
% =X, 0, avec 1(X)w = dH;.

On note Ham(M,w) le groupe des haméomorphismes de (M,w).

Par le raisonnement précédent, 1'algébre de Lie de Ham(M,w) est Iespace des champs de vec-
teurs X qui sont w-duaux a une 1-forme ezacte. Remarquons que Ham(M,w) < Sympy(M,w) <
Symp(M,w); si M est simplement connexe, alors Ham(M, w) = Symp, (M, w).
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En coordonnées de Darboux, la condition (X;)w = H; s’écrit :

dz; _ OHy
dt T Oy
dy; _ _ O0Hy
dt - ox; *

3.4 Quelques objets et résultats de géométrie symplectique

Théoréme 3.8 (Non-squeezing theorem de Gromov).
Dans (R?", wgq), on définit By, (r) = B(0,7), et Cy,(r) = Ba(r) x R*2,

N

Les ensembles By, (1) et Cy,(r) respectivement.

Il existe b € Symp(R?", wgq) tel que ¥(Bay(r)) C Con(r’) si et seulement sir < 1.

Conjecture 3.9 (Conjecture d’Arnol’d).
Soit » € Ham(M,w). L’haméomorphisme 1 a autant de points fizes qu’une fonction a de points
critiques.

Définition 3.10 (Distance de Hofer).

Soit Ham.(M, w) le groupe des haméomorphismes a support compact. Il existe sur Ham.(M,w) une
métrique bi-invariante, la distance de Hofer. Soient ¢, ¢ € Ham.(M,w). Soit H € C.([0,1] x M,R)
un chemin hamiltonien de v a @, et (Vi) la famille a 1 parametre d’haméomorphismes associée :

Yo =1
U1 =y
e = X, 0, avec (X, )w = dH,.

Le cott d’un tel chemin est défini comme étant L((y)) = fol Var(H;) dt, ou Var(H;) = max H; —
min H;. On pose alors d(v, ) = inf .y, L(H).

I est non trivial que d est une distance; en particulier, de le fait d(¢,p) = 0 = ¥ = ¢ est
essentiellement équivalent au non-squeezing theorem de Gromov.



4 Introduction aux variétés de contact (25 février, Frédéric
Bourgeois)

4.1 Variétés de contact

Dans ce qui suit, M est une variété de dimension impaire 2n + 1.

Définition 4.1 (Structure de contact).
Une structure de contact & sur M est une champ d’hyperplans mazximalement non intégrable,
c’est-a-dire tel que si & = Ker(a) localement pour une 1-forme «, alors o A (da)™™ # 0 partout.

D’aprés le théoréme de Frobenius, étant donné un champ d’hyperplan ¢ = Ker(«), ce champ est
intégrable si et seulement si a Ada = 0, d’oul le vocabulaire de champ maximalement non intégrable.

Remarque 4.2. Un champ d’hyperplans & = Ker(a) est de contact si et seulement si daje est non
dégénérée, c’est-a-dire une forme symplectique.

L’objet d’étude sera ici le champ &, et non la forme a (qui ne sera donc définie qu’a facteur
multiplicatif pres).

Exemple 4.3.
Dans R* 1 quec les coordonnées (1, ..., Tn, Y1, Yn,Z), ON pOSE :

a:=dz — zn:yidxi.
i=1

Alors &qa = Ker(av) est une structure de contact. En effet, da =Y, dz; A dy;, d’o
(da)™ =dzy Adys A ... Adx, A dy,,

et :

a A (da) =dz Adzy Adyy A ... Adz, Ady, # 0.

La structure de contact standard sur R3.

10



4.2 Théorémes de Darboux et de Gray

Théoréme 4.4 (Darboux).
Toute variété de contact de dimension 2n + 1 est localement difféomorphe a (R*"1 £.q).

Définition 4.5 (Champ de Reeb).
Soit (M, &) une variété de contact, et soit a une forme de contact pour €. Le champ de Reeb R,
associ€ a « est défini par :
i(Ry)da =0
{ a(R,) =1 "

Proposition 4.6.
Le flot d’un champ de Reeb R, préserve la forme différentielle associée .

Démonstration.
Par un calcul direct :
Lr,a=(i(Ry)d+ di(R,))a = i(R,)da + d(a(R,)) =0+ d(1) =0. O]
Théoréme 4.7 (Gray).

Soit M une variété différentielle fermée de dimension impaire. Soit (&)icpp,1) un chemin lisse de
structures de contact sur M.

Alors il existe une famille a 1 parametre lisse de difféomorphismes (1¢)icpoa) de M telle que
D (&) = & pour tout t € [0,1].

Démonstration.
On se donne une famille de 1-formes (v ).c(0,1) telle que & = Ker(ay) pour tout ¢. On cherche une
famille de difféomorphismes (1 );c[0,1] et une famille de fonctions lisses strictement positives (g;)¢cfo1]

telles que ¥} a; = grap. En dérivant cette relation par rapport a ¢, on obtient d(ﬁo‘t) = d(g(;tat). Or on

peut écrire % = X; o1y, d’ou

. L g . \
Uy (L, + ) = Grog = g—twt ap = P (fron),
t

avec f; = (In(g;)) o ¥y. On obtient donc Lx,ay + & = fiay. De plus, d’apres la formule de Cartan,
LXtOét = Z.(Xt)d()ét + dOét(Xt).
On cherche X; tel que X; € ;. Cela implique day(X;), et donc :

Z(Xt)dat = ftat — dt'
Ecrivons TM = & ® RR,,. On obtient alors le systéme

{ i(Xi)dage, = du,
0 = ft - dt(Rat>

La non-dénégérescence de day¢, permet de trouver un champ X; qui convient ; on obtient de plus la
fonction f; associée.

Finalement, comme M est fermée, on peut intégrer (X;):c(0,1) et de 1& trouver (v;):cp0,1) ainsi que
g = ef(f dt(Rat)owgl ds 0

11



4.3 Contactomorphismes

Définition 4.8 (Contactomorphismes).

Soit (M, ) une variété de contact. Un contactomorphisme de (M,§) est un difféomorphisme 1
de M tel que D(&) = €.

On note Cont(M, &) le groupe des contactomorphismes de (M,§), et Conto(M,E) sa composante
neutre.

Remarque 4.9.
On ne demande pas que V*a = « avec o une 1-forme telle que & = Ker(a). Les contactomor-
phismes vérifiant cette propriété plus forte sont dits de type restreint.

L’algebre de Lie de Cont(M, &) est I'espace des champs de vecteurs X tels que Lxa = fa pour
une 1-forme fermée a telle que Ker(a = £ et une fonction lisse f.

Proposition 4.10.

Soit (M, &) une variété de contact. Soit a une 1-forme telle que & = Ker(«). Il existe alors une
correspondance bijective entre les champs de vecteurs sur M laissant & invariant, et C*°(M,R). Cette
correspondance est donnée par :

X — H=aX)eC®(MR)
d’une part, et :
H e C®(M,R) — Xy tel que a(Xy) = H et i(Xy)da = dH(R,)o —dH
d’autre part.

Exemple 4.11.
St H =0, alors Xz = 0.
St H =1, alors Xy = R,,.

En particulier, tous les éléments de Contg(M, &) sont hamiltoniens !

4.4 Liens entre géométrie de contact et géométrie symplectique

Afin de se donner une intuition physique, on peut faire le lien entre géométrie de contact et
optique. On dispose en effet du dictionnaire suivant :

géométrie de contact || optique géométrique
choix de « indice de réfraction
trajectoires de R,, rayons lumineux

Il existe aussi des liens trés forts entre géométrie de contact et géométrie symplectique.

4.4.1 De la géométrie symplectique a la géométrie de contact

Définition 4.12 (Hypersurfaces de type contact).
Soit (N,w) une variété symplectique de dimension paire 2(n + 1). Une hypersurface M C N est
dite de type contact sl existe un champ de vecteurs Y sur N tel que :
o Lyw =w, ou en d’autres termes, w est dilatée exponentiellement le long du flot de Y ;
e Y est transverse a M.

12



Si M C N est de type contact, alors o := (Y )wjra est une forme de contact sur M. En effet,
w N+ 2£ 0 donc i(Y)wlAT(;\le) # 0 par transversalité de Y. Or :

w=Lyw =1i(Y)dw + d(i(Y)w) = da,
donc a A (da)™™ £ 0.

Exemple 4.13.
Prenons (N,w) = (R wq), avec wgq = Yo dx Ady;.
Prenon M := So,1, la sphére unité de R2™D . Alors M est de type contact pour le champ :

1 o) 9]

1=

La forme de contact associée est o = %Z?:l(xidyi — y;dx;), la forme de contact standard sur So,. .

4.4.2 De la géométrie de contact a la géométrie symplectique

Définition 4.14 (Symplectisation).

Soit (M, &) une variété de contact de dimension 2n + 1. Supposons qu’il existe une 1-forme «
telle que &€ = Ker(a). La symplectisation de (M, &) est la variété N := M x R, munie de la 2-forme
w:=d(e'a).

La forme w est bien symplectique. D’une part, elle est fermée ; d’autre part, w = e'(dt A a + da),
d’ott w N = (DAL A o A (da)™ £ 0.

Cette opération est un inverse de la précédente. Si N = M x R est la symplectisation de (M, ),
alors M x {0} est de contact dans N pour le champ de vecteurs 2, et la 1-forme de contact associée

ot?
est .

4.5 Quelques objets et résultats de géométrie de contact

Conjecture 4.15 (Weinstein).
Pour toute variété de contact (M,&) compacte et toute forme de contact a pour &, le champ de
Reeb associé R, a au moins une orbite périodique.

Définition 4.16 (Ordre partiel sur (/JEI?CO(M, €)).

Soient (M, §) une variété de contact, et {(wt)te[o,l]} S é;/nto(]\/[, ). On dit que {Wt)te[o’l]} >id
ho=id po=id
si (V¢)iepo,1) est représentable par un hamiltonien positif.

La relation > ainsi définie est réflexive et transitive, mais pas nécessairement symétrique : il existe
parfois des lacets contractiles dans Contg(M, &) représentés par des hamiltoniens strictement positifs.
On peut donc se demander pour quelles variétés de contact (M, &) la relation ainsi définie est bien
un ordre partiel.

Exemple 4.17.
(R2"FL £q) est ordonnable, mais pas (Sony1, Estd)-

13



Définition 4.18 (Métrique discriminante sur (%O(M ,€))-
Soient (M, €) une variété de contact, et ) € Conto(M,§). Soit o une 1-forme engendra la structure
de contact . Soit g € C°(M,R) telle que *a = e9a. On définit alors le graphe de v par :

Gr(¢) = {(z,¢(x),g(x)):x € M} C M x M x R.

On définit alors une distance sur 60\/nt0(M, €) par :

d ([(wt)te[()’l}} 7id) ‘= min {N >0 0=ty <...<tn =1, (V)icltstisa] @ un graphe plongé Vi} .
Po=id

P

Cette distance s’étend en une distance bi-invariante sur Conto(M, §).

On peut s’intéresser aux propriétés géométriques du groupe 6O\IHSQ(M ,&) muni de cette métrique.

Exemple 4.19.
Munis de la métrique discriminante, Conto(R*1 &q) et Conto(Soni1,&sa) sont bornés, mais
Conto(R?™ x Sy, &xa) et Conto(Po,y1(R), &) ne sont pas bornés.

14



5 Quasi-isométries (11 mars, Jean Lécureux)

5.1 Distance des mots

Définition 5.1 (Distance des mots).
Soit G un groupe et S C GG. La distance des mots sur G par rapport a S est :

ds(z,y) :=inf{r >0 : 3s;,...,5, € SUS™ z7ly=s5,...5}
Si G = (S), alors dg est bien une distance sur G.

On supposera par la suite que S engendre G.

On peut aussi regarder le graphe de Cayley Cay(G, S). C’est le graphe dont les sommets sont les
éléments de G, et pour lequel on met une aréte entre x et s pour s € SUS~1.

Remarque 5.2.
La distance dg coincide avec la distance de graphe sur Cay(G,S).

G agit par multiplication o gauche sur G. Cette action induit une action de G sur (G,dg) par
isométries, et de G sur Cay(G,S) par automorphismes de graphes.

Exemple 5.3.
o G=F,={(a,b) et S={a,b} :

o+

ab |

I
Tk
I

Graphe de Cayley de (F5, {a,b}).

e G=7¢etS={23}:

Graphe de Cayley de (Z, {2, 3}).

5.2 Quasi-isométries

Définition 5.4 (Quasi-isométries).

Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques.

Une application f : X — Y est une plongement quasi-isométriques (QI) s’il existe C > 0 et
A > 1 tels que, pour tous x, y € X,

Sx(w9) — C < dy(F(@), f()) < Mx(x,9) + O

15



Une application f: X — Y est une quasi-isométrie (“bilipschitzienne a grande échelle”) si f est un
plongement quasi-isométrique, et s’il existe D > 0 tel que, pour tout y € Y, il existe x € X vérifiant :

dy(f(z),y) < D.

Proposition 5.5.

Un plongement quasi-isométrique f : X — Y est une quasi-isométrie si et seulement si f admet
un quasi-inverse, c’est-a-dire s’il existe un plongement quasi-isométriques g : Y — X et une constante
D > 0 tels que :

dx(z,go f(x)) <D VzelX,
dy(y, fogly) <D VyeY.

Exemple 5.6.
e Si(X,dx) est de diametre fini, alors X est quasi-isomélrique a un point.
e 7 — R est une quasi-isométrie.
o 7 — R? est un plongement quasi-isométrique.

Proposition 5.7.
Soit G un groupe, et S, S' deux parties génératrices finies de G. Alors (G,ds) et (G,dg) sont
quasi-isometriques.

Démonstration.
On va montrer que id : (G,ds) — (G, dg/) est bilipschitzienne. Soit :

seSuS—1
s'es’us’ 1
Soient X, y € G. Posons r := dg(x,y). On peut écrire v 'y = s;...s, avec sy, ..., s, € SUS™ L. Par
conséquent,
dsl(I,y) = dsl(l, I_ly) S ng/(sl e Sk-1,51... Sk) = str(l, Sk) S )\7’,
k=1 k=1
donc dg/(z,y) < Mdgs(x,y). L'inégalité réciproque se déduit de la méme fagon. H

5.3 Distortion

Définition 5.8 (Distortion).
Soit G un groupe de type fini, et H < G un sous-groupe de type fini. on dit que H < G est
distordu si ["inclusion H — G n’est pas un plongement quasi-isométrique.

On a toujours dg < Ady pour une certaine constante \. Le probléme vient de I'autre inégalité.
Prenons par exemple H = (t) ~ Z. On a dg(t", ") = dg(1,t™ ™) =: {(m — n). L'inclusion H — G
est un plongement quasi-isométrique si et seulement si lim,, . . n '4(n) > 0 (remarquons que la
limite existe par sous-additivité), donc H est distordu si et seulement si £(n) = o(n).

Exemple 5.9.
Soit :

G:=H3(Z) = ca,b,cel

O O =
O = Q
_ S0

16



On a G = (A,B) avec :

110 1 00
A= 01 0 |, B=1011
0 01 0 0 1
Prenons :
1 01
C:=1010|=ABA'B,
0 01

et H := (C). Alors C¥ = A*B*A~*B~* donc ((k*) < 4k. Donc H < H3(Z) est distordu.

5.4 Lemme de Milnor-Svarc

Théoréme 5.10 (Lemme de Milnor-Svarc).

Soit X un espace géodésique propre. Soit G un groupe agissant sur X proprement discontiniment
par isométries, avec un quotient compact. Alors G est de type fini, et, pour tout xqg € X, application
g+ g-xg est une quasi-isométrie de G dans X .

Exemple 5.11.
Soit ¥ une surface compacte de genre g > 2. Alors G := m1(X) agit sur le disque de Poincaré Dy.
Cette action vérifie les hypothéses du lemme de Milnor-Svarc.

Démonstration.

Soit R > 0 tel que G - B(xg, R) = X. Posons B := B(xg, R). Soit S:={g € G:g-BNB # (}.

L’ensemble S est fini; soit A := maxes d(zg, s - xg). Alors d(zg, g - zo) < Adg(1,g) pour tout
g €.

Maintenant, nous allons minorer d a 'aide de dg. Soit r := inf{d(B,¢- B) | g € G\ S}. L’action
étant propre et ’espace X étant propre, on a r > 0.

Soit v une géodésique de zg & g - xg. Solent x1, ..., T = g - xo € 7 tels que d(x;, x;41) < r pour
tout ¢ > 0, avec k < r~d(wg,g - 1) + 1.

Pour tout ¢, il existe g; tel que g;-; € B. Alors d(gig;rllB, B) =d(g; B, g;rllB) < r. Par définition
de r, on a donc g;g; .y € S, et de la dg(1,9) <k < r~'d(xo, g - xo) + 1. O
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6 Groupe de Heisenberg et géométrie de Carnot-Carathéodory
(18 mars, Patrick Massot)

6.1 Groupe de Heisenberg

Soit (V,w) un R-espace vectoriel symplectique. On construit un groupe de Lie H,,, avec pour
ensemble sous-jacent V' x R et muni de la loi :

(u,8) - (v,t) == (u+v,s+t+w(u,v)).
Le groupe H,, est une extension centrale de V' par R :
0—->R—H, >V —0.

On définit sur H,, un champ d’hyperplans invariant a gauche &, en posant ) = V x {0}. Alors
& est une structure de contact. En effet, w donne une 2-forme symplectique sur V'; il s’ensuit :

Proposition 6.1.
11 existe une unique 1-forme A € QY(V) telle que :
e d\=w;
e ©*\ = X pour tout p € Symp(V,w).

Démonstration.
Soit X, := x;onpose \ := 3 L.i(X)w. On se place dans des coordonnées standard (z1, ..., 2n, Y1, .-, Yn)
avec pour base correspondante (€1, en, f1,--y fn). Alors :

n n

w:Zef/\fi"zzd%/\dyia

i=1 i=1

i=1
On obtient bien d)\ = w.

L’invariance par Symp(V,w) et I'unicité sont laissées en exercice. ]

Alors ¢ = Ker(2\ + dt) en coordonnées standard. Par exemple, si dim(V) = 2, on a £ =
Ker(r?df + dt). Le groupe de Heisenberg défini au cours de 'exposé précédent est 1’ensemble des
points a coordonnées entiéres de Hl, pour w = wgq. Par ce qui précede, Z(H,(Z)) = {(0,n) :n € Z}
est distordu dans H,(Z).

6.2 Géométrie de Carnot-Carathéodory

Définition 6.2 (Distance de Carnot-Carathéodory).

On munit V' d’une norme euclidienne. Cette norme induit une norme ||| sur V- x 0 = o),
que U'on étend en une famille de normes invariantes & gauches |||, sur le champ d’hyperplans . On
définit alors sur H,, la distance de Carnot-Carathéodory :

d(z,y) = inf{L(y) : v € C'([0, 1], H.,), 7(0) =z, (1) =y, §(t) € &) ¥Vt € [0, 1]},
0w L(7) = f3 150l d
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Les distances de Carnot-Carathéodory sont invariantes a gauche sur H,,.

Définition 6.3 (Dilatations de Heisenberg).
Pour k € RY, on définit la dilatation de Heisenberg de rapport k par :

5 - H,, — H,
U (w,s) = (ku, K2S)

L’application 4, est un automorphisme de groupe tel que §*(2\ + dt) = k(2\ + dt). De plus,
d*d = kd, et la fonction d(0,-) distance a 0 est bilipshitz-équivalente a toute autre distance a 0 se
comportant de méme sous d,, par exemple ||(u,t)|| = |Ju| + 1/]¢|. La démonstration est similaire &
la démonstration de 1’équivalence des normes en algébre linéaire de dimension finie. En particulier,
d n’est pas bilipschitz-équivalente a une norme usuelle sur V' x R.

te

Boule de rayon ¢ < 1 pour ||(u,t)| = max{||u|| ,/|t|}

En particulier, dimy(H,,) = dim(V') + 2 : pour recouvrir une boule de rayon 1 par des boules de
rayon ¢, il faut ~ e~ (dmVxR)+1) petites boules.

6.3 Distortion

L’espace (H,, d) est géodésique et propre, et H,(Z) est discret cocompact dans H,,. De plus, H,,
et donc H,,(Z), agit isométriquement sur H,, par translations a gauche. Par le lemme de Milnor-Svare,
la distance des mots sur H,,(Z) est quasi-isométrique a d. La forme des dilatations de Heisenberg
explique alors la distortion de Z(H,(Z)) dans H(Z).

Remarquons au passage que la distance d se souvient du champ d’hyperplans ¢ :

Proposition 6.4.
Soit ¢ € Diff(H,,). Alors ¢ est localement bilipschitzien pour une distance de Carnot-Carathéodory
st et seulement si p*& = &.

Démonstration.

Supposons que ¢*§ # €. Alors il existe y € C'((—¢, ¢), H,,) telle que Y(¢) € &) et (¢ o V() & &
pour tout t € (—¢,¢).

Alors dimy(v((—¢,¢))) =1 et dimy((p o ¥)((—¢,¢))) = 2, donc ¢ n’est pas bilipschitzien.

La réciproque vient du fait que si p*¢ = £, alors la composition par ¢ envoie 1’ensemble

{y € C'([0,1], H.), 7(0) =z, 4(1) =y, ¥(t) € & VE € [0, 1]}

sur 'ensemble

{v €€ ([0,1],H.), 7(0) = p(z), 7(1) = @(y), ¥(t) € & VE € [0, 1]} N
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7 Géométrie & grande échelle d’'un groupe topologique (25
mars, Camille Horbez)

Cette exposé suivra 'ouvrage de C. Rosendal, Coarse geometry of topological groups [12], cha-
pitre 2.

Définition 7.1 (Groupe polonais).
Un groupe polonais est un groupe topologique séparable et complétement métrisable.

Exemple 7.2.
e Les groupes dénombrables discrets.
e Les groupes localement compacts a base dénombrable d’ouverts.
o Homeo(M) et Diff*(M), ot M est une variété compacte.
e Les espaces de banach séparables.

Dans ce qui suit, tous les groupes sont supposés polonais. Le but de cet exposé est le suivant :
e Un sous ensemble A C G est dit relativement (OB) si Diamg(A) < 400 pour toute pseudo-
distance continue invariante a gauche (PDCIG).
e On va montrer que si G est engendré par un sous-ensemble A relativement (OB), alors :
— il existe une PDCIG d et un réel R > 0 tels que V := B(e, R) engendre G ;
— il existe une telle PDCIG quasi-isométrique a la distance des mots pour V, et elle est
maximale parmi les PDCIG.

7.1 Un lemme de métrisation

Lemme 7.3 (Birkhoff, Kakutani).
Soit G un groupe topologique. Soit (V,,)nez une suite croissante de voisinages ouverts symétriques
de e tels que :

o G=U,czVn:
o V3 C Vi1 pour tout n € Z.

Pour tous g, h € G, posons :
° 6(97 h) — 2inf{n|g*1h€Vn} ;

o d(g.h) = inf {3770 6(gk: gr+1)l90 = 9. gn = h}.
Alors d est une PDCIG, et, pour tous g, h € G :

%5@, h) <d(g,h) <d(g,h).

Remarquons de plus que si G agit par isométries sur un espace métrique (X, d), pour tout = € X,

une PDCIG est donnée par :

7.2 Sous-ensembles relativement (OB)

Théoréme 7.4.
Soient G un groupe polonais et A C G. Il y a équivalence entre :
1. L’ensemble A est relativement (OB) : pour toute PDCIG d sur G, on a Diamg;(A) < 4oc.

2. Pour toute action continue de G sur un espace métrique (X, d) par isométries, pour tout v € X,
on a Diamg(A - z) < +00.

20



3. Pour toute suite croissante (V,),>0 de voisinages ouverts symétriques de e telle que G =
Unzo V,, et Vn2 C Vaa1 pour tout n > 0, il existe n > 0 tel que A C V.

4. Pour tout voisinage ouvert symétrique V de e, il existe F C G fini etn > 0 tels que A C (F'V)".

Démonstration.

1 = 2 : Supposons que G agisse continiment sur un espace métrique (X,d) par isométries.
Soit x € X. Alors d(g,h) := 6(g - x,h - x) est une PDCIG sur G, donc Diamy(A) < +oo. Or
Diamy(A) = Diams(A - ).

2 = 1 : Choisissons pour (X, ) l'espace métrique associé a la PDCIG d.

1 = 3 : Soit (V},)n>0 une suite de voisinages ouverts satisfaisant les hypothéses du 3.

Posons W, := Vy(,,41). Alors W32 C Wyq1 pour tout n > 0, et G = J, >, W,. Complétons cette
famille en (W),)nez. Le lemme de métrisation précédent fournit une PDCIG d.

Par hypotheése, il existe R > 0 tel que A C B(e, R), donc il existe n > 0 tel que A C V,.

3= 1:0n pose V,, := By(e,2").

3 = 4 : Soit V un voisinage symétrique de e. Comme G est polonais, il existe une suite (z,)n>0
dense dans G, de telle sorte que G = (V U {xy : k > 0}).

Posons V,, == (VU {zF' : 0 < k < n})¥". Alors (V;,),>o satisfait les hypothéses du 3. Il existe
donc m > 0 tel que A C V,,. On pose alors F' = {e} U {2z : 0 < k <m} et n =2™.

4 = 3 : Soit (V,,)n>0 une suite de voisinages ouverts comme dans le 3. Alors A C (F'V;)" pour
un certain ensemble fini F' et un n > 0. Soit m > 0 tel que F' C V,,. Alors A C (V,,\1)" C
Vit Tng (n)]+1- o

Corollaire 7.5.
Soit G un groupe polonais et A C G. St A est compact, alors A est relativement (OB).
Si de plus G est localement compact, alors ces deux propriétés sont équivalentes.

Démonstration.
Supposons A compact. Soit V' un voisinage ouvert de e. L’ensemble A est recouvert par un nombre
fini de translatés de V. Donc A C F'V avec F fini.

Supposons G localement compact et A relativement (OB). Soit V' un voisinage ouvert relativement
compact de e. Alors il existe un ensemble fini F' et un entier k tels que A C (FV)k c (FV)k. Or
(FV)* est comapct, donc A aussi. ]

7.3 Groupes engendrés par une partie relativement (OB)

Théoréme 7.6.
Soit G un groupe polonais engendré par une partie A relativement (OB). Alors il existe une
PDCIG d sur G telle que :
e Pour tout A" C G, la partie A’ est relativement (OB) si et seulement si Diamg(A") < 400
o [l existe R > 0 tel que B(e, R) engendre G.

Démonstration.

La partie A engendre G, donc G = {J,~, A"

Par le théoréme de Baire, il existe n > 0 tel que A" contienne un ouvert, qui est alors relativement
(OB). Donc e admet un voisinage ouvert relativement (OB).

Soit (2,,)n>0 dense dans G, de telle sorte que G' = (V U {z}, : k > 0}). Posons V,, := (V U {27 :
0 <k<n})*. Alors G =J,~o Vn et V.3 C V1. On compléte (V)50 en (Vy,)nez. Par le lemme de
métrisation, on obtient une PDCIG d sur G.

Soient A" C GG et V un voisinage ouvert symétrique de e. Il y a alors équivalence entre :
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A’ est d-borné;

A’ C V,, pour un certain n > 0;

Il existe un ensemble fini F' C G et un entier n > 0 tels que A’ C (F'V)";

A’ est relativement (OB). O

7.4 Type de quasi-isométrie

Théoréme 7.7.
Soit G un groupe polonais engendré par un voisinage ouvert V de e relativement (OB). Alors il
existe une PDCIG  sur G telle que, pour toute PDCIG &' sur G, il existe X\ > 1 et C > 0 tels que :

& <X+ C.
De plus, ¢ est quasi-isométrique a la distance des mots dy associée a V.

Démonstration.
Soit d une PDCIG donnée par le théoréme précédent. Alors il existe R > 0 tel que V' C By(e, R).
Etape 1 : construction d’une PDCIG ¢ quasi-isométrique & dy .
Pour g, h € G, posons :

d(g,h) = inf {Zd(e,vk) th=gvi...0,, v; € V} .
k=1

On a alors :

d(g,gv1...v,) < Z d(guy ... vk—1,901 ... V%) = Z d(e,vg),
k=1

et donc ¢ est une PDCIG telle que d < 6.

De plus, 6 < Rd par construction.

Enfin, soit 7 > 0 tel que By(e,2r) C V. Soit (vy,...,v,) de longueur minimale telle que g =
hoy ... v, et D70 d(e,vp) < (g, h) + 1.

Alors vgvg1 ¢ Vet d'e, vpvgy1) < d(e, v )+d(e, vg11) pour tout k. On a donc toujours d(e, vg) > 7
ou d(e,vpy1) > 1, et de la :

n—1
2

r < Zd(e,vk) <d(g,h) + 1.
k=1

Par conséquent,
- () <6
et 0 est quasi-isométrique a dy .
Etape 2 : maximalité de 9.
Soit ¢’ une PDCIG sur G. Par continuité, il exite © : R, — R, strictement croissante telle que
0 <BOod.
Soit g, h € G. Soit g = xg,x1, ..., 2, = h un chemin de g & h dans Cay(G, V). Alors :

8(g,h) <Y O (wp, wpp1) <Y O (0(xp, 2p41)) -

Or 6(xg, xx11) < K pour une certaine constante K, car ¢ et dy sont quasi-isométriques. Par consé-

uent,
! §'(g,h) < nO(K) = O(K)dy (g, h). O
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8 Type de quasi-isométrie de Homeoy(M) (ler avril, Jordan
Emme)

Nous allons suivre ici [9, Chapitres 2.2 et 2.3]. Le but de cet exposé est de démontrer le théoréme
suivant :

Théoréme 8.1 (Mann, Rosendal). Soit M une variété compacte. Le groupe Homeoo (M) a un type de
quasi-isométrie bien défini, donné par la distance de fragmentation par rapport a tout recouvrement
fini de M par des boules ouvertes.

8.1 Préliminaires

Définition 8.2 (Propriété (OB) relative).
Soit G un groupe topologique polonais. Une partie S C G est dite relativement (OB) si, pour
toute pseudo-distance continue invariante o gauche (PDCIG) d sur G, on a Diamg(S) < +o0.

A la séance précédente, Camille Horbez avait notamment exposé le résultat suivant.

Proposition 8.3.

Soit G un groupe topologique polonais (séparable et complétement métrisable). Une partie A de
G est relativement (OB) si, pour tout voisinage V de lidentité, il existe F C G finie et n > 0 tels
que A C (FV)".

On munit Homeo(M) de la topologie compacte-ouverte. Etant données une variété compacte M
et une distance d sur M engendrant sa topologie, la topologie compacte-ouverte sur Homeo(M) est
induite par la distance d.,, définie par :

doo(f,g) = maxd(f(x),g(x)) V f,g € Homeo(M).

zeM

L’espace métrique (Homeo(M), d,) est séparable et complet, donc Homeo(M) est polonais.

Pour tout homéomorphisme g € Homeo(M), on notera Supp(g) := {g # id}.

8.2 Parties génératrices de Homeoy(M )

On va montrer dans cette partie la proposition suivante :

Proposition 8.4.
Soit M une variété compacte. Le groupe Homeog(M) est engendré par une partie relativement

(0B).

Autrement dit, Homeog(M) a un type de quasi-isométrie bien défini, ce qui est la premiére partie
du Théoréme [7.6] La Proposition repose sur le lemme de fragmentation, résultat de topologie
trés difficile et que nous admettrons.

Lemme 8.5 (Lemme de fragmentation - Edwards, Kirby, 1971 [5]).

Soit M une variété compacte et {By, ..., By} un recouvrement fini de M par des boules ouvertes
plongées. Alors il existe un voisinage ouvert V- de lidentité dans Homeo(M) tel que, pour tout g € V,
il existe g1, ..., gr € Homeo(M) tels que :

® g=01---Gk;

e Supp(g;) C B; pour tout 1 <i < k.
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Démonstration de la Proposition [8.4)

Fixons un recouvrement fini {By, ..., Bx} de M par des boules ouvertes. Soit A un voisinage
ouvert de l'identité fourni par le lemme de fragmentation. Le groupe Homeoy (M) étant connexe, A
en est une partie génératrice ; on va montrer que A est relativement (OB).

Soit V' C A un voisinage ouvert symétrique de I'identité. Soit € > 0 tel que
{f € Homeo(M)|Diam(Supp(f)) <e} C V.

Pour tout 0 < i < k, soit B} une boule ouverte de diamétre au plus ¢, et soit f; un homéomor-
phisme de M isotope a l'identité et tel que f;(B;) C Bi. Soit g = g1...g9x € A avec Supp(g;) C B;.
Alors :

Supp(figifi ') = fi(Supp(g:)) C fi(B;) C Bj.

Or Diam(B}) < ¢, donc g; € f; 'V fi. Finalement, on obtient :
g€ FTVAL 'V o [TV fi C(FV)*H

ot F' = {fi', fi} WU {fifil} est fini. Donc, par la premiére proposition, A est relativement
(OB). O

On peut montrer de plus que le type de quasi-isométrie d'un disque (le bord étant fixé) est trivial.
Soit B,, la boule unité fermée de dimension n.

Lemme 8.6.
Le groupe Homeoy(B,,) = {f € Homeo(B,,)|fos, = idp, } est relativement (OB) dans lui-méme.

La démonstration repose sur une version quantitative de l'isotopie d’Alexander.

Démonstration.

Soit d la distance euclidienne sur B,,. Soit V' un voisinage ouvert de l'identité dans Homeoy(B,,).
Soit € > 0 tel que V. C V, ot V. = By_(id, €). On veut montrer qu’il existe ' C Homeoy(B,,) fini et
k > 0 tels que Homeoy(B,,) C (FV)".

Soit g € Homeoy(B,,). Définissons, pour tout ¢ € (0,1] et x € B,

oz si||z|| € [t 1],
gi() '_{tg(x/t) st [|z]| €[0,¢].

Posons g :=id. Alors g1 = g, et (g¢)cjo,1) est une isotopie de I'identité a g.

Soit ty € (0,1) tel que g € ¢, V. Soit h € V. telle que h(tyB,,) C (1 —¢)B,,. On a Supp(gs,) C B,
par construction de l'isotopie d’Alexander, donc :

Supp(hgi,h ™) = h(Supp(gs,)) C h(teB,) C (1 —£)B,,.

Soit f € Homeos(B,) tel que f((1 —¢)B,) C (¢/2)B,. On a de méme Supp(fhg,h~'f~") C
(¢/2)B,,. Par conséquent, do(fhg,h~f71,id) < e, donc fhg,h™'f~1 € V. et finalement :

G EVLfTVFR CVTIVEY.

De plus, g € g;,V, dout g € VW fV2 En posant F = {id, f, f~'}, on obtient g € (FV)*, et
Homeoy(B,,) C (FV)™ O
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8.3 Distance de fragmentation

Il reste & démontrer que le type de quasi-isométrie de Homeo(M) est donné par la distance de
fragmentation. Commencons par définir cette distance.

Définition 8.7 (Distance de fragmentation).
Soit B ={By, ..., By} un recouvrement fini de M par des boules ouvertes. La norme de fragmen-
tation [|-||5 sur Homeog(M) est donnée par :

lgllzg = min{n > 0|3¢1, ..., g, € Homeog(M),g = g1 ...9, et V1 <1 <mn,3k; : Supp(g;) C By}
On note dp la distance induite par la norme de fragmentation.
Pour terminer la démonstration du Théoréme [7.6, nous allons montrer la proposition suivante.

Proposition 8.8.

Soit M une variété compacte. Soit V' C Homeog(M) une partie génératrice ouverte relativement
(OB). Soit B un recouvrement fini de M par des boules ouvertes. Alors id : (Homeoy(M),ds) —
(Homeoy (M), dy) est une quasi-isométrie.

Démonstration.
Quitte a restreindre V', on peut supposer que cet ouvert est donné par le lemme de fragmentation
pour le recouvrement B.

Soit f € Homeog(M). Soit m > 0 tel que f € V™. Alors || f||z < km. Par conséquent, dg < kdy .

Pour tout 1 < i < k, posons G; := {g € Homeoy(M)|Supp(g) C B;}. Alors V N G; est un
voisinage de l'identité dans Homeoy(B;) ~ Homeogy(B,,). D’aprés le Lemme , il existe N; > 0 tel
que G; = (VNG)Ne c VN,

Posons N := max; N;. Soit f € Homeoo(M). Si |||z = m, alors f € V™. Par conséquent,
dy < Ndg. O
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9 Exemples de géométries des groupes Homeoy(M) (8 avril, An-
thony Genevois)

Soit M une variété compacte et B = {By,..., Bx} un recouvrement fini de M par des boules
ouvertes telles que les fermés B; soient des boules plongées. On rappelle que la norme de fragmentation
sur Homeoy (M) est donnée par :

lg9llzg = min{n > 0|3¢1, ..., 9, € Homeog(M),g = g1 ... g, et V1 <7 < n,3k; : Supp(g;) C By, }-

cette norme induit une distance dg sur Homeog(M).

9.1 Groupes Homeoy(S,)

Commencons par déterminer le type de quasi-isométrie de Homeoy(S,,).

Proposition 9.1.
Pour tout n > 0 et tout recouvrement B de S,,, l’espace (Homeoy(S,,), ds) est borné.

Plus précisément, nous allons trouver un recouvrement de S, par trois boules plongées tel que la
distance de fragmentation relativement a ce revétement soit bornée par 18.

Lemme 9.2.
Soit M une variété topologique. Soient f € Homeog(M) et x, y deux points distincts de M.

Alors il existe fi, fo, f3 € Homeoy(M) tels que :
o [=fifafs,
e filz) = f3(z) ==,
e fo(y) =y.

Démonstration.

Sans perte de généralité, M est connexe et de dimension au moins 1.

Si f(z) = x, posons f; = f et fo = f3 = id. Sinon, soit z € M \ {z,y}. Si M est un intervalle,
choisissons de plus z dans la composante connexe de f(x) dans M \{x}, intersectée avec la composante
connexe de = dans M \ {y}. Alors il existe f1, fo € Homeog(M) tels que :

o fi(x)==xet fi(2) = f(z),
o foly) =yet fo(x) =z
Posons enfin f3 := f, ' f;f. O

Une généralisation immédiate du Lemme [9.2] donne :

Lemme 9.3.
Soit M une variété topologique qui n’est pas un intervalle. Soient f € Homeoy(M) et x, y, p trois
points deux & deux distincts de M.

Alors il existe f1, fa, f3 € Homeog(M) tels que :

o [ =/ ifofs,
o fi(x) = f3(z) =,
b f2<y) =Y,

o fi(p) = f2(p) = f3(p) = p.

On en déduit le corollaire suivant :
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Corollaire 9.4.
Soit M une variété topologique. Soient f € Homeoo(M) et x, y, z trois points deux & deux distincts
de M.

Alors il existe fi, ..., fo € Homeoy(M) tels que :
o f=fi... ]

e chaque f; fize au moins deux points de {x,y, z}.

Démonstration.
Les composantes connexes qui sont des intervalles peuvent étre traitées a part (via une étude de
cas). Pour les autres, on applique le Lemme [0.2] et deux fois le Lemme [9.3] O

Enfin, afin de contréler les homéomorphismes f; au voisinage de points fixes, on utilisera le lemme
suivant :

Lemme 9.5.
Soient M une variété topologique et f € Homeog(M). Soient z1, xo deuz points fizes distincts de

f.
Alors il existe fi, fo € Homeog(M) tels que :
o f=/if2
e f1 =1id sur un voisinage de x1,
o fo =id sur un voisinage de xs.
Démonstration.

Soit d une distance sur M compatible avec sa topologie. Soit ¢ > 0. Il existe un voisinage V' de
x1 qui est une boule plongée et tel que d(f(z),z) <esur Vet zy ¢ V.

Alors f peut étre isotopé en h € Homeoy(M) telle que h = id sur un voisinage de x; et h = f
en-dehors d’un compact K C V. Alors h se prolonge en f; € Homeog(M). On pose fo = f;'f. O

Remarquons que, contrairement aux résultats précédents, ce lemme utilise des résultats de to-
pologie trés puissants : I'existence d’une telle isotopie dans Homeog(M) est trés loin d’étre triviale
(quoique beaucoup plus facile & démontrer dans Diffy(M) pour une variété différentielle M).

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de la Proposition

Démonstration de la Proposition [9.1]

Sin =0, il n’y a rien & montrer. Sinon, soient x1, xo, 3 € S, deux a deux distincts. Soit € > 0;
posons B; := S, \ B(z;, ). Si € est suffisamment petit, alors B := { By, By, B3} est une recouvrement
ouvert de S,, par des boules ouvertes dont les adhérences sont des boules fermées plongées.

D’aprés le Corollaire et le Lemme quitte a réduire encore ¢, il existe fi, ..., fis €
Homeog(S,,) tels que :
o f=/fi...[15;
e pour tout 7, il existe k; tel que Supp(f;) C By,-
En particulier, || ||z < 18. O

9.2 Groupes Homeoy(M) pour M non simplement connexe

Posons Cy([0,1]) := {f : [0,1] — R continue, f(0) = 0}, que I'on munit de la norme du supremum
|-l (ce qui en fait un espace de Banach).

Définition 9.6 (Plongement grossier).
Soient X etY deux espaces quasi-géodésiques. Une application f : X — Y est un plongement
grossier sl existe F': R, — R, telle que :
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[ ] 11m+OOF: +OO,
o F(d(xq1,x2)) < d(f(x1), f(xs)) pour tous xq1, x5 € X.

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant :

Proposition 9.7.
Soit M une variété compacte conneze de dimension au moins 2. Supposons qu’il existe a € 7 (M)
d’ordre infini. Alors (Cy([0,1)), ||-|..) se plonge grossiérement dans (Homeoy(M ), dg).

Si de plus (a) est non distordu dans w1 (M), alors ce plongement est quasi-isométrique.
Démonstration.

Soit d la dimension de M. Soit v C M un lacet simple représentant a tel que y(R,z) = a({0} xR /z)
pour un certain plongement « : Bg_; x Rz — M. On définit ¢ : Cy([0, 1]) — Homeoy (M) par :

Jz si x ¢ a(Bg1 xRyg),
#(F)(z) '—{ a0 fO— b)) s z—alb8)

L’application ¢ est un morphisme injectif de groupes topologique. Nous allons montrer que cette
application convient. Plus précisément, en se fixant une distance des mots dr ) sur (M) et en
posant pour tout r > 0 :

F(r) = dryy(1,al"),

il suffit de montrer qu’il existe A > 0 et C' > 0 tels que, pour tout f € Cy([0, 1]),
1
U Nle) =€ < llelDlis < Aiflle) +C

Premiére étape : borne supérieure sur ||¢(f)||5-
L’application ¢ est continue. Il existe donc r > 0 tel que ¢(B(0,7)) C B(id, 1). Soit f € Cy([0, 1]).
Posons n := [||f/r| ] Alors :
(%)
(p —_—
n

Il = e (£)

(Nl < (1 flle +1)/r.

Deuxiéme étape : borne inférieure sur ||¢(f)|4-

Soit f € Cy([0,1]). Posons n := ||| f|| |- Soit g;(\f/) le relevé de o(f) & M qui fixe le complémentaire
de 77! (a(By-1xR/z)). Considérons de plus un cercle dans a(By_1 xR ) sur lequel 'angle de rotation
f(1—|b]|) est maximal, c’est-a-dire, quitte & inverser le sens, de || f|| . . Soit # un point sur ce cercle.

<n

B

<n.

B

Choisissons une distance dy; sur M compatible avec sa topologie, et une distance dz; sur M qui
est localement un relevé de dy,.

Premiere sous-étape . .

Soit 7 € 7~ 1({x}). Soit D C M un domaine fondamental de M dans M contenant le relevé de

—_~— —~—

ce cercle partant de z. On a alors dg(¢(f)(7),a"x) < Diam(D), car ¢(f)() et a"z appartiennent
tous deux a aD. Soit § € M fixé par o(f). Alors :

—~— —~—

sup_ di(o(f)(@), 2 ()(@)) = diz(o(H) (@), 2( @)

u,veEM

—_~— —_~—

m(a"T x) dyp(p(f)(@), a"%) — dg (7, 0(f)(H))

d+r
dy;(a"z,x) — 2 Diam(D).

(AVARAYS

28



Par le lemme de Milnor-Svare, il existe A > 0 et C' > 0 tels que dyf(a"z,z) > F(||fll)/A—C.

Deuxiéeme sous-étape

Soit € > 0 tel que toute boule métrique dans M de rayon au plus 2¢ soit une boule ouverte plongée
d’adhérence plongée. De telles boules recouvrent M. Par compacité, on peut en extraire un sous-
recouvrement fini B = {By,..., Bi}. Soit ¢(f) = ¢1 ... g, une fragmentation de o(f) relativement a
B de longueur minimale (c’est-a-dire que n = ||¢o(f)||5)-

Pour tout 1 < ¢ < n, soit k; tel que Supp(g;) C By,. Soit g; le relévement de g; tel que Supp(g;) C
7Y (By,). Alors g ... g, est un relevé de o(f). Il existe donc un automorphisme de revétement I tel

—~—

que ¢(f) :Eﬁ% De 14,

sup dy7 (71 - - Gui, @) < sup > dyz(Gi - - Gull, Gig1 - - - Gull)
ueM ueM =1

<) sup dy (37, )
i=1 veM

< ne.

Enfin, on en déduit :

—_~

sup_dg (AP, ADD) = s dyg(di - 5:(7), G- G:(D))
<2 fugdﬂ(gvl ... gn(w), w) + Diam(D)
< 2ne + Diam(D)
= 2¢ [[o(f)ll g + Diam(D).

Ce résultat, avec le résultat de la premiére sous-étape, permet de minorer ||¢(f)| ; par F/(||f|l). O
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10 Distortion forte dans les groupes de transformations (15
avril, Camille Horbez)

Cet exposé suit le travail de Frédéric Le Roux et Kathryn Mann [§].

10.1 Définitions

Définition 10.1 (distortion et bornitude fortes).

Soit G un groupe. On dit que G est fortement distordu sl existe m > 0 et f : N — N tels que,
pour toute suite (gn)n>0 d’éléments de G, il existe S C G telle que |S| < m et, pour tout n >0,

* gn €(9),

o ls(gn) < f(n).

On dit que G est fortement borné s’il satisfait ['une des conditions équivalentes suivantes :

1. pour tout { : G — R vérifiant :
(a) £(1) =0,
(b) L(g™") = l(g),
(c) Lgh) < L(g) +£(h),
¢ est bornée.
2. toute action par isométries de G sur un espace métrique est a orbites bornées.

Lemme 10.2.
St un groupe G est fortement distordu, alors il est fortement borné.

Démonstration.
Soit G un groupe non fortement borné. Soit ¢ : G — R, une fonction longueur non bornée sur
G. Soit m > 0, et soit f : N — N tendant vers +oo0.

Soit (gn)n>0 une suite d’éléments de G tels que £(g,) > f(n)? pour tout n > 0. Soit S une partie
finie de G. Alors, pour tout n, soit g, & (S), soit f(n)? < {(g,) < Kls(g,), on K = maxg /. O

10.2 Distortion forte des groupes de transformations de R? et S,

Nous allons discuter des résultats suivants.

Théoréme 10.3 (Le Roux, Mann).
Pour tout d > 0, le groupe Homeo(R?) est fortement distordu.

Théoréme 10.4 (Le Roux, Mann).
Pour tout d > 0 et k € NU {00}, si k # d + 1, alors le groupe Diff*(R?) est fortement distordu.

Corollaire 10.5.
Pour tout d > 0, le groupe Homeo(Sy) est fortement distordu.

Ce corollaire se démontre a l'aide des méthodes vues lors de 'exposé précédent.

Démonstration.
Soit (gn)n>0 une suite d’éléments de Homeo(S,). Soient z, y deux points distincts de Sy. Pour
tout n > 0, il existe a,, b, et ¢, € Homeo(S,) tels que :
® g, = a,b,c,,
e a,(x) =z,
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Théoréme 10.6 (Cohen).
Pour tout k > 0, le groupe Diff*(S,) est engendré par une partie relativement (OB); ce n'est pas
le cas pour Diff™*(S;).

Diff'(S,) est quasi-isométrique a Cy([0,1]).

10.3 Démonstration du théoréme [10.3l

Nous allons esquisser la démonstration du Théoréme [10.3| en dimension 1.

Démonstration du Théoréme pour d = 1.
Il suffit de montrer que Homeo (R) est fortement distordu. Soit (g, ),>¢ une suite d’éléments de
Homeo, (R). On va trouver S C Homeo, (R) tel que |S| < 12 et ls(g,) < 100(n+ 1) pour tout n > 0.

Premier cas : Supp(g,) est uniformément borné en n.

Sans perte de généralité, on peut supposer Supp(g,) C [0,1] pour tout n. On se donne s, t €
Homeo, (R) & support borné tels que :
e pour tous 4, j > 0 distincts, s°([0,1]) N s?([0,1]) = 0,
e pour tous 4, j > 0 distincts, t*([0, 1)) N/ ([0, 1]) = 0,
e lim,, .~ Diam(s"(]0,1])) = lim, oo Dlam(t”([O, 1)) =

PN
{ Supp(s) J

Supp(t)

Construction de s et de ¢.

En conjuguant par s™t", on fait agir g, sur tous les sous-blocs du n-iéme bloc. On pose doncé :

H M gnt —mg—n

n,m>0

L’application a est un homéomorphisme et, pour tout n > 0, on a g, = [t "at", s]. On peut donc
prendre S = {s,t,a}.

Deuxiéme cas : Supp(g,) est borné pour tout n.
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On peut trouver une suite croissante exhaustive de compacts (K,,),>o tels que Supp(g,) C K,
pour tout n > 0. Soit A € Homeo, (R) tel que K,,1 C h(K,) pour tout n. Alors Supp(h™"g¢,h"™) C Ky
pour tout n. A I'aide du premeir cas, on peut predre S = {s,t¢,a, h}.

Troisiéme cas : Supp(g,) C Uyeplk —1/3,k + 1/3] pour tout n.

Similaire au premier cas, en travaillant sur chaque intervalle [k — 1/3, k + 1/3] séparément.

Cas général :

Le cas général découle directement du lemme suivant :

Lemme 10.7.

Soit (gn)n>0 une suite d’éléments de Homeo (R). Il existe deuzr sous-ensembles A, B C R ho-
méomorphes & |J,c, [k —1/3,k+1/3] tels que, pour tousn > 0, il existe ay, by, ¢, € Homeo(R) tels
que :

Jn = Apbycy,
Supp(an) C A,
Supp(bn) C B,
Supp(c,,) est borné.

Démonstration du Lemme [10.7.
Soit Ay = [zg, 23] un segment de R* . On construit récursivement une famille d’intervalles (Ao,
avec Ay = [z, x}], de la fagon suivante :
e on pose ;= x} + 1.
e on choisit 241 tel que g;(zp1 —1/2) > 24 et gj(—2p41 +1/2) < —x,, pour tout j < k,
e on choisit 2} tel que g;(zp1 +1/2) < x5 et gj(—zk41 — 1/2) > —af,; pour tout j < k.

—IQ —Il —]0 ]0 Il ]2
90 Jo G

+

o D — + - 2 + —

Lo Lo I
Construction des intervalles I (a I’épaississement de 1/2 prés).

On pose enfin A := J,-,(AxU(—Ay)). Par construction, pour tous 0 < n < m, 'homéomorpisme
gn envoie intervalle +[z,, — 1/2, 2,, +1/2] dans +A,,, et les intervalles A,, sont & distance au moins
1 les uns des autres. Il existe donc un homéomorphisme a,, & support dans A tel que a,, coincide avec
gn sur By, =, <, £[zm —1/2, 2, + 1/2].

Posons B := R\ B;. Pour tout n, ’homéomorphisme a,'g, est a support dans R\ B,, qui est
'union de B; et d’un nombre fini d’intervalles. On peut donc poser a;, g, = b,c,, ou b, est & support
dans B et ¢, a support borné. O

Ceci conclut la démonstration du Théoréme pour d = 1. O

10.4 Cas de Diff*(R)

Dans les arguments de la démonstration du Théoréeme [10.3] le deuxiéme cas et le cas général
se transposent au difféomorphismes, tandis que le premier cas est moins général que le troisiéme
cas. Il suffit donc de démontrer le troisiéme cas pour des difféomorphismes. Celui-ci découle d’un

théoréme trés puissant de perfection de Diff°(R), puis d'une construction apparentée a celles du
Théoréme [10.3]
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Théoréme 10.8 (Burago, Ivanov, Polterovich [3]).
Tout élément de Diff;°(R) a support compact est produit de deuxr commutateurs.

Lemme 10.9.
Il existe s, t € Diff;°(R) de support inclus dans R, et une suite (Iy)r>0 d’intervalles de R tels
que :
o les familles {s'(Iy,) : i,k > 0} et {t'(I}) : i,k > 0} sont localement finies,
e les intervalles s'(Iy,) et t7(1y), aveci, j € Z et k, £ > 0 sont deur & deuz disjoints, sauf dans
le cas s°(I) = t°(I}).

Démonstration du Théoréme pour d =1 et k = oo.

Soit (gn)n>0 une suite d’éléments de DiffS°(R) telle que Supp(gn) C Uyezlk —1/3,k 4 1/3] pour
tout n. On a Uyeplk —1/3,k + 1/3] =~ U;5o(Ix U (1)) =: X. De plus, par le Théoreme W, il
existe an, by, al, b/, a support dans X tels que g, = [a,, b,][a,,b,] pour tout n.

n’ “n n»-n
Posons ¢ =[] 5o " ans™ et d :=[] > t"bnt " Alors [ay,b,] = [s "cs™, t"dt"]. On procede de
méme pour al, et bl,. O

La contrainte k # d 4+ 1 dans ’énoncé du Théoréme [10.4] vient du fait que le Théoréme [10.8] est
connu en régularité C*, sauf pour k # d + 1, qui est ouvert.
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11 Perfection des groupes de difféomorphismes (6 mai, Patrick
Massot)

Le but de cet exposé est d’éclairer le :

Théoréme 11.1 (Herman, Thurston, Mather, 1970s).

Soit M une variété différentielle. Le groupe Diff (M) des difféomorphismes C™ a support compact
isotopes a lidentité est parfait (c’est-a-dire que tout élément est produit de commutateurs) si r €
[1,400] et r # dim(M) + 1.

Si de plus M est connexe, alors Diff] (M) est simple.

Le cas r = dim(M) + 1 reste ouvert, méme pour M =R ou M = S;.

Ce théoréeme a des avatars en géométrie symplectique ou de contact :

Théoréme 11.2 (Rybicki, 2010 [13]).
Soit (M, ) une variété de contact. Le groupe Cont (M, &) est parfait, et simple si M est connexve.

Théoréme 11.3 (Banyaga, 1978 [1]).
Soit (M,w) une variété symplectique. Le groupe Ham(M,w) est parfait, et simple si M est
connexe.

Le théoréme de Rybicki suscité est difficile ; celui de Banyaga s’en déduit.

11.1 Théorémes de point fixe

La démonstration de la perfection de Diff; (M) utilise un théoréeme de point fixe dérivé du
théoréme de point fixe de Schauder (lui-méme une généralisation en dimension infinie du théoréme
de point fixe de Brouwer).

Théoréme 11.4 (Théoréme de point fixe de Schauder).

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe (par exemple un espace de Banach, de
Fréchet, ou C*(R™,R")). Soit K C E un convexe compact non vide.

Soit ¢ € C(K, K). Alors ¢ admet un point fize.

Corollaire 11.5 (Epstein).
Soit V' un voisinage C* de l’identité dans C*(R™, R™). Soient F := {f € C*(R",R") : Supp(f) C
[—1,1]"}, et W := FNV. Soit © : W — F continue.
Supposons qu’il existe ro > 1, une suite (k;),>r, et une suite de fonctions (F,)y>,, de C*(R™ R")
dans R telles que, pour tout r > ro,
o O], < kv llull, + E-(u), ot [|]|, est la norme C";
e 0< k. <1,
e sir > 1g, la fonction F, est controlée par la norme C™1 sur C>°(R",R") ;
o Fo(u) = O(lul?).
Alors © admet un point fixe.

Remarquons que les contraintes ||©(u)||, < &, ||ul, + F.(u) forment une suite d’inégalités du type
Doblin-Fortet.
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Démonstration du corollaire.

Soit (M, ),>r, une suite de réels positifs. Alors K = {u € F : |ju—id|, < M, Vr > 1} est
un convexe, compact par le théoréme d’Arzela-Ascoli. Par le théoréme de point fixe de Schauder, il
suffit de construire (M,),>,, de telle sorte que K C V et O(K) C K.

Comme Supp(u) est un compact uniformément borné, par I'inégalité des accroissements finis, il
existe des constantes (C,),>o telles que |[u||,,; > C, ||ul|,. En particulier, si M,, est suffisamment
petit, alors K C V.

On veut trouver de plus une suite (M, ),>r, telle que, si ||u —id||, < M, pour tout ro < s < r,
alors [|©(u) —id||, < M, pour tout rp < s < r. On procéde récursivement sur . Initialement, on
veut :

r+1

Kyo My + O(1) M2 < M,,.

Quitte a réduire la valeur de M,,, cette inégalité est satisfaite. Donnons-nous maintenant M, , ...,
M,. On veut :
by Mgy + || Frgall oo £ My

Or F,41 est borné sur {u € F': |lu—id||, < M, Vry < s <r}. Il suffit donc de prendre :

_ s

. [l
11— kr+1

11.2 Perfection de groupes de transformations : une ébauche de démons-
tration

Dans ce qui suit, G' = Diff[ (M), Contg,(M, &) ou Ham(M,w). Nous allons esquisser les princi-
pales idées derriére la démonstration de la perfection de ces groupes.

11.2.1 But

Soit f € G. Le but est de construire une tranformation O telle que :
e O(u) = foumod [G,G];
e le corollaire d’Epstein s’applique a ©.
En effet, si 'on a trouvé une telle transformation O, alors elle admet un point fixe uy. On a alors

up = fup mod |G, G], donc f =id mod [G, G].
On va chercher © de la forme O(u) = ¢(f o u), ot ¢ diminue les dérivées et ne fait rien modulo

G, G].

11.2.2 Stratégie
Pour A > 0, soit hy(z) := Az. Choisisson ¥y (u) := hyouohy'. Alors [[¢x(u)], = A" ||ul],. Pour
A>1etr > 2 lacondition de contraction des normes C" est satisfaite.

Cependant, Supp(¥x(u)) = hy(Supp(u)) est alors plus grand que Supp(u) : la transformation
ne laisse pas F' invariant. On veut revenir a une fonction a support dans [—1, 1]".

On procéde récursivement en dimension. On construit une famille ()1 <x<n, avec :
e Yo(u) = hyouohy',
o Supp(d}k) - [_17 1]k X [_)‘7 )‘]n_k7
de telle sorte que ¢ = 1,, convienne et que || (uw)||, < KA |[¢e(u)]],. On aura alors :

1@l = O™ A" [[ull,),

et il suffira de choisir r > n + 1 et \ assez grand.
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11.2.3 Construction de la famille (¢})1<x<n

Une telle famille (¢x)1<k<n peut se construire en moyennant u, ce qui fait perdre exactement un
facteur A\ sur toutes les dérivées. Pour simplifier, nous allons présenter cette technique pour k = 1.
Soient f, g € G. Remarquons que f = ¢ mod [G,G] si :
e JheG: f=hgh™!;
e JreG: 7f=1g;
e Jh,T7€G: 7f =hrgh™".
Nous prenons pour 7 une translation de ~ 1 (dépendant de V' mais pas de \) le long de la premiére
coordonnée. Cela permet notamment de trivialiser la dynamique de u, ce qui supprime un obstacle
potentiel & la conjugaison.

Cependant, une translation non triviale n’appartient pas & GG, qui ne contient que des transfor-
mations & support compact. On va donc prendre pour 7, plus précisément, le flot au temps ~ 1 du
champ de vecteur x(x)0,,, ou x € C2°(R",[0,1]) vaut 1 sur un voisinage de [—\, A]" de taille O(\).
Pour simplifier, dans la suite, on se restreindra & un voisinage de [—\, A]" tel que 'on puisse voir
7 comme une vraie translation. Il existe alors une bande verticale B telle que les bandes images
B, = (tu)™B forment une partition du plan, et que B soit & gauche de Supp(u).

B By B
= (tu)B = By,

Les bandes B,,.

On pose v = 7 'hruh™!, de telle sorte que h(7u) = (Tu)v. On veut trouver h telle que v soit a
support dans [—1, 1] x [=A, A]*"'. A gauche de [\, \]", ainsi que hors de Supp(x), la fonction h = id
convient, et alors v = id.

La relation de conjugaison donne hjg, ., = (Tv)hp,(Tu)~'. De plus, on sait que v = id hors de
[—1,1] x [-A\, A]""1. On peut donc construire récursivement h; il faut seulement s’assurer que la
fonction obtenue est bien C*.

Soit ng tel que B, soit a droite de [—\, A]". On peut de plus choisir ny de 'ordre de A. Soit g le
difféeomorphisme R-équivariant qui coincide avec (7u)™ sur B, et posons ¢ = g~ (7u)™. Alors ¢ est
Iidentité sur les deux bords de B, et peut donc s’étendre en un difféomorphisme a support compact de
R™. Finalement, on peut conjuguer pour centrer Supp(y) en 0. La transformation obtenue convient,
et est de norme O(ng ||u]|,) = O(X||u],).
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12 Géomeétrie des groupes de contactomorphismes, 1 (13 mai,
Anne Vaugon)

Cet exposé porte sur 'article d’Eliashberg et Polterovich Partially ordered groups and geome-
try of contact transformations [7|. Nous allons définir ici des ordres invariants sur les groupes de
contactomorphismes.

12.1 Distances bi-invariantes

On considére pour commencer des distances bi-invariantes et des normes invariantes par conju-
gaison.

Définition 12.1 (Normes invariantes par conjugaison).
Soit G un groupe, et v : G — R,. On dit que v est une norme invariante par conjugaison si :
v(l)=0 et V(f) > 0 pour tout f € G\ {1},
v(f) =v(f) pour tout f € G (symétrie),
v(fg) <v(f)+v(g) pour tous f, g € G (inégalité triangulaire),
v(gfg™") = v(f) pour tout f € G (invariance par conjugaison,).

Il y a une correspondance bijective entre normes invariantes par conjugaison et distances bi-
invariantes, donnée par :

v d(f.g) =v(fg),
d—v(f):=d(f,1).

D’aprés Burago, Ivanov et Polterovich [3], sur Diffy(S,,) ou sur Diffo(M) ot M est une variété
connexe compacte sans bord de dimension 3, toute norme invariante par conjugaison est équivalente
a la norme triviale 17,;.

Ce résultat a été généralisé par Rybicki [13, [14] et Tsuboi [15].

12.2 Cones et ordres partiels sur les groupes

A partir de maintenant, nous suivant 1’article d’Eliashberg et Polterovich [7].

Définition 12.2 (Céne normal).
Soit G un groupe, et C C G. On dit que C' est un cone normal si :
e 1c(,
e pour tous f, g€ C, on a fge C,
e pour tous f € C etg€ G, onagfgteC.
Un cone normal définit une relation < sur G, en posant f > g si et seulement si fg=' € C.

Soit C' un coéne normal. La relation associée < est toujours réflexive et transitive; elle n’est pas
toujours antisymétrique.

Définition 12.3 (Domination).
Soit G un groupe, C' un céone normal. Supposons que la relation < associée est un ordre partiel.
Un élément f € C'\ {1} est dit dominant si, pour tout g € G, il existe p € N tel que fP > g.

Avant de passer aux contactomorphismes, donnons deux exemples élémentaires de telles relations.

37



Exemple 12.4.

Prenons G := Diff((]0,1]) et C :={f € G| f(z) > x Vz € [0,1]}. Alors C' est un cone normal, et
f > g si et seulement si f(x) > g(x) pour tout x € [0,1] ; la relation < est bien un ordre partiel. Un
élément f € G est dominant si et seulement si f(x) > x pour tout x € (0,1), ainsi que f'(0) > 1 et

(1) < 1.

Exemple 12.5.
Prenons G := Diffo(S;). Soit (fi)ico,1) un chemin dans Diffo(S;) tel que fo =id. On le reléve en
un chemin (fi)icjo,1) de difféomorphismes de R tel que fo =id. On a alors :

G ~{f eDiff(R)| f(x+1) = f(z)+ 1 Vx € R}.

Prenons C = {f € Diff(R)| f(z) > = Vo € R}. Alors f > g si et seulement si f(x) > g(x) pour
tout x € R ; la relation < est bien un ordre partiel. Un élément f € G est dominant si et seulement
si f(x) > x pour tout x € R.

12.3 Application aux groupes de contactomorphismes

Dans ce qui suit, (M, ) est une variété de contact, avec £ = Ker(a) pour une 1-forme «. En parti-
culier, le champ d’hyperplans £ doit étre co-orientable. Pour cette partie, on choisit G := C/Jo\/nto(M ,€),
ou Contg(M, &) est le groupe des contactomorphismes isotopes a l'identité.

On dit qu’une isotopie de contact (f;)cjo,1) est (strictement) positive si X, := 0 f; vérifie a(X;) > 0
(respectivement a(X;) > 0) pour tout ¢t € [0,1] et tout € M. L’ordre obtenu dépend du choix
d’orientation transverse. On choisit pour C' I’ensemble des classes d’équivalences d’isotopies positives
(ou représentables par des isotopies positives).

Rappelons au passage qu’il y a une bijection entre :
e les champs de vecteurs (X;)icpo1] tels que (f;)icpo,] est une isotopie de contact,
e C®°(M x [0,1],R) (les hamiltoniens de contact).
Etant donné une tel champ de vecteur, on pose H, := a(X,); alors H € C*(M x [0,1],R). Réci-
proquement, étant donnée H € C*(M x [0, 1],R), on veut trouver un champ X; = H;R, + Y; avec
Y; € € et dont le flot associé (f;) préserve la structure de contact. On a alors fa = A\ ; en dérivant
cette relation, on peut déterminer Y; de fagon unique.

Proposition 12.6.
C' est un cone normal.

Démonstration.
Premiérement, id € C' : il suffit de prendre X; = 0.
Etant donnés [(f,)], [(g¢)] € C, la concaténation des chemins donne directement [(f,)][(g;)] € C.

Enfin, soient [(f;)] € C et [(9:)] € G. On a [(g:fi9; ')] = [(91fi9:")]. De plus, g1 préserve I'orien-
tation transverse aux hyperplans. Donc [(g1fig; )] € C. O

La relation < associée & C' a une interprétation en termes de hamiltoniens de contact : [(f;)] >
[(g¢)] si et seulement §'il existe :
e un représentant (f;) de [(f;)] de hamiltonien (F}),
e un représentant (g¢) de [(g¢)] de hamiltonien (GY),
tels que F' > G pour tout t € [0, 1] et tout z € M.

On note maintenant :
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e (', l'ensemble des classes d’équivalences d’isotopies strictement positives (ou représentables
par des isotopies strictement positives),
e C" I'ensemble des éléments dominants de C.

Proposition 12.7.
C, cCt.

Dans la suite de leur construction, Eliashberg et Polterovich définissent, pour f et g € G et k > 0,
la quantité

w(f,g) =mf{p € Z| f* > ¢},
ainsi que :

Ils définissent ainsi une pseudo-distance sur C* :

d'{ CtxCT — Ry
L (f,9) — max{In(y(f,9)),In(v(g, f))} °

Si M = S, la quantité y(f, g) est le quotient du nombre de rotation de f par celui de g (ces nombres
de rotation sont a valeurs réelles, vu que l'on travaille avec des relevés de difféomorphismes). En
particulier, on peut quotienter C' par la relation f ~ g si d(f,g) = 0, mais I'ensemble par lequel on
quotiente est trés gros : dans le cas de Sy, il contient toutes les isotopies de difféomorphismes ayant
un point fixe.

Pour finir, Eliashberg et Polterovich disent qu’'une variété de contact (M, &) est ordonnable si la
relation obtenus < est un ordre partiel ; ils montrent que (M, §) est non-ordonnable si et seulement
s’il existe une isotopie de contact contractile strictement positive. Ce sera le sujet de I’exposé suivant.
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13 Géomeétrie des groupes de contactomorphismes, 2 (20 mai,
Anne Vaugon)

Cet exposé, dans la continuation du précédent, porte sur ’article de Colin et Sandon The discri-
minant and oscillation lengths for contact and Legendrian isotopies [4]. Nous allons définir ici des

normes invariantes par conjugaison sur les groupes de contactomorphismes Contg (M, §) a valeurs dans
N. Ces normes vont étre bornées sur (R?" &.q) et (Soni1,&sta), et non bornées sur (R*™ x Sy, &xa)

et (P2n+1 (R)afstd)‘
Si M est non bornée, on travaille avec le groupe des contactomorphismes a support compact.

13.1 Pré-requis
13.1.1 Normes de fragmentation
Tout d’abord, on peut définir une version de contact de la norme de fragmentation.

Proposition 13.1 (Rybicki).

Soit (M, &) une variété de contact compacte et {By, ..., Br} un recouvrement fini de M par des
boules ouvertes. Soit v un contactomorphisme isotope a l'identité. Alors il existe des contactomor-
phismes o1, ..., pn tels que :

® Y= PN
e Supp(yi) C Bju) pour tout 1 <i < N.

Cette proposition motive la définition suivante :

Définition 13.2 (Norme de fragmentation sur Contg(M,¢§)).
Pour tout ¢ € Conty(M, &), , on définit la norme de fragmentation vy.q, par :

Virag(p) == Inf{N| 3 o = ¢1... N, @; contactomorphisme, Supp(yp;) C boule de Darbouz}.

L’ensemble des boules de Darboux étant invariant par contactomorphismes, la norme obtenue
est invariant par conjugaison. Par construction, vig(p) = Ly sur (R &uq), et on obtient
facilement v,qy < 2 sur (Sgn41, &sta)-

13.1.2 Intuition pour Diff((]0, 1])

Pour f € Diffy([0,1]), soit v(f) le nombre minimal de morceaux en lequel il faut découper un
chemin entre id et f pour que chaque morceau soit un graphe plongé (pour une bonne notion de
graphe plongé). Alors v < 2, comme la méthode suivant le suggére.

Gr(f)

Isotopie entre f et id en deux chemins dont les graphes sont plongés.
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13.2 Normes de Colin et Sandon

Nous nous restreignons aux variétés de contact orientables.

13.2.1 Norme discriminant

Définition 13.3 (Norme discriminant).

Soit (M, &) une variété de contact, et o une 1-forme telle que & = Ker(a). Soit [p] € (/7(;_11/1:0(M, £).
On définit la norme discriminant vp par :

vp([p]) :=  min  {N|I0=ty <ty <...<tn=1, U Gr(py) est plongé Y0 <i < N—1}.

[(eo)reoal=le] et tin]

Attention : la notion de graphe utilisée ici n’est pas la notion usuelle, mais une notion propre aux
contactomorphismes.

Proposition 13.4.
vp est une norme invariante par conjugaison sur Conto(M, &) a valeurs dans N.
Sa valeur ne dépend pas du choix de la 1-forme c.

Théoréme 13.5 (Colin, Sandon, 2015 [4]).
vp est bornée sur (R* 1 &qq) et (Sonit,Estd)-
vp est non bornée sur (R®™ x Sy, &xa) et (Popy1(R), Esa)-

De plus, vp < 2vp49 : Si @ est un contactomorphisme supporté par une boule de Darboux,
la norme discriminant de ¢ est au plus 2, d’aprés la construction esquissée pour Diffy([0, 1]). Par
conséquent,

Corollaire 13.6.
La norme de fragmentation est non bornée sur (R* x Sy, &xa) et (Popy1(R), Exa)-

La norme discriminant peut s’interpréter du point de vue de la géométrie des groupes. Soit
€ = {[(¢t)rep,1)] € Conto(M, &) U,ejo1) Gr(ep:) est plongé}.

Proposition 13.7.
E engendre Conty(M,E), et vp est la norme des mots associée a E.

13.2.2 Norme zig-zag

Dans la construction esquissée pour Diffy([0,1]), on a trouvé une isotopie de f a id qui est
concaténation de deux chemins dont les graphes sont plongés. Le premier chemin correspond a une
isotopie trés positive (au sens d’Eliashberg et Polterovich : voir la partie , et le second chemin a
une isotopie trés négative. La norme discriminant n’impose pas de condition de monotonie, ce que
fait la norme zig-zag.

Soit £, = {l(@t)eo,) € C/lo\n/to(M, | Usepo1) Grer) est plonge, (¢;) est strictement positive}.

On définit de méme E_ avec des isotopies strictement négatives.

Proposition 13.8.
EL UE_ engendre Conty(M,E).

Définition 13.9. o
La norme zig-zag vzz est la norme des mots associée a £, U E_.
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Proposition 13.10.
vzz est une norme invariante par conjugaison sur Conto(M, &) a valeurs dans N. De plus,

vp < Vzg.

Les remarques déjas faites sur la comparaison entre norme de fragmentation et norme discriminant
s’appliquent encore, et donnent :

Théoréme 13.11.
vzz < 2 sur (R*1 &44q), ou plus généralement pour tout contactomorphisme supporté par une
boule de Darbouz.

Vzz <4 sur (Sops1,&std)-

Corollaire 13.12.
Vzz S 2Vf7‘ag'

13.2.3 Pseudo-norme d’oscillation

Pour [p] € (/jngto(M L&), soit v ([¢]) (respectivement v~ ([p]) le nombre minimal de termes posi-
tifs (respectivement négatifs) dans une décomposition de [¢] comme mot en &, U &_. Remarquons
que v ([¢]) et v ([¢]) ne sont pas en général atteints pour le méme représentant de [p] ou, si le
représentant est le méme, par la méme décomposition comme mot en ng UE_.

Définition 13.13 (Pseudo-norme d’oscillation).

Pour [¢] € 6(;}]:0(]\4, €), on définit la pseudo-norme d’oscillation vos. par :

VOSC([SO]) = V+([SO]) - V_([SO])

Proposition 13.14.

Vose €St une pseudo-norme invariante par conjugaison, et une norme si et seulement si (M, &) est
ordonnable. Si (M, &) est ordonnable, alors vos. est compatible avec l'ordre d’Eliashberg et Poltero-
vich : si a < b < c, alors vos.(ba™') < vose(ca™). De plus,

VOse S Vzz.

Il n’est pas évident a priori que les normes vo,. et vz soient comparables, c¢’est-a-dire que
Vose > Cvzz pour une certaine constance C' si (M, €) est orientable.

13.3 Graphe d’un contactomorphisme

Pour finir, détaillons la notion de graphe utilisée précédemment. La encore, les variétés de contact
sont supposées orientables.

Définition 13.15 (Graphe d’un contactomorphisme).
Soit ¢ € Contg(M,§), avec & = Ker(a) pour une 1-forme «. Soit g telle que p*a = efa. On
définit le graphe de ¢ par :

Gr(p) == {(q,¢(q),9(q)) : g€ M} C M x M xR.

Remarque 13.16 (Produit de contact).
Soit (M, &) une variété de contact, avec & = Ker(a) pour une 1-forme «. Le produit de contact
de (M, ) est la variété de contact (M x M x R, 3) avec B = e’a; — s, et :
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e a1 = pia, ou py est la projection du premier facteur sur M ;
o vy = pha, ot py est la projection du second facteur sur M ;
e R

Si ¢ est un contactomorphisme, alors Gr(p) est une legendrienne pour le produit de contact.

Définition 13.17 (Point discriminant).

Soit ¢ € Contg(M,§), avec & = Ker(a) pour une 1-forme «. Soit g telle que o*a = e9a. On dit
que ¢ € M est un point discriminant pour ¢ si :

* o(g) =q;

* g(q) =0.

Proposition 13.18.

Un point ¢ € M est discriminant indépendamment du choiz de .

Si q est discriminant pour o, alors (q) est discriminant pour Y1,

Soit A :={(q,¢,0) € M x M x R}. Alors Gr(p) N A = 0 si et seulement si ¢ n’a pas de point
discriminant.
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14 Distance de Hofer (27 mai, Frédéric Bourgeois)

Dans ce qui suit, (M,w) est une variété symplectique. Le but de cet exposé est de définir la
distance de Hofer, et de présenter quelques-unes de ses propriétés fondamentales, notamment le fait
que c’est une distance.

14.1 Définition de la distance de Hofer
Rappelons tout d’abord quelques définitions utilisée lors de I'exposé [3]

Définition 14.1 (Difféomorphisme symplectique).

Un difféomorphisme ¢ de (M,w) est dit symplectique si ¥*w = w.

On note Symp(M,w) le groupe des difféomorphismes symplectiques de (M,w), et Symp,(M,w)
sa composante neutre.

Définition 14.2 (Difféomorphisme hamiltonien).
Un difféomorphisme 1 de (M,w) est dit hamiltonien sil existe H € C*°(M x [0,1],R) tel que le
champ de vecteurs (Xp)eep1) défini par i( Xy, )w = dH, s’intégre en un flot (Vi;)eco ), et ¥ = ¥y
On note Ham(M,w) le groupe des difféomorphismes hamiltoniens de (M, w).

Remarquons que Ham(M,w) C Sympy(M,w) (car le flot (1};)icjo,1) réalise I'isotopie souhaitée),
avec égalité si H'(M,R) = {0}.

Si M est non compacte, on travaille plutot avec les difféomorphismes & support compact, et on
définit de fagon similaire les groupes Symp,.(M,w), Symp, ,(M,w) et Ham (M, w).

Passons maintenant a la définition de I’énergie de Hofer.

Définition 14.3 (Norme d’oscillation).
Pour tout H € C°(M x [0,1],R), on définit la norme d’oscillation de H par :

1
| Hlo ::/ fma H (2, £) — min H(z, £)] dt.
0

zeM zeM

Définition 14.4 (Energie de Hofer).
Pour tout ip € Ham.(M,w), on définit [’énergie de Hofer de ¢ par :

E(¥) = inf{||Hl|o, | H € CZ(M x [0,1],R), ¥y =1}.

Proposition 14.5.
Pour tous v, ¢ € Ham (M, w),
1. E(¢) > 0, avec éqalité si et seulement si ¢ = id (séparation) ;
E() = E(¥™Y) (symétrie) ;
E(p) < E(p) 4+ E(¢) (inégalité triangulaire) ;
E(ppp=t) = E(¢) (invariance par conjugaison,).

La premiére de ces propriétés (la séparation) est délicate & démontrer ; pour 'instant, concentrons-
nous sur les autres.
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Démonstration.

Symétrie : on renverse le temps. Si (H;) engendre (%), alors (—H; o ¢%;) engendre ((¢%)71), et
a la méme oscillation que (H;).

Inégalité triangulaire : si (H;) engendre (%) et (K;) engendre (p% ), alors (H; + K; o (¢t)71)
engendre (1} o @Y%), et a une oscillation d’au plus ||H ||y + || K|os Par U'inégalité triangulaire pour

||.||Osc‘

Invariance par conjugaison : si (H;) engendre (¢%;), alors (H; o ¢) engendre (p otk op™t), et a
la méme oscillation que (Hy). O

Définition 14.6 (Distance de Hofer).
La distance de Hofer dyor sur Ham.(M,w) est définie pour tous 1, ¢ € Ham.(M,w) par :

dHof(@? 1/}) = E(SO_IW

Remarquons que :
diot (0, ¥) = mf{|| H — Kllo,. | H, K € CZ(M x [0,1],R), v =0, ) = ¢}

En effet, ((H; — K;) o ¥%;) engendre ((¥%) ! o k).
Les propriétés de I'énergie de Hofer se traduisent immeédiatement en propriétés de la distance de
Hofer :

Proposition 14.7.
Pour tous v, ¢, § € Ham.(M,w),

1. duot(p, %) >0, avec égalité si et seulement si Y = ¢ (séparation);
2. duot(@, V) = duot (¥, ¢) (symétrie) ;
3. duot (¢, ) < dnot(, 0) + duot(0, 1) (inégalité triangulaire) ;
4. duot(0, 0v) = dpot(@, V) = dnot(¢8, ¥8) (bi-invariance).
Remarque 14.8.
D’apres Ostrover, Wagner, Buhovsky [10, (2], si (M,w) est fermée, alors toute pseudo-métrique

finslérienne bi-invariante sur Ham(M,w) obtenue par intégration sur [0,1] d’une pseudo-norme sur
C*®(M,R) continue pour la topologie C* est soit identiquement nulle, soit équivalente a la distance

de Hofer.

Par exemple, si on remplace ||||oe. (~ |I-ll) par |||l pour un p € [1,4+00) sur (R*", wga), la

pseudo-métrique obtenue est nulle [6]. Pour p =1, on a d(¢,id) =0 dés que fo[o 1 H=0.

14.2 Inégalité énergie-capacité

Passons maintenant a la démonstration du premier point de la Proposition m csi E(y) =0,
alors ¢ = id. Elle repose sur le (difficile) théoréme suivant, da entre autres a Hofer, Zehnder, Usher :

Théoréme 14.9 (Inégalité énergie-capacité).
Pour tout 1) € Ham (M, w),

E() > sup{cl;,(U) : U ouvert,p(U)NU # B}. (14.1)

De facon équivalente,
inf{E(): (U)NU =0} > cyz(U).

Le membre de gauche de I’équation ci-dessus est I'énergie de déplacement de U, tandis que le membre
de droite est la capacité de Hofer-Zehnder de U.
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Définition 14.10 (Capacité de Hofer-Zehnder).
Soit U un ouvert de (M,w). On pose :

H(U) :={H € C®(M,R,)| Supp(H) C U, H *(max(H)) contient un ouvert non vide}.

En particulier, le mazimum d’un hamiltonien dans H(U) doit étre atteint. Un hamiltonien H € H(U)
est dit HZ -admissible si ¥t n’a pas d’orbite périodique non constante et contractile de période plus
petite que 1. On pose alors :

&, (U) =sup{max H : H € H(U), H admissible}.

Cette définition mérite quelques remarques. Plus max H est élevé, plus le gradient de H doit étre
élevé, et donc plus l'intensité du champ de vecteur Xy est élevée prés du bord de U (la condition
que le maximum doit étre atteint sur un ouvert non vide permettant déviter certaines pathologies).
Dans toutes les situations considérées, on peut montrer 1’existence d’orbites périodiques; ainsi, plus
max H est élevé, plus ces orbites périodiques sont de périodes petites. Autrement dit, la contrainte
que les orbites périodiques soient de périodes au moins 1 force max H & ne pas étre trop grand, et

d’autant plus petit que U est moins épais (en un sens symplectique).

L’exposant 0 dans Pexpression % ,(U) signifie que la contrainte ne porte que sur les orbites

contractiles ; si U n’est pas simplement connexe, on peut définir une autre capacité en faisant porter
la contrainte sur toutes les orbites périodiques.

La capacité de Hofer-Zehnder est un exemple de capacité symplectique.

Définition 14.11 (Capacité symplectique).
Une capacité symplectique est une application qui & une variété symplectique (M,w) associe un
réel ¢(M,w) € Ry U {+oo} de telle sorte que :
o ¢(M,w) < c(N,o) s’il existe un plongement symplectique de (M,w) dans (N, o) (monotonie);
o ¢(M,aw) = |aje(M,w) pour tout a € R* (homogénéité) ;
o ¢(Bo,(1),wsq) = ™ = c(Z(1),wstq), ot Z(1) = By(1) x R*™2 (compatibilité avec le non-
squeezing theorem de Gromov).

La non-dégénérescence de E se déduit de I'inégalité énergie-capacité.
Démonstration de la non-dégénérescence de E.

Supposons que ¥ # id. Soit * € M tel que (z*) # z*, et soit € > 0 tel que ¥(B(z*,¢)) N
B(z*,e) = 0. On a ¢%,(B(z*,¢)) = me? > 0. Par I'inégalité énergie-capacité, F(¢) > me? > 0. O
14.3 Propriétés plus avancées

Pour finir, présentons quelques propriétés plus avancées de la distance de Hofer.

14.3.1 Une distance non bornée

On ne connait pas d’exemple de variété symplectique (M, w) telle que la distance de Hofer soit
bornée sur Ham,.(M, w).
14.3.2 Lien avec la topologie C°

Théoréme 14.12.
Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout v € Ham.(R*", wgq),

E(y) < C Diam(Supp(¢))deo(id, ¥).

Cependant, dyo n’est pas continue sur Ham, (S, wsq) muni de la topologie C°.
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14.3.3 Ordre partiel sur Ham,(R?", wgq

De méme que lors de I’'Exposé [13] on peut définir :

Ham! (R*, wyq) = {1 € Ham (R*", weql| 1 = 1}, pour un H € C°(R* x [0,1],R), H
Ham (R?", wyq) = {¢ € Ham,(R*", wyq| ¥ = ¥}, pour un H € C°(R*" x [0,1],R), H

Théoréme 14.13.

Ham (R*, wyq) N Ham (R* wyq) = {id}.
Il s’ensuit :

Corollaire 14.14.
La relation < définie par ¢ < 1 si U'on a ot € Ham! (R?™ wyq) induit un ordre partiel sur
Ham,(R*", wyq).

14.3.4 Comparaison avec un distance des mots

Supposons M fermée et connexe. Alors Ham(M,w) est simple. Soit ¢ # id un difféeomorphisme
hamiltonien, et posons :

S={y, 07},
S = U 0Spt.
peHam(M,w)

Alors S engendre Ham (M, w). Soit dg la distance des mots associée. Alors :

: 1 :
dg(@, ld) Z WdHOf((p’ ld) (142)
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15 Simplicité uniforme des groupes de difféomorphismes (3
juin, Patrick Massot)

La simplicité des groupes de diffécomorphismes a été abordée au cours de 'exposé[I1] Le but de cet
exposé est de montrer comment améliorer ce résultat (difficile) pour obtenir la simplicité uniforme
de ces groupes, et en particulier d’éclairer le :

Théoréme 15.1 (Burago, Ivanov, Polterovich en dimension 3 [3] ; Tsuboi [15]).

Soit M une variété différentielle compact connexe sans bord de dimensionn # 2, 4. Soitr > 1 avec
r #n-+1. Alors Diffg(M) est uniformément simple : il existe N > 0 tel que, pour tous f € Diff;(M)
e g € Diff((M) \ {id}, il existe k < N et (hi)1<i<k tels que :

k
f=1Tng* 0"
i=1

Dans la suite, on notera G = Diff{(M).

Corollaire 15.2.
Sous les hypothéses du théoréeme précédent, toute distance bi-invariante sur G est bornée.

15.1 Observations fondamentales

Pour commencer, rappelons comment construire des normes invariantes par conjugaison (et de
la des distances bi-invariantes) sur G. Soit S une partie génératrice de G, et soit vg la distance des
mots associée :

k
vs(g) = min{k > 0] 3s1,....s. € S, g =[]+
=1

Si G est invariante par conjugaison, alors vg I'est aussi. On peut prendre par exemple :
e S =[G, q]. SiG est parfait, S engendre G, et la norme obtenue est la norme des commutateurs.
e S = {g| Supp(g) C boule}, en particulier pour les sous-groupes d’homéomorphismes ou de
difféomorphismes.
Profitons-en pour faire les deux observations suivantes, que nous utiliserons par la suite :
e Soient g, h € G. Si Supp(g) N Supp(h) = 0, alors gh = hg.
e Supp(hgh™') = h(Supp(g)).

Présentons maintenant deux lemmes importants

15.2 Troc commutateurs/conjugaisons

Le premier lemme permet de transformer des commutateurs en conjugaisons.

Lemme 15.3.

Soient a, b, g € G. Si Supp(a)Ng(Supp(b)) = 0, alors [a, b] est un produit d’au plus 4 conjugaisons

de g ou g~1.

Démonstration.
Soit a := g~lag. Par hypothése, « et b sont a supports disjoints, donc ab = ba. De 14 :

[a,b] = aba'b*

= (gag™")b(ga™ g™ )b
= gag o tabga b bg 0!
= glag™a™!)(baga™ b7 )(bg b7,
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ou le fait que ab = ba a été utilisé pour obtenir la derniére ligne. O

15.3 Réduction des commutateurs

Le second lemme permet de réduire le nombre de commutateurs dans expression.

Lemme 15.4.
Soit U C M. Supposons qu’il existe o € G tel que les (¢ (U))iso soient deuz a deux disjoints.
Soit f € G et N > 0. Si f est produit de N commutateurs [a;,b;] avec Supp(a;), Supp(b;) C U,
alors f est produit de 2 commutateurs.

Démonstration.

On a f = [, [a;,b;]. Pour 0 < k < N, posons f, = [, [a, bs], avec en particulier fo = id et
~ = f. Posons de plus F' = [ [._ ;0= =) Dans ce qui suit, on note ¢, la conjugaison par .
fv=fP de plus F = [, oV fip~™=9.D t te ¢, 1 @

U o(U) eNH(U) ™ (U)

‘ ‘ - ‘ ‘ F
‘ ‘ - ‘ ‘ wF(p_l

Conjugaison de F' et ¢.

F_l(,OFQO_l

A, B]

On a donc F~'pFp™' = f71A, B, soit f = [A, B][F, ¢ !]. O

15.4 Conclusion

Soit n > 0 et r > 1 avec 7 # n + 1. Le groupe Diff[ ;(R") étant simple, les Lemmes et

permettent de montrer immédiatement que Diff] ;(R") est uniformément simple.

Le cas de variétés générales est un peu plus délicat. Soit M une variété compacte connexe sans bord
de dimension 2n + 1 > 7. Par la théorie de Morse, on dispose d'une décomposition M = Hjsup Hi,
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ou Hy, H; sont des sous-variété de codimension 0 & bord, et se rétractent par isotopie sur des sous-
variétés sigulieres Xy, > de dimension au plus n.

Si f = fofi avec Supp(f;) C H;, alors f est un produit d’au plus 16 conjugués de g*!, ou g
déplace ¥ C 3.

Par hypotheése, f est dans la composante neutre de Diff"(M). Il existe donc une isotopie (f;):c(o,1]
deid a f. Si f;(3¢) N3 = () pour tout ¢, alors on peut trouver hg, hy comme on veut, en partant du

champ de vecteurs X; = % o f;' que I'on coupe par une fonction plateau.
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