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Notations

Valuations et
théoréme
d'Hadwiger

Damien

Thomine Kn . convexes compacts de R”, muni de la topologie de
Hausdorff

m Polycon,, : unions finies de convexes compacts de R”

m E, : isométries affines de R"

m Pour K dans K, et A dans R, on note
MK :={\x : xe K}

m Pour K, K’ dans K, on note
K+ K :={x+x : xe K, x € K'} (somme de
Minkowski)
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m positivité : pip, >0 ;
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m positivité : pip, >0 ;
m continuité ;
m additivité : VK, K' e K,, KUK' e K, =
:un,n(K UK') = Hn,n(K) + ,un,n(K,) - ,un,n(K NK');
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Damien La mesure de Lebesgue ji, 1 Cp — R a les cinq propriétés
Thomine .
suivantes:

m positivité : pip, >0 ;

m continuité ;

m additivité : VK, K' e K,, KUK' e K, =
:un,n(K UK') = Hn,n(K) + ,un,n(K,) - ,un,n(K NK');

m invariance sous l'action de E, : VK € K,,, VT € E,,
Mn,n(TK) = Mn,n(K) ;

m homogénéité de degré n: VK € IC,,, VA € R,
fin,n(AK) = |A|" ten,n(K).



Valuations

Valuations et
théoréme
d'Hadwiger . N . N y .
Théoréme (Théoréme d'extension de Groemer, 1978)
Damien
Thomine

Soit n un entier positif. Soit i : K, — R une valuation
continue. Alors u s'étend de facon unique a Polycon,,, et cette
extension vérifie la formule d'inclusion-exclusion:

()£ 2o 00)
i=1 r=1 Ic?,l‘,;r,m} i€l
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Théoréme (Théoréme d'extension de Groemer, 1978)

Soit n un entier positif. Soit i : K, — R une valuation
continue. Alors 1 s'étend de fagon unique a Polycon,,, et cette
extension vérifie la formule d'inclusion-exclusion:

m

m
w(Uu) =200 ¥ w(nu
i=1 r=1 /c%‘,.,.,m} il
=r

Si p est Ep-invariante, alors son extension |'est aussi.
Si 1 est homogéne de degré k, alors son extension I'est aussi.
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L’aiguille de
Buffon
Soit X de loi uniforme sur [0, 1], et K une partie mesurable de

[0, 1]2. Alors:
M2’2(K) = P(X € K)
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L’aiguille de
Buffon
Soit X de loi uniforme sur [0, 1], et K une partie mesurable de

[0, 1]2. Alors:
p2,2(K) = E([{X} N K]).
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L’aiguille de
Bl Soit X de loi uniforme sur [0, 1], et K une partie mesurable de

R2. Alors:

p22(K) =E (I{X} +Z%) N K]).
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On lance aléatoirement (uniformément en position et en angle)
L aiguile de une aiguille de longueur ¢ < 1 sur un parquet dont les lattes
uffon , .

sont séparées d'une distance 1.

Proposition (Buffon, 1777)

Il existe une constante C telle que, pour ¢ € (0,1), la
probabilité qu'une aiguille de longueur ¢ intersecte I'une des
rainures du parquet est de C/.
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On lance aléatoirement (uniformément en position et en angle)
L aiguile de une aiguille de longueur ¢ < 1 sur un parquet dont les lattes
uffon , .

sont séparées d'une distance 1.

Proposition (Buffon, 1777)

Il existe une constante C telle que, pour ¢ € (0,1),
I'espérance du nombre d'intersections d'une aiguille de longueur
£ avec les rainures du parquet est de CY.
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Proposition

Il existe une constante C telle que, pour toute courbe ~y
continiment dérivable par morceaux, I'espérance du nombre
d'intersection de y avec les rainures du parquet est de CL(7).

En particulier, si v est un cercle de diamétre 1, |'espérance du
nombre d'intersections de ~ avec les rainures est de 2 = Crr,
donc C =2/m.
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du nombre d'intersections de K avec les rainures.
L’aiguille d . . e, .
Buffon La fonction p12 : Ko — R a les cing propriétés suivantes:
m positivité ;

m continuité ;

m additivité ;

m invariance sous |'action de E; ;

m homogénéité de degré 1 : VK € Ky, VA € R,
p1,2(AK) = [A*p 2(K).
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Thomine La fonction 192 : K2 — R telle que 192(0) =0 et poo(K) =1
sinon a les cinq propriétés suivantes:

L’aiguille de
Buffon e ey,
m positivité ;

m continuité ;

m additivité ;

m invariance sous |'action de E; ;

m homogénéité de degré 0 : VK € Ky, VA € R,
p102(AK) = [A°po,2(K).
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EWCa m la Grassmannienne affine Graff(k, n) : I'ensemble des

sous-espaces affines de dimension k de R" ;

La Grassmannienne Gr(k, n) a une unique mesure de probabilité
invariante sous |'action de O(R").

La Grassmannienne affine Graff(k, n) a, a constante prés, une
unique mesure o-finie A , invariante sous |'action de Ej,.
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jﬂiﬂfﬁ;, Soient 0 < k < n des entiers. On définit :

Damien m la Grassmannienne Gr(k, n) : I'ensemble des sous-espaces
Thomine . . .
vectoriels de dimension k de R" ;
L’aiguille d . - ’
Buffon m la Grassmannienne affine Graff(k, n) : I'ensemble des

sous-espaces affines de dimension k de R" ;

La Grassmannienne Gr(k, n) a une unique mesure de probabilité
invariante sous |'action de O(R").

La Grassmannienne affine Graff(k, n) a, a constante prés, une
unique mesure o-finie A , invariante sous |'action de Ej,.

On pose :

Pion(K) == An—ikn ({V € Graff(n— k,n) : VN K #0}).
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L siguille de La fonction pix , : Ky — R a les cing propriétés suivantes:

Buffon m positivité ;

m continuité ;

m additivité :

m invariance sous |'action de E, ;
[

homogénéité de degré k.
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Théoréme de Steiner
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{ e+ Vol(K+¢B)
Volumes R+ - R+

est un polynéme de degré n si K est non vide, et nul si K est
vide.
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Gy Soit K un convexe compact de R". La fonction

Thomine

{ e+ Vol(K+¢B)
Volumes R+ - R+

est un polynéme de degré n si K est non vide, et nul si K est
vide.

On définit des quermassintégrales Wy n(K), ... , Wy n(K)
comme étant (a constante pres) les coefficients de ce polynéme:

Vol(K + ¢B) = Z <Z> Wien(K)e" k.

k=0
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Théoréeme de Steiner : éléments de preuve

Figure: H. Hadwiger, Altes und Neues iiber konvexe Kérper, p.18
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Théoréeme de Steiner : éléments de preuve

Figure

: H. Hadwiger, Altes und Neues liber konvexe Kérper, p.18
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Soit n un entier positif. Pour tout entier k tel que 0 < k < n, la
fonction Wy, : IC, — R a les cing propriétés suivantes:

Volumes m positivité ;
mixtes

m continuité ;

m additivité :

m invariance sous |'action de E, ;
=

homogénéité de degré k.
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Courbures principales
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o Soient K un convexe compact a bord de classe C?, et x un
Thomine point de K. Soit u le vecteur normal & 9K en x, unitaire, et
dirigé vers l'intérieur de K.

Proposition

W [/ existe un voisinage U de x et une fonction f :
cemtn UnN T,0K — R telle que, pour tout y dans U,

yedKe Iy eUNTOK, y=y +1f(y)u

On appelle courbures principales de 0K en x les valeurs propres
ki(x) > -+ > kn—1(x) > 0 de la matrice hessienne de f en x.
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_ Soit K un convexe compact a bord de classe C?. Soit o la
Thomine mesure d'aire sur OK. L'aire de OK vaut donc :

/6 160 do ).
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Théoreme (Gauss-Bonnet)

En dimension 3,

klkz(X) dO’(X) = 47.
oK
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On peut exprimer grace a eux un polynéme en fonction de ses
racines:

n

(X —a1) ... (X =an) => (-1)" Ty yn(on, ..., an)Xk.
k=0




Intégrales de courbure

Valuations et
théoréme
d'Hadwiger

Damien

Thomine

Soient 0 < k < n des entiers positifs. Soit K € K, un convexe
compact a bords lisses. On définit les intégrales de courbure par

Intégrales de ]_
EEMHITE Hk,,, = /aK Z,,,l,k,,,,l(kl(x), RN k,-,_l(X)) dO'(X).

(")

En particulier, Hp , est constant et H,_1 , est la surface.
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0 < k < n, la fonction Hy , : K, — R a les cing propriétés
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B positivité ;
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continuité ;

=
m additivité :
m invariance sous |'action de E,, ;
=

homogénéité de degré k.
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Théoréme (Hadwiger, 1955-1957)

Soit n un entier positif. L'ensemble des valuations sur IC,, qui
sont :

m continues ;

Théoréme

dHodmimer m invariantes sous l'action de E, ;

est un espace vectoriel de dimension n+ 1.
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Corollaire

Soient 0 < k < n des entiers. Il existe des constantes
strictement positives Cy , et C, . telles que :

/
Théoréme Hk,n = Ck,n Wk,n = Ck,nHk,n'
d’Hadwiger
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Classification des valuations

— Caractéristique d'Euler
— Largeur moyenne

\, Courbure moyenne

N\ (Hyper)surface
\ Volume



Log-concavité des valuations
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Corollaire (Corollaire au théoréme de Fenchel-Alexandroff)

Thomine

Soit n > 0 un entier. La fonction :

k — Wi
{0,...,n} — F(KnRy)

Théoréme
d’Hadwiger

est log-concave, et la suite (Wi(BRr))o<k<n est log-linéaire.

Ce corollaire est suffisant pour démontrer certaines familles
d'inégalités isopérimétriques.
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