Agrégation interne 2023-2024 Analyse

Fonctions d’une variable réelle et dérivées : Exercices

Fonctions convexes

Exercice 1. La ligne droite est le plus court chemin [Rouviere, ex. 41 p. 117]

1. Soient I un intervalle et f : I — R. Montrez que, si f est convexe, alors la fonction

fly) — f(=)
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est croissante sur I \ {z}. Déduisez-en que si f est convexe et dérivable, alors f(y) — f(z) >
f'(z)(y — x) pour tous z, y € I. Interprétez géométriquement ce résultat.

2. Soient a, b, «, 5 des réels tels que a < b. On note F' 'ensemble des fonctions f : [a,b] — R
de classe C! telles que f(a) = a et f(b) = B. En utilisant la convexité de la fonction g : u
V1 + 12, montrez que le minimum

feFr
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est atteint par une unique fonction affine. Interprétez géométriquement ce résultat.

3. Soient I un intervalle et f : I — R deux fois dérivable. Montrez que, si f” est positive, alors
f est convexe. On pourra étudier la fonction g : t — (1 —¢)f(b) + tf(a) — f((1 — t)b + ta))
définie sur [0, 1].

Exercice 2. Inégalités de Holder-Minkowski [Moi, Exercice 5 p. 135]

1. Démontrez I'inégalité de Young : pour tous réels a, b de réels positifs, pour tous p, ¢ > 1
tels que ;17 + % =1,

ab < — + —. 1
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2. Déduisez de l'inégalité de Young l'inégalité de Holder : pour tous n-uplets de nombres

complexes (ag)i<k<n €t (br)1<k<n,
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3. Déduisez de ce qui précede I'inégalité de Minkowski : pour tous n-uplets de nombres
complexes (ag)1<k<n €t (bx)1<k<n, pour tout p > 1,

(i jax + ka’); < (i \ak\p>; + (i \W’)é (3)
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4. Pour tout a := (ag)1<k<n € C" et p > 1, on note |al, := (3 p_; lax’)?. Montrez que |- |, est
une norme sur C".
5. Que valent |a|; := lim,; |alp et |a|oo = lim, 4 |a|, ? Ces deux fonctionnelles sont-elles des
normes ?



Exercice 3. Suites de fonctions convexes [Moisan, Suites et série de fonctions, ex. C4 p. 20;
FGN, Analyse, ex. 33, p. 161]

1. Soit I un intervalle ouvert et (fy,)ne, une suite de fonctions convexes de I dans R qui converge
simplement vers f sur I. Montrez que (f,)ne, converge uniformément vers f sur sur tout
segment [a,b] C I. Déduisez-en que f est convexe.

est

2. Application : Montrez que la fonction exp, définie sur R comme limite simple de (1 + %)n,
de classe C!, et que exp’ = exp.

Exercice 4. Asymptotes des fonctions convexes [Moisan, ex. 3 p. 142]
Soit f une application deux fois dérivable sur R, positive ainsi que ses deux dérivées.

1. Montrez que les limites lim;—, o f(£) et limy— oo @

infinies). Dans quels cas la premiere est-elle finie ?

@ =: a € R, alors f(t) — at a une limite dans R U {—oc0} quant ¢

existent et sont positives (éventuellement

2. Montrez que si lim;— o0
tend vers +oo.

3. Que peut on dire en —o0?

4. (Optionnel) Reprennez cette exercice en supposant seulement que f est positive, croissante et
convexe sur R.

Dérivées successives

Exercice 5. Fonctions lisses & support compact [Gou, Exercice 3 p. 79|

1. Soit f la fonction définie sur R par

Montrez que f est de classe C*° sur R.

2. Construisez une fonction ¢, de classe C*> sur R, a valeurs dans [0, 1], et telle que ¢(x) = 1 si
lz] <1, o(xz) =0si|z| > 2.

Inégalités et formules de Taylor. Applications.

Exercice 6. [Gou, Exercice 1 p. 77]
Montrez les inégalités suivantes :

1.
2 2 3
x—%<ln(1+x)<m—%+% Vr e RY ;
2. 3 3 5
x—%gsin(z)gx—%%—é—o Vx € Ry ;
3. 2 2 4
1—%§cos(x)§1—%+g—4 Vx € R.

Exercice 7. Majoration de dérivées [Gou, ex. 8 p. 84; Moi, Exercice 6 p. 139; FGN-Anal,
Exercice 4.43, Ska, Exercice 7.33]

Le but de cet exercice est de montrer que si f : R — R est de classe C" est si f et f(™ sont bornées,
alors f(k) est bornée pour tout 1 <k <n — 1.



Soit H,,—1 la matrice de taille (n — 1) x (n — 1) de coefficients (H,);; = i/. On pose, pour tout x

réel,

Fi() L

= Hp
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1. Montrez que H,,_1 est inversible.

2. A l'aide d’une des formules de Taylor, montrez que, pour tout réel x,

_ 1)(n=1)
(= D" 17

[Fi(2)] = 2sup |f (@) + =75 sup

3. Concluez.

Interpolation

Exercice 8.
Soient ¢ < a < b < d quatre réels et f : [a,b] — R une fonction de classe C' (respectivement, de
classe C"). Existe-t-il une fonction ¢ : [c,d] — R de classe C' (respectivement, de classe C"*) qui
prolonge f?

Exercice 9. Polyndomes d’interpolation de Lagrange [Caby Auliac, p. 275]
Soient f : R — R et (¢ + 1) réels distincts xg, z1, ..., 4. Le polynome d’interpolation de f en
ces points est, par définition, le polynome de plus bas degré qui coincide avec f en ces points.

1. Construction.

(a)
(b)

[
[
[
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Quelle est la dimension de ’espace vectoriel des polynomes réels de degré inférieur ou égal
aq?
On définit les polynémes Wy, ..., W, par
X —x;
Wi = H L

T — 1
0<j<q ™" Y
j<i

Calculez W;(z;) pour 0 < i,j < ¢q. Montrez que la famille (W;)o<i<q est libre.

Déduisez-en qu’il existe un unique polynome P de degré inférieur ou égal a ¢ prenant en x;
la valeur f(z;), pour tout 0 <1i < q. Exprimez P en fonction des polynomes W;.

On suppose que la fonction f est (¢+1) fois dérivable sur un intervalle I contenant les réels
(xi)o<i<q- Etant donné un point z € I, montrez qu’il existe £ € I tel que

VESyIAE) ) (CEe0)!

1=0
Dans le cas ot « n’est pas un des z;, on appliquera le théoreme de Rolle de maniere répétée
a une fonction bien choisie.

f(2) - P(x) =

Donnez un exemple de fonction f non polynomiale, définie sur un segment, telle que toute
suite de polynomes d’interpolation obtenue en augmentant le nombre (¢ + 1) de points
d’interpolation converge uniformément vers f.
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