L3 MATH 2022-2023 Notes de cours d’Algébre M302 Université Paris-Saclay

Chapitre 4

Formes quadratiques

Ces notes ont été rédigées par Mélanie GUENAIS (2020-2022), et reprises par Damien THOMINE
(2022-2023).

Ce texte contient de nombreux passages en gris. Ceux-ci pourront-étre passé en premiére lecture.
Ces passages contiennent cependant de nombreuses démonstrations; s’il n’est pas important (ni
souhaitable) de les apprendre, cela peut étre un exercice instructif d’essayer de les faire soi-méme.

I Introduction

Dans ce chapitre, nous étudierons 'espace des matrices symétriques (ou hermitiennes lorsqu’on
se place dans C) par l'intermédiaire des formes bilinéaires symétriques et des formes quadratiques.
Cette étude conduit & revisiter la notion de matrices congruentes, déja rencontrée lors de ’étude
des espaces euclidiens.

Dans tout le chapitre, nous nous placerons dans un R-espace vectoriel £ de dimension n finie.
L’hypothése que E est de dimension finie n’est pas toujours nécessaire aux propriétés énoncées;
nous expliciterons les passages ol elle ne I’est pas.

I.1 Formes bilinéaires, matrices et symétrie
Définition I.1 (Forme bilinéaire).
Une forme bilinéaire sur E est une application ¢ : E X E — R telle que :
> Pour tout xy € E, Uapplication ¢z, : y € E — ¢(xg,y) € R est une forme linéaire de E
(linéarité & droite) ;
> Pour tout zg € E, Uapplication ¢y, : © € E — ¢(z,y0) € R est une forme linéaire de E
(linéarité a gauche).
Définition 1.2 (Formes symétriques et antisymétriques).
Soit ¢ une forme bilinéaire, alors on dit que
> @ est symétrique si p(z,y) = p(y,x) pour tous x, y € E.
> @ est antisymétrique si p(x,y) = —@(y,x) pour tous x, y € E.

Exemple 1.3.
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> Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique (qui vérifie des conditions sup-
plémentaires : étre définie et positive).

> La forme bilinéaire nulle est a la fois symétrique et antisymétrique.

> L’application ¢ : (x,y) — det(z,y), ot l'on identifie x = (x1,x2) avec ses coordonnées dans

la base canonique [il} , est une forme bilinéaire antisymétrique. On peut expliciter :
2

o(r,y) = T1Y2 — T2Y1.
> L’exemple précédent se généralise en dimension paire. Posons, pour tous x, y € R??,

o(r,y) = (v1y2 — T2y1) + (T3ya — Tay3) + -+ + (T2n—1Y2n — T2nY2n—1)-
Alors ¢ est une forme bilinéaire antisymétrique sur R>™.

Propriété 1.4.
Toute forme bilinéaire se décompose de maniére unique sous la forme d’une somme d’une forme
bilinéaire symétrique et d’une forme bilinéaire antisymétrique.

PREUVE : Soit ¢ une forme bilinéaire. Exhibons tout d’abord une décomposition : pour tous =z,
y € E, on pose
o(z,y) + ¢y, ) o(x,y) — oy, )

ps(@,y) = 5 , palz,y) = 5 -

Alors pg est bilinéaire symétrique, ¢4 est bilinéaire antisymétrique, et o = pg + 4.

Il reste a vérifier que cette décomposition est unique. Soit ¢ = 1 + ¥ une décomposition, ot
Y est bilinéaire symétrique et 1 bilinéaire antisymétrique. Alors (¢1)s = 91 et (2)s = 0, donc
vs = (11)s = ¥1. De méme, on obtient ¢4 = 5. La décomposition est donc bien unique. ]

Remarque 1.5.

L’espace des formes bilinéaires sur E est un espace vectoriel, et [’on vérifiera qu’il est de dimen-
sion finie. Les espaces des formes bilinéaires symétriques (respectivement, antisymétriques) en sont
des sous-espaces vectoriels. La propriété ci-dessus revient a dire que [’espace des formes bilinéaires
est somme directe des espaces des formes symétriques et des formes antisymétriques.

Lien avec les matrices : matrice associée a une forme bilinéaire

Définition I.6.
Une matrice A de #,(R) est symétrique si AT = A. On note #,(R) l’ensemble des matrices
symétriques réelles.

Remarque 1.7.

> De maniére équivalente, A = (az‘,j)lgi,jgn est symétrique si et seulement si a;; = a;; pour
tous 1 <1,7 < n.

> Pour tout A de #,(R), on a (AT)T = A (on dit que l’opération de transposition est involutive).

> Pour tout A de Myn(R), on a (AT)A € F,(R) (Attention auz dimensions!)



> L’ensemble .7, (R) est un sous-espace vectoriel de My, (R).
1l faut savoir démontrer ces propriétés!
Propriété 1.8 (Matrice associée a une forme bilinéaire).
Soit ¢ une forme bilinéaire de E (de dimension finie) et & une base de E. Pour x € E (respec-

tivement, y € E), on note X (respectivement, Y ) le vecteur colonne des coordonnées de x (respec-
tivement, y) dans la base A.

Il existe une unique matrice A € My, (R) telle que, pour tous x, y € F,
p(z,y) = XTAY.

On appelle A la matrice associée a ¢ dans la base B. Lorsqu’on ne précise pas la base, celle-ci est
sous-entendue (par exemple, E = R"™ et A est la base canonique).

PREUVE : On reprend exactement la preuve présentée dans le Chapitre 2 pour les produits scalaires.
O

Propriété 1.9.
Soit ¢ une forme bilinéaire de E (de dimension finie) et A sa matrice associée dans une base de
E. Alors ¢ est symétrique si et seulement si A est symétrique.

PREUVE : Le sens direct a été montré dans le Chapitre 2 pour les produits scalaires, et peut étre
repris. La réciproque est plus simple. Supposons que AT = A. Pour tous z, y € E,

oy, z) =YTAX = (YTAX)T = XTATY = XTAY = ¢(z,y),

donc ¢ est symétrique . 0]

Lien avec les applications linéaires : endomorphismes adjoints et autoadjoints

Supposons que F est de dimension finie et muni d’un produit scalaire (-, -). Alors (z,y) — (z,y)
est une forme bilinéaire. Plus généralement, on peut définir des formes bilinéaires a ’aide d’endo-
morphismes; si f € L(E), alors Uapplication (x,y) — (x, f(y)) est bilinéaire. Cette application est
symétrique si et seulement si, pour tous x, y € E,

{z, f(y)) = (f(x),9)-
Définition I.10 (Endomorphisme adjoint).
Soient E un espace euclidien et f € L(E).

> On appelle adjoint de f (pour le produit scalaire donné) l'application linéaire f* € L(E) telle
que, pour tous x, y € I,

(z, f(y)) = (f*(2),9).
> On dit que f est autoadjoint s’il est égal a son adjoint.

Cette définition cache une propriété a démontrer : celle que 'application linéaire f* existe et est
unique. Nous allons utiliser la propriété suivante :



Propriété I1.11.
Soient E un espace euclidien et f € L(E). Il existe une unique application linéaire f* € L(E)
telle que (x, f(y)) = (f*(x),y) pour tous x, y € E.

Si B est une base orthonormée de E et A la matrice de f dans BB, alors la matrice de f* dans
B est AT

Il y a équivalence entre :

> la forme bilinéaire (x,y) — (x, f(y)) est symétrique ;
> f est autoadjoint ;

> AT = A.

PREUVE : On note X les coordonnées du vecteur = et Y celles de y, de telle sorte que (z,y) = XY
Alors

(x, f(y)) = X1 (AY) = XT(AN)TY = (AT X)Y.
Il existe un unique endomorphisme f* tel que (f*(z),y) = (ATX)Y pour tous z, y € E; c’est
I’endormophisme dont la matrice dans la base % est AT .

Il reste & montrer les équivalences. L’équivalence entre les deux premiers points découle de
la définition d’endomorphisme autoadjoint ; ’équivalence entre les deux derniers points de ce qui
précéde (f = f* si et seulement si A = AT). O

Remarque 1.12.

Cette propriété cache une interprétation de la matrice A associée & une forme bilinéaire @ dans
une base B. Si la base B est orthonormée pour un produit scalaire (-,-), alors la matrice A est celle
de l’endomorphisme f tel que o(x,y) = (x, f(y)).

Exemple 1.13.
Soit rg la rotation d’angle 6 dans R%. Alors r_g est une isométrie, donc préserve le produit
scalaire. Par conséquent, pour tous , y € R?,

(z,79(y)) = (r—o(x),7—0 0 19(y)) = (r-0(2),9).
Donc ladjoint de la rotation d’angle 0 est la rotation d’angle —6. Par conséquent, r¢ est autoadjoint
si et seulement si rg = id ou rg = —id.

On peut prendre le point de vue matriciel : la base canonique de R? est orthonormée. La matrice
de l'adjoint de Ty est la transposée de la matrice de g, et on vérifie qu’il s’agit bien de la matrice
de r_yg.

Exercice : Montrez qu'une réflexion de R? est autoadjointe.

Propriété 1.14.
Si f € L(E), alors :
> (f) =17
> f et f* ont les mémes valeurs propres.
> Ker(f*) = (Im(f))*.
> Im(f*) = (Ker(f))*.



PREUVE : Premier point : cela est équivalent au fait que (A7)T = A. On peut démontrer le méme
résultat sans utiliser de matrices. Pour tous x, y € E,

(@, (f)" (W) = ((F)" W), 2) = (y, [*(@)) = {f(2), y) = (z, f(y))-

Ceci étant vrai pour tous z, y € F, on obtient (f*)* = f.

Deuxiéme point : les valeurs propres de f (respectivement f*) sont par définition celles de A
(respectivement AT). Or une matrice et sa transposée ont les mémes valeurs propres.

Troisiéme point : montrons tout d’abord que Ker(f*) C (Im(f))*. Soit z € Ker(f*) et y €
Im(f) ;on veut montrer que (x,y) = 0. Soit z tel que y = f(2). Alors

(2, y) = (z, f(2)) = (f*(2),2) = (0,2) = 0.

Ceci étant valable pour tout y € Im(f), on a bien € (Im(f))*. Ceci étant valable pour tout
x € Ker(f*), on a bien l'inclusion attendue.

On conclut par un argument de dimension :
dim(Ker(f*)) = dim(Ker(f)) = dim(E) — dim(Im(f)) = dim((Im(f))"),
done Ker(f*) = (Im(f))*.
Quatriéme point : on applique le point précédent & f*, et on utilise le premier point.
(Im(f*))* = Ker((f*)*) = Kex(f).

Enfin, on prend les orthogonaux :

(Ker(f))* = ((Im(f*))")* = Im(f*)

I[.2 Formes quadratiques et matrices

La donnée d’un produit scalaire est équivalente a la donnée d’une norme euclidienne. Nous
généralisons cela en étudiant le lien entre formes bilinéaires et formes quadratiques.

Définition I.15 (Forme quadratique).
Une forme quadratique est une application q : E — R pour laquelle il existe une forme
bilinéaire @ sur E telle que, pour tout x € F,

q(z) = p(z, ).
On dit que q est associée a .

Exemple 1.16.

Si (-,-) est un produit scalaire, alors q(z) = ||z||* = (x,z) est sa forme quadratique associée. En
particulier, q(x) = Y ;" «' est une forme quadratique sur R".

On peut trouver d’autres formes quadratiques, ou bien avec des termes croisés (q(x) = x> +xy-+y?
sur R?), ou bien avec des signes négatifs (q(z) = x> —y? sur R?).



Propriété 1.17.
Soient E et q : E — R. Supposons E de dimension finie, et soit B une base de E. L’application
q est un forme quadratique si et seulement st on peut trouver une matrice A = (@ j)1<ij<n € Mn(R)
telle que, pour tout x € R™,
q(l’) = XTAX = Z amXin.
1<i<n
1<55<n
PREUVE : Si ¢ est une forme quadratique, soit ¢ une forme bilinéaire telle que g(x) = ¢(z, x) pour
tout x € E. Soit A la matrice de ¢ dans la base %. Alors A convient.
Réciproquement, si A est une telle matrice, alors on pose o(x,7) := XT AY. Cette application
est une forme bilinéaire, et q(z) = ¢(z, z) pour tout x € E. O

Attention : & ce niveau, étant donnée une forme quadratique ¢, une telle matrice A n’est pas
unique. En effet,

Lemme 1.18.
Soient E un espace vectoriel réel, p une forme bilinéairesur E, et q la forme quadratique associée
a . Alors ¢ = 0 si et seulement si p est antisymétrique.

PREUVE : Supposons ¢ antisymétrique. Soit € E. Alors ¢(z) = p(x,z) = —p(x,z) = —q(x),
donc ¢(z) = 0.
Réciproquement, supposons que g = 0. Alors ¢(z) = ¢(x,z) = 0 pour tout = € E. Maintenant,
pour tous z, y € F,
Q@+ 1) = 95+ 1,7 +9) = 95, 7) + 9(3,9) + 9(3,) + (1, 1).
)

Or g(z +y) = (@) = aly
antisymétrique. ]

= 0, donc p(x,y) + ¢(y,x) = 0 pour tous x, y € E. Donc ¢ est

Conséquence 1.19.
Soient E de dimension finie et % une base de E. Soit A une matrice, q(x) = (XT)AX la forme
quadratique associée 4 A dans la base %B. Alors ¢ = 0 si et seulement si A est antisymétrique.

On en déduit que 'on peut représenter les formes quadratiques par des matrices symétriques.

Théoréme 1.20.
Soit q un forme quadratique de E. Il existe une unique forme bilinéaire symétrique ¢ qui lui est
associée. @ est définie par :
1
Y(z,y) € B2, p(n,y) = (a(@+y) — (@) — q(y).

On appelle cette forme bilinéaire la forme polaire associée a q.

PREUVE : Soit ¢ une forme bilinéaire associée a q. On peut décomposer ¢ en une partie symétrique
pg et une partie antisymétrique ¢ 4. Alors, pour tout = € F,

q(l‘) = QD(Z',I’) = gDs(JJ,CIT) + QDA('Ia 'T) = @S(xvx)a
donc ¢ est associée & pg. Cela montre I'existence d’une telle forme bilinéaire symétrique.

Si  est une forme bilinéaire symétrique associée a ¢, on vérifie par le calcul qu’elle coincide avec
la forme polaire, ce qui montre I'unicité d’une telle forme bilinéaire symétrique. [l



Exemple 1.21.

> Dans le cas d’un produit scalaire, on retrouve la formule de polarisation.

. , . . ) 1 -1
> Siq(x) = 22 — 2122 +422 sur R, alors q est associée a la forme bilinéaire de matice (0 4

. . . . . 1 —1/2 ‘
Cette matrice n’est pas symétrique, mais sa partie symétrique est (_1/2 4/ ), qui est la

matrice symétrique associée a q.
> Siq(z) = 2% + x122 + 23 sur R, on trouve p(x,y) = x1y1 + %xlyg + %xgyl + Toys.
> Siq(z) = 23 — 23 sur R%, on trowve o(z,y) = 191 — T2ya.
Définition 1.22 (Matrice associée & une forme quadratique dans une base).
On se place dans E de dimension finie muni d’une base $B. Soit q une forme quadratique de E

et ¢ sa forme bilinéaire symétrique associée. Alors la matrice associée A € 7, (R) a q dans #
est la matrice associée a ¢ dans AB.

Alors on a pour tout x € E, en notant X ses coordonnées dans % et A = (a; j)1<ij<n,
n
T 2
q(l‘) =X"AX = E ai,iXi + 2 E ai,inXj.

i=1 1<i<j<n
Si 'on n’impose pas la symétrie de A, alors elle on perd [unicité. La matrice obtenue dépend de la
base choisie.
PREUVE : Il ne reste a démontrer que la seconde égalité. Or, la matrice A étant symétrique,

n

Z (1/,‘_.7'X,;AX.]' = Z (l,jijV,ij + Z (1/,‘_.7'X,;AX.]' + Z ai(i)(fXJ'

ij=1 1<i<j<n 1<i—j<n 1<j<i<n
2
= E (lljthv,ij + E (LI'”;,X[: + E (lj_,‘Xij]'
1<i<yj<n 1<i<n 1<i<j<n
2
=2 E (Iz"ijX]‘Jr E a; ;i X; .
1<i<j<n 1<i<n

1.3 Liens entre les objets algébriques
Résumons ce qui précede.

Propriété 1.23.
Soit E un espace euclidien muni d’une base orthonormée AB. A toute matrice symétrique
A € S, (R), on peut associer de maniére unique :

> un endomorphisme autoadjoint f € L(E) tel que, pour tous x, y € E de coordonnées
respectives X et'Y dans B, on ait {z, f(y)) = (f(z),y) = XTAY .

> une forme bilinéaire symétrique ¢ de E telle que, pour tous x, y € E de coordonnées
respectives X et'Y dans %, on ait p(x,y) = XTAY .



> une forme quadratique q de E telle que, pour tout x € E de coordonnées X et B, on ait
qlz) = XTAX.

Plus généralement,

> Dans un espace vectoriel E, il y a bijection entre les formes quadratiques et les formes bili-
néaires symétriques.

> Si de plus cet espace est muni d’'une base, ces objets sont en bijection avec les matrices
symétriques.

> Si de plus cet espace vectoriel est muni d’un produit scalaire, ces objets sont en bijection avec
les endomorphismes autoadjoints. Cette bijection est compatible avec la précédente (c’est-a-
dire que la matrice de I'’endomorphisme autoadjoint est celle de la forme bilinéaire) si la base
est orthonormée.

Ces relations permettent de traduire les propriétés d’endomorphismes autoadjoints en propriétés de
formes bilinéaires symétriques ou de formes quadratiques.

Savoir-faire : Il y a donc quatres familles d’objets (formes bilinéaires symétriques, formes qua-
dratiques, matrices symétriques, endomorphismes autoadjoints) deux & deux en bijection, soit 6
relations de bijection différentes. Il faut savoir écrire explicitement chacune des ces bijections et son
inverse.

IT Réduction des formes quadratiques

II.1 Changements de base et matrices symétriques congruentes

Comme dans les premiers chapitres, on s’intéresse maintenant & ’ensemble de toutes les matrices
associées a une forme quadratique donnée. Cet ensemble forme une famille de matrices de .7, (R)
qui définit une classe d’équivalence dans ’ensemble des matrices symétriques réelles : il s’agit de la
congruence.

Propriété 11.1.
Soit g une forme quadratique de E associée a A dans une base & de E. Alors B est une matrice
associée a q si el seulement s’il existe une matrice P € GLy(R) telle que B = PTAP.

PREUVE : Si B est associée a ¢, ¢’est qu'on peut trouver une base %’ de E dans laquelle ¢(z) =
(X"\TBX', ott X’ sont les coordonnées de x dans %'. Soit P la matrice de passage de Z a %' : on
a P e GL,(R) et X = PX’. On obtient alors pour tout x 'égalité :

q(z) = XTAX = (PX)TA(PX') = (X)T(PTAP)X'.

Alors PTAP est une matrice symétrique réelle, et donc la matrice associée & ¢ dans % (qui est
unique). On en déduit que B = PTAP.

Réciproquement, si B = PT AP avec P € GL,(R), on pose %’ la base de E telle que P soit la
matrice de passage de Z a %'. Alors, par le méme calcul que précédemment, ¢(z) = (X)TBX’, ou
X' sont les coordonnées de z dans la base %’. De plus, B est symétrique réelle, donc est la matrice
associée a ¢ dans la base %#'. ]



Définition I1.2 (Rappel : Congruence).
On dit que deuz matrices symétriques réelles A et B de /,(R) sont congruentes s’il existe
P € GL,(R) telle que A = PTBP.

Cette relation définit une relation d’équivalence sur l’ensemble .7, (R)

PREUVE : Voir le cours sur le produit scalaire. O

Comme d’habitude, il s’agit maintenant de déterminer les “formes normales” de ces classes d’équi-
valence. Autrement dit, on recherche des invariants complets pour cette nouvelle classe d’équivalence.
En effet, si une fonctionnelle F' : .7, (R) — R (ou, plus généralement, & valeurs dans un ensemble
quelconque) est constante sur les classes de congruence, alors pour toute forme quadratique ¢ et
matrice associée A, la valeur de F'(A) ne dépendra pas de la base choisie. Ainsi, elle ne dépend que
de g, et est donc définie pour la forme quadratique.

Remarque II.3.
Vous rappelez-vous les autres relations d’équivalences déja vues ¢ Leurs invariants ¢ Leur systéme
d’invariants total ? Les représentations “normales” ¢

Propriété 11.4.
Le rang est un invariant de congruence.

PREUVE : Deux matrices congruentes sont équivalentes, et donc de méme rang. O

On peut donc définir le rang associé a une forme quadratique.

Définition I1.5 (Rang d’une forme quadratique).
Soit g une forme quadratique de matrice associé A € .#,(R) dans une base donnée. Alors on
appelle rang de q, noté rg(q) le rang de sa matrice associée A.

De plus sirg(A) = dim(F), on dit que q est non dégénérée.

Exemple 1II.6.
Si q est le carré d’une norme euclidienne, alors sa matrice associée est a valeurs propres stric-
tement positives, donc est inversible. Donc q est non dénégérée.

Une fome quadratique non dégénérée peut néanmoins s’annuler ailleurs qu’en 0. Par exemple,

. ‘ g . 1 0
choisissons q(x) = 12 — x3 dans R?. Alors la matrice associée dans la base canonique est ( ,

0 -1
qui est de rang 2. La forme quadratique q est donc non dénégérée. Pourtant, q(x) = 0 pour tout
vecteur x de la forme (t,t) ou (t,—t), avec t € R.

Le fait de ne pas étre dégénéré peut se définir directement a partir de la forme bilinéaire symé-
trique associée a une forme quadratique.

Lemme II.7.
Soit g une forme quadratique de forme bilinéaire symétrique associée . Alors q est non dégénérée
si et seulement si, pour tout x € E \ {0}, il existe y € E tel que p(x,y) # 0.

PREUVE : Soit ¢ une forme quadratique, ¢ la forme bilinéaire symétrique associée, Z une base de
E et A la matrice associée & ¢ dans la base 2. On note X les coordonnées d’un vecteur x dans la
base A.



Supposons ¢ non dégénérée. Soit x € E \ {0}. La matrice A étant inversible, soit Y tel que
AY = X, et soit y le vecteur associé. Alors p(z,y) = XTAY = XTX >0,
Réciproquement, supposons que ¢ vérifie la propriété énoncée. Soit X € Ker(A). Alors, pour
tout y € E,
o(z,y) = XTAY = (AX)TY =0y = 0.
Donc ¢(x,y) = 0 pour tout y € E. Ce n’est possible que si z = 0, donc Ker(A) = {0}, donc A est
inversible. ]

I1.2 Diagonalisation des endomorphismes autoadjoints et des matrices symé-
triques réelles

Nous démontrons dans ce paragraphe le “théoréme spectral”! qui dit que les matrices symétriques

a coefficients réels sont diagonalisables dans une base orthonormée.

Propriété I1.8.
Soit A € .7,(R). Alors les valeurs propres (sur C) de A sont réelles.

PREUVE : Dans le chapitre 2, nous avions montré que si A est la matrice d’un produit scalaire, alors
ses valeurs propres sont réelles. Cette démonstration n’utilisait que le fait que A était symétrique,
et s’applique donc sans modification. [l

Conséquence I1.9.
Soit f € L(E). Si f est autoadjoint, alors toutes ses valeurs propres sont réelles.

Pour trouver une base orthonormée de vecteurs propres, il est nécessaire de vérifier que les
sous-espaces propres sont orthogonaux. C’est le but de la proposition suivante :

Propriété I1.10.
Soit f € L(E). Si f est autoadjoint, alors ses sous-espaces propres sont orthogonau.

PREUVE : Soient A # p deux valeurs propres distinctes de f, et E), E, les sous-espaces propres
associés. Soient vy € F) et v, € E,,. Alors

<U)\7f(vu)> = <U)\7MUM> = M(UAaUu>a
(ux, fop)) = (fF(vr)svu) = Aoa, vp).

Donc p(vx, vu) = A(va,vu). Or A # p, done (vy,v,) = 0. Ceci étant valable pour tous vy € E) et
vy € B, les espaces Ey, E, sont orthognaux. O

Théoréme II.11.
Soit A € Z,(R) une matrice symétrique réelle. Alors A est diagonalisable dans une base ortho-
normée. Autrement dit, il exviste P € O, (R) telle que la matrice P~*AP = PT AP soit diagonale.
De maniére équivalente, en dimension finie, tout endomorphisme autoadjoint de E est diagona-
lisable dans une base orthonormée.

1. En réalité, le théoréme spectral est un théoréme valable aussi en dimension infinie, que vous apprendrez peut-
étre plus tard.
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PREUVE : Le plus efficace est de procéder par récurrence sur la dimension de F.

Pour n = 1, tout endomorphisme est diagonalisable et la propriété est vraie.

Soit m > 1. Supposons la propriété vraie pour tout espace euclidien F' de dimension k < n et
tout endomorphisme autoadjoint g € L(F'). Soit f € L(E) un endomorphisme autoadjoint. On sait
qu’il admet des valeurs propres réelles et que ses sous-espaces propres sont orthogonaux.

Soit A une valeur propre de f, et E) := Ker(f — A\) son sous-espace propre associé. Soit
d = dim(E)) > 1. Alors E = E\ ® Ey avec dim(Ey) = n — d < n. Pour appliquer 'hypothése de
récurrence, il reste & démontrer que E)% est stable par f.

Soit € Ey. On veut montrer que f(z) € Ey-, c’est a dire que (f(z),u) = 0 pour tout u € E).
Or, comme f est autoadjointe, pour tout u € Ej,

<f(x)?u> = <x7f(u)> = <:1:,/\u> = )\(x,u> =0.

Donc E)% est donc bien stable par f. De plus, la restriction de f a Ef\- est aussi autoadjointe. Donc,
par ’hypothése de récurrence, on peut trouver une base orthonormée de E)% dans laquelle la matrice
de la restriction de f est diagonale. On la compléte par une base orthonormée de E) en une base
orthonormée de F, ce qui est possible car E) et E/\L sont orthogonaux; la matrice de f est alors
diagonale dans la base orthonormée ainsi créée. (]

I1.3 Ecriture réduite d’une forme quadratique

Le résultat précédent permet d’identifier dans chaque classe de congruence une matrice diagonale.

Propriété I11.12.
Soit q : E — R une forme quadratique et A la matrice de ¢ dans une base orthonormée 9. Alors

il existe une base orthonormée B’ et des réels \1,.., \p tels que, pour tout x € E de coordonnées X
dans %',
q(x) = Z N X2
i=1"

De plus, les (A\i)i1<i<n sont les valeurs propres de A.

PREUVE : Soit f I’endomorphisme autoadjoint associé a g et % une base dans laquelle la matrice
D de f est diagonale. Notons Aq,.., A, les coefficients diagonaux de D. Alors, pour tout = € E, en
notant X ses coordonnées dans la base %',

d
q(x) = (@, f()) = X"DX =Y N X7.
i=1
Il reste & montrer que les A; sont les valeurs propres de la matrice A. Mais A est la matrice
représentant f dans la base %, donc A et D représentent le méme endormorphismes, donc A et D
sont semblables, donc elles ont les méme valeurs propres. O

Remarque I1.13.

Par définition, deux matrices symétriques sont congruentes si elles représentent la méme forme
bilinéaire symétriques dans des bases éventuellement différentes. Or les matrices des formes qua-
dratiques sont celles des formes bilinéaires symétriques associées. Par conséquent, deuxr matrices
symétriques sont congruentes si elles représentent la méme forme quadratique, éventuellement dans
des bases différentes.
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Conséquence 11.14.
Soit A la matrice d’une forme quadratique q dans une base orthonormée. Soient Apmqqz la plus
grande valeur propre de A et Apmin la plus petite valeur propre de A. Alors, pour tout x € F,

Amin |21 < ¢(2) < Aas |||

Exemple 1I1.15.
: (0 1 .
La forme quadratique q(u) = xy est représentée par la matrice (1 2) dans la base canonique

5 0

ui est orthonormée). Cette matrice a pour valeurs propres £%, done pour tous x, y € R,
q p prop p Yy

x2+y2

2 2
Ty <uzy < 5

. ‘ 2 1
La forme quadratique q(u) = 222 + 2xy +y? est représentée par la matrice ( > dans la base

11
canonique. Cette matrice a pour valeurs propres 3i2\/5, donc pour tous x, y € R,

3—-5 +5
2

3
5 (22 + %) <222 + 20y +9* <

(z2 + 7).

On peut dire que toute classe de congruence contient donc une matrice diagonale, mais la
question est de savoir maintenant quels types de matrices diagonales on peut trouver dans la méme
classe de congruence. Autrement dit, peut-on trouver d’autres formes diagonalisées de g en changeant
de base?

Exercice 1. Posons ¢(z) := 27 + 23 dans R%. Trouvez d’autres bases dans laquelle ¢ s’écrit sous
forme diagonale. Que peut-on dire des matrices diagonales congruentes a id ?

Théoréme 1.
Toute matrice symétrique réelle A est congruente dans une base orthogonale a la matrice

ol p est le nombre de valeurs propres strictements positives de A et q est le nombre de valeurs
propres strictements négatives de A.

De maniére équivalente, toute forme quadratique de E admet dans une base orthogonale une
écriture de la forme

P ptq
2 2
gx) =) X7- ) X},
i=1 i=p+1
pour tout x € E, en notant X les coordonnées de .
PREUVE : Soit # = (e1,- -+ , e, une base orthonormée dans laquelle ¢ s’écrit de la forme ¢(z) =

Y oicqn )\fo Soit p le nombre de \; strictement positifs, et ¢ le nombre de \; strictement négatifs.
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Sans perte de généralité, on peut réordonner la base % de telle sorte que A, ..., A\, soient

strictement positifs, A,11, ..., Apyq soient strictement négatifs, et Ap4q+1, ..., Ap soient nuls. Alors :
p ptq P ptq
g(@) =Y NXE— )T ()X =D (WAX)P = D (VX
i=1 i=p+1 i=1 i=p+1

€q €i

Posons €] = mpourlgigp, puis e, = \/j\ipourp—klgigp—kqet e; =e; pour i > p+q.

Alors la matrice de ¢ dans la base (€])1<i<pn est I gn. O

Remarque II.16.
La donnée du couple (p,q) permet de caractériser la matrice apparaissant dans le Théoréme 1.
Toute classe de congruence contient au moins une matrice de cette forme.

On peut remarquer que rg(A) = p+ q. On sait déja que le rang est un invariant de congruence,
donc si I gn et Iy g n sont dans la méme classe de congruence, alors p+q =p +¢'. En fait, on
va montrer que toute classe de congruence contient une unique matrice de cette forme, et donc que
le couple (p,q) est un invariant complet de congruence.

Propriété I11.17.
Soit g une forme quadratique. Alors il existe une unique matrice I, 4 , représentant q dans un
base.

PREUVE : Soit ¢ une forme quadratique. Soient B = (e, - ,e,), B = (f1,+- , fn) deux bases
de E dans lesquelles les matrices représentant g sont (p,q) et (p”, ¢') respectivement.

Soient E_ := Vect(epy1,--- ,en) et EY := Vect(f, -+, fr). Soit € E_ N E',. Alors ¢(z) =
— Zfigﬂ X?<Ocarx € E_, et q(x) = flzl(XZ()2 >0 car z € E',. Donc ¢(x) = 0. De plus, pour
tout « € E,, si g(x) = 0, alors x = 0. Donc = = 0. Par conséquent, E_ et E'_ sont transverses. Or
E_ est de codimension p, donc p’ = dim(E’, ) < p.

En intervertissant le role de % et %', on trouve de méme p < p’. Donc p=p’. Or p+q =p' +¢/,
donc ¢ = ¢'. O

Définition II.18 (Signature).
On appelle signature d’une forme quadratique le couple d’entiers (p,q), ot Ip g, est Uunique
matrice de cette forme représentant q.

Si A est une matrice représentant q dans un base quelconque, alors p est le nombre de valeurs
propres strictement positives de A et q le nombre de valeurs propres strictement négatives de A.

Attention : il y a 2 objets notés q ici, qui n’ont rien a voir!

Exercice 2. Déterminez les signatures de matrices symétriques de votre choix.

On en déduit la fin de la recherche des invariants pour la classe de congruence d’une matrice
symétrique réelle : la signature est un invariant complet de congruence.

Définition II1.19.
Une forme quadratique q est dite

> définie si pour tout x € E, q(x) =0 =2 =0
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> positive si pour tout x € E, q(z) >0
> négative si pour tout x € E, q(x) <0

Exercice 3. Montrer que si une forme quadratique q est dégénérée, alors elle n’est pas définie. Que
pensez-vous de la réciproque ?

Exercice 4. Montrer que si ¢ est définie, alors elle est de signe constant

On a plus précisément la propriété suivante :

Propriété I1.20.
Soit g une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension n, alors q est définie si et
seulement si sa signature est égale a (n,0) ou (0,n).

PREUVE : Supposons que la signature de g soit (n,0). Alors g(x) = > I ; X? dans une base adaptée,
donc ¢ est définie positive. De méme, si ¢ est de signature (0,n), alors ¢ est définie négative.

Supposons que ¢ est de signature (p, q) différente e (n,0) ou (0,n). Alors :
> Sip+qg < n:soit A la matrice représentant ¢ dans une base % quelconque. On sait que
"(a) = p+ ¢ < n. Soit donc X € Ker(A) non nul, et x le vecteur représenté par X. Alors
q(r) = XTAX = XT0 = 0 avec = # 0, donc ¢ n’est pas définie.
> Sip+qg=mn:alorsp>1etqg>1. Soit & une base telle que la matrice représentant g soit
Ipgn- Alors gler +epy1) = 12—-12=0cet e + ep+1 7 0, donc ¢ n’est pas définie.
O

I1.4 Reéduction de Gauss pour les formes quadratiques

L’objectif de cette partie est de déterminer rapidement la signature d’une forme quadratique.
Pour cela, il faut trouver sa forme réduite : ¢’est ce que fournit 1'algorithme de la réduction de Gauss
pour les formes quadratiques.

Définition II1.21.

Soit q une forme quadratique de E de signature (p,q). Une base de E est une base réduite pour
q st dans cette base la matrice associée a q est la matrice I, 4 . Autrement dit, dans une base réduite
B, pour tout x € E de coordonnées X coordonnées dans A,

p ptq
q(x) = ZXZQ - Z Xi2 :XT[p,qmX-
i=1 i=p+1

Cette derniére formule est I’écriture réduite de q.

Attention : Il y a une unique écriture réduite, mais plusieurs bases réduites.
Pour trouver une base réduite pour g, on peut procéder en trois temps :

1. Ecrire la matrice A de ¢ dans un base quelconque.

2. La matrice A est symétrique réelle. La diagonaliser.

3. Multiplier les vecteurs de la base par des constantes pour obtenir une écriture réduite (voir la
fin de la démonstration du Théoréme 1).

14



La partie laborieuse est celle consistant a diagonaliser A. [’algorithme de Gauss fournit une méthode
plus efficace.

Proposition 11.22.

Soit q une forme quadratique sur E et 2 une base de E. Soit A la matrice symétrique représen-
tant q dans AB. Alors on obtient une base réduite pour q en procédant récursivement de la maniére
sutvante :

1. Sia 0, on met sous forme canonique l’équation en x1 :
1,1 , q q 1

2

n
q( )_all x1+zalzxz _ ZM +Zazzx +2 Z i jTiT 5.

a a
L1 j=2 ‘b1 2<i<j<n

On pose ensuite 7 = /|a11](z1 + Y7, %) et o, = x; sit > 2. Alors seul le premier terme

(en orange) dépend de x, et on peut poursuivre l’algorithme pour les termes suivants.

2. Siai1 =0, mais qu’il existe i € {2,n} tel que a;; # 0 : on échange alors les premiére et i-éme
coordonnées?, puis on se raméne au cas précédent.

3. 8i a;; =0 pour tout i € {1,n} mais ge A # 0, alors on fait apparaitre des carrés en utilisant
lidentité vy = (zﬂ’) — (5¥)%. Quitte a permuter les éléments de la base, on peut supposer
que ai 2 # 0. On obtient alors

T+ x2 2 r1 — T2 2
—9 firdz2y (T2

n
T+ X2
+2) (01 +a2) =
Jj=3
n
X1 — T2
+2) (01— a25)
Jj=3
On pose alors o} = B1FE2 o/, — S0 gl — g si i > 3. On est donc ramené au premier cas.

4. L’algorithme termine quand il ne reste plus aucun terme.

PREUVE : Pour justifier qu’on obtient bien une forme réduite de g, il suffit de démontrer que les
changements de coordonnées correspondent bien a des changements de base. Le cas 2 est évident,
puisqu’il correspond & la permutation de deux vecteurs de la base.

Le cas 1 est analogue & la premiére étape de 'algorithme du pivot de Gauss. C’est la composée
de deux transformations : on ajoute a x; une combinaison linéaire des autres coordonnées, puis on
factorise par y/|ai 1|. Chacune de ces étape est inversible, donc la premiére étape est inversible.

Pour le cas 3, on peut remarquer qu’on obtient x; et xo comme somme et différence de “Zﬂ

et de #1572, ce qui assure I'inversibilité du changement de coordonnées. O

2. Donc on échange les lignes et les colonnes!
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Remarque 11.23.

Dans la proposition précédente, ’algorithme ne fournit pas nécessairement une base réduite dans
le bon ordre (d’abord les positifs, puis les négatifs, puis le reste) : on peut étre amené & changer
lordre de la base obtenue pour se ramener & ’écriture réduite, et donc a une forme réduite.

Exemple 11.24.
2
Soit q(z) = 23 + 27179 — T173 — 273 + %3 + 22324 une forme quadratique sur R*. On applique
Ualgorithme :

T3\ 2 $2 ,7;2
Q(:U):<x1+x2—33> —x%—f+x2x3—2x%+€+2x3m4
- ( * x3>2 325 + 7
= (x1 + 22 5 5 + X273 D T34
2 2

= (m + x9 — @> -3 (:vg — @> + 2374

2 6

2 2
x3>2 < x3>2 3 + x4 T3 — Xy
($1 + 2 5 T2 5 + 5 5

Il y a deux termes positifs et deuzx termes négatifs ; la signature de q est donc (2,2). On peut mettre
q sous forme réduite :

= o) () (- ) - (27

Exercice 5. Trouver la forme réduite de la forme quadratique ¢(z) = 222 + 3x129 — 41‘% de R3, puis
donner une base réduite associée. Méme question pour ¢(x) = 4xix3 + 3z9x3. Les bases trouvées
sont-elles des bases de vecteurs propres pour la matrice associée a g7 Expliquer.

I1.5 Formes quadratiques et quadriques

On peut aussi s’appuyer sur la géométrie pour rechercher des bases réduites. Si v est un vecteur
d’une base réduite, alors on a g(u) € {1,0,—1}, ce qui conduit a I’étude des ensembles vérifiant
g(u) = ¢ pour ¢ € R : un tel ensemble est appelé ligne de niveau de ¢. En général, on doit
distinguer deux cas, selon que ¢ = 0 ou non.

Lignes de niveau et cone isotrope

Définition I1.25 (Coéne isotrope). Le cone isotrope d’une forme quadratique q est l’ensemble
¢ ={uecE, qu)=0}.

Remarque 11.26.
Une forme quadratique q est définie si et seulement si le cone isotrope est réduit a {0}. Cet
ensemble est donc intéressant pour les formes quadratiques non définies.

Exercice 6. Déterminer le cone isotrope de q(u) = 22 — y? sur R%. Dessiner I’ensemble sur lequel
qg>0.
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Exercice 7. Déterminer le cone isotrope de q(u) = 2% + y? — 22 sur R3. Dessiner I'ensemble sur
lequel g > 0.

Exercice 8. Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée et non définie de R%2. Montrer que ¢ est
de signature (1, 1), puis que son cone isotrope est l'union de deux droites vectorielles.

Dans cette partie on étudie les lignes de niveau pour les formes quadratiques non dégénérées.
Cette étude nous permet de visualiser différentes bases réduites obtenues par réduction de Gauss et
de définir les propriétés géométriques associées aux bases diagonalisantes des matrices symétriques
de R2. En l'absence de mention contraire, les écritures en coordonnées sont données dans la base
canonique.

Définition I1.27.
Soit € une partie non vide de R%. On dit que € est une quadrique s’il existe une forme
quadratique g # 0 de R? et r € R tels que

¢ = {ucR? q(u) =r}.
On dit que € est non dégénérée si q est non dégénérée et r # 0.

Remarque I1.28.
Si dim(FE) = 2, on parlera non pas de quadrique mais de conique.

Remarque 1I.29.
Si € est une quadrique, alors € est symétrique par rapport a l'origine ; en effet, en reprenant la
définition,
UeE? <= qu)=1r <= q(—u)=1r <= —uc?.
En particulier, cette définition ne couvre pas toutes les sections coniques possibles ; par exemple, avec
cette définition, les paraboles ne sont pas des quadriques. Il existe des définitions plus générales, en
particulier mieux adaptées a la géométrie affine.

Propriété 11.30.

Soit € une quadrique non dégénérée. Alors il existe une unique forme quadratique q telle que
¢ = {u € R%, q(u) = 1}, et cette forme quadratique est non dégénérée. On dit que cette forme
quadratique est associée o 6 .

PREUVE : 1l existe une telle forme quadratique : soient g non dégénérée et r € R* tels que
¢ = {u € R?; q(u) =r}. Alors ¢ := q/r convient, et est non dégénérée.

Il reste & montrer I'unicité. Soit ¢”” une forme quadratique associée a €, et montrons que ¢’ = ¢'.
Remarquons que, pour tout u € € et A € R, on a ¢'(u) = ¢"(u) = 1, donc ¢'(\u) = A2 = ¢"(\u).
Par conséquent, ¢ et ¢” coincident sur Vect(u). Ceci étant valable pour tout u € €, les formes
quadratiques ¢’ et ¢” coincident sur Vect(%). Il reste & montrer que Vect(¢) = E.

Soient u € € et # = (e, ,ep,) une base de E. Soit 1 < i < n. La fonction t — ¢'(u + te;)
est quadratique en ¢ et vaut 1 en 0, donc il existe ¢; > 0 tel que ¢'(u + €;¢;) > 0. Mais alors
\/% € %. Par conséquent, ¢ contient la famille libre de vecteurs (u + g;e;)1<i<n, donc
Vect(¢) = E, donc ¢ = ¢". O

Soit ¢ la forme quadratique associée & une conique ¥ C R?. Comme ¢ est non dégénérée, sa
signature est soit (2,0), soit (1,1), soit (0,2). Dans le troisiéme cas, g est définie négative, donc ¢
est vide, ce qui est absurde. Il reste donc deux types de coniques :
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Définition I1.31.
> Si q est de signature (2,0), on dit que € C R? est une ellipse.
> Plus généralement, si q est de signature (n,0), on dit que € C R™ est un ellipsoide.
> Siq est de signature (1,1), on dit que € C R? est une hyperbole.
Exemple 11.32.
> Lorsque q(u) = 22 +y2, la conique associée est le cercle unité S' = {(z,y) € R?; 22 +y? =1}.

> Lorsque q(u) = wy, la conique associée est Uhyperbole classique 5 = {(z,y) € R%xy = 1}.
Son cone isotrope est la réunion des deux axes.

Exercice 9. Déterminer la nature de la conique associée a q(u) = 22 — y%. Quel lien géométrique
peut-on faire avec .22 7 On précisera son cone isotrope et les directions propres de sa matrice associée.

Etude des ellipses

Si g est définie positive de matrice associée A dans une base orthonormée, alors A est congruente
a I, o, = Ip. Plus précisément, par la décomposition de Cholevski, il existe une matrice triangulaire
supérieure inversible P telle que A = PT P. Alors, pour tout u € R®,

g(u) = (Pu, Pu) = ||Pul®.
Soit ¥ la quadrique associée & q. Alors
ue€ < |Pul|*=1 < PuecS" L
Autrement dit, v € S"7! si et seulement si P~'(u) € € : lellipse € est Iimage de S"~! par
lapplication linéaire P~1.

Proposition I1.33.
Soit € une partie non vide de E. Alors € est un ellipsoide si et seulement s’il existe f € GL(E)
telle que € = f(§"1).

PREUVE : Le sens direct découle de la discussion ci-dessus. Le sens indirect vient du fait que, si
f € GL(E), alors

we f(8") = ) es = | W =1,

donc € est la quadrique associée & q(u) := |’f*1(u)||2 Si # est une base orthonormée et P la
matrice de f dans %, alors la matrice de ¢ dans % est (P_I)TP_I. En particulier, la classe de
congruence de ¢ contient I, donc ¢ est de signature (n,0), donc ¢ est une ellipse. U

Cette propriété permet d’identifier géométriquement les tangentes a l'ellipse & partir de I'image
des vecteurs de la base canonique par f.

Exercice 10. Déterminer sur le schéma suivant la matrice associée a ’application f ci-dessus. En
déduire I'expression de la forme quadratique associée a l’ellipse représentée. Déterminer les axes
puis I'équation réduite de l'ellipse (voir le théoréme suivant).
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AN

La propriété suivante explicite dans le cas de R? I'existence de différentes bases réduites pour g
et la signification géométrique de la base obtenue par diagonalisation de A.

Théoréme 2.
Soit € C R? une ellipse et q la forme quadratique associée. Alors il existe une base orthonor-
mée X et A\ > Ao > 0 tels que

€ = {U, )\1%’2 I /\23/2 = 1} .

St A1 > A, alors cette base orthonormée est unique au signe prés et définit les axes de [ellipse.
Elle correspond a la base des vecteurs propres de la matrice associée a q. Le grand aze est associé a
Ao et le petit axe a A;.

PREUVE : Il suffit de choisir une base orthonormée dans laquelle g(z) = Az + Xoz’Z. Quitte a
échanger les deux vecteurs de la base, on peut supposer que A1 > Ao. De plus, comme % est une
ellipse, g est définie positive, donc Ay > 0. ]

Attention : Le grand axe est associé a la plus petite valeur propre, et réciproquement.

Attention : On peut avoir une équation de la forme az? + by’> = 1 qui n’est pas en base
orthogonale : dans ce cas, on ne peut pas en déduire d’information sur les valeurs propres et directions
propres! En revanche, si la base est orthonormée, alors elle est nécessairement une base propre.

Remarque 11.34.
Dans écriture précédente, A1 et Ay sont les valeurs propres de la matrice associée a q dans une
base orthonormée.

Remarque 11.35.
Cela se généralise en dimension n et en signature quelconque : on peut trouver une base ortho-
normée dans laquelle I’équation d’une conique € est de la forme

n
§ /2
)\i$i — ].,
i=1

avec \j > Ajw1 pour tout i. Si de plus les A; sont deux o deux distincts, alors la base est unique a
changement de signes des vecteurs prés, donc les directions propres sont uniques. On dispose donc
de n azxes “remarquables”. Cependant, ces axes sont plus difficiles a visualiser dans un ellipsoide
(signature (n,0)), et beaucoup plus difficiles a voir si ¢ n’est pas définie positive.
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Proposition I1.36.
Les azes d’une lellipse sont aussi ses axes de symétrie. Par conséquent, pour trouver les direc-
tions propres de la matrice associée, il suffit de déterminer les axes de symétrie de [’ellipse.

PREUVE : On se place dans une base orthonormée dans laquelle ’équation de l’ellipse & est
M+ Xoz = 1. Alors (2,25) € € si et seulement si (2, —2)) € €, donc la réflexion d’axe
{xf, = 0} est bien une symétrie de l'ellipse. De méme, la réflexion d’axe {2} = 0} est une symétrie
de Dellipse. ]

Exercice 11. Pour l'ellipse donnée sur le graphique ci-dessous, préciser son équation réduite et
donner les valeurs et vecteurs propres de la matrice associée. En déduire son équation cartésienne
dans la base canonique.

Exemple I1.37. Nature et représentation de la courbe ¢ = {(x,y) € R%, 52% — dxy + 5y =
1} : il s’agit de la conique associce a q(u) = 5% — 4dxy + 5y>.

1. Nature de la courbe : on utilise la réduction de Gauss.
2 \* 4 2 \* 21
q(u) = 5% + 4oy + 5> =5 (:p + 5y> — 3y2 +5y°=5 (m + 5y) + ng.
On en déduit que q est de signature (2,0), donc € est une ellipse.

2. Réduction de Gauss et signature : La réduction précédente fournit une forme réduite de
q sous la forme x'? + y'? avec comme changement de variable

2 V105 ) x 1 (x _ NG
w/=ﬁ<x+5y> ety':Ty, i.€e. <y'>:P 1<y> avec P 1:5<0 m)

) . 2 P _ 1 \% 21 -2
Lellipse € est donc l'image du cercle unité par P = 7105 ( 0 5
dont la matrice de passage est P. De méme, en procédant & la réduction en commancant par

le terme 5y2, on aurait trouvé une base (u”,v").

>. Notons (u',v") la base

3. Diagonalisation et axes de l’ellipse : La matrice associée a q dans la base canonique est
5 2 . .

A= (2 5). Pour déterminer les valeurs propres, on peut chercher les racines du polynéme

caractéristique : on trouve \1 = 7 et Ao = 3. Ces valeurs propres étant strictement positives,
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on retrouve bien que q st de signature (2,0), et que € est une ellipse. De plus, comme A1 # A,
cette ellipse n’a que deux axes de symétrie. (1,1) est un vecteur propre pour la valeur propre 7.
Comme les directions propres sont orthogonales, (1, —1) est un vecteur propre pour la valeur

propre 3. Les azes de lellipse sont donc les droites dirigées par (1,1) (petit aze) et (1,—1)
(grand aze). Soit B = (u',v") une base orthonormée de vecteurs propres, avec uy := ?(1, 1)

et v1 = @(17 —1). Alors, en notant (z',y') les coordonnées dans A,
€ ={(z,y), 32* +7/* =1}.

4. Représentation graphique des différentes bases obtenues dans les questions précédentes :

. S—
s

-
-
“

I1.6 Cadre des espaces affines

Les quadriques se définissent aussi dans des espaces affines.

Définition II1.38.
Soit E un espace affine de dimension n muni d’un repére. Une partie € de E est une quadrique
s’il existe une forme quadratique ¢, une forme linéaire £ et une constante r telles que

C={reE: qX)+4{X)+r =0}
ot X sont les coordonnées de x dans le repére.

Les objets ¢, £ et r dépendent du repére, mais l’ensemble des quadriques ne dépend pas du
repére choisi.
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Exemple 11.39.
Concréetement, les fonctions de la forme q(X) + £(X) 4+ r sont les polynomes de degré au plus 2
en les coefficients, comme par exemple

(z,y,2) = x? — 20y + 2% — 22 — 22+ 5 ;

La forme quadratique correspond auz termes de degré exactement 2, donc ici q(u) = x — 2wy +2y* —
22, La forme linéaire correspond auz termes de degré evactement 1, donc ici £(u) = —2z. Enfin, le
terme constant est le terme de degré exactement 0, donc ici 5.

Soit A la matrice de ¢ dans le repére, et L celle de . Supposons ¢ non dégénérée. Alors A est
inversible ; soit y le vecteur de coordonnées —%A*ILT. On trouve :

1 1
XTAX +LX +r=XTAX + 5LA—IAX + §XTAA—1LT +r
=XTAX —-YTAX — XTAY +r
=X -VTAX -Y)+r-YTAY

=X -VTAX-Y)+r— iLA‘lLT.

Par conséquent, en translatant de Y 'origine du repére, la courbe obtenue est d’équation ¢(X)+r' =
0,our =r— iLAilLT. En particulier, la forme quadratique associée est la méme. On obtient
donc :

Proposition 11.40.
Soit € une quadrique affine. Supposons que sa partie quadratique q est non dégénérée. Alors, a
translation pres, € est :
> ou bien une quadrique non dégénérée, dont la forme quadratique associée est proportionnelle
aq;

> ou bien le cone isotrope de q.

Exemple 11.41. On reprend l’exemple précédent. On utilise l’algorithme de réduction de Gauss,
mais en absorbant les termes de degré 1 dans les termes quadratiques. Dans R3,

22 =2y 4+ 22 — 22 —2245=(z -y +y* - (2 +1)* +6,

donc en posant (2',y/,2) = (x,y,2+1), c’est-a-dire en translatant le repere de (0,0, —1), I’équation
de la quadrique affine devient x'? — 2y + 2y'> — 2> 46 = 0. L’étude se poursuit alors comme dans
les parties précédentes.
Si l'on considére dans R? la quadrique € d’équation xy — x —y + 1 = 0, on obtient aprés
factorisation (x—1)(y—1) = 0; cette fois-ci, a translation prés, € est le cone isotrope de q(u) = xy.
St la forme quadratique est dégénérée, on peut obtenir des quadriques qui n’ont pas d’équivalents

dans le cadre linéaire. C’est par exemple le cas de la conique d’équation x?> — vy dans R% ; comment
s’appelle-t-elle ?
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IIT Introduction aux problémes d’optimisation

L’objectif de ce paragraphe est d’appliquer les résultats des précédents chapitres aux problémes
de modélisation linéaire.

Souvent, des problémes concrets se raménent a des questions d’optimisation (en économie, pour
le transport, pour le stockage de données...). Ces problémes doivent prennent en compte un certain
nombre de contraintes et proposer des solutions “les meilleures possibles” compte tenu des choix de
données possibles. On parle de problémes d’optimisation sous contraintes.

Dans les modéles linéaires, les contraintes sont souvent des contraintes de normes.

II1.1 Exemple d’'une modélisation de type Leontief

Présentons un modéle de type Leontief. On dispose de p produits. Ces produits sont fabriqués
par n industries, qui consomment du capital. Plus précisément, pour chaque unité monétaire qu’elle
consomme, l'industrie j produit une quantité m;; de chaque produit 7. Pour simplifier, on supposera
que m;; > 0 pour tous 7, j; les industries ne consomment pas d’un produit au cours de leur
production. On pourra penser par exemple & n régions industrielles, chacune étant plus ou moins
spécialisée dans différents produits, et donc les produisant en différentes proportions et avec des
efficacités différentes.

On dispose d’un capital fixé C, et on veut répartir ce capital entre les différentes industries pour
produire “le plus possible”. Notons = (X en colonne) le vecteur donnant le capital alloué a chaque
industrie. Le capital étant fixé,

> x; > 0 pour tout 7,

> Z?:l x; =C.

De plus, la quantité de chaque produit fabriquée par une industrie donnée dépend linéairement du
capital alloué. Autrement dit, la quantité total de produit i obtenue est

n
Z Qi L5 = (]\4)()Z
7=1

Soit f € L(R™,RP) l'application linéaire de matrice M = (m;;) dans les bases canoniques. On
cherche donc & maximiser f(z).

D’une part, la norme |z|; = Y/, |z;| se préte moins aux calculs algébriques que la norme
euclidienne. On va donc faire une entorse a notre modéle, et utilisant & la place la contrainte

n
Y i =XTX =2,
=1

c’est-a-dire la norme euclidienne. On espére avoir ainsi une solution peut-étre moins précise, mais
raisonnable et beaucoup plus facile & obtenir.

D’autre part, la notion de “maximiser f(z)” est mal définie. Il n’y a pas de relation d’ordre
naturelle sur RP; on sait donc ce que veut dire maximiser une fonction & valeurs réelles, pas une
fonction & valeurs dans RP. Il y a ici une part d’arbitraire; dans le cadre de cet exemple, on va
chercher & obtenir suffisamment de chaque produit (par exemple, si les produits sont de 'eau et de
I’électricité, on va vouloir éviter une solution qui consisterait a produire seulement de 1’électricité,

23



quitte & mourir de soif). Pour cela, une bonne solution consiste & chercher & maximiser la norme

euclidienne || f(x)]|, ce qui est équivalent & maximiser son carré || f(z)]|* = S2P_, (f(2))2.

Remarquons que ’on peut vouloir pondérer chaque ressource par une certaine valeur (sinon, par
exemple, pourquoi accorder la méme importance & 1 m? d’eau et & 1 MW h d’énergie électrique 7).
Cela peut se faire en modifiant la fonction f. Cependant, cela ne change rien au développement
mathématique qui va suivre.

Le probléme d’optimisation de production revient finalement & trouver z pour que f(x) soit
maximal, c¢’est-a-dire :
On cherche xg tel que ||xo|| =1 et || f(xo)|| = max{||f(z)|; |z] = 1}.
Enfin, on remarque que

IF@)I° = (f(2), (@) = (MX)"MX = XT(M"M)X.

Si on note A = MTM, alors q(x) = | f(z)||* est la forme quadratique associée & A dans la base
canonique. Il reste donc a étudier cette forme quadratique pour résoudre le probléme d’otpimisation.

II1.2 Valeurs singuliéres et théoréme de minimax pour les formes quadratiques

Propriété I11.1.
Soit M € Myn(R). Alors A= MTM € 7,(R), et toutes ses valeurs propres sont positives.

PREUVE : On calcule AT(MTM)T = MT(MT)T = MTM = A, donc A est symétrique.

Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Alors, d’'une part, XTAX =
XT(AX) = XTX ;et, dautre part, XTAX = XTMTMX = (MX)T(MX) > 0. Donc AXTX >0,
donc A > 0. O

Définition III.2 (Valeurs singuliéres).
Avec les notations précédentes, on note 0 < A\; < Ay --- < A, les valeurs propres de A = MT M.
On appelle valeurs singuliéres de la matrice M les racines de valeurs propres de A, c’est-a-dire

la famille (\/A»l) 1<i<n -

Remarque III1.3.

Le rang de A est inférieur au range de M, lui-méme inférieur ¢ min{n,p}. Par conséquent, si
p < n, alors au moins n — p des valeurs singuliéres sont nulles. Dans le modéle de type Leontief,
cela arrive s’il y a moins de produits que d’industries.

La forme quadratique associée & A est donc positive (mais pas nécessairement définie positive!),
et la solution au probléme est donné par le résultat suivant :

Théoréme 3.
Soit q une forme quadratique positive de R™. Notons note A sa matrice associée dans la base
canonique et 0 < A\ < Ag--- < N\, ses valeurs propres. Alors :

> min{q(z); ||z]| = 1} = A1, et ce minimum est atteint exactement par les vecteurs propres
associés & A1 = Amin €t de norme 1.

> max{q(z); ||z|| = 1} = A\, et ce mazimum est atteint exactement par les vecteurs propres
associés G Ay = Amax €t de norme 1.
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PREUVE : Le raisonnement est semblable & celui de la Conséquence I1.14. On se place dans un base
orthonormée pour le produit scalaire et dans laquelle la matrice PT AP est diagonale de coefficients
AL, -y An. Alors, pour tout x de coordonnées X dans cette base,

(@) = 3NN 2 3 i X = A ]
j=1 J=1

en particulier, si ||z|| = 1, alors g(z) > Apin. De plus, il y a égalité si et seulement s’il y a égalité
dans la suite d’inégalités ci-dessus, c’est-a-dire si, pour tout j,

AX7 = Anin X -

Mais cela implique que X; = 0 si A\j > Apin, donc que les x est combinaison linéaire de vecteurs
propres pour la valeur propre Ani,, donc que x est vecteur propre pour la valeur propre Apip.

L’analyse du maximum est similaire. O

Dans le probléme initial, on va donc chercher le vecteur X de norme C' et propre pour la plus
grande valeur propre de A = M7 M.

II1.3 Analyse en Composantes Principales (ACP)

Un autre exemple de probléme peut étre présenté en lien avec I'analyse d’images. Pour stocker
des images, I'objectif est de construire une banque d’images servant de bibliothéque avec laquelle on
pourra stocker le mieux possible les images réelles3. Autrement dit, chaque image sera remplacée
par une combinaison linéaire des images du dictionnaire. La question est de trouver le meilleur
dictionnaire possible.

Modélisation

Une image est donnée par un vecteur de RP, oll p est généralement trés grand?. Ce vecteur
s’appelle un signal.

On dispose d’une banque d’image, c’est-ad-dire d’un grand nombre de signaux, si, ... Sx. On
souhaite choisir une famille de signaux qui soit les “meilleurs” représentants de ’ensemble de ces
signaux ; meilleur étant compris au sens ol cette famille permettra de reconstruire le plus fidélement
possible I'image de départ, & I'aide de combinaison linéaires des images de cette famille. C’est bien
un probléme linéaire

Décrivons une méthode permettant de trouver le premier vecteur b € RP de “la bibliothéque”.
Comme il s’agit d’une base, 'optimisation porte sur I’ensemble des vecteurs b de méme norme, donc
de norme 1. On dit alors que le meilleur b est celui dont la direction est en moyenne “la plus proche”
de tous les s;. On calcule alors la distance de chaque s; a la droite Rb, et on cherche a minimiser la
somme des carrés de ces distances®.

k
On cherche b tel que ||b]] =1 et Zdz(si, Rb) est minimale.
=1
3. Par exemple, les formats JPEG vont utiliser comme images de base des ondes ou des ondelettes.
4. Un appareil photo peut proposer des images de 'ordre de 10 Mégapixels, soit p = 107 pixels.
5. La encore, il serait a priori raisonnable de minimiser une autre norme. Cela est plus facile avec la norme

euclidienne — et quand on travaille avec des vecteurs de plusieurs millions de coordonnées, cela peut changer beaucoup
de chose en termes de temps de calcul!
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Résolution

On peut calculer ces distances a ’aide de projections orthogonales m;, sur Rb :
d*(si, Rb) = ||b— mp(s:)|* = [|b = (b, 50) bI|* = [[b]]* — (b, 5:)*.

En notant S; et B les vecteurs de coordonnées associées, on doit donc maximiser :

k k k
(si,0)> =Y _B"8,8]B=B"(>_SIS)B
i=1 i=1 i=1
En posant A = Zle SiT S;, on reconnait la forme quadratique associée & A. Le théoréme précédent
permet donc de choisir pour b un vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de A.

Pour construire les vecteurs suivants de la bibliothése, il suffit de choisir des vecteurs propres
normés correspondant & la seconde, troisiéme, etc. plus grande valeur propre.

III.4 Probléme des moindres carrés et équations normales
Probléme des moindres carrés

On se donne maintenant une bibliothéque d’images by, ..., b, de RP, et on souhaite encoder un
signal b € RP a ’aide de cette bibliothéque. Cela revient a chercher ses coordonnées dans (by, - - - , by).
Le probléme, c’est que 'on a justement choisi la bibliothéque pour qu’elle ne soit pas trop lourde,
c’est & dire que n est petit devant p, et donc (by,--- ,b,) est trés loin d’étre une base de RP.

Soit A la matrice dont les colonnes sont données par les coordonnées des b;, et B le vecteur
colonne des coordonnées de b. Alors, trouver les coordonnées de b dans (by,--- ,by,), c’est trouver
un vecteur colonne X de taille n tel que AX = B. Comme n < p, ce systéme n’a typiquement pas
de solution. On va donc chercher une solution approchée, la meilleure possible. On cherche donc a
trouver le vecteur X tel que AX soit le plus proche possible de B, donc minimisant [|AX — B|?.
C’est ce qu’on appelle le probléme des moindres carrés.

Définition II1.4.
Avec les notations ci-dessus, on dit que Xy est solution du probléme des moindres carrés
St
|AXy — B|| = min{||]AX — B||; X € R"}.

Equations normales
Le probléme des moindres carrés admet toujours des solutions, que 'on peut expliciter grace
aux observations suivantes.

> Comme AX € 3(A), minimiser |AX — B|| revient a chercher X tel que AX = 7g(4)(B) : il
existe donc un tel X.

> AXo = mg(4)(B) si et seulement si, pour tout X, on a (AXg— B) L AX, ou encore que
(B, AX) = (AXy, AX).

> De la condition précédente on déduit que BTAX = XI'AT AX pour tout X, donc que BT A =
X AT A.
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> Si Xg est une solution au probléme des moindres carrés, alors I’ensemble des solution est
Xo + Ker(A).

Exercice 12. Montrer que Ker(AT A) = Ker(A).

Théoréme 4.
Soient A € My n(R), B € M1 p(R) et X € M1 ,(R). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le vecteur X est solution du probléme des moindres carrés.
2. Le vecteur X est solution du systtme AX = mg(4)(B).

3. Le vecteur X est solution du systéme des “équations normales” ATAX = ATB.

Enfin, on peut normaliser les solutions au moindres carrés en minimisant la norme des solutions
au probléme des moindres carrés :

Proposition III.5.
Sotent A € Mpn(R) et B € M1 p(R). 1l existe un unique X, € M1 ,(R) de norme minimale
parmi les solutions du probléme des moindres carrés, c’est a dire tel que

[ X.||* = min{||X||,; X solution au probléme des moindres carrés}.

PREUVE : Soit X une solution au probléme des moindres carrés. Alors I’ensemble des solutions a ce
probléme est S = Xy + Ker(A). On cherche donc un vecteur Y € Ker(A) qui minimise ||Y + Xol%.
Soit C' une matrice paramétrisant A, c’est-a-dire la matrice d’une application linéaire bijective de
Rdim(Ker(4)) dans Ker(A), ou encore une matrice dont les colonnes forment une base de Ker(A). On
cherche donc le vecteur Y’ qui minimise |[|[C'Y” + Xg||%. 11 s’agit encore d’un probléme des moindres
carrés, mais avec A = C' et B = —X.

Ce probléme admet une solution. De plus, cette fois-ci, la matrice C' est bijective de Rdim(Ker(4))
dans Ker(A), donc injective de RI™Ker(A) dans RP. La solution a ce nouveau probléme est donc

unique. ]
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