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Séminaire de Master 2

Cette année, le thème général des séminaires de M2 est Géométrie et dynamique. Il est divisé en
trois parties : théorie ergodique et approximation diophantienne, temps de récurrences linéaires, et
géométrie kälhérienne. Les outils utilisés incluent des éléments de théorie ergodique, de la géométrie
hyperbolique, de l’analyse complexe et p-adique, ainsi que de la géométrie complexe et des équations
aux dérivées partielles.

Les étudiants devront choisir un sujet parmis les 13 proposés. Il leur sera demandé d’effectuer
une présentation d’une heure et demi, et de rédiger des notes (de préférence typographiées, mais des
notes manuscrites propres seront aussi acceptées).

1 Théorie ergodique et approximation diophantienne
Les cinq premiers exposés portent sur la théorie des approximations diophantiennes (approxi-

mations de nombres réels par des rationnels), et les liens avec certains systèmes dynamiques : la
transformation de Gauss et, à un niveau plus fondamental, le flot géodésique sur la surface modu-
laire. Tout d’abord, pour trois exposés, nous travaillerons sur des résultats classiques en théorie des
approximations diophantiennes : théorèmes de Khintchine et de Jarnik, spectres de Lagrange et de
Markoff... Ensuite, nous ferons le lien avec des objets géométriques, et en particulier nous chercherons
à traduire les propriétés de certains nombres réels comme propriétés de certaines géodésiques sur la
surface modulaire.

I - Approximation diophantienne et développement en fractions continues [A5, Ch. 3.1 et
3.2] [A8]

Définitions. Principe de Dirichlet. Transformation de Gauss et ergodicité. Constante de Kintchine.
Hyperbolicité et théorème de Kintchine.

II - Mesure d’irrationalité [A1] [A5, Ch. 3.3]
Définition. Nombres liouvilliens et diophantiens. Généricité (au sens de la mesure et au sens

topologique). Cas particuliers : nombres mal approchables, irrationnels quadratiques, nombres al-
gébriques. Théorèmes de Liouville et de Thue-Siegel-Roth. Dimension de Hausdorff et théorème de
Jarnik.

III - Spectres de Markoff et de Lagrange [A2, Ch. II] [A3, Ch. 1 à 3]
Rappel sur les nombres mal approchables et théorème de Hurwitz. Spectre de Lagrange et de

Markoff. Formes quadratiques et chaînes de Markoff. Constante de Freiman.

IV - Flot géodésique sur la surface modulaire [A4, Ch. II.3] [A5, Ch. 9.4 et 9.5]
H2, métrique hyperbolique de courbure constante. Action de PSL2(R) par homographies. Action

de PSL2(Z) et domaine fondamental. Surface modulaire. Géodésiques et horocycles, ergodicité.

V - Flot géodésique et approximation diophantienne [A4, Ch. II.4 et VII] [A5, Ch. 9.6] [A6]
[A7]

Hauteur des géodésiques dans la surface modulaire et développement en fractions continues.
Transformation de Gauss. Nombres mal approchables. Spectre de Lagrange et géodésiques closes.
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2 Temps de récurrences linéaires
Les quatre exposés suivants portent sur une application de l’analyse p-adique à des problèmes

d’algèbre et de dynamique. Les deux premiers de ces exposés montrent un contraste entre la dyna-
mique analytique complexe et la dynamique analytique p-adique d’un point de vue local. Ensuite,
nous verrons comment l’utilisation des nombres p-adiques permet de comprendre les temps de récur-
rence dans des variétés algébriques d’une part, et certaines propriétés des groupes linéaires finiment
engendrés d’autre part.

I - Dynamique locale sur C [B11, Ch. II] [B14, Ch. 8 et 10]
Dynamique des applications analytiques d’une variable complexe au voisinage d’un point fixe et

linéarisation. Rotations d’angles rationnels et pétales. Rotations d’angles irrationnels diophantiens
et théorie de Kolmogorov-Arnold-Moser.

II - Dynamique locale sur Qp [B13, Partie II] [B17]
Analyse non archimédienne (Zp et Qp, topologie, fonctions analytiques et convergence, théorème

de Strassmann). Linéarisation au voisinage d’un point fixe.

III - Temps de récurrences linéaires [B9] [B10] [B12, Ch. 5] [B16]
Problème des récurrences linéaires. Théorème de Skolem-Mahler-Lech et démonstration. Généra-

lisations : temps de passage dans des variétés algébriques, conjecture de Mordell-Lang dynamique.

IV - Théorèmes de Malcev et de Selberg [A4, Ch. II.3] [B12, Ch. 5] [B15]
Groupes linéaires. Propriétés virtuelles et résiduelles. Théorèmes de Malcev et de Selberg, dé-

monstration. Exemple de PSL2(Z) et revêtements de la surface modulaire. Groupes infinis, finiment
engendrés, non résiduellement finis ou non virtuellement sans torsion (groupes de Thompson, de
Tarski).

3 Géométrie kählérienne
Les quatre derniers exposés sont consacrés au thème de la géométrie kählérienne. Les variétés

kählériennes sont une généralisation naturelle en géométrie différentielle des variétés projectives de
la géométrie algébrique complexe. Dans ce sens, on consacrera un premier exposé aux propriétés
fondamentales des métriques kählériennes avec application immédiate sur la structure de la cohomo-
logie (théorie de Hodge). Un second exposé sera quant à lui consacré au théorème de plongement de
Kodaira, caractérisant les variétés projectives complexes parmi les variétés kählériennes. Le troisième
exposé abordera le théorème de Calabi-Yau, résultat fondamental de géométrie différentielle, et sera
décrit au quatrième exposé le problème voisin des métriques de Kähler-Einstein, impliquant des liens
profonds entre résolution d’EDP géométriques et propriétés algébriques des variétés sous-jacentes.

I - Complexe, hermitien, kählérien : trousse de survie [C20] [C22, Ch.1] [C23, Ch.0]
Variétés complexes, structure complexe ; théorème de Newlander-Nirenberg (“Frobenius” pour les

structures complexes). Métriques hermitiennes, métriques kählériennes, identités kählériennes. Fibrés
vectoriels holomorphes, théorie de Chern-Weil. Théorie de Hodge des variétés kählériennes.

II - Théorème de plongement de Kodaira [C22, Ch.1] [C23, Ch.0] [C25, Ch.5]
Positivité(s) et amplitude d’un fibré en droites. Notion d’éclatement le long d’une sous-variété.

Théorème de Riemann-Roch. Caractérisation des variétés kählériennes projectives (et algébriques par
Chow).

III - Théorème de Calabi-Yau [C24, Ch.5] [C26]
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Lemme du ∂∂̄ en bidegré (1, 1), espace des métriques au sein d’une classe fixée. Réduction du
problème via le lemme du ∂∂̄. Méthode de continuité. Argument d’ouverture ; argument de fermeture :
estimées a priori.

IV - Métriques de Kähler-Einstein [C18] [C19] [C21] [C26]
Distinction des trois cas, résolution du cas canoniquement ample (Aubin, Yau). Cas Fano : énoncé

d’unicité (Bando-Mabuchi), lien avec la stabilité (conjecture de Yau-Tian-Donaldson).
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