Agrégation interne 2022-2023 Analyse

Fonctions de plusieurs variables réelles : Exercices

Exercice 1.

1. Soit (-,-) un produit scalaire sur R". Dérivez, quand c’est possible, les fonctions z — (x, z) et
2. Calculez la différentielle de I'application f: X — X2 de M, (R) dans M, (R).
3. Soit f € C%(R,R). Définissons g : R> — R par

f@)-fy)
g(z,y) = B e 7Y
f(@) st z=y

Montrez que g € C*(R%,R).

Exercice 2. Soit f € C}(R? R). Définissons

__{ R2 — R2
T @y = (flay), 2ay)

Déterminez une condition nécessaire et suffisante sur f pour que la différentielle de ¢ soit une
similitude.

Exercice 3. Soit a > 0. Etudiez la continuité, la différentiabilité, I'existence et la continuité des
dérivées partielles en (0,0) de la fonction f : R? — R définie par

1

£(0,0)=0 et f(x,y)=<x2+y2>“sin< ) V(z,y) # (0,0).

Exercice 4. Soit f : R? — R la fonction définie par

zy(z® — %)
f(0,0)=0 et f(z,y)= T2 2 V(z,y) # (0,0).
1. Montrez que f est de classe C'.
2. f est-elle différentiable 2 fois sur R??

Exercice 5. Soient a € R" et U un voisinage ouvert de a. Soit f € C2(U,R). Soit D, f la différentielle

en a de f. Soit Q(a) la forme quadratique dont la matrice dans la base canonique est de coefficients
Ajj = %(a), pour tous 1 <i,j < n.
10

1. Soit u € R™. Ecrivez la formule de Taylor avec reste intégral en 0 de g : t — f(a + tu).

2. Déduisez-en qu’il existe une fonction e définie sur un voisinage de 0 dans R, telle que limge = 0
et, pour tout w suffisamment petit,

fla+u) = f(a) + Daf(u) + %Q(a)(U) + llull® e(w).



Exercice 6.

1. Etudiez la nature des points critiques (dégénérés ou non, extrema locaux ou non...) des trois
fonctions suivantes :

hly)=ay+at—y's fley) =2y’ fAly) =" +y" -2z —y)*
2. Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = (1—z)(1—y)(z+y—1). Déterminez les points

critiques de f. Parmi ces points, y a-t-il des extrema locaux ? Sont-ils stricts ? La fonction f
admet-elle un minimum ou un maximum global sur R? ?

Exercice 7. On munit £ = R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit f : £ — R la fonction

définie par f(v1,...,v,) = det(vy,...,v,)%
1. Soient rq, ..., rp, > 0. Soit S := {(v1,...,vp) € E™ : |Jn1]| =71,..., ||vn|| = rn}. Montrez que
f|s admet un maximum.
2. Soit (v1,...,v,) € S un point maximisant f|g. Montrez que (v1,...,vy) est une base orthogo-
nale de E.
3. Déduisez-en que, pour tous vy, ..., v, € F,
|det(vy, ..., vn)| < floa]] - fJonll,

Exercice 8.

1. Intégrez les équations aux dérivées partielles suivantes a ’aide des changements de variables
entre parentheses.

8%f _ 0°f _ utw _ u—v
oy _ o7f T = Y=
632528%” 922 52 Yo7 s ( 2 0 Y 77)
x?"‘Qx%anaery WZO (u:x,v:y/w)
$2aT;J20:?J237]20 (u=y/z, v=u1ay)

2. Soit ¢ € C?(R,R). Pour chacune des équations aux dérivées partielles ci-dessus, montrez qu’il
existe une unique solution f € C%(R%,R) telle que f(z,0) = ¢(z) et 9, f(z,0) = 0 pour tout
z €R.

Exercice 9. Déterminez les fonctions f : R — R, différentiables 2 fois, qui ne dépendent que de

r=1/> p_1 T7, et dont le laplacien A(f) =>"p_; 2275 est identiquement nul.
k

T

Exercice 10. Montrez que l'intégrale | fR2 e v dx dy converge. En passant en coordonnées

. , . . , _p2
polaires, calculez sa valeur, et déduisez-en la valeur de l'intégrale fR e " dx.

Exercice 11. Calculez :
1. [[rzy(3z +y) dz dy sur le rectangle R = [0;1] x [-1;2];
2. [[p(x?* +y?) dz dy sur le domaine D = {(z,y) €R? : 0 <y <4 —x?};

3. f fD (22 +y?) dz dy sur le disque délimité par le cercle passant par l’origine et de centre <g>



