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1 Motivation : ’équation de la chaleur

1.1 Un peu d’histoire des mathématiques

Jean-Baptiste Joseph Fourier est né en 1768 ; a 'occasion du 250éme anniversaire de sa naissance,
il y a eu plusieurs publications a vocation historique. Nous renvoyons le lecteur intéressé vers, par
exemple Fourier, un homme, plusieurs vie. Bernard MAUREY, Gazette de la Société Mathématique
de France !, n°158, Octobre 2018.

L’idée de travailler avec des séries trigonométriques pour résoudre des problemes de physique prédate
Fourier d’une cinquantaine d’années ; on la retrouve déja dans des travaux de Bernoulli, d’Alembert,
Fuler, Lagrange. La motivation était plutot issue de la musique et des équations d’ondes. Cette idée a
cependant été systématisée par Fourier, qui introduit 1’idée que toute fonction peut étre décomposée
en série trigonométrique, avec pour motivation 1’étude de I’équation de la chaleur.

1.2 Autour de I’équation de la chaleur

Considérons, pour simplifier, une barre métallique de longueur L. La température v de la barre
dépend essentiellement seulement d’une variable de position x € [0, L], et du temps. Pour simplifier,
on supposera que les échanges de chaleurs ne se font qu’a 'intérieur de la barre métallique.

1.2.1 Vers I’équation de la chaleur

Pour comprendre I’évolution de la température, on va chercher une équation d’évolution satisfaite
par la fonction . D’une part, en premiere approximation, le flux de chaleur J est proportionnel au
gradient de la température :

-

J(x,t) = =AVu(z, t),
ou A est la conductivité thermique du matériau. En une dimension, on a plus simplement

J(z,t) = —)\gz(x, ). (1)

C’est la loi de Fourier.

D’autre part, le métal chauffe en un point si le flux entrant est plus élevé que le flux sortant. D’un

point de vue infinitésimal,

ou 1. =
E(xat) - 76dlv(‘])v

ol C est la capacité thermique volumique du matériau. En une dimension, on a plus simplement

ou 10J
a(%t) = —5%(%75)‘ (2)

En combinant les Equations (1) et (2), on trouve

ou A 0%u

Les mathématiciens aiment en général avoir le moins de constantes possibles. En choisissant bien
les unités de temps et d’espace, on peut s’assurer que L = 7 et que ’équation de la chaleur est sans
dimension :

ou 0%u

Sl t) = (@) 3)

1. Ex-Gazette des mathématiciens.



Remarque : En dimension n, on obtient plus généralement 1’équation

ou A= A
a(:r,t) = adlv(Vu)(x,t) = aAu(a:,t),

ou A est l'opérateur de Laplace :

1.2.2 Conditions au bord

L’équation de la chaleur (3) ne suffit pas a décrire la solution w. Il faut d’un part une condition
initiale, c’est-a-dire le profil de température au temps initial u(x,0) =: ug(z), et d’autre part des
conditions au bord, qui décrivent les interactions du systeme avec ’extérieur au cours du temps.
Il y a trois grands types de conditions au bord.

Le premier type est l'utilisation de conditions au bord périodiques : u(-,t) s’étend en une
fonction C? et L-périodique pour tout t. Dans ce cas, on prendra L = 27 au lieu de L = . On peut
alors prolonger u(-,t) en une fonction 27-périodique sur R, qui satisfait toujours I’équation de la
chaleur (3). Physiquement, cela revient a “refermer la barre sur elleeméme” pour obtenir un cercle.

Le second type est 'utilisation de conditions au bord de Dirichlet : u(L,t) = u(0,t) = 0 pour
tout t. Physiquement, cela revient a mettre un thermostat a température 0 a chaque extrémité de
la barre. On peut se ramener aux conditions au bord périodiques en deux étapes :
> On étend u antisymétriquement & lintervalle [0,27] en posant u(—z,t) = —u(x,t). L’an-
tisymétrie fait que le prolongement est C'; de plus, comme 2% 5:(0,1) = 0 = 8 —(0,1), d
prolongement est en fait C2.
> On étend ensuite v & R par 2m-périodicité.
La fonction u(-,t) est alors impaire pour tout ¢.

Le troisieme type est 'utilisation de conditions au bord de von Neumann : %(L, t) = %(0, t) =
0 pour tout t. Physiquement, cela revient a isoler les extrémités de la barre, et a laisser la température
s’homogénéiser sans interaction avec I’extérieur. On peut se ramener aux conditions au bord périodiques
en deux étapes :
> On étend u symétriquement a U'intervalle [0, 27] en posant u(—x,t) = u(x,t). Les conditions
au bord de von Neumann assurent que ce prolongement est C!, et la symétrie qu’il est en fait
C2.
> On étend ensuite u a R par 2w-périodicité.
La fonction u(-,t) est alors paire pour tout t.

L’intérét des conditions au bord périodiques est qu’elles recouvrent les trois scénarii ci-dessus, et que
I’évolution est ensuite entierement déterminée par la donnée de ug et de I’équation de la chaleur (3).
On se placera dans le cadre de conditions au bord périodiques pour le reste de cette
lecon.

1.2.3 Une résolution simplifiée

Suivant la condition initiale, la solution a 1’équation de la chaleur peut étre extrémement simple.
Par exemple, si ug(x) = sin(27wnzx) pour un entier n > 1, on peut chercher une solution de la forme
u(x,t) = uo(x) f(t). L’équation de la chaleur fournit une équation différentielle ordinaire sur f :

O ) = wo(@) 1), s 8) = ) F(8) = —nuo(a) F (8
ata? ug(z ) 8233 = ugy(z = —n“ug(z )



Si f est solution de 1’équation différentielle ' = —n?y avec condition initale y(0) = 1 alors u est
solution de I’équation de la chaleur. Cela donne donc une famille dénombrable de solutions :

u(x,t) = sin(27rn:n)e_"2t, n € N\ {0}.

On peut faire de méme avec ug(x) = cos(2mnz), et n > 0. On obtient une deuxieéme famille de
solutions : ,
u(x,t) = cos(2mnx)e™™ ", neN.

Sil’on accepte de travailler avec des nombres complexes, ces deux familles de solutions sont équivalentes
a la famille
; 2
(z,t) = ™™™ neZ

L’équation de la chaleur étant linéaire, les combinaisons linéaires de solutions sont des solutions.
Par conséquent, si ug est un polyndéme trigonométrique 2m-périodique :

N

uo(x) = Y ape®™,

k=—N

alors on peut calculer explicitement la fonction température en tout temps :

N
ibr —k2
u(x,t) — Z ak62mkze k=t
k=—N

La motivation pour définir les séries de Fourier est la suivante. Si I’on se donne une condition initiale
C? quelconque ?, et que I’on arrive & écrire u comme somme d’exponentielles complexes :

+o0o
uO(l_): Z ak62w1k17 (4)

k=—o0

alors on dispose d’un bon candidat pour u :

+oo
; 12
U(l’,t) — § : ake27mkxe k t‘

k=—o0

Bien entendu, cela pose plusieurs difficultés : la possibilité de décomposer ug en une telle somme
infinie, déterminer les coefficients ay, le sens en lequel la somme converge, et la vérification ensuite
que u est bien solution de ’équation de la chaleur.

1.3 Coefficients de Fourier

Les coefficients de Fourier peuvent formellement se calculer de la facon suivante. Soit ug une fonction
continue par morceaux 2m-périodique. Soit n € Z. Posons

1 (" .
an(ug) = / ug(z)e” 2™ dg.

2 J_,

2. L’hypothése de régularité sur uo peut étre (beaucoup) affaiblie, mais cela demande de préciser le sens de
I’équation, et apportera peu dans le cadre de ce cours.



Alors, si 'on dispose d’une décomposition telle que donnée par I’Equation (4), formellement,

1 [ X
an<u0): / Z akeQﬂ'zk’xe—anx dx

2
T k=—00

+o00 1 s ‘
-y ak/ 2milk—n)r g
2 J_,
k=—0o0
—+00

= Z agon k

k=—o00

= Qn,

ol 4, est le symbole de Kronecker, qui vaut 1 si n = k et 0 sinon. L’intégrale a,,(ug) fournit bien
le coefficient souhaité. La encore, ce calcul est rigoureux si ug est un polynome trigonométrique, et
demande a étre justifié sinon.

1.4 Un point de vue plus algébrique

Considérons une équation différentielle ordinaire ¢y’ = Ay avec condition initiale y(0) = yo, ol y
est a valeurs dans R™ et A est une matrice diagonalisable (sur R ou C). On peut déterminer ces
solutions explicitement par la méthode suivante :
> On détermine une base de vecteurs propres (vi,...,v,) de A, les valeurs propres associées
étant (A1,...,A\n)
> On détermine les coordonnées de gy dans cette base : yg = 2221 ARV
> La solution de I’équation différentielle est alors

n
y(t) = Z ape oy,
k=1

Ici, on peut voir ’équation de la chaleur (3) comme une équation de la forme 3’ = Ay, on A = %
est linéaire, et 4(0) = ug. Les fonctions trigonométriques e, :  + €2™"* sont des vecteurs propres
pour cet opérateur :

Ae, = —n’e,.
La logique précédente est donc la méme : on décompose la condition initiale ug dans une base
de vecteurs propres pour 'application linéaire A = on résoud 1’équation pour chaque vecteur
propre, et enfin on reconstruit la solution voulue.

82
9z2°

Il reste une chose a expliquer : la formule explicite des coefficients a,(up). Rappelons que, si A
est une matrice réelle symétrique (AT = A et A est réelle), ou plus généralement une matrice
hermitienne (A7 = A), alors les valeurs propres de A sont réelles, et A est diagonalisable dans une
base orthonormée.

La notion de matrice symétrique (ou hermitienne) peut s’exprimer sans coordonnées. Soit (-,-) le
produit scalaire canonique sur R™. Alors A est symétrique si et seulement si, pour tous x, y € R,

(z, Ay) = (Az,y).

On dit aussi que I'application linéaire associée a A est autoadjointe; une applicaiton linéaire
autoadjointe est a valeurs propres réelles et diagonalisable dans une base orthonormée (vi,...,v,).



De plus, dans une base orthonormée, les vecteurs se décomposent dans la base propre grace ax

projecteurs spectraux :
n

Yo=Y _{(Vk: o) k-
k=1
Donc, si A est autoadjointe, la solution de ’équation diférentielle ' = Ay avec condition initiale g

est :
n

y(t) = Z<Uk7yo>€A'“tvk-
k=1
La forme bilinéaire

(F9) = ()= o [ Foa(o at

est un produit hermitien sur l'espace des fonctions C? et 2m-périodiques sur R. L’opérateur 88—;2

agissant sur cet espace est autoadjoint : pour toutes fonctions f, g € C? qui sont 27-périodiques,
1 (7=
! "
() =5 | O 0)
™ —T

) = U SOVIORY

—— [ T a
1 s

=

= f()g(t) dt

21 ),
=(f".9).

Par conséquent, on peut espérer, comme en dimension finie, disposer d’une base (v,)nez ortho-
normée, de telle sorte quun vecteur se décompose dans cette base a ’aide des projecteurs spectraux

an(up) = (vn, up).

Pour cet opérateur spécifique, la base orthonormée est fournie par les monémes trigonométriques
(en)nGZ-

1.5 Plan du cours

Rappelons que la logique générale consiste, étant donnée une fonction ug, & dans un premier temps
déterminer ses coefficients de Fourier a,,(ug), puis & écrire la fonction comme combinaison linéaire
de monomes trigonométriques ug = Y ;7 ar(ug)ex.

Dans la suite de ce cours :

> Nous allons expliciter un cadre rigoureux dans lequel travailler, notamment les espaces de
fonctions dans lesquels les différentes opérations seront définies.

> Ensuite, nous allons regarder la définition et les propriétés de la décomposition d’une fonction
dans la base donnée par les monomes trigonométriques e,,.

> Enfin, nous allons étudier la reconstruction d’une fonction a partir de ses coefficients de Fourier,
c’est-a-dire le sens auquel la série ), ax(ug)ex converge, et le cas échéant si elle coincide
bien avec ug.



2 Un peu d’analyse fonctionnelle

2.1 Espaces de fonctions

On note CMa, Vespace des fonctions 2m-périodiques continues par morceaux sur Uintervalle [0, 27].
On note Dy, C CMo, I'ensemble des fonctions f € CMo, telles que, pour tout x € R,

f@) = @rpf +lim f) | (5)

Remarque 2.1.
Si f est continue et 2w-périodique, alors f € Daoy. Si f € CMoy, alors il existe une unique fonction
g € Doy qui ne difféere de f qu’en un nombre fini de points :
> g doit coincider avec f a lintérieur des intervalles de continuité de f ;
> 4l ne reste éventuellement qu’a chager la valeur de f en ses points de discontinuité; les
nouvelles valeurs sont alors définies par Z’Equation (5), c’est-a-dire par les valeurs de f a
lintérieur des intervalles de continuité.

On dit qu'une fonction f est de classe C¥ par morceaux sur un intervalle [a, b] s’il existe une subdi-
vision a = ap < a1 < ... < ay = b telle que, sur chaque intervalle (a;, a;41), la fonction fiy, o, 1)
soit restriction d’une fonction g; € C*([a, i1 1], C).

2.2 Espaces D, et intégrales

Soit I in intervalle et f : I — R. Dans le cours d’intégration, nous avions vu que

> Si f est une fonction continue positive telle que [, f(t) dt =0, alors f = 0.

> Si f est une fonction continue par morceaux positive telle que [, f(t) dt = 0, alors f = 0, sauf

éventuellement en un nombre fini de points.

Cette derniere exception est génante pour ce que nous allons faire. L’introduction de I’espace Do,
permet de donner une “forme normale” a chaque fonction continue par morceaux, qui est nulle
partout si elle est nulle sur chaque intervalle de continuité. Par conséquent,

> Si f € Doy est positive et telle que [, f(t) dt =0, alors f = 0.

2.3 Structure hermitienne

On supposera connu :
> La notion de produit scalaire (voir Moisan, Analyse 3, p.84 ou Caby-Auliac).
> Les exemples classiques : 2(R) = {u: N = R: Y . u2 < 400} muni du produit scalaire
(u,v) =, < UnUn ; ou encore C([a, b],R) muni du produit scalaire (f,g) = f:f(t)g(t) dt;
> les inégalités de normes associées, en particulier I'inégalité de Cauchy-Schwarz |(f,g)| <
£l lg]l, et Vinégalité triangulaire || f + gf| < [|f[[ + [lgll qui en découle;
> le théoreme de Pythagore : si les (a;)1<i<n sont deux-a-deux orthogonaux,

n 2 n
> aif =D laill®.
i=1 i=1

Un produit hermitien (ou forme hermitienne) est une des généralisations possible de la notion de
produit scalaire aux espaces vectoriels complexes. Si ’on travaille avec des nombres complexes, on
ne peut pas avoir a la fois la bilinéarité et la positivité; la notion de produit hermitien affaiblit la
bilinéarité pour préserver la positivité.




Définition 2.2.
Soit E un espace vectoriel complexe. Un produit scalaire hermitien sur E est une application
(,): ExE — C qui est :

> linéaire & droite : (u, \v + pw) = X u,v) + p{u, w) pour tous u, v, w € E et \, u € C.

> telle que (v,u) = (u,v) pour tous u, v € E.

> antilinéaire & gauche : (Au + pv,w) = Mu,w) + fi{v, w) pour tous u, v, w € E et A\, p € C

(cette propriété découle des deux précédentes).

> définie positive : (u,u) > 0 pour tout u € E, avec égalité si et seulement si u = 0.
On définit alors une norme ||ul|* = (u,u). Les propriétés des normes euclidiennes s’étendent d cette
norme.

Exemple 2.3 (Forme hermitienne canonique sur C").
La forme hermitienne canonique sur C" est :

n
<U, U> = vaia
i=1

et la norme hermitienne associée est |u)® = Sl

Attention : La définition de forme hermitienne varie d’un texte a ’autre. Une autre convention
courante est de demander que (u, v) soit linéaire a gauche et antilinéaire & droite, comme par exemple
la forme )" | u;v;. Faites attention & ces conventions afin de rester cohérent ; cependant, ce choix
n’affecte pas significativement le reste de la théorie.

Exemple 2.4 (Forme hermitienne sur Doy ).
On définit une forme hermitienne sur Doy par :

2

<f,g>=% i f(t)g(t) dt.

Ce produit hermitien est bien défini positif : en particulier, si (f, f) =0, alors |f|*> =0 sur [0, 27],
donc f =0 sur [0,27n]. Par 2w-périodicité, f = 0.

C’est la le principal avantage des espaces Do,. Si 'on avait travaillé avec CMa,, la forme hermi-
tienne n’aurait pas été définie positive, ce qui nous aurait obligé a travailler avec un espace non
hermitien ; c’est possible, mais introduirait beaucoup de petites subtilités dans les propriétés et
leurs démonstrations. En pratique, nous démontrerons certaines propriétés pour des fonctions de
Doy, puis, quand c’est possible, les étendrons aux fonctions de CMo..

2.4 Projections orthogonales

Soient E un espace hermitien et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie n. Soit (e;)1<i<pn une
base orthonormée de F'. Alors la projection orthogonale sur F' est :

- { E — F
Yo = Yo (eiv)e;

On vérifie que T est & image dans F, vaut l'identité sur F et Ker(rr) = F*.

Proposition 2.5.
Soient E un espace hermitien et F un sous-espace vectoriel de dimension finie. Soit wp le projeté
orthogonal sur F. Alors :

> Pour tout vecteur u € E, le vecteur mp(u) réalise le minimum min,ep ||u — v||.



> Pour tout vecteur uw € E, le vecteur mr(u) est orthogonal au vecteur u—mp(u). En particulier,
2 2 2
[ull = llmr ()] + llu = 7 (W)

Attention : Ce paragraphe est essentiellement le seul endroit ot il faut faire attention a la définition
du produit scalaire hermitien. Si ce produit est antilinéaire & gauche, alors 7p = > 1" | (e;,-)e;. Sice
produit est antilinéaire & droite, alors 7p = > " | (-, €;)€;. Dans tous les cas, le vecteur de la base
doit apparaitre du coté antilinéaire de la forme hermitienne.

2.5 Une application : les polynomes de Legendre

On se place dans le cadre d’espaces vectoriels réels muni d’un produit scalaire. On choisit £ =
C([-1,1,R) et FF = Ry[X], vu comme espace de fonction polynémiales. L’espace E est muni du
produit scalaire

1
(frg) = /_1 f(t)g(t) dt.

Définition 2.6 (Polynomes de Legendre).
Les polynomes de Legendre (Py)n>0 constituent l'unique famille de polynomes réels tels que P, est
de degré n, P, (1) = 1 pour tout n et (P,) est orthogonale pour le produit scalaire ci-dessus.

Ainsi, (P,) est une base orthogonale de R[X] C E. A normalisation pres, (P, ..., P,) peut s'obtenir
en partant de la base (1,...,X") de R,[X] et en utilisant 'algorithme d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt.

En particulier, Py(X) =1, Pi(X) = X et Po(X) = %271 Le calcul des termes suivants est laissé
en exercice a la lectrice.

Application 2.7 (Algorithme de Gauss-Legendre [FGN-Ana3]).

Soit f:[—1,1] — R une fonction continue. Calculer l'intégrale de f, c’est calculer (Po, f). Si f est
polynomiale de degré n, il suffit de décomposer f dans la base (Py,. .., P,) de R,[X]. Sil’on fait cela
avec le produit scalaire, on n’est pas plus avancé : la définition de ce produit scalaire fait intervenir
Uintégrale de f, que l’on cherche a calculer! Cependant, on peut aussi procéder par interpolation :
lévaluation de f en un nombre fini de points (x;) permet de récupérer les coordonnées (ag, . . ., ay)
dans la base (Py, ..., P,), et l'intégrale recherchée est 2ay. Finalement, on peut trouver une formule
donnant l’intégrale de f comme combinaison linéaire de valeurs particuliéres de f.

Si f nest pas un polynéme, on peut utiliser la méme formule pour approcher lintégrale de f “a
Uordre n” ; cette fois-ci, il ne s’agira en général plus d’une égalité.
Par exemple, pour n = 2 : soient P(X) = aX? + bX + ¢ un polynéme de degré 1 et (ap,a1,az)

ses coordonnées dans la base (Py, Py, Py). On évalue P en -, 0 et —L, ce qui pemet de simplifier

3 V3’
quelques coefficients. Alors :

1 1 1 1 as
Pl—=)=a—=+a, P|——F)=—-a1—=+a, P(0)=—-——=+ao.
<¢§> VCR <\/§> 15 T PO =gt

En particulier, 2ag = P (—%) + P (%) est égal a lintégrale de P sur [—1,1]. Si f n'est pas un
polynome de degré 2, la formule f (—%) + f <%> fournit une approzimation “a l’ordre 27 de
fil f(t) dt. L’approximation “a l'ordre 17 est simplement 2f(0). L’approximation “a l’ordre 3" est
laissée en exercice.



Exercice 2.8.
Calculez

1
min / (et —at—b)2 dt.

a,beR2 J_q

Résolution de ’exercice : Soit F' = R;[X]. Le minimum est réalisé pour le projeté orthogonal de

la fonction exponentielle sur F. Or (%, %X ) est une base orthonormée de R;[X]. Ce projeté est
donc

1 3
T 5(1, el + 5(2&, ey,

et donc le minimum est réalisé pour les parametres a et b suivants :

1 M
a:2/ e! dt = sinh(1),

—1
3 [t 3
b:/ te! dt = =,
2 -1 e

3 Série de Fourier d’une fonction périodique

3.1 Définition des coefficients de Fourier

Définition 3.1 (Coefficients de Fourier).
Soit f € CMay. Pour tout k € Z, le k-iéme coefficient de Fourier (exponentiel) est le nombre

compleze L o |
ex(f) =5 | f(#)e™ ™ at.
Pour tout n > 0, les n-iéme coefficients de Fourier (trigonométriques) sont les scalaires
1 [2m 1 [2m

an(f) == — f(t)cos(nt) dt, by(f):=— f(t)sin(nt) dt,

m™Jo ™ Jo
et on posera de plus ag(f) := % O%f(t) dt et bo(f) =0.

Notons ey(t) := e™**. Alors (ex)rez est une famille orthonormée, et le coefficient c(f) n’est rien
d’autre que le projecteur (e, f).

Les choses sont légerement plus compliquées pour les coefficients a,, et b,. On veut écrire

+oo +o0
f@) =" an(f)cos(nz) + > bn(f)sin(nz).
n=0 n=1

Cependant, la famille (cos(nt)),>o U (sin(nt)),>1 est orthogonale, mais pas normée. Les coefficients
an(f) et by(f) sont donc égaux a

{cos(n-), f (sin(n-), f)

)
(cos(n-),cos(n-))’  (sin(n-),sin(n-))

respectivement. Or, pour tout n > 1, les fonctions cos?(n-) et sin?(n-) sont de moyenne 1/2 sur une
période, donc un facteur 2 apparait dans l'expression des coefficients a,,(f) et b,(f).
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Remarque 3.2.

1l arrive de travailler avec des fonctions dont la période n’est pas 2w. Dans ce cas, on peut faire
un changement de variables pour se ramener a des fonctions 2mw-périodiques, ou bien travailler
directement avec des séries de Fourier adaptées. Par exemple, si l’on s’intéresse aux fonctions L-
périodiques, on posera plutot

27t

L .
%U%zilgﬂwmedt

La théorie se développe se facon similaire. Le cas L = 1, en particulier, se rencontre souvent.

3.2 Propriétés élémentaires des coefficients de Fourier

Propriété 3.3.
Soit f € CMaoy. Pour tout n € N,

an(f) = len(f) +con()],  bu(f) = ilen(f) — c=n(f)];

enlf) = a"(f);ib”(f)’ c_n(f) = an(f)";ib”(f)‘

La donnée de (¢n(f))nez est donc équivalente a la donnée jointe de (an(f))n>0 et de (byp(f))n>1-

Propriété 3.4.
Soit f € CMay. Si f est paire, alors, pour tout n € N,

o) = enlf) = = 2 [ 0 costun) at, v =01
0

2 s
En particulier, si f est a valeurs réelles et paire, alors n — c,(f) est a valeurs réelles et paire.

Propriété 3.5.
Soit f € CMo,. Si f est impaire, alors, pour tout n € N,

Gn

Cn(f) = Cfn(f) =

;f) = jr/ow F(t)cos(nt) dt, by(f) = 0.

En particulier, si f est a valeurs réelles et impaire, alors n v c,(f) est a valeurs imaginaires pures
et 1mpaire.

L’avantage de travailler avec les coefficients réels est donc double :
> Si f est a valeurs réelles, alors les coefficients de Fourier aussi.
> Si de plus on dispose d’information sur la parité de f, alors on peut travailler seulement avec
les coefficients a,,(f) ou seulement avec les coefficients b, (f). Au lieu de travailler avec une
suite bi-infinie de nombres complexes, on utilise une seule suite de nombres réels. C’est le
cas, par exemple, de I’équation de la chaleur avec conditions au bord de Dirichlet ou de von
Neumann, et des travaux de Fourier.
Cependant, il y a divers inconvénients algébriques a utiliser les séries de Fourier trigonométriques :
utilisation de deux familles de fonctions distinctes, expression différente pour le terme constant,
normalisation différente, le fait que la dérivation échange ces familles... Pour ces raisons, nous allons
dans la suite travailler uniquement avec les séries de Fourier exponentielles.

Propriété 3.6.
Soient f € CMay et a € R. Posons f,(x) := f(x + a) pour tout x € R. Alors, pour tout k € Z,

ck(fa) = e*er(f).

11



Propriété 3.7.
Soit f € CMay. Pour tout k € Z,

cr(f) = c—k(f)-

Il faut savoir que ces propriétés existent, mais elles ne sont pas a connaitre par cceur; en effet, cela
conduirait vite a faire des erreurs de signe, et les définitions des coefficients a,,, b,,, ¢, peuvent varier
en fonction des sources. Afin de les démontrer, le lemme suivant 3 est tres utile :

Propriété 3.8.
Soit f € CMa,. Soit a € R. Alors

/0 7y dt = / T ar.

Démonstration.
Par la relation de Chasles,

a+2m 21 2m+a a
/a fo = [ 5 dt:/2 (1) dt—/o (1) dt:/ F(t+2m) — F(0)] dt = 0.

a
s 0

Nous n’allons pas démontrer toute les propriétés ci-dessus. Nous en donnons une en exemple :

Coefficients de Fourier d’une fonction paire.
Démontrons par exemple que ¢, (f) = c—,(f) si f est paire; les autres propriétés se traitent de fagon
similaire. Soit f € CMas, une fonction paire. Soit n € Z. Grace au petit lemme technique ci-dessus,

en(f) = — /7r et pydt= = [ emtpnyar= L [ ety dt=c o (f). O

T o . 2 J_, 2 J_,

3.3 Coeflicients de Fourier et dérivée

La transformée de Fourier échange régularité et décroissante a l'infini : plus f est réguliere, plus f
décroit vite a 'infini, et réciproquement, plus f décroit vite a Iinfini, plus f est réguliére.

Dans le cadre des séries de Fourier, on travaille avec des fonctions 27-périodique, dont la transformée
est une suite. Dans le cadre de fonctions 27-périodiques, il n’y a pas de notion de “décroissance a
Iinfini” ; de plus, il n’y a pas non plus de notion de régularité pour des suites. Il reste ’autre sens de
cette correspondance : plus f est réguliere, plus ses coefficients de Fourier décroissent vite & I'infini.

Ce principe est tellement robuste qu’il est fréquent, en analyse, d’inverser cette relation et de quan-

tifier la régularité d’une fonction & partir de la décroissance de ses coefficients de Fourier 4.

Propriété 3.9.
Soit f une fonction continue, C' par morceauz et 2m-périodique. Pour tout k € Z (respectivement
k>0, ouk>1),

cr(f') = iker(f), ar(f') =kbu(f), br(f') = —kar(f).

3. Facile a démontrer si on utilise la bonne astuce, mais peut étre pénible si on part du mauvais pied.
4. Ce qui mene, par exemple, aux définitions des espaces de Sobolev fractionnaires.
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Démonstration.
Nous allons le démontrer pour les coefficients de Fourier exponentiels uniquement. Soit f une fonction
C! et 2m-périodique. Soit k € Z. II suffit d’intégrer par parties :

2m
Ck(f/) _ /0 e—iktf/(t) dt
— [e_ikt f(t)Kr - / : —ike U F(t) dt
0

2T
=ik | —ike ™ f(t)d
i /0 ike " f(t) dt
:ikck(f).

Si f est seulement continue, C! et 27-périodique, les choses sont plus compliquées. Soit (ai)o<i<p
une subdivision de [0,27] et (g;) une famille de fonctions telle que chaque g; soit C! et coincide
avec f sur [a;, ;41| (notons que, par continuité de f, elle coincide avec g; aussi aux extrémités de
lintervalle). Alors

=0 g
p—1 : Qit1
=3 ([ o] = [T ke g a)
=0 @ i
= Z [6 kit g (o) — €_Zkaigi(04i)} + Z/f/ e ™ F(t) dt
i=0 0
= 3 [Tt flanen) = e (@0)] + iken(f)
=0
= chk’(f)v
les termes de la somme s’annulant deux a deux. O

Attention : Dans le contexte des séries de Fourier, la régularité d’une fonction est toujours a
comprendre comme la régularité de son extension 2m-périodique a R. En particulier, la fonction
x — x est peu réguliere : quand on I’étend périodiquement, elle est discontinue en chaque point de
la forme 27k, ou k € Z.

3.4 Décroissance a l’infini des coefficients de Fourier : fonctions continues par
morceaux

Soit f € CMa,. On peut controler de diverses fagons les coefficients de Fourier de f. D’une part,
ces coefficients sont bornés.

Proposition 3.10.
Pour tout f € CMaor etn € Z,

1 2w
1< 5 [l
Autrement dit, ||c(f)| < % [Filre

D’autre part, d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue, ces coefficients décroissent & I'infini.
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Proposition 3.11 (Lemme de Riemann-Lebesgue).
Pour tout f € CMay,
lim ¢,(f)=0.

n—+oo

On dispose enfin dans ce cadre d’un lemme plus fort que le lemme de Riemann-Lebesgue, 'inégalité
de Bessel.

Proposition 3.12 (Inégalité de Bessel).
Pour tout f € CMa,,

c 2 1 o 2
S Jenl )2 < /0 FO? dt.

2
nezZ

Autrement dit, ||c(f)]ly < || flly, ot la norme ||-||4 est associée au produit scalaire hermitien utilisé
Jusqu’a présent (c’est-a-dire avec un facteur % devant l'intégrale).

Démonstration.

Soit f € Day,. Soit N > 0. Posons Sy (f) := ZiV:_N ck(f)ex. Alors Sy(f) est le projeté orthogonal
de f sur Vect(e_n,...,en). En particulier, f — Sy (f) et Sy(f) sont orthogonaux, donc, par le
théoreme de Pythagore,

1SN () + (f = SN (DI = IS8 (DIl + [1f = Sn (Al
115 = 11Sn ()13 -

Or, encore par le théoreme de Pythagore, |Sx(f)]3 = Soh__n lex(f)]?. Tl reste & faire tendre N
vers +o0o pour obtenir le résultat souhaité. Si f € CMa,, soit g € Da, la fonction qui coincide avec
f sauf éventuellement en un nombre fini de points. Alors 'inégalité de Bessel est vraie pour g, et

on peut remplacer g par f dans toutes les intégrales sans en changer la valeur. O

L’inégalité de Bessel entraine ici le lemme de Riemann-Lebesgue. Elle implique aussi que la suite
(¢n(f))nez soit bornée, méme si la borne obtenu est moins bonne que la borne naive 5- f027r |f(t)] dt.
L’inégalité de Bessel sera bientot remplacée par un résultat plus fort, mais plus subtil et plus difficile
a démontrer : l'identité de Parseval.

Si 'on travaille avec les séries de Fourier trigonométriques, 'inégalité de Bessel s’exprime sous la

forme suivante :
27

i+ 3 2 lonlNE+5 S NP < 5o [ IR0R at

neN neN

Pour retrouver les coefficients dans ce cas, le plus simple est d’écrire 1'égalité avec f(z) = cos(nz),
et ap(f) =1 (de méme avec la série des sinus).

Exemple 3.13.

La suite b, = ﬁ n’est pas série de Fourier trigonométrique d’une fonction continue par morcequc.
+oo sin(nz)
n=1 /n
Remarque 3.14.
La premiére borne et l'inégalité de Bessel se généralisent en les inégalités de Hausdorff- Young® :
pour tout p € [2,4+00], et posant q := p%l (de telle sorte que % + % =1),

(Z Icn(f)p>; < (;ﬂ /0 ok dt>;

neZ

La suite converge néanmoins simplement.

5. Completement hors programme, cela va sans dire; il s’agit cependant d’un bel exemple d’inégalité obtenue par
interpolation.
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La premiere inégalité correspond au cas p = 400 (et ¢ =1), et l'inégalité de Bessel au cas p =2 (et
qg=2).

3.5 Décroissance a l’infini des coefficients de Fourier : fonctions C*

Si f est de classe C*, on peut coupler la partie précédente & I’expression explicite des coefficients de
Fourier de f’ en fonction de ceux de f. Par exemple, le lemme de Riemann-Lebesgue devient :

Proposition 3.15.
Pour toute fonction f de classe C* et 2r-périodique,

cn(f) =xo00 O(nik)-
En particulier, si k > 2, alors la suite (cy(f))nez est sommable.

Démonstration.

en(fP) = (in)fen(f) = o(1). O

Remarque 3.16.
On peut affaiblir trés légerement les hypothéses. Cette proposition s’applique en fait auzr fonctions
de classe CF=1, C* par morceauz, et 2m-périodique. Cette généralisation est rarement utile.

L’inégalité de Bessel devient :

Proposition 3.17.
Pour toute fonction f de classe C* et 2m-périodique,

2
2k )2 < k) (1112
S DR < o [ 1r0wE ar
T
neZ
Cette inégalité reste valable si f est de classe C*=1, C* par morceaus, et 2m-périodique.
Cette derniere inégalité est particulierement intéressante couplée a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Proposition 3.18.
Pour toute fonction f continue, de classe C' par morceauz et 2w-périodique,

27
> el )] < leolf |+\// (t)[* dt.

neZ

En particulier, (c,(f)) est sommable.

On a amélioré I'estimation donnée par le lemme de Riemann-Lebesgue, qui demandait que f soit
de classe C2.

Démonstration.
On calcule :

D lenlNI= D lealHllnlinl ™

neZ neZ
n#0 n#0
< E len(f)[?n? - g n-
nezZ nezZ
n#0 n#0

27
\/%/ (B2 dt - 2¢(2).
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Le calcul de ¢(2) = %2 est non élémentaire, mais une application classique de 1’égalité de Parseval.
O

Cette propriété est utilisée par exemple pour démontrer le développement eulérien

cos(mzx) 1 22X 1
cotan(nz) = ——< = —+ — » ———.
sin(rz)  wx W x4 —n
n=1
Remarque 3.19.
Un théoréme plus général et plus difficile affirme que, si f est lipschitzienne et 2mw-périodique, alors
(cn(f))nez est sommable. Voir [Moi, Développement C6, p.166].
Ce critére n’est pas encore le plus général®, et meéne & une variété de résultats plus ou moins
difficiles, et tous allegrement hors programme. Par exemple, si f est a-holdérienne pour un certain
a > 1/2, alors (cn(f))nez est sommable (le théoréme mentionné précédemment correspond au cas

a=1). De méme si [ est a-hdldérienne pour un certain o > 0 et a variation bornée.

4 Reconstruction du signal

4.1 Position du probleme

Soit f € CMaoyr. Le but initial est d’écrire
F=> erlf)ex
keZ

Avant toutes choses, il faut savoir en quel sens cette somme converge. Dans ce qui suit, on posera

N
SNn(f) = Z i (f)ek-
k=—N
Pour tout f € CMs,, tout t € R et tout n > 0,
Sal(£)t) = D ()™ =ao(f) + Y lag cos(kt) + by sin(kt)]
k=—n k=1

Ce que l'on dit pour les séries exponentielles reste valable pour les séries trigonométriques.

Remarque 4.1.
On parle aussi de noyau de Dirichlet appliqué o f. Il y a en effet un produit de convolution qui
se cache! En effet, pour tout N > 0,

N 1 2 ' ‘
SN(f) (:C) = Z % / f(t)e—zkt dt - 62kx
k=—N 0

27 1 N

_ - ik(z—t)
i f#t)5- d e dt

k=—N

2w

= [ [f(O)En(z—t)dt, (6)
0

- 1
ou Kn(y) = W On pourra comparer la formule (6) avec celle définisant un produit de

convolution sur R. Appliquer Sy a f a consisté finalement o appliquer une version du produit de
convolution adapté aux fonctions 2mw-périodiques.

6. L’espace des fonctions de coefficients de Fourier sommables est appelé algebre de Wiener.
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Par construction, pour toute partie finie J C Z,

> erlfex

keJ

= le(H)I*.

2 keJ

Par conséquent, soit N >0 et m > ¢ > N. Alors

n +o00
1Sm(£) = Se(H3 = D (IeelHP +ler(HI) <> (er(HI* + le—u(H)?) -
k=0+1 k=N

Par I'inégalité de Bessel, le membre de droite converge vers 0 quand N tend vers +oo. La suite
(Sn(f))N>0 est donc de Cauchy pour la norme ||-||,.

Le probleme, c’est que CMa, n’est pas complet pour la norme |||, ; on ne sait pas si (Sv(f))nen
converge vers une fonction continue par morceaux. Si ’on essaie de compléter C Mo, on sera assuré
que (Sn(f))nen converge vers une classe d’équivalence de suites de Cauchy de fonctions continues
par morceaux ; mais il n’est pas du tout évident qu'un tel objet est une fonction! En pratique, il
faut utiliser la théorie de la mesure pour construire des classes de fonctions suffisamment larges
pour contenir ces limites ; en encore, la limite ne sera pas exactement une fonction, mais une classe

d’équivalence de fonctions .

Au niveau auquel sont introduites les séries de Fourier, on ne dispose pas de ces outils. Il va donc
falloir se satisfaire d’autres formes de convergence. Les modes de convergence connus sont :

> La convergence simple;

> La convergence uniforme.
Nous allons nous concentrer essentiellement sur le second mode de convergence.

4.2 Convergence uniforme des polynomes trigonométriques

La convergence uniforme est plus important que la convergence simple, car elle permet de faire
passer des propriétés importantes (en particulier la continuité) a la limite. L’outil principal sera la
proposition (évidente) suivante :

Proposition 4.2.
Soit (cn)nez une suite sommable, c’est-a-dire telle que Y, 5 |cn| < 4-00. Alors la série de fonctions

§ :Cnemt
neZ
converge normalement, donc uniformément. En particulier, la série ainsi définie est continue.

On vérifie de plus que, dans ce cadre, les coefficients ¢, sont bien les coefficients de Fourier de la
série :

Proposition 4.3.
Soit (cn)nez une suite sommable, c’est-a-dire telle que ), - |cn| < 4o00. Soit g 1= Y 5 cnen.
Alors cn, = cp(g).

Démonstration.
Il s’agit d’une interversion somme-intégrale, possible grace au théoreme de Fubini :

2
Z/ ‘ckemte_lkt‘ dt <27 Z len| < 400,
0

nezZ nez

7. Voir la définition des espaces de Lebesgue L?([0, 27]).
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donc :

27
ck(g) = Z/ cnete M dt = ¢, O
nez 9

4.3 Théoréme de Parseval

Un des théoremes les plus importants de théorie de Fourier est le théoreme de Parseval, et la
formule de Parseval qui en découle :

Théoréme 4.4 (Théoreme de Parseval).
Pour tout f € CMay,

f=> ealflen

k=—n

Théoréme 1 (Formule de Parseval).

Pour tout f € CMoy, )
2 _ 1/ T2
>l = 5= [ 1P

nezZ

Ce théoreme a deux applications tres importantes :
> Garantir la convergence du processus de reconstruction vers la fonction initiale ;
> Fournir un nombre remarquable d’identités extrémement utiles.
Le deuxieme point se manifestera dans les développements. Attardons-nous sur le premier.

Nous allons avoir besoin de plusieurs résultats intermédiaires. Nous admettrons le premier :

Proposition 4.5.
L’espace des polynomes trigonométriques de période 2w est dense, pour la norme ||-|| ., dans Uespace
des fonctions continues de période 27.

Il s’agit d’une proposition difficile, analogue a la densité des polynémes dans les espaces de fonc-
tions continues. On peut procéder de différentes facon ; avec des criteres généraux de densité dans les
espaces de fonctions continues (généralisations du théoreme de Stone-Weierstrass), des suites appro-
chantes explicites [FGN-Ana2, Exercice 4.29], ou encore en appliquant astucieusement le théoreme
de Stone-Weierstrass. Ces approches dépassent tous le cadre de ce cours.

Proposition 4.6.
L’espace des polynémes trigonométriques de période 2m est dense, pour la norme ||-||y, dans CMay.

Démonstration.
Soit f € CMar et € > 0. Soit (o)i<i<p une subdivision adaptée a f. Soit 6 > 0 tel que 20 <
min;{a;+1 — o, }. Soit g la fonction qui interpole linéairement f sur chaque intervalle [a; — 6, o + 9].
Alors :

> lg(t) — F(8)] < 2|, pour tout ¢ € Uyfo — 5,0 +9];

> g(t) = f(t) en-dehors de ces intervalles.

Par conséquent,
1 2

20

o [ le® = f@Fdt<p- -2 fll0)*
7 Jo 2

et donc || f — g||, < %\/5 || f|| oo. Si 6 est suffisamment petit, la fonction g est telle que || f — g, < €.

Soit P un polynéme trigonométrique tel que ||g — P, < €. Alors ||g — P||, < ¢, donc | f — P||, <
2¢. Cela termine la démonstration de la proposition. ]
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Démonstration du théoréme de Parseval.
Soit f € CMar. Soit € > 0. Soit P un polynome trigonométrique tel que || f — P||, < e.
On calcule alors :

1SN (f) = Flla < IS8 (f = P)lla + IS8 (P) = Plly + 1P = £l

One sait que ||P — f||, < €. De plus, si N > deg(P), alors Sy(P) = P. Enfin, par I'inégalité de
Bessel,
IS8 (f = P)lla < IIf = Plly <e.

Donc, ||[Sn(f) — fll; < 2¢ pour tout N > deg(P). Ceci termine la démonstration du théoreme de
Parseval. O

L’identité de Parseval en découle car, par conséquent,

N +o00
1115 = Jim_ISx(OIE = Jim_ 3 lathP = 3 lath)P

Remarque 4.7.

L’inégalité de Bessel repose uniquement sur le fait que la famille (e, )ncz est orthonormée, et donc
libre. L’inégalité de Bessel reste donc vraie, par exemple, pour (¢n(f))n>0, alors que la formule de
Parseval est fausse dans ce cadre.

Le théoréme de Parseval affirme, en un certain sens, que (en)nez est une base de Doy : ces vecteurs
engendrent, en un certain sens®, toutes les fonctions de Day.

Remarque 4.8.
Plus généralement, le théoreme de Parseval affirme non seulement une égalité de normes, mais
aussi une éqgalité de produits scalaires hermitiens. Pour tous f, g € CMay,

2w

> enlf) - enlo) = 5 [T gt0) .

nez

4.4 Convergence uniforme des séries de Fourier

Gréce a cela, on peut vérifier la convergence des séries de Fourier de f vers f :
Corollaire 4.9. Soit f une fonction continue, C' par morceauz, et 2w-périodique. Alors
int
F&) = ealf)e™,
nez
ot la convergence de la série est uniforme.

Démonstration.
Soit g la limite uniforme de cette série trigonométrique. Alors

li — —
N 1SN (f) = glloe =0,

donc limy 100 [|SN(f) —glls = 0. Or limy—4o0 ||SN(f) — fll; = O par le théoréme de Parseval,
donc f =g. O

Remarque 4.10.

Si f nest pas assez réguliere, il est tout a fait possible que ses coefficients de Fourier ne soient pas
sommables et que S, (f) ne converge pas vers f partout (voire, en travaillant avec des fonctions trés
peu régquliére — moins réquliéres que CMayr — qu’elle ne converge vers f nulle part!).

8. Pas au sens algébrique : I’ensemble des combinaisons linéaires finies des e, est, par définition, l’espace des
polynoémes trigonométriques. Il faut plutét regarder du coté des bases hilbertiennes, ce qui suppose de travailler dans
L2([0, 27]).
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4.5 Convergence simple

Si f n’est pas continue, alors f n’est pas limite uniforme de sa série de Fourier. Les théorémes sont
dans ce cadre plus difficiles a obtenir. Mentionnons :

Theorem 4.11 (Théoréeme de Dirichlet).
Soit f € Day une fonction C* par morceaus. Alors la série de Fourier (Sn(f))n>o converge simple-
ment vers f.

Remarquons que, si f € CMa, et C! par morceaux, alors (Sy(f))n>0 ne converge pas nécessairement
partout vers f : en chaque point de discontinuité «, cette série converge vers
hmx—)a‘ f(SU) + hmx—mﬁ' f(SC)
5 :
Le théoreme de Dirichlet peut se généraliser aux fonctions a variation bornée (théoréeme de Jordan).

5 Développements possibles

Voir la feuille de TD jointe pour une liste de développements. Nous nous limiterons ici a une liste
non exhaustive de développements possibles, qui nous semblent particulierement intéressants :
> Calcul des valeurs de la fonction ¢ aux entiers pairs (¢(2), ((4), etc. ; éventuellement, lien avec
les nombres de Bernoulli) ;
> Equation de la chaleur, si possible sur le cercle pour éviter les difficultés techniques liées aux
conditions au bord ;
> Développement de la fonction cotan, éventuellement suivi de ’écriture du sinus en produit
infini du a Euler;
Inégalité de Wirtinger et inégalité isopérimétrique;
Phénomene de Gibbs;
Critere de Weyl (équirépartition de progressions arithmétiques modulo 1) ;
Formule sommatoire de Poisson...

v VvV vV V

6 Références

Pour le contenu du cours : beaucoup de livres ont une présentation trop superficielle au niveau exigé
pour l'agrégation, ou bien trop technique. Je conseille en premier lieu :
> [RW] : Mathématiques Tout-en-un pour la Licence. Ramis, Warusfel est une excel-
lente référence sur le sujet, et celle que je conseille en premier lieu. Ce livre est disponible en
version numérique aux oraux de ’agrégation.
> [Ska] : Analyse. Skandalis. est elle aussi trés bien pour le cours, plus limitée pour les
développements.
[Dan] : Mathématiques pour l’agrégation interne. Analyse et probabilités. Dantzer et
[QZ] : Analyse pour l’agrégation. Queffélec, Zuily sont deux autres références tres correctes
sur le sujet.
Remarquons que, si ’article sur les séries de Fourier de Wikipedia manque d’énoncés mathématiques
précis et adaptés, il reste un bon texte d’introduction.
Pour les développements, on regardera en particulier :
> [FGN-Ana2| : Exercices de mathématiques des oraux de l’Ecole Polytechnique et
des Ecoles Normales Supérieures. Analyse 2. Francinou, Gianella, Nicolas. Beau-
coup d’exercices techniques n’ont pour but que de tester les compétences techniques des can-
didats. Ceci dit, ce livre contient quelques perles, qui ont 'avantage d’énoncés courts et de
corrections (souvent) rigoureuses.
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> [Moi] : Suites et séries de fonctions. Moisan, Vernotte, Tosel. On y trouve beaucoup
de développements intéressants, que 1’on peut presque choisir a I'aveugle.
D’autres références peuvent aussi étre tres utiles. Des développements possibles et les références
associées sont détaillés dans la feuille d’exercies jointe.
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