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Dans toute la lecon, K désigne R ou C.

1 Séries formelles

Un polynoéme sur K est une suite d’éléments de K n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls.
Formellement, P = (ag, - ,an,0,---). On peut aussi écrire P(X) = >}, ap X", mais 13 encore, il
ne s’agit que d’une écriture formelle.

Une série formelle sur K est une suite d’éléments de K. On note la suite (a,) par f(X) =
f{:(’) an,X"™. En particulier, les polynomes sont les séries formelles n’ayant qu'un nombre fini de

termes non nuls.

A un polynéme P(X) = S h_oarX* on associe la fonction polynéme P(z) = S_7_,arz¥, qui est

bien défini car il n’y a qu'un nombre fini d’opérations. Il faudrait en général distinguer le polynéme

de la fonction polynome. Cependant, quand K est infini, le polynéme est déterminé par la fonction

polyndéme associée, ce qui fait que les abus de langage ne sont pas (trop) dommageables.

On ne peut cependant pas a priori associer a une série formelle f(X) = :i% an,X™ une fonction
flz) = :{i% a, 2" : il faut pour cela que la somme soit convergente.

2 Rayon de convergence

2.1 Définition

Une telle série converge toujours pour z = 0.

Si a, = 1 pour tout n, on reconnait une série géométrique qui converge si et seulement si |z| < 1.

Définition 2.1.

Soit (an)n>0 une suite d’éléments de K. Alors le rayon de convergence de la série %

0 Qn 2" est

R :=sup{r >0, (apr")n>0 est bornée} € Ry U {+o0}.

Remarquons qu’avec cette définition, (a,r™)n>0 est bornée pour tout r < R; autrement dit, I'en-
semble {r >0, (ap7™)n>0 est bornée} est un intervalle.

D’autres définitions sont équivalentes, par exemple R = sup {r >0, Z:ﬁ% anr™ < —i—oo}. Montrer
I’équivalence de ces définitions n’est pas si difficile, mais reste un peu long; il faut choisir une
définition et s’y tenir.

2.2 Disque de convergence

Proposition 2.2.
Soit :{i% an2"™ une série entiére de rayon de convergence R.
> 51t R =0, alors la série ne converge que pour z = 0.
> Si R = +00, alors la série converge pour tout z € K.
> Si0<R< 400 :
> Si|z| < R, la série converge absolument.
> Si|z| > R, la série diverge grossiérement.

Démonstration.
Soit z € K. Si Y% a,2" converge, alors nécessairement |a,||z|” est bornée, donc |2| < R. En
particulier, si R = 0, la série ne converge que pour z = 0; et si R € R’ et |z| > R, alors |a,2"| est

non bornée, donc la série correspondante diverge grossierement.



Il ne reste qu’a montrer la convergence pour 0 < |z| < R. Soit r € (|z|, R). Alors la suite |a,|r"™ est
bornée ; soit M son maximum. Alors

Z|anz|<2|an\7“< ><MZ< > 7"]\—47!;:\

donc la série converge absolument. O

On a montré plus : pour tout 7 < R, la série converge normalement sur B(0,7). La fonction
Z Zn o anz™ est donc continue sur B(0,r) pour tout r < R, donc sur B(0, R). Il s’ensuit :

Corollaire 2.3.
Une série entiére de rayon de convergence R est continue sur B(0, R).

La convergence sur le cercle |z] = R est beaucoup plus délicate, et sera développée dans la partie
dédiée Comportement au bord du disque de convergence.

2.3 Criteres de convergence

Il existe une formule générale permettant de calculer le rayon de convergence d’une série (critere da
a Hadamard) :

Proposition 2.4.

R=—, ou X\ = limsup |a,|» = hm sup |a k 1
A\ - P ‘ n‘ n p ’ k’ ( )
On utilise ici la conventzon =400 et =0.

Démonstration.
Les cas particuliers A € {0, 400} se traitent a part. A est I'unique réel tel que :

> pour tout g > A, il n’existe qu'un nombre fini d’entiers n tels que |a,| > p".

> pour tout p < A, il existe un nombre infini d’entiers n tels que |a,| > p".
Sir > %, alors 1/r < A, donc il existe un nombre infini d’entiers tels que |a,| > r~™". Mais alors, il
existe un nombre infini d’entiers tels que |a,r™| > 1, donc la suite de terme général a,r™ n’est pas
bornée. Donc r > R. Ceci étant vrai pour tout r > %, on obtient % > R.

Sir < R, alors 1/r > A, donc il n’existe qu’un nombre fini d’entiers tels que |a,| > r~". Mais alors,
la suite de terme général a,r™ est bornée, donc r < R. Ceci étant vrai pour tout r < %, on obtient
1

+ < R. O
>\ —

On retrouve aussitot le critére de Cauchy : si la limite A\ = lim,, 1 o \an]% existe, alors R =1/\.

On retrouve ensuite le critére de d’Alembert : si les a, sont non nuls et si la limite A =
limy, 4 o0 |ant1/an| existe, alors R = 1/\.

En pratique, le critere général est hors programme. On présentera donc la définition, les regles de
d’Alembert et de Cauchy. Cependant, il faut savoir démontrer directement ces regles! De plus, ces
deux derniers criteres, contrairement au premier, ne couvrent pas tous les cas possibles ; ce ne sont
pas des conditions nécessaires. Si la série Z:{i% anz™ a un rayon de convergence de 2, on ne
peut pas en déduire que lim, 4o |an\% = 1/2. On peut seulement en déduire que si cette limite
existe, alors elle vaut 1/2.

D’autres criteres plus simples, mais ne traitant que de cas particuliers, existent :
> Si (anr™)n>0 est bornée, alors r < R.



> Si (anr™)n>o diverge, alors r > R.

> Si a,r™ = O(n%) pour un certain a € R, alors R > r.

> Si|a,|r™ > Cn® pour des constantes C, o € R, alors R < r.

> Si a, ~ by, alors R(a) = R(b) (sans contrainte de signe!) : en effet, a,r™ ~ b,r™ pour tout r,
donc (a,r™) est bornée si et seulement si (b,r™) Pest.

2.4 Exemples variés

La série Z:ﬁ% z" est une série géométrique de raison 1. Elle est de rayon de convergence 1, et diverge
en tout point du cercle unité.

La série ZI:E) % est de rayon de convergence 1. Elle diverge en z = 1, et est convergente en tout
autre point du cercle unité.

La série Zz:(’) Z—Z est de rayon de convergence 1, et converge absolument sur le disque fermé B(0, 1).

La série ZZS& cos(n)z" est de rayon de convergence 1. Cependant, le critere de d’Alembert ne

s’applique pas. L’application du critere de Cauchy est faisable, mais utilise des outils tres largement
hors du programme de ’agrégation.

La série exponentielle :{:8 fTT,L est de rayon de convergence infini (régle de d’Alembert).

Les criteres de d’Alembert et de Cauchy ne s’appliquent pas & la série Z:ﬁ% cosh(n)z?"; en effet,
la suite associée est az, = cosh(n) et az,y1 = 0. Pour cela, on fixe » > 0. On sait que cosh(n)r?" ~

np2n . , .y ;o A . .
£ ; ; ces suites étant positives, les séries correspondantes sont de méme nature. En particulier, la

L (o . . _1 _1
série de terme général cosh(n)r?® converge si et seulement si 7 < e"2. Donc R = e 2.

La série 7% 22" se traite de la méme fagon. La suite associée est lacunaire (a, = 1 si n est une
puissance de 2, et 0 sinon). En utilisant la méthode précédente, on montre que R = 1.

De méme, la série Z:ﬁ%(n!)zw a pour rayon de convergence 1. On pourra utiliser le critere de
d’Alembert & la suite ((n!)r2").

Soit ag, = 2" et agn4+1 = 3". La encore, les critéres de d’Alembert et de Cauchy ne s’appliquent pas.
Cependant, pour tous r > 0, la série Z:i% an,r™ converge si et seulement si les deux séries extraites
S 2 et YT 37027 convergent. On trouve un rayon de convergence R = min{1/v/2,1/v/3}
1/4/3.

Terminons par un exemple plus exotique, qui mobilise le critere de Cauchy. Soit A € My (C) et
1 <1i,7 <N.Alors [(A");] < [|A™]| pour tout n. Or lim,, 4o |A™||*™ = p(A) est le rayon spectral !
de A, donc la série > 20 ||A"|| 2" a rayon de convergence p(A)~!, donc la série > 20 (A");;2" a
rayon de convergence au moins p(A)~!.

3 Comportement au bord du disque de convergence

La convergence de la série en un point du bord du disque de convergence est un probleme difficile,
et peut facilement étre lié a des probléemes ouverts. Commencons par deux criteres élémentaires :

Propriété 3.1.
. J,-oo s DY
Soit Y20 anz™ une série entiére de rayon de convergence R € R o
> Si ;::6 |an|R™ < 400, alors la série converge normalement sur B(0, R), en en particulier
est continue sur ce disque fermé.

1. C’est-a-dire le plus grand module d’une valeur propre de A



> St la suite (apR™)pn>1 ne converge pas vers 0, alors la série diverge sur tout le bord du disque
de convergence.

Une condition suffisante assez utile est donnnée par le théoreme d’Abel.

Théoréme 1 (Critere d’Abel).
Soit Z:i% apz" une série enticre de rayon de convergence R € R’ . Supposons que la suite
(anR™)n>0 soit positive, décroissante et converge vers 0. Alors la série Z:{i% anz™ converge pour

tout z € B(0, R) \ {R}.

Une fois que l'on sait que la série converge en un point du cercle, on a un résultat de continuité
partielle. Ce résultat est particulierement intéressant pour identifier la valeur prise par la série en
ce point.

Theorem 3.2 (Théoreme d’Abel radial).

Soit 3218 a,,2™ une série entiére de rayon de convergence R < +oc. Soit zy € C tel que |20| = R. Si
la série Zzi% anzy converge, alors elle converge uniformément sur le segment [0, zo]. En particulier,
cette série est continue sur le segment [0, o).

Attention : En particulier, si z — zg le long du segment [0, zo], alors f(z) converge vers f(zp). Ce
théoréme se généralise : si z — zp en restant dans certains cones, alors f(z) converge vers f(zp). Il
est en général faux que f(z) converge vers f(zp) sans restriction sur le chemin choisi pour approcher
zg. Ceci étant dit, ce probleme ne se pose pas pour des séries réelles.

n BN 7 .
Exemple : On verra que In(1 —2) = — 31> “-. Cette derniere série a un rayon de convergence

égal a 1, et converge en —1 (par exemple en tant que série alternée). Par conséquent,

~— (=t X g
Zl = lim Zl —= xlgr_llln(l —z) =1In(2).
n= n=

De méme, on montre que

+oo (_1)nx2n+1

Sy limn arctan(z) = arctan(1) = -
= lim ————— = lim arctan(x) = arctan(1l) = —.
2n +1 z—1 2n+1 z—1 4
n=0 n=0

Attention : Le critere d’Abel ne fait qu’effleurer la grande diversité des comportements possibles.
D’autres séries n’admettent pas de prolongement par continuité au cercle, ou méme sur un arc de
cercle, bordant le disque de convergence. C’est le cas par exemple des séries lacunaires (contenant
des suites arbitrairement longues de 0). Par exemple, la fonction f(z) = z;ﬁ% 22" tend vers +o0
quand z — 1 radialement. Mais cette fonction satisfait I'identité f(z) = 1+ f(22), donc f(z) tend
vers +oo quand z — —1 radialement. Par récurrence, on montre que f(z) tend vers +oo quand

2mi . N . - .
z — e 20 radialement, ou k et ¢ sont des entiers positifs. L’ensemble de ces points est dense sur
le cercle unité. Pire, on peut trouver d’autres points vers lesquels f converge radialement vers —oo,
ou ne converge pas radialement !

Exercice 3.3. .
Etudier le comportement des sommes Zg;ol 22" pour z = j := e3 , puis de f(2) quand z tend
radialement vers j. En déduire qu’il existe un ensemble dense de directions sur lesquelles f(z)

convergeQ vers —oQ.

2. Attention : il s’agit ici d’une suite de complexe convergeant vers le —oo réel. En quel sens peut-on dire cela ?



4 Opérations sur les séries entieres

On veut définir des opérations entres séries entieres : somme, produit, dérivée, primitive, composi-
tion... La stratégie est la suivante :
> Comme pour les polyndémes, on définit ces opérations au niveau des séries formelles.
> On verifie ensuite que ces opérations ont l'effet attendu au niveau des fonctions, en se restrei-
gnant a des disques de convergence raisonnables.

Remarque 4.1.
On verra que, si f(z) = >0
pour tout N > 0, on a un développement limité Zfl\;o anz™ + O(z"Y) 4 l'ordre N de f.

anz™ est une série entiére de rayon de convergence R > 0, alors,

Or les opérations usuelles, sauf la dérivation, sont bien définies pour des développements limités :
somme, produit, inverse, primitive, composition... En effet, pour obtenir le résultat a l’ordre N d’une
telle opération, il suffit de connaitre les développements limités de départ a l'ordre N. En particulier,
chaque coefficient du résultat ne dépend que d’un nombre fini de coefficients des fonctions de départ.

Par exemple, si f(X) =312 a, X" avec ag =0 et g(X) =320 b, X", alors

+oo +o00 n
go f(X) = an (Zaka>
n=0 k=1
=by+biar X + (b1a2 + bga%)XQ + (b1a3 + 2bsaas + b3a:1'))X3 + -

Comme avec les développements limités, les premiers termes de g o f(X) ne dépendent que des
premiers termes de f et de g, donc s’expriment comme fonctions des coefficients sans que la question
de la convergence se pose. On peut méme définir des opérations non disponibles pour les polynomes ;

par exemple, si ag = 0 et a; # 0, alors f(X) = Tfi% an X™ admet un inverse formel, c’est-a-dire

une série formelle g(X) = Z:j’) b, X™ telle que go f = fog =id. D’autres opérations existent qui

n’ont pas d’interprétation fonctionnelle aussi simple.

4.1 Multiplication par un scalaire et somme

Proposition 4.2.

Soient f(2) = Y120 anz" et g(z) = Y12 b,2" deur séries entiéres de rayons de convergence
respectifs Ry et Ry et A € K.
Soit h = :i%(an + Abyp)z"™. On note Ry, son rayon de convergence. Alors :

> Ry > min{Rf,Rg}.
> Si Ry # Ry et A #0, alors R, = min{Ry, Ry}.
> Pour tout z € B(0,min{Ry, Ry}), on a h(z) = f(2) + Ag(2).

Démonstration.

Commencons par le premier point. Soit r < min{R, R,}. Alors les suites (a,r") et (b,r™) sont
bornées, donc la suite ((a, + Aby,)r™) aussi, donc r < Rp. En faisant tendre r vers min{R¢, Ry}, on
obtient min{R¢, Ry} < Ry,.

Supposons maintenant que Ry # Ry et A # 0; sans perte de généralité, supposons que Ry < Ry
et montrons que R, = Ry. Soit Ry < r < Rg4. Alors la suite (a,r™) diverge et la suite (b,r") est
bornée, donc la suite ((a, + Ab,)r™) diverge, donc Rj, < r. En faisant tendre 7 vers Ry, on obtient
Rj, < Ry. Or on sait déja que R, > Ry, donc Rj, = Ry.

Enfin, si [z| < min{Ry, Ry}, alors les trois séries convergent, donc I’égalité suit. O



4.2 Produit de Cauchy

Définition 4.3 (Produit de Cauchy).
Soit Z;:i% a, X" et Z::(’) by X™ deux séries formelles. Leur produit de Cauchy est la série formelle
de terme général cn := Y ;_ Apbp—p.

Proposition 4.4. Soient f(z) = Y120 an2" et g(z) = Y120 b,2" deus séries entiéres de rayons

de convergence respectifs Ry et Ry et A € K.

Soit h := :Lri% 2", ot (cn) est le produit de Cauchy de f et g. On note Ry, son rayon de conver-
gence. Alors :
> Ry, > min{Rys, Ry}.

> Pour tout z € B(0,min{Rs, Ry}), on a h(z) = f(2)g(2).

Démonstration.
Soit 7 < min{Ry, Ry}, de telle sorte que les séries Y120 |a,|r™ et S 120 |b,|r" convergent. Soient
N >0et z€ B(0,r). Alors

N N N
chzk — (Z akzk> (Z bkzk>‘ = Z akbgzk'M — Z akbgz’”f
k=0 k=0 k=0

k<N kO<N
k+i<N
< D ag| [l
k<N
k+i>N
= 3 Jalbd ST faul e
k<N/2 N/2<k<N
N/2<t<N (<N
k+¢>N k+0>N
[NV/2] +o00 N 4o
(S [ 3 ) + <ZW> S
k=0 ¢=[N/2] =0 k=[N/2]
+oo +oo +0o +oo
< (Z]aklrk> Z lbe|rt | + <Z]bdr€> Z |ag|r*
k=0 0=[N/2] £=0 k=[N/2]
Or les limites des restes sont nulles :
“+00 —+o00
1i C_ k _ '
NHHJrrloo Z ‘be|7’ NLHJrrloo Z ‘ak‘r 0
¢=[N/2] k=[N/2]
Donc
N N N
i kE k k|
N—1>I—I&—1<>o chz < agz ) (Z brz 0,
k=0 k=0 k=0

c’est-a-dire que la série entiere h converge sur B(0,7) vers f(2)g(2).

En particulier, R, < r. En faisant tendre r vers min{R, Ry}, on obtient min{R;, Ry} < Ry,. O

Attention : Méme si Ry # Ry, en général, on n’a pas R, = min{Ry, Ry}. Regarder par exemple le
produit de 1= et de (1 — z).



4.3 Série dérivée
Définition 4.5.
Soient >0 a, X™ une série enticre. La série dérivée est 3 2% (n + 1)an1 X"

On peut de méme définir des séries dérivées successives; pour k > 0, la k-ieme série dérivée a pour

coefficients ( )
n-+kK)!
(n + 1) e (n + k)anJrk = TanJrk-

De méme, on définit des primitives formelles.

Proposition 4.6.
Une série et sa série dérivée ont le méme rayon de convergence.

Par conséquent, une série et ses dérivées k-ieémes, k > 0, ont aussi le méme rayon de convergence.

Démonstration.

Soit R le rayon de convergence d’une série entiere Z:{S& anz" et R’ le rayon de convergence de la
série dérivée.

Soit r < R. Supposons que R < +oc. Alors vVRr < R, donc la suite (a,4+1(vVRr)") est bornée, de
méme que la suite ((n + 1)(y/7/R)"), donc la suite ((n + 1)r™) est aussi bornée, donc » < R’. On
obtient donc R < R'. Si R = 400, on remplace v/ Rr par 2r.

Supposons que R < +00. Soit r > R. Alors (a,+17") diverge, donc a fortiori ((n+1)a,+17™) diverge,
donc » > R. On obtient donc R > R/, et donc R = R'. O

+00 an—1

De méme, les séries >_20 an2™ et Y729 2™ ont le méme rayon de convergence.

4.4 Dérivée d’une série et conséquences

Dans ce qui suit, on fixe une série entiére Z:ﬁ% anz™ de rayon de convergence R > 0. Pour tout
z € B(0,R), on pose f(z) := >0 an2".

Définition 4.7 (Dérivée complexe).
Soit f une fonction définie sur un disque complexe ouvert centré en l'origine B(0, R). On dit que
f est dérivable en z € B(0, R) si, pour toute suite de nombres complezes (zn)n>0 dans B(0, R) \ z
convergeant vers z, la limite

L T~ 1)

im

n—+00 Zn — 2

eziste, et ne dépend pas de (zp)n>0. On notera alors f'(z) cette limite.

Attention : Si K = C, il s’agit d’une dérivation par rapport a une variable complexe. Ce n’est pas
la méme chose qu'un dérivation par rapport aux variables réelles. Il ne s’agit pas d’identifier C et
R? et de dériver la fonction comme fonction de deux variables réelles! Si f admet une dérivée au
complexe, alors elle admet une dérivée vue comme fonction de R? dans R?. La réciproque est fausse
par exemple, la fonction z — Z n’admet pas de dérivée complexe (Exercice!).

De la méme fagon, on peut définir des dérivées successives.

Proposition 4.8.
Soit f(z) = zi% anz" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Alors [ est dérivable sur
B(0, R), au sens réel ou en sens complexe suivant que K =R ou C, et sa dérivée est la série dérivée

(dérivation terme a terme) : pour tout z € B(0, R),

“+o0

fl(z) = Z(n + Dap412".

n=0



Démonstration.

Notons g la série dérivée de f. Soit z € B(0,R) et (z,) une suite d’éléments de B(0,R) \ {z}
convergeant vers z. Soit |z| < r < R. Soit N > 0 tel que, pour tous n > N, on ait z, € B(0,r).
Alors :

Zn — % = -z
+o0 k—1
= Z ag Z zflzk_l_é
k=1 (=0
+o0 k—1
— Zak [k:zk_l +) (2 — 2t
k=1 £=0
+o0 k—1
=g(z)+ Z ay Z(zfl 2517
k=1  ¢=0
Controlons le terme d’erreur :
+o00 k—1 +o00 k—1
a, (zfl —Hk < Z |a| Z€r£|zn — z|rhit
k=1 (=0 k=1 =0
+o00 k—1
= |z — 2| Z lag| Zﬁrkfl
k=1 £=0

+o0
k(k—1) ;.
:|zn—z|kzlyaky ( 5 ) k1,

. (. 1) k-
Mais la série > |ak|%rk I converge, donc

flzn) = f(2)

L8 g(2)] = Offza —2I),
ce qui montre que f est bien dérivable en z et que f'(2) = g(z2). O
Par récurrence, on en déduit :
Proposition 4.9.
Soit f(z) = z:(’) anz" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors f est C*° sur

B(0, R), au sens réel ou en sens complexe suivant que K = R ou C, et dérivable terme a terme :
pour tout z € B(0, R), pour tout k > 0,

(k) <« n N~ (k) n
fY(z) = nz:%(n +1) - (n+k)ansrpz" = nzz;) o Gk

Les coefficients d’une séries entiere de rayon de convergence strictement positif sont donc déterminés
par les valeurs de la série. Sous cette condition, on peut donc identifier série formelle et série entiere.

Proposition 4.10.

Soit f(z) = :{i% an 2" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors, pour tout n € N,
F(0)
ap = .
n!



En particulier, une telle fonction admet un développement limité en 0 a 'ordre n :

f(z) =) a2+ 00"

k=0

Enfin, une telle fonction admet aussi des primitives obtenues par intégration terme & terme? :

Proposition 4.11.
Soit f(z) = 20 12" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors f admet une

n=0
primitive F' donnée par F(z) = j{g a”n—‘lzn. En particulier, si K = R, alors pour tout x € (—R, R),

x +oo
/ f)de =" ten,
0 1"

n=

5 Fonctions développables en séries entieres

5.1 Définitions

Définition 5.1.
Soit I un voisinage de 0 et f : I — C une application. On dit que f est développable en série
entiére en 0, ce que l'on notera DSEy, s’il existe une suite (an)n>0 et un réel r > 0 tels que

flx) = Zanx" Ve € I N B(0,r).

Cette définition couvre a la fois des fonctions définies sur un intervalle ouvert contenant 0, et sur
un disque ouvert complexe contenant 0.

La série entiere Z:ﬁ% anx™ a alors nécessairement un rayon de convergence R > r, et f est de classe
C> sur I N B(0,r). De plus, si f est DSEy, alors

F™(0)

n!

La suite (a,) est donc uniquement déterminée par f (ce qui permet de démontrer de nombreuses
identités probabilistes ou combinatoires), et la série entiere associée est donc la série de Taylor de
f .

[o.¢]
=),

n!

f(x)
n=0
Attention : On vient de voir qu’une condition nécessaire pour qu'une fonction définie au voisinage de
0 soit DS Ey est qu’elle soit de classe C*° sur un voisinage de 0. Cette condition n’est pas suffisante ;
étre DSEy (ou, en d’autres termes, analytique) est strictement plus fort que d’étre C*>°. Il y a deux
raisons possibles pour qu'une fonction C* au voisinage de 0 ne soit pas DSFEy :
> La série de Taylor de f peut avoir un rayon de convergence nul.
> La série de Taylor de f peut avoir un rayon de convergence R > 0, mais sa somme S n’est
égale a f dans aucun voisinage de 0.

Exercice 5.2.
L’ezemple suivant est issu de [Moi, Exercice C.7]. Soit f(z) =Y 12% g—ntniiz,

3. 1l suffit de dériver la fonction F' dans ce qui suit pour le démontrer.
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1. Vérifiez que f est C*™° sur R et que, pour tout k > 0 et x € R,
00 5.
f(k) (33) — Z(nZi)kefnwLn i
n=0
2. Montrez que, pour tout k > 0 divisible par 4,
FO©)] ket
k! -k

Concluez-en que le rayon de convergence de la série de Taylor est nul.

Remarquons au passage que, si une fonction d’une variable réelle est DSEy, alors elle s’étend
naturellement a un voisinage ouvert complexe de 0 ; il suffit de prendre une variable complexe au
lieu d’une variable réelle. Ici, on remarque que si l’on prend pour x une variable imaginaire pure
plutot que réelle, par exemple x = —ei avec € > 0, alors la série définissant f ne converge plus, ce
qui suffit a douter du fait que f soit DSEjy.

Exercice 5.3.
Soit f la fonction définie pour tout x € R par

0 st <0

fay={

ez st x>0

Vérifiez que f est C*° sur R et que f(”)(O) = 0 pour tout n. Sa série de Taylor en 0 a donc un rayon
de convergence infini, mais converge vers la fonction nulle, qui est donc différente de f.

Définition 5.4.

Soit xg un nombre réel ou complexe. Soit I un voisinage de xg et f : I — C une application. On
dit que f est développable en série entiere en xg, ce que l'on notera DSE,,, s’il existe une suite
(an)n>0 et un réel r > 0 tels que

+oo
f(z) = Zan(:v —x9)" Ve lInB(xg,r).
n=0

Autrement dit, f est développable en série entiére en xq si et seulement si g(x) := f(x + xg) est
DSFEy.

Une fonction est développable en série entiére (DSE) si son domaine de définition est ouvert et si
elle est développable en série entiere en tout point de ce domaine.

5.2 Opérations

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition et des résultats précédents.
> La somme et le produit de deux fonctions DSE,, est une fonction DSE,, .
> Si f est DSE,,, alors f est C* sur un voisinage de xg et ses dérivées successives sont DSE,,.
Le développement en série entiere de f’ s’obtient en dérivant terme & terme celui de f.
> Si f est DSE,,, alors il en est de méme de toute primitive F' de f. Le développement en série
entiere de F' s’obtient, a un constante pres, en intégrant terme a terme celui de f.

11



5.3 Cas des fractions rationnelles

Théoréme 5.5 (Développement en série entiere des fractions rationelles).

Soit F' une fraction rationelle et xo un complexe qui n’est pas un pole de F. Alors :
> F est DSE,,.
> Le rayon de convergence de la série de Taylor de F' est R = min{|a — x¢|; « pdle de F'}.
> F est égale a la somme de sa série de Taylor dans B(xg, R).

Démonstration.

Sans perte de généralité, on peut supposer que xg = 0. Soit P ’ensemble des poles de F' et p :=
min{|a|; a € P}. Pour a € P, on note k, la multiplicité du pdle a. La décomposition en éléments
simples de I’ dans C s’écrit pour certaines constantes aqp :

ka
F(z)=E()+ >y Gop
a€eP p=1 (Z —Oé)p
Pour tout o # 0 et |z| < ||,
r o} 13X m
= — Z = —— _
z—« 1-2 o= an

Le rayon de convergence de la série obtenue est donc d’au moins «.. En prenant les puissances, c¢’est
aussi le cas pour (z — a)”P. Par conséquent, F' est somme finie de fonctions DSFE( de rayon de
convergence au moins p, donc est DSFEy de rayon de convergence R > p.

Supposons que R > p. Soit a € P de module p. On sait que F(z) = ::i% apz" sur B(0,p) par ce
qui précede. Par conséquent,
+oo
lim an(ta)”| = lim |F(ta)| = :
t—1- Z n< ) t—1- ’ ( a)| oo
n=0
Ceci contredit la continuité de z — > a,,2" sur B(0, R). Par conséquent, R = p. O

Remarque 5.6.

1l n’est pas surprenant que le rayon de convergence du développement en série entiére de x — ﬁ
en 0 soit de 1 : en 1, la fonction diverge. Cependant, cette remarque permet de mieux comprendre
le rayon de convergence des développements en séries entiéres de x — ﬁ Bien que cette fonction
soit développable en série entiére partout, en tout point xq, le rayon de convergence de la série n’est
que de \/1+ 3, c’est-a-dire la distance dans C entre xo et {£i}. On voit ici 'ombre dans R d’un

phénomeéne complezxe.

1

T2 el en particulier

Cette borne sur le rayon de convergence est héritée par les primitives de x —
par la fonction arctan.

5.4 Meéthodes de développements et développements usuels
5.4.1 Série géométrique et conséquences

De nombreux développement se déduisent de celui de la série géométrique. On sait que, pour |z| < 1,

1 “+o00 1 —+00
pr— n = —1/n/n‘
1—2 Z_Z’ 1+ 2 Z_( )2
n=0 n=0
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Par intégration, on en déduit, toujours sur B(0, 1),

=0 S~ (=)
—In(l1—-2) = Zﬁz", In(1+2) = ZTZ"
n=1 n=0

On peut obtenir des développement en série entiere en d’autres points, avec d’autres rayons de
convergence, en utilisant des identités telles que
1 1 1

z
a—z:al—g’ ln(oc—f—z):ln(a)—i—ln(l—i—E).

2

En remplacant z par z°, on déduit de la série géométrique

1 = 1 =
— 2n _ _1\n.2n
i DL i B G Vi
n=0 n=0
Par intégration, on en déduit
+o0 oo
1 (_1)n+1
argtanhz = —— 22t arctan(z) = A
& nz::l o+ 1 (2) n;) ot

Le développement en série entiere de la fonction argtanh peut se retrouver a l'aide de l'identité
In(142)—In(1—2)

argtanhz = 3 .
Enfin, pour tout p > 1, en dérivant p — 1 fois 1712, on obtient
1 B 1 +2’0(n—HD—l)!Zn_Jio<n—|—p—1>zn
— 2P (p—1)! ! o )
(1-=2) (p— = n! — n
En posant <Z> = w pour tout « € C, cette derniére identité peut se réécrire

n=0

5.4.2 Autres séries

Hors de ce cas, une difficulté pour montrer qu'une fonction est DSFE est, comme nous l’avons vu,
que la connaissance des dérivées de f en un point n’est pas suffisant pour conclure que la série de
Taylor correspondante converge vers f. Par exemple, savoir que exp(”)(O) = 1 pour tout n ne suffit

pas a priori pour en déduire que
+oo

exp(z) = ) %

n=0
Une stratégie générale pour montrer qu'une fonction f est dérivable en série entiére consiste & :
> Trouver une propriété qui caractérise f ;
> Montrer qu'une fonction DSE a la méme propriété.
Les équations différentielles sont pour cela un outil de choix.

Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, la fonction exp est I'unique solution sur R (ou C) de I’équation

différentielle
{y’ =y
y(0) = 1

13



oo 2
n=0 n!

+oo ™

Or la série entiere n=0 nl

z € C.

est aussi solution de cette équation, donc exp(z) = pour tout

Une fois que l'on a déterminé le développement en série entiere de la fonction exponentielle, on
peut en déduire les développements des fonctions sinus, cosinus, sinus hyperbolique, cosinus hyper-
boliques...

Les développement en série entiere de ces fonctions sont tous de rayon de convergence infini. Le
calcul se fait aisément en 0 a partir du développement en série entiere de l’exponentielle. Pour
obtenir un développement en série entiere en un autre point, on se ramene a 0 a l’aide des formules
d’addition : €™t = %ol et par exemple cos(zg + h) = cos(zg) cos(h) — sin(xg) sin(h).

Terminons par une autre application de cette stratégie.

Théoréme 5.7. Pour tout o« € R\ N, pour tout x € B(0,1),

(1+2)" = io @) .

n=0

Démonstration.
On se place dans le cadre réel. Posons f(z) = (1 4+ x)®. Cette fonction est I'unique solution sur
(—1,1) de I’équation différentielle

(1+2)y'(z) = ay(z)

avec condition initiale y(0) = 1. L’unicité de la solution découle du théoreme de Cauchy-Lipschitz
pour les équations différentielles linéaires.

On cherche une solution développable en série entiere de cette méme équation. Notons y(x) =

:{i% anx™. Alors y est une solution formelle de cette équation si ag = 1 et, pour tout n > 0,

(n+ 1)apt1 + na, = aay,

. _ , o
ou, autrement dit, a,4+1 = %an. Par récurrence, a,, = ( >
n

Le fait que cette série formelle soit une solution formelle de ’équation différentielle implique que, si
son rayon de convergence est strictement positif, alors la fonction associée est une (vraie) solution
de I’équation différentielle sur un voisinage de 0. Or, par le critere de d’Alembert,

a—n
n+1

Gn+41
an,

—n—+oo ]-7

donc la série entiere obtenue a un rayon de convergence de 1 : c’est une solution de I’équation
différentielle (1 + z)y'(z) = ay(z) avec condition initiale y(0) = 1 sur lintervalle (—1,1). Par

unicité, elle doit coincider avec f. O
Exemple 5.8.
Pour a = —1/2, on calcule
=l =3 1=2n —1H".1-3-(2n—1 1. (2n)! —1" /2
o _ 3 F 2 () (2n—1) _ (=1)"-(20)! _ (=1)" (20
n n! 27 . n! 22n . (nl)? 4n nj)’

Par conséquent, pour tout x € (—1,1),




Une formule similaire, mais un peu plus compliquée, existe pour o = % En remplacant x par £z
et en intégrant, on obtient pour tout x € (—1,1) :

2n

—+o0
==L =
l

n 2n
1/1_|_l.2 Z 22”. nl) 52n . (pN2%

in(z) Jio 1 2n)! 9
aresin(e) = ), o g m gt
n=0

+§ (D" @) o

2. ()2
— 2n+12%" (n!)

argsinh(z) =

6 Applications

6.1 Application 1 : Probabilités et fonctions génératrices

Définition 6.1.
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Pour tout n € N, on pose p, := P(X =mn). On
appelle fonction génératrice de X application G définie par G(t) := Zn 0 Pnt"™

Théoreme 2.

X admet une espérance si et seulement si G' a une limite a gauche en 1. Dans ce cas, E(X) =
G'(1).

X admet une variance si et seulement si G?) a une limite & gauche en 1. Dans ce cas, G (1) =
E(X?) — E(X).

Exemple 6.2.
On peut ainsi calculer plus généralement les moments de variables aléatoires discrétes. Par exemple,
> St X suit une loi de Bernouilli B(n,p), alors G(t) = ((1—p)+pt)". On calcule G(1) = 1, puis
G'(1) = np et G"(1) = n(n — 1)p?, donc on retrouve E(X) = np et Var(X) = n(n — 1)p? +
np —n*p® = np(1 — p).
> Si X suit une loi géométrique* de paramétre p, alors G(t) = ﬁ On calcule G(1) =1,

puis G'(1) = 1—p et G"(1) = 2(11'%1’) donc on retrouve E(X) = % et Var(X) = 1pp

> Si X suit une loz de Poisson de paramétre X, alors G(t) = '~V . On calcule G(1) = 1, puis
G'(1) = X et G"(1) = A2, donc on retrouve E(X) = X et Var(X) = .
Une variation sur ce theme est la fonction génératrice des moments, qui a l'avantage de s’ap-
pliquer a des lois a densité.

Définition 6.3.

Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles (a fortiori, ceci s’applique aux variables aléatoires a
valeurs entiéres). On appelle fonction génératrice des moments de X [application H définie,
quand ’espérance converge, par H(t) := E(e!X).

Cette fois-ci, la fonction H n’est pas définie explicitement comme une série entiere. Cependant, en
pratique, elle sera presque toujours une fonction développable en série entiere si la loi de X est

4. Ici, la loi géométrique de parametre p est le nombre d’échecs avant d’obtenir une réussite, ou les réussites sont
indépendantes et de probabilité p.
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usuelle. De plus, on retrouve plus facilement les moments a l'aide de la fonction génératrice des
moments qu’a 'aide de la fonction génératrice : si H est dérivable k fois sous le signe intégral sur
un voisinage de 0, alors E(X*) = H®)(0).

L’application aux lois de Bernoulli, géométrique, de Poisson est laissée en exercice. Les lois expo-
nentielle et de Laplace donnent aussi lieu a des calculs simples. Nous allons nous focaliser sur une
application importantez, celle de la loi normale de parametre ¢ > 0. Celle-ci a pour densité la

fonction x — ﬁeféﬂc?. Soit X une variable aléatoire de telle loi. On calcule, pour tout t € R :

1 +o00 2
E(e!™) = / e®e 207 dx
oV2T J_o
]_ t+oo z2 -2tz
= / e 22 dx
oV2T J_o
1 “+o00 (127“,_2)27“0_2)2
/ e 202 dx
— 00

CoV2r

(o‘t)2 1 “+00 7(12—to'2)2
e 2 e 202 dx
—00
2

oV 2T

(ot)
= e 2

Or cette fonction est développable en série entiére en O :

X +oo O.Qnt2n
() =Ee) =Y T

n=0

et donc E(X?F) = éikli: o2k et E(X 1) = 0 pour tout k.

6.2 Application 2 : Résolution d’équations différentielles

Nous renvoyons aux applications présentées dans le livre [Moi], et en particulier le développement
en série entiere de la fonction de Bessel et la résolution de ’équation de Riccati. Les énoncés sont
repris dans la feuille d’exercice jointe.

6.3 Application 3 : Combinatoire et calcul de suites

De nombreuses applications intéressantes sont possibles; nous en présentons quelques-unes. Un
ouvrage tres riche et de plus haut niveau sur le sujet est ’excellent Generatingfunctionology de
Wilf.

6.3.1 Nombres de Catalan

Une définition des nombres de Catalan est qu’il s’agit de I'unique suite d’entiers (Cy,)n>0 sa-
tisfaisant I'équation de récurrence Cy = 1 et Cpy1 = Y p_o CrxCri pour tout n > 0. Ils ont de
nombreuses applications en combinatoire, qu’il serait vain de résumer ici®.

On peut en trouver une expression explicite grace aux séries entieres. Soit f(X) := Z:ﬁ% CpX™
la série entiere formelle correspondante. La relation de récurrence se rapproche d’un produit de
Cauchy ; plus précisément, la série de terme général > CrCy— X" est f2(X), alors que la série
de terme général C, 11 est ! ()g()*l
et seulement si g(0) = 1 et g*(X) = Q(XT)_I.

. Ainsi, une série formelle g a pour coefficients la suite (Cy,)n>0 si

5. Ne pas hésiter a aller voir Wikipedia, en particulier en Anglais!

16



Or on trouve une fonction qui satisfait ces contraintes : la fonction g(z) = 1= w. Celle-ci est bien
développable en série entiere en 0, avec un rayon de convergence positif, ce qui permet d’identifier

ses coeflicients. On trouve a l’aide des développements en série entiere usuels C,, = n%rl < L

Voir aussi [Moi, Probleme E.7], qui motive I’étude de cette suite a I’aide d’un probléme combi-
natoire concret (dénombrement d’arbres).

6.3.2 Nombres de partitions

Une partition d’un entier positif n est une écriture n = k1 + --- + k., ou les k; sont strictement
positifs. Suivant que l'ordre des k; est important ou non, on obtient deux notions de partitions, et
donc deux suites d’entiers. Dans les deux cas, les série entieres sont particulierement importantes
dans I’étude de ces suites. On se réfere & [Moi, Probleme E.6], dans le cas de partitions ordonnées.

Le cas de partitions non ordonnées est beaucoup plus riche, mais vraisemblablement trop com-
plexe pour un développement d’agrégation; il est présenté en Exercice 23 p. 63 dans Cours de
mathématiques - 8 — Compléments d’analyse d’Arnaudies, Fraysse.

6.3.3 Nombres de chemins

Soit G un graphe (orienté ou non) de matrice d’adjacence M. Soit A un sommet de G. Le nombre
de cycles de longueur n partant de A, c’est-a-dire le nombre de chemins de longueur n partant de
A et revenant & A, est a, := (M"™)44. La fonction génératrice de ce nombre de chemin est donc

+oo “+o0o
F(z) =) (M™)aa2" = (Z Z"M”> =[I—zM)Y] .,
AA

n=0 n=0

Cette série a un rayon de convergence strictement positif, car les coefficients de la matrice M™
croissent au plus exponentiellement vite.

Qu’en est-il des chemins de longueur n, partant de A et revenant pour la premiére fois en A aprés n
pas ? Notons b, le nombre de tels chemins (by = 1) et g la série entiére associée. Remarquons qu’un
chemin de longueur n > 1 s’écrit de facon unique comme la concaténation d’un chemin de longueur
k comprise entre 1 et n revenant pour la premiere fois en A apres k pas, et d’'un chemin de n — k
pas de A & A. Par conséquent, pour tout n > 1,

n
anp = g bran,—p-
k=1

On reconnait a droite le produit de Cauchy entre g —1 et f. En faisant attention au terme constant,
on obtient

f-1=(@g-1)f
o 1
9=2-%

ce qui permet ensuite de calculer explicitement les premiers termes de la suite (b,), ou de déduire
des informations qualitatives sur cette suite.

(N—-1)"+(N-1)(—=1)"
N

Par exemple, si G est le graphe complet a N > 1 sommets, alors a, = , donc

flz) = %, donec g(z) = 1+ % On trouve finalement by = 1, by = 0, et b, =
N —1)(N — 2)"2 pour tout n > 2.
( p
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Ces propriétés restent valides pour des graphes infinis. Par exemple, si G est le graphe sur Z dont

.. . N 2n
deux sommets sont voisins s’ils sont a distance 1, alors ag, = < et agp41 = 0 pour tout n,
n

donc f(z) = donc ¢(z) = 2 — V1 —422, donc by = 1, bay+1 = 0 pour tout n > 0 et

1
V1—4x2’

2n .
bon = 2n1_1 pour tout n > 1. On retrouve au passage une expression proche de celle des

nombres de Catalan, ce qui n’est pas un hasard.
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